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PREMIÈRE THÈSE

FONCTIONS COMPLEXES
DANS LE PLAN ET DANS L'ESPACE

INTRODUCTION.

Le présent travail est divisé en deux Parties, d'inégales étendues.
Je considère, dans la première Partie, des fonctions f=u-{-iu9

d'une variable complexe z — x-\- iy, dont les parties réelle et imagi-
naire ne satisfont pas au système de Cauchy. La dérivation, pour ces
fonctions, n'a pas de sens, tant qu'on n'associe pas à chaque point du
plan une direction m. Je donne quelques formules générales concer-
nant les dérivées d'ordre supérieur au premier ; ces formules conduisent
à des propositions qui généralisent les propriétés classiques des fonc-
tions monogènes. Je donne, incidemment, un exemple de fonction dis-
continue sur une infinité de lignes du plan qui satisfait à l'équation de
Laplace AU —o, aux dérivées secondes généralisées. Enfin, j'étudie
plus particulièrement une classe de fonctions non analytiques, carac-
térisées par une équation du type Monge-Ampère, dont je passe en
revue les propriétés.

J'essaie, dans la seconde Partie, d'étendre à l'espace à quatre dimen-
sions la notion de fonctions harmoniques conjuguées dans le plan. La
conclusion à laquelle j'arrive est que cette tentative est vaine, tant qu on
n abandonne pas soit la notion de dérivée ordinaire, soit celle de fonc-
tions de point. Je me place, successivement, aux deux points de vue.

Je garde d'abord la dérivée ordinaire et j'introduis la notion de
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bipoint, due à M. Cosserat. Je définis le bipoint opposé à un bipoint
donné, et les fonctions de bipoint coujuguées. Cette définition me con-
duit aux fonctions analytiques de deux variables. J'étudie ensuite cer-
taines transformations biponctuelies, qui généralisent la transforma-
tion conforme.

En second lieu, je garde les fonctions de point, mais je laisse indé-
terminée la notion de dérivée, tout en lui attribuant, pour les calculs,
quelques propriétés fonctionnelles simples, vérifiées par la dérivée
ordinaire. Je définis la dérivée d'une fonction suivant une direction
plane caractéristique de Fespace à quatre dimensions, ce qui me
permet de donner la définition de deux fonctions conjuguées. Jnap-
plique ces notions à une dérivée définie, il y a quinze ans, par
M. Pompéiu, la déii\ée aréolaire. L'étude des fonctions aréolairement
conjuguées met en évidence la liaison qui existe entre ces fonctions et
les fonctions harmoniques à quatre variables.

Une partie des résultats contenus dans ce travail a été communiquée
à F \cadémie des Sciences ( ' V

AI. Montel fut pour moi le Maître véritable qui, dès le début, s'est
intéressé vivement à mes recherches et qui m'a donné par la suite de
bons conseils et des suggestions; nombre de pages de ce travail s'en
ressentent heureusement. Qu'il me soit permis de lui exprimer ici ma
vive gratitude, ainsi que toute mon admiration.

PREMIÈRE PARTIE.

I. — Formules générales.

I. Soient u (j?, y) et v (,r, y) deux fonctions réelles des variables
réelles x et y.

(*) Comptes fendus de VAcadémie des Sciences, t, IS Î̂, i9>7, p. 4 + >*
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Nous poserons

avec Ç = cc-\-iy. Si Ton donne à £ un accroissement Ax-\- iAy et que
Ton forme le rapport, à cet accroissement, de la variation correspon-
dante de J [s]? on trouve quela limite de ce rapport dépend en général

de la limite m du quotient-r^- Appelons dérivée de ƒ [£] suivant la

direction m, et désignons par -p- la limite de ce rapport ; nous écri-
rons

du ùv f du dp
, . df dx dx V co "Y

dm i -+- //?z

En séparant le réel et Pimaginaire, nous obtenons

avec
d(( ( du dp

. ,__ _ „., dx \dy dx

(3)

du dp\ r)p
dy dx j dy

i -v zn

((dv ùu\ ,du
\(?7' ^ / dy

Nous pouvons considérer -p- comme une fonction de la combi-
naison £ = a? + iy? dont nous nous proposons de calculer la dérivée
suivant une direction m!\ différente ou non de m, dérivée que nous

désignerons par la notation -̂ —y—r

Nous n'avons qu'à appliquer la formule (2), ce qui donne

d-f __ dx dx \ dy dy
dm dm' 1 -4- un'



Or, d'après (3),

( 3 -

d-u f dtu d-v
. . I JJj ƒ 1

Ou, dx2 \ dx dy dx2 m- dx dy
ï -+- /?i*

~ày
dx dy

(Pu
dx <)y

i -h m-

dx
't dx2 m \ dx dy dx- ) m dx dj

i -+- m2 ~~

+ iyj l \ fyi 2 .

\ üx üy \dy- dx d\ ) dj -

On en déduit aisément

v4> dm dm!
dx- dx d^

i H- m-

• { m -h //?

(H- im) (i -+- iml)

Des remarques intéressantes peuvent être faites en partant de cette
formule.

C2. La formule (4) est symétrique en m et en m!. On a donc

Supposons que Ton dérive successivement, par rapport à des direc-
tions quelconques, m1; m2? . . ., mp. Nous pouvons énoncer cette pro-
position :

L ]ordre des dérivations successives, par rapport à des directions quel-
conques déterminées, n'influe pas sur le résultat.

La démonstration se fait, en s'appuyant sur la formule (S), absolu-
ment de la même manière que la démonstration du théorème analogue
classique de l'Analyse.

Mais nous lirons le résultat ci-dessus sur une formule généralisant
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la formule (4). Je dis que Ton a en général

(6)
dmx à/n2 . . . àm/f

dt'f ()!>f

En eftet, cette formule est vraie p o u r p = I , J O = 2. Supposons-la
vraie pour jo, nous allons démontrer qu'elle est vraie pour p - f - i .
Donnons à cet effet à £ un accroissement À^ + zAy et calculons les
accroissements des diverses fonctions du second membre de la rela-
tion (6). Nous aurons, à des infiniment petits d'ordre supérieur près,

di>f . dt'f x ôt^f
dxi> ôx^x J (Iw dy

V T i L _ _ J _ A - k ' J %

~ l/> d J I*** à"dxP^ ôv ~ clr/> dr

1 j± ±x ±
di'J — dx <hi> J âyp^ *

Multiplions respectivement par l-)^À
mn ^ m / m / o • • •? e t ajoutons,

Nous obtenons

( 1
<)mï a m 2 . . . <)inf,

+] f
m,

— J—\- ±— y m _|_ g t . -f. -^^—± m ut,... /?£„ A ) .

En divisant les deux membres par Â  et en passant à la limite, avec

Aj ___
àx '
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nous obtenons la formule (G), dans laquelle/? est remplacé par p -+- i.
Notre affirmation est ainsi justifiée.

La formule (6) peut s'écrire, sous forme condensée,

ô?nl

le symbole (II) signifiant que les multiplications correspondantes se
font d'après les règles suivantes :

dx

àx J \ à) / ÔOLP à) v

Sur les formules (6) ou (6'), la propriété énoncée au début de ce
paragraphe est évidente.

3. Donnons une démonstration directe de la formule (5),
D'abord? puisque Ton a

dj _ Ou ùv
dm dm dm

il suffit de montrer que pour une fonction réelle R(a?, y)y on a

à m dm' dm' dm

Soient respectivement An et ç le module et l'argument de AÇ. On a

AÇ ~ An '

donc? en passant à la limite, a\ec limç = 4>,

^ ' ' fhn ~ an
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(-r- est ce qu'on appelle la dérivée de la fonction R(a?, y) dans la direc-

tion n an plan réel xOy.
Si m!(nf, <ï>') est une autre direction issue du point £, on aura, eu

appliquant la formule (-7 ) à la fonction -—p

ànTf ~ e~L ~dK! '
Comme on a

an an' ~ dn! an '

la formule (5) se trouve démontrée.
En partant de cette formule, il est facile de démontrer, par un rai-

sonnement bien connu, l'interchangeabilité des dérivations pour une
dérivée d'ordre quelconque.

4. Les formules ci-dessus ont été établies en supposant qu'aucune
des directions m^ m2, . . ., mp ne dépende du point (x, y). Dans le cas
contraire, la formule donnant la dérivée serait beaucoup plus com-
pliquée. Peut-il y avoir des directions privilégiées, pour lesquelles la
loi de dérivation donnée par la formule (6) se conserve?

Voici un résultat pour le cas de la dérivée seconde.
Soit m(x, y) une fonction réelle du point (x, y). Posons

2L=f..

La direction mF telle que la dérivée f de ƒ, , suivant mf, conseive la
forme (4), est tangente à la courbe

passant par le point considéré.

En effet, fA est donnée par la foî mule (2), où rn est une fonction
de ce et de y. Par dérivation suivant m\ on aura une partie de la
forme (4), obtenue en considérant m comme constant et une partie
obtenue en prenant la différentielle du second membre de la for-
mule ^2) par rapport à m et en la divisant par dx-±-idy. Si Ton }
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remplace dm par sa valeur et que l'on pose

dx
on obtient la formule

-~-z -h- (m H- m ) -r—^ 1- mm1

(j + un) (i + un')
(dm . dm \ [ du ds ( àt> du
t t . 1 . ' i i _ _ i i • '

v dx dy J \ d y d%
-h — (i + (m)2 ( t -f- im1)

Or la fonction ƒ n'est pas analytique. Donc, pour que f2 ait la
forme (4), il faut et il suffit que l'on ait

dm , dm
dx <)}

ce qui justifie notre affirmation.
Supposons, en particulier, que l'on dérhe toujours suivant la

même direction m. La condition ci-dessus s'écrit alors

dm dm
v * dz m ~dT °

Je dis que cette condition est suffisante pour que toute dérivée

dmp

soit donnée par la formule générale (6) .
En effet, la proposition est vraie pour y? = i,p = 2. Supposons-la

\raie pourjo = ky nous allons montrer qu'elle est vraie pour p = k + r.
Par hypothèse, nous avons

dmk (i H- im) k

La dérivée d'onde k + 1 comprendra deux termes. Le premier
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s'obtiendra en regardant m constant, ce sera donc

'àf df
dx dy

Le second s'obtiendra en prenant la différentielle par rapport à m et
en divisant par dœ-\- idy. Il sera de la forme

A dm A (dm dm\
-— — — \- ni -r— ?

dx H- i dy i -h im \ dx dy J

et par conséquent, en vertu de (8), il sera nul. Il reste donc

ce qui justifie notre affirmation.

5. Supposons que les fonctions u^x^y) et v(x,y) n'aient pas par-
tout de dérivées premières. La question de savoir si la fonction ƒ(£) est
analytique ne se pose plus. Mais supposons que les fonctions U(JC7 y) et
v(&,y) admettent des dérivées secondes généralisées. Si l'on remarque
que l'expression (4) ne contient au second membre que de dérivées
secondes, on en conclut la possibilité de former l'expression

à1 f
dm dm1

directement, sans que -~- et —^ existent nécessairement. Dans le cas

où ces dérivées premières n'existent pas, nous appellerons le premier

membre de (4 ) dérivée seconde généralisée, ̂ suivant les directions m et m*.

Cherchons alors les conditions pour que -=—J—7 ne dépende ni de m,

ni de mf. On devra avoir

• *ƒ = fi f
dx dy dyz

ou, en développant,

d2 u . d 2 v . d* u d- v d2 u d2 v

1 SE NICOLESCO
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On obtient par conséquent le système

(9)

(Il1 dv'

ÙX1 ÔY'

ùx- ùx ùy

ùx ù^ ùx1 : O.

Dans le cas où u et r admettent partout des dérrvées des deux piv-
miers ordres, l'intégration de ce système est immédiate. En effet, les
deux dernières équations (n) donnent

ùtr dv
ùx ùy
ùu ùv
ÙY ÙOO

c et c' étant des constants arbitraires. Ce système, où Ton prend comme
inconnue soit u, soit \\ est complètement intégrable, en vertu des
deux premières équations ( n ) . On trouvera

f[Z~\ = fonction analytique de Ç + ex -f~ < 'y -\- c".

Donc, si -7—7—, est indépendant de m et ni\ il en est de même des1 dm dm l 7

dérivées d'ordre > 2.
Ceci généralise la propriété des fonctions analytiques : Une fonction

mono gène a une dérivée mono gène.
Ce résultat est général. Supposons que

ùni\ <)m2 . . . ùm/t

soit indépendant de ?//t, m>^ . , . , m/y; alors
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est analytique en £, donc

est analytique en 'C,. Soit YÇQ une fonction analytique de £, telle que
F«" (£) = ? ( ; ) ; la différence

venue r équation

dm v âm2 . . . dmf)

Faisons dans la formule (6), duparagrapbe2,mi = /^ 2 = .. . = A/̂  = O,
puis mK = nu = . . . = m p = oo (en supposant écrit ^ au lieu de ƒ ) etc,
On trouvera que g est un polynôme en x et j , de degré7?. Donc

ƒ [Ç] = fonction analytique de t ~h polynôme de degré p

et les dérivées d'ordre ^>p sont indépendantes des directions.

l). La dérivée

dm dm '

peut encore être indépendante de m et ni^ loî sque les fonctions u et i*
n'ont pas partout des dérivées pai^tielles du premier ordre à condition
qu'elles admettent des dérivées partielles secondes généralisées. Mais
alors, en regardant les équations (i i), on pourrait se demander si cette
distinction n'est pas illusoire, c'est-à-dire, si le fait pour u et r de
vérifier Téquation de Laplace n'entraîne pas comme conséquence
l'existence jt><7/*/o/̂  des dérivées du premier ordre.

On peut répondre par la négative. Voici en effet un exemple simple.
Soit d'abord

une fonction de la variable réHle /5 Héfinio de la manière suivante :

i° Aux points t= 7i+ ~ (H entier), on a
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2° En tout autre point, {t) est égale à la différence entre tel l'entier
le plus voisin.

On appelle cette fonction l'excès de t. Elle est bornée, et continue

sauf au point t = n + -• Dans tout intervalle ouvert

(II) n—L<t<n-h±,

on a

; ZZZ I , = z Z Z Ö .

dt ' dt-

II n'y a pas lieu de parler d'une dérivée seconde aux extrémités de
ces intervalles. Mais définissons directement la dérivée seconde au
point t comme la limite du quotient

Aux extrémités des intervalles (i i), le numérateur de cette expression
est nul identiquement. Nous sommes donc conduits à poser

d2

= = o.
dt1

Nous eu concluons que (t) admet partout une dérivée seconde
généralisée, qui est égale à zéro.

Considérons maintenant un carrelage (R) de plan ocOy, obtenu
au moyen des droites

x = m ̂  > ( y = n H ( m , / i = o , ± i , ± 2 , . . . ) .

La fonction

est, d'après ce que nous venons de dire, bornée et discontinue sur les
lignes du réseau (R).

On a en outre
(T- o à1 o
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même aux points de discontinuité. L'expression

®{œ -h A, y 4- k) — o(cc -+- h, y) — <p(a?, j +

est nulle identiquement en tout point du plan. On a donc aussi

dx âj

Si, maintenant, H(cc} y) est une fonction harmonique, continue sur
les lignes (R), la fonction

n'est pas harmonique sur les lignes du réseau (R). tëllc y satisfait
toutefois à l'équation aux dérivées secondes généralisées :

à2® à1®
h

II. — Classes particulières de fonctions non analytiques.

7. Nous allons continuer dans cette Section l'application des for-
mules trouvées au début de la Section précédente.

Donnons tout d'abord une définition. Considérons une fonction
complexe quelconque f = u + iv et supposons que cette fonction con-
tienne, outre les variables x et y, un paramètre arbitraire,, réel z. Le
système de Cauchy

du dp
dx dy '
du dv

H —- =z o
dj dx

n'est pas satisfait en général. Mais les équations écrites définissent,
dans l'espace (a?, y, z), un domaine et Ton peut dire que le système
de Cauchy est satisfait sur le domaine ainsi défini, ou encore, que la
fonction ƒ est analytique dans ce domaine.

Ce domaine est en général une ligne. Il peut être une surface, quand
les deux équations ne sont pas distinctes, ou bien quand Tune d'elles se



réduit à une identité. Enfin, il se peut qu'il n'existe pas quand le
système précédent n'admet pas de solutions réelles en x, y, c.

Le second cas est évidemment le plus intéressant.

8. Les définitions ci-dessus posées, donnons-nous une fonction
complexe z/(«r, y) + û'(a;3 y) , sans paramètre. L'opération de dériva-
tion en introduit tout naturellement un : c'est la direction m. Dès lors,
nous pouvons nous poser le problème de la recherche du domaine

d^analyticilé de la fonction -~-> dans l'espace {J\ y, r). [Nous écrirons,

dans ce paragraphe, r au lieu de m. \ Ce domaine sera défini par les
équations

d/t, ds , __
dt (h = r

au, àî ,
ày ~~à7 = o

où //, et c, sont données par les formules (3) [Section 1, § i ] . Si Ton
effectue les calculs, en posant

on trouve le système

(h
ai

àô
<7x

~*~ \

an
à i

àff

(h
à)
ào
rh

as
~ (h ~ '

4- (h

-u. ÛS \
"~ ûr !Z

(h \
~~ ~àt i

do
~^ (h

<h

Posons la condition pour qno les deux équations admettent une
solution commune réelle en r. L'éliminant du système précédent étant

/ dr ào^ _ à-z ào \ i / <k do V / (h do \ '
\à* ày d^ di I \ ^ Or à) J \ ai à? I

on doit avoir
(h àd du do
di à\ d} dt
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ou bien

1J dx âj ày ai ~ °'

La première solution est à rejeter, car elle donne pour les équations
considérées deux racines communes ± i. Il reste donc la condition (12).
Les fonctions ƒ, satisfaisant à cette condition, jouissent d'une propriété
très simple :

Le domaine d'analyticilé de la f onction -~ ne comprend plus, à part
une surface qu'on ne peut distinguer analytiquement, ni lignes^ ni points
isolés.

En effet, la condition (12) étant remplie, la surface T1 = o se
décompose aisément dans les deuv suivantes :

dy

à)

De même, la surface 0, = o se décomposera en deux :

EL

dy
()3

On voit donc bien :

i° Que les deux portions (V,) et (o\) coïncident, en vertu de (i4)-

Elles formeront la surface d'analyticité de -̂ -*
20 Que les deux autres portions (V|) et (0*) n'ont plus de points

réels communs.
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En effet, pour un même couple de valeurs de x et de y, on a

et l'hypothèse d'une intersection réelle des deux portions équivau-
drait à l'hypothèse de l'existence d'une solution réelle pour l'équa-
tion i -h £ 2 = o.

9. La condition (12) développée donne une équation de Monge-
Ampère, soit en w, soit en r, que nous allons étudier ici de plus près.

Désignons par r, s, t les dérivées secondes de w(a?, y)\ par r15 s[y tK

celles de c ( ^ r , j ) . L'équation (2) s'écrira sous la forme

( 13 ) s1 r -h ( fA — /*! ).ç — .?! f -h r , f, — A f — s2 = o.

Nous allons passer rapidement en revue les propriétés de cette équa-
tion.

Supposons V(GC) y) donnée. Pour trouver les équations différentielles
caractéristiques, nous emploierons la méthode classique. En considé-
rant r, s, t comme les coordonnées d'un point de Tespace, l'équa-
tion (i5) représente une quadrique réglée, dont les doux systèmes de
génératrices sont :

1 i ; I s - / 1 = ^ ( f + s , ) ;

Nous identifierons la droite (14), ensuite la droite (1 5), avec la droite

fIp = r dx 4 - .SC/T,

r/fj ^=. s dx - r t d ) ',

ce qui donne
/ Z / /

En éliminant le paramètre \x et en adjoignant la relation

dz p dx — q dy = o,
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nous obtenons le premier système de caractéristiques :

(16)
dz — p dx — g dj = o,

dp — sxdx H- r, dy = o,

dq — t± dx 4- s^dy — o.

On obtiendrait de même pour le second système de caractéristiques :

( '7)

( dz — /; cla — <j dj = o,

< dp —- Çj dr — t} di = : o,

dr/ - h / x d x - h s, r / ) = o

Le système (^7) se déduit du système (16) par Ja permutation clos
lottres 7*, et — f1. D'où ce résultat :

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux familles de
caractéristiques soient confondues est que la f onction v son harmonique.

Soit

(T8) 1 (r , ), r, /?, q)=zr

une intégrale intermédiaire du premier ordre de l'équation ( i 3 ) . Cette
fonction satisfait à Tune des équations aux démées partielles que Ton
obtient en remplaçant dans l'un des systèmes (16) et (17), dec, dy,
dp1 dq, respectivement, par

JU d\l
dp dqi

âU àU\ _ / d U âU

On obtient ainsi le système

Y^T \ ~— ̂  ^ ^ ^
dl dz 1 dp x dq

et un système analogue, obtenu en utilisant les équations (17), ou, ce
qui revient au même, en permutant les lettres rA et —• tx.

Les conditions pour que le système (19) soit complet se trouvent
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facilement :

Ces conditions remplies, le système (19) est même jacobion. Les
deux dernières conditions se trouvent vérifiées d'elles-mêmes. Il reste
la première qui donne

â2v

Nous pouvons donc énoncer :

La condition nécessaire et su f fisante pour que F un des systèmes de carac-
téristiques admette trois conbinaisons intégrales [ou que le système (19)
admette trois intégrales distinctes] est que la fonction v soit harmonique.

Je dis que, dans ce cas, la recherche de la fonction u exige, en dehors
de calculs d'élimination, une seule quadrature. En effet, par suite de la
condition

(20) Ar*=o,

les deux systèmes de caractéristiques se confondent. Nous pouvons
alors, par exemple, considérer le système (17), qui s'écrira

f dz — p (li — q fh — o,

< dp — drj,=z o,

d'où les deux combinaisons intégrales visibles

En portant les Aaleurs dejo et de q dans la première des relations (21)
nous obtenons l'équation

rl^~ (r + r/r)dx -h ( ff — p, ) dv

qui esl complètement intégrable, en vertu de la relation (20).
Son intégration est immédiate. Soient en effet c la fonction harmo-
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nique conjuguée de r, p et q ses damées partielles de premier ordre,
Ona

qx dx — px dy = p dx -h q dj = e/?̂
donc

dz = ( dx -h (f dy -+- dV,
d'où

r — r #• H- ( ' i +• r " H- f.

Cette intégrale est indépendante de ƒ> et q, donc elle constitue une
intégrale complète de l'équation (i 3).

Pour obtenir l'intégrale générale, on n'aura qu'à établir entre les
constantes arbitraires c, c'\ c!f deux relations arbitraires

et à prendre l'enveloppe de cette famille de surfaces à un paramètre.
La fonction u la plus générale s'obtiendra donc par l'élimination

de c entre les deux relations

u — T -+- r <p ( < ) H- \ ip ( ( ) -+- c ,

Notre assertion est ainsi justifiée, car la fonction e étant donnée la
fonction r s'obtient par une intégrale curviligne.

Supposons maintenant que la fonction r ne soit pas harmonique.
Alors les deux systèmes de caractéristiques sont distincts. Chacun
d'eux: admettra au plus deux combinaisons intégrales distinctes. Le
système (17) a toujours les deux combinaisons intégrables

dp — dq} =z G, dq -h dpi = o.

Quant au système (i6)? plusieurs cas peuvent se présenter.
Considérons-x , d'abord, r, p , q comme fonctions inconnues, x et y

comme variables indépendantes. On remarquera alors que chacune
des deux dernières équations peut être traitée indépendamment des
autres, puisqu'elle ne contient que les deux variables et une seule des
fonctions inconnues. Prenons par exemple la seconde équation

dp = s | dnc — / , d ] .

La condition nécessaire et suffisante pour que cette équation soit com-
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plètement intégrable est que Vexpression

ne dépende pas de x.

En effet, cette équation est équivalente aux deux suivantes :

dp dp .

d'où la condition

dr dx
Or

} àx '

donc la condition d'intégrabilité devient

et notre affirmation est justifiée.
On verrait de même que la condition nécessaire et suffisante pour

que l'équation
dq =z f, ffz' — .y, (h

soit intégrable est que Ac ne dépende pas de y.
Dès loî s, trois cas sont à distinguer :

i° On a
Ar ~~ const.

Alors les deux s) sternes (16) et (17) admettent chacun deux combi-
naisons intégrables. On sait que dans ce cas la recherche de la fonc-
tion Li se ramène à des quadratures.

20 La fonction Ar dépend seulement de l'une des variables, par
exemple de x. Alors, la seconde équation du système (16) est, seule,
intégrable complètement. Dans ce cas, la recherche de la fonction u se
ramène à l'intégration d'une équation différentielle ordinaire du pre-
mier ordre.

> L'expression AP est fonction de x et de y. La deuxième et la
troisième équation du système (16) ne sont pas complètement inté-
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grables. Ce système n'admet donc aucune combinaison intégrable.
Une intégrale intermédiaire est toujours celle que Von sait :

mais on ne pourra pas achever l'intégration tant que Ton ne particu-
larisera pas la fonction <I>.

10. Dans les paragraphes précédents, nous avons considéré m comme
un paramètre séparé. Dans les lignes qui suivent, m sera considéré
comme une fonction du point (x, y) donnée a priori ou, en employant
une terminologie empruntée à la Mécanique, m(a?, y) définira un
champ de droites ou un champ dirigé.

Nous allons démontrer les deux propriétés suivantes :

I. Étant donnés un champ dirigé mÇÇ) et une fonction quel-
conque j^[C], H existe une infinité de fonctions F (s) dont la dérivée
suivant la direction du champ soit égale à la fonction donnée.

Soit, en effet,

F = u + iv

la fonction inconnue. Nous avons

— — M LV

où «, et v, sont données psr les formules (3) [Section I, § J ].
Nous sommes alors conduits aux équations

( 2 2 )
dv

du (du dv\ dv . .. v
àœ \dy doc) dj v ;

f dv du\ t du , , w
ml -T — ) — ni- -T- ( i-f- m- ) b — o,

\dj dx) dy

a et è étant, respectivement, les parties réelle et imaginaire de la
fonction ƒ.

En éliminant successivement les quantités

du du dv dv
^ h m -TT- et ^ h m -r—
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nous obtenons le système

du du
, - ! m . a -Y- m b — o,

dv dv
da'% '"dj '»«-*> = »*

où les variables a et v sont séparées.
Le théorème est donc établi et le système (^3) nous inclique le

degré de généralité de la fonction ƒ, qu'on pourrait appeler la fonc-
tion primitive de a + «6 suivant le champ mÇr, y).

Cas particulier. — Supposons la fonction a-\~ih analytique. La
recherche de la fonction primitive peut être faite alors d'une manière
synthétique, qui nous donnera en même temps la forme de la fonc-
tion .

1 ne solution du problème est constituée par la fonction analytique

I (a^-ib)dz

On n'a qu'à lui ajouter la fonction la plus générale dont la dérivée
suivant le champ donné soit nulle.

Or, si
o (J:, J ) =_- const

est une intégrale première particulière de l'équation

(h
dx - J

la solution la plus générale de ce nouveau problème est donnée par

et y étant deux fonctions réelles arbitraires.
Oïi aura donc, dans le cas particulier envisagé,
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L'étude directe du système (^3) conduirait d'ailleurs au même
résultat.

Remarque. — Kxprimons que les valeurs de m fournies par les équa-
tions sont les mêmes. Nous obtenons la relation

du
lu-
du
dr +

a

b

dv

dv
ây

— b

— a

D^où ce résultat :

Étant donnée une fonction complexe quelconque a-^-ib, toutes les
fonctions dont la dérivée, suivant la direction dJun champ convenable,
est égale à la fonction donnée, sont caractérisées par la relation (24).
Cette condition étant remplie, il existe un seul champ m{x, y) tel que

- = a -t- UJ.

La condition (24) prend une forme simple dans le cas o ù « + ib est
une fonction analytique.

Soit A + z'B une fonction analytique ayant a -+- ib pour dérivée. On
a alors

dX <)B
-T— = TT— = Cl,
() V () )

de ~~ àr —

et la relation (24) s'écrira

Elle entraîne la suivante :

(ft ~ dm

\jQ théorème I peut être considéré comme généralisant le théorème
d'existence d'une fonction primitive pour une fonction analytique
donnée.



i 1. Voici une généralisation analogue pour les équations diffé-
rentielles :

1]. Étant donnés un champ dirigé m (a?, y^ et une fonction complexe
quelconque

£[Ç, %']=a(r,y,x\ i ') -+- i b(x, y, x\ y ')

des variables complexes ^ = x -\- iy, ^ = xf~\-îyr
7 il existe en général

une infinité de f onctions Ç' satisfaisant à V équation différentielle

la dérivation du premier membre étant effectuée suivant le champ dirigé
donné.

En suivant la môme marche que pour la première proposition, nous
sommes conduits au système

dxs fdxf dyfax f ax oy \ ,Ü) . 1N ,N
-r— -+- m -T— -+- -7— -4- 7H2 - 7 - — ( l -h 7H i f l l ^ , ) , X , 7 ) = O,
t/j? \ à} ax J (h '

dyf (d)1 dx(\ ,djL* . , w / , f.
ax \ dj dx 1 o\ "

Ici on ne peut plus séparer les fonctions xf et y\ mais on peut, du
moins, séparer leurs dérivées, comme plus haut

ùyr àyf

-~ h m-y- — ma{x, j , x\ j f) — b{x, >, v\ } r) = o .

On commencera par intégrer la première équation, où Ton consi-
dérera y' comme un paramètre. On en obtiendra Tintégrale générale
sous la forme

U(#, j , a?'; j / ) = «-
Soit, de même,

l'intégrale générale de la seconde équation. Ces deux relations per-
mettent, en général, de définir x' et yf en fonction de x et de y ; les cas
d'exception sont ceux prévus par la théorie des fonctions implicites.

Le théorème II est ainsi établi.
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12. Nous terminerons cette première Partie par un résultat intéres-
sant concernant les relations mutuelles des fonctions complexes.

Donnons-nous une fonction quelconque

La remarque suivante est presque évidente :
Si

J \ 5 J / \ ' J / ' \ "> J )

&j£ zm<? ««#•£ fonction quelconque et si le rapport -TJ est indépendant

de -~ y alors F est une f onction analytique de ƒ . Inversement, si F peut
s'exprimer en fonction analytique de f\ le rapport précédent est indépen-
dant de -p- •

dx

Nous dirons, dans ces conditions, que les fonctions F et ƒ sont de
la même classe ( 1 ) . Proposons-nous alors de caractériser analytique-
ment toutes les fonctions ƒ de la même classe qu'une fonction donnée F .
Nous aurons

dU dN /dU dV\dy
d¥ d\j -\- L dN dx dx \ dy dy ) dx
dj du -h 'tdv du dv f du .dv \dy*

dx dx \ dy dy ) dx

d'où les conditions cherchées

dU dV dU dV
dx dx dy dy
du dv du dv
dx dx dy dy

Elles peuvent encore s'écrire, en séparant le réel et l'imaginaire,

dx dy dx dy dy dx dy dx'
dN du dXJ dv dY du dV dv
dx dy dx dy dy dx dy dx

( j) Cette définition ne diffère pas de celle donnée par MM. Hedrick. [ngold et
Westfall, dans lem Mémoire : Théorie of non-analytic Functions of a complear
variable {Journal de Mathématiques pures et appliquées^ 9e série, t. II, 1923).

THFSE MCOLESCO
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ou encore

( >Vj

O

Ceci établi, séparons, dans le déterminant fonctionnel -^—L-^i les
parues réelle et imaginaire. Nous obtenons

d(F.J) à(\\ u) d(\.v) [àÇL.v] à(\\ u)
à{«.j) d(r, j ) d{x,j)^l[d{,^ O ^ d(j. y)

ou a par conséquent? on Aertu de

Réciproquement, la relation (26) entraîne les deux relations (25').
Nous obtenons donc celte généralisation du théorème fondamental des
déterminants fonctionnels pour les fonctions réelles :

La condition nécessaire et sufJisanle pour que deux fonctions com-
plexes des variables réelles x^ y soient f onctions analytiques rune de
Vautre est que leur déterminant fonctionnel soit nul.

Ce résultat curieux peut d'ailleurs se déduire du suivant, non moins
curieux, et dont la démonstration n'offre p'as de difficulté spéciale :

Lorsque F est f onction analytique de j \ on peut appliquer le théorème
de dérivation des fonctions de fonction; et réciproquement,

Cesl-à-dire que Ton a

ÔV _ (IV à/



DEUXIÈME PARTIE.

LA NOTION DE FONCTIONS CONJUGUEES DANS L ' E S P A C E A QUATRE DIMENSIONS.

I. — Fonctions de point.

L Nous nous proposons d'étudier ici quelques transformations
ponctuelles de l'espace à quatre dimensions, en cherchant à généraliser
la théorie des fonctions harmoniques conjuguées dans le plan.

M. Volterra (1 ) a étendu la notion de fonctions conjuguées à l'espace
à trois dimensions, en introduisant les f onctions de lignes. Sa méthode
peut s'appliquer pour n'importe quel nombre de dimensions et l'on peut
résumer ses résultats de la façon suivante :

Etant donnée une f onction potentielle dans l'espace à n dimensions,
il existe une f onction de variétés à (n — i) dimensions, conjuguée de la
première.

Dans l'espace à quatre dimensions il existe, au point de vue de
M. Volterra, une autre sorte de fonctions conjuguées. Ce sonl les fonc-
tions conjuguées des fonctions de lignes et qui sont encore des fonc-
tions de lignes.

D'autre part, dans le même espace, un point peut être défini, non
seulement par quatre nombres, mais aussi par l'intersection de deux
surfaces, c'est-à-dire, au point de vue algébrique, par deux équations
(complexes). Cette façon d'envisager le point, le rapproche du point
du plan, qui est défini par deux équations (réelles).

11 est donc intéressant de voir si les fonctions de points peuvent
aussi conduire à la notion de fonctions conjuguées dans l'espace. Ce

(1)A'oir ses Leçons sur Vintégration des équations aux dérivées partielles^
professées à Stockholm (nomeau tirage. 19r>. A. Hermann et fils, éditeursV 5< leçon
et suivantes.
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qui suit est consacré à l'analyse de cette question, avec quelques résul-
tats complémentaires.

2. Nous nous placerons d'abord au point de vue des transformations
ponctuelles. Considérons, pour commencer, le cas d'une seule variable
complexe. Toute fonction w = u + zV, de la variable complexe
z = x + iy, définit une transformation ponctuelle du plan {x, y) dans
le plan (M, v).

Les fonctions analytiques sont caractérisées par la propriété que
cette transformation conserve les angles. Cette condition peut être
simplifiée. Considérons, en effet, dans le plan des s, une direction de
coefficient angulaire m. Si \i* est le coefficient angulaire de la direction
correspondante du plan des w, les deux quantités [/.etm sont liées par
la relation homograpbrique

àv ùv
doc ày

' du du
-^ h -T- max ay

Pour un autre couple (zn', [//) de directions correspondantes, on
aura aussi

, doc ây

" au du ,
h -— mf

aoc ày

Posons-nous alors la question suivante :

Y a-t-il des valeurs de m, telles que la relation

mm1 -Y-1 — o

entraine la suivante

En d'autres termes : Existe-t-il des systèmes orthogonaux de courbes
du plan des z, se tranformant en des systèmes orthogonaux du plan
des w?

D'après les formules écrites plus haut, les valeurs cherchées de m
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doivent satisfaire à Féquation

/ dv dv \ / dv dv A / du du \ / du
\dx dy )\dx dy ) \dx dy )\dx

m et m! étant supposés liés par la relation i + mm1^ o.
En posant, comme d'habitude,

„ f du\ (dv\ . du du dv dv n (àu\ (dv
\ ^ / \ dx) dx d) dx d) \dj J \à)

cette équation peut s'écrire

R -h y (m -+- m') -h G/?zm = o
ou encore

(i) Fr?it}-i~(E~G)m — F = o

Si mA et 77ï2 sont les racines de cette équation, on a i ~h m} m2 = o,
de sorte que les deux racines de Féquation (i) conduisent à la même
solution. Nous obtenons par conséquent ce résultat, énoncé pour la
première fois par Tissot.

THÉORÈME. — II existe en général un système orthogonal de courbes et
un seul dans le plan des z, auquel correspond un système orthogonal de
courbes dans le plan des <r ( ' ).

Le théorème de Tissot comporte un cas d'exception, celui où Ton
aurait à la fois

F, = G F = o

Ces équations caractérisent les fonctions analytiques de ccdtz ly. Nous
obtenons donc la propriété suivante :

Les fonctions analytiques de x^Lny peuvent être caractérisées par la

(!) Une démonstration analjtiquCj difleiente de celle du texte, se trou\e dans le
Mémoire Cite de MM Hednck, Ingold et Weslfpl! La dentoïist'a^orï geoiïie+i *que est
d'ailleurs immédiate (DARBOLX, Théorie des Su? faces, t IIF, p 47 ^9) Si nous a1*ons
donne la démonstration piecedente, c est sui tout en 'sue d'une généralisation a laquelle
la demonstiation géométrique ne saurait condune
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seule propriété de transformer tout système orthogonal en un système
orthogonal.

3. Ce sont ces deux propriétés que nous essaierons de transporter,
mutatis mutandis, à l'espace à quatre dimensions (j?,, cc2j «râ, #,) .
Toute transformation ponctuelle de cet espace peut être définie au
moyen de deux fonctions

de deux \ ariablos complexes

/ Z ~ JL i -{- t l * Z — * , - h / W /7
Proposons-nous d'abord de chercher le* transformations qui

changent toute surface caractéristique en une surface caractéris-
tique (*). Nous résoudrons pour cela la question préliminaire sui-
vante :

Exprimer que Véquation

définit une s a? f ace caractéristique.

Si Ton pose
j = u 4- M ,

l'équation écrile équivaut au\ deux suivantes :

Elles définiront, par exemple, x3 et a?, en fonction de a?, et .r2. Il faut
exprimer alors qu'on a

(l) On appelle, d'aprèb E.-E. Levi^ suiface caracle/ istique de l'espace à quatre
dimensions (s , z'), toute surface îepiésentable par une équation de la foi me

v ' = fonction analytique de s.
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Or, en différentiant les équations écriLes plus haut, on obtient
du du dxx du dxf^

ÔXy ÔXè ÔX± ÙX!v ÔXy" '

ÔP ôv dxÀ ÔP dxfr

dxY dxà dxx dxK dxt '
du du dxz du dx^
dx2 dx3 dx* dxK dx}

dp dp dxz dv dxfr

(/X-> (JJC C/Xy (JJC / (JX*c>

d'où " " "

dXy

dxz __
dx2 ~

avoc l'hypothèse

d(x
d( i

d(i

d(x
â(i

â(v

(t, v)

w, v)

w, v)

C

dx,r _ c

dx2 ~~

^ ( » , ï ;)

d(u} v)
){T,,X,)

Les conditions cherchées peuvent alors s'écrire

^ = «.

Ceci établi, revenons au problème initial. Toule surface caractéris-
tique de l'espace (Z, Z') peut s'écrire

( 3 ) Z / = C p ( Z ) ™ c p j ( ^ I Î « 2 ) + /(p2(w1 , « a ) ,

avec les conditions

Effectuons la transformation

? / , = / £ , O n X2, Jî8, Jf,) ( / = T , •>, 3 , 4 ) .

La relation (3 ) s'écrira

uz{xu x2, a?s, a?J — tp^i/^j?!, J?2) a?,, x,), ut{x^ x2, A3, a?4)] = o,



Pour exprimer que ces deux équations définissent une surface
caractéristique, nous n'avons qu'à appliquer les équations (2), en
posant

On aura alors
du duz dy^ dut d<?± du2

dxt ' dxz du x dxt du* dxx '
dv dux do* diii d(§>2 du2

du} dxf dtf) dx, du2 dx;

et, par conséquent, en tenant compte des relations (4),

•Ci» 'O à(u9, us)
t, xt) t, xf) dux

du

En écrivant alors les conditions (2) et en exprimant qu'elles ont

lieu quelles que soient ~ et-j~> nous obtenons les conditions cher-

chées :

5)

x,t)

d(x,< ,rt) ' à

d(uz* utr) d

d(uu u2) d

d(xi} xz) d

Xi t) ' dd
d(x{, x,j a

d(u2, uz) d

d(u2, u,r) d

{x2, j ? , )

( « 8 1 " , ) _ _ Q

(^2, X,)

(HX , U,) d

(*„ .r3) à

(Ma) "3)

'(«S. «t)
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Les relations (5) s'interprètent aisément. Posons

u±-h iut= ƒ(*, z')>

D'après les équations (2) ces relations expriment que les deux sur-
faces

f(z, zf) = const.,

q(z, zf) z=r const

sont caractéristiques.
Les équations (5') peuvent, elles aussi, se mettre sous une forme

condensée. Soit g0 la quantité imaginaire conjuguée de g. Multiplions
la première équation par 1 et ajoutons-la à la seconde. Nous obtenons
la relatiou

De môme, en multipliant la troisième par i et en l'ajoutant à la qua-
trième, nous obtenons

d{xx, rz) à(rt x,)

Nous pouvons donc résumer :

THÉORÈME. — Pour quune transformation pont ne II e

de Vespace à quatre dimensions, conserve les surfaces caractéristiques, il
faut et il suffit :

i° Que les surfaces

soient caractéristiques;
2° Que les relations suivantes soient satisfaites *

(5')

fHJ SL MCOLl SCO



/i. Nous ne considérerons pas la transformation précédente sous sa
forme la plus générale, mais simplement quelques solutions parti-
culières du système (5), (5'). Une solution immédiate est constituée
par un couple de fonctions analytiques de z et z!. Nous appellerons
une telle transformation, une transformation monogène.

Une autre solution, aussi immédiate, est constituée par les fonc-
tions fQ et g{) (

1 ), ƒ et g étant analytiques de s et zf. La transformation
correspondante sera dite antimonogène.

Existe-t-il des transformations mixtes? On voit facilement que les
équations (5) sont satisfaites par un couple de fonctions (ƒ, g0) telles
que ƒ et g soient anah tiques.

Il reste à \oir si les équations (5') sont satisfaites. Or, en vertu des
conditions posées, ces équations se réduisent à deux,

au, dux ôti^ dux ôuz ÔU\ du^ dux

dr6 dX) dxK âx2 àxs ôx , àx^ dx,r

âuz âux âu3 OU] ôu^ âux das du, __
dx, âxx dx$ dx2 dx2 dx^ ôx, ôa K

qui peuvent encore s'écrire

. . r , ) '

' ( x , x, ) d ( r 9 , u N

Elles expriment que la surface

u, =rr: o, a ,=r o
est caractéristique.

5. Si, en passant du plan complexe à Tespace à quatre dimensions,
nous remplaçons l'élément linéaire à une dimension par l'élément
linéaire à deux dimensions, la notion (Torthogonalité doit être rem-
placée par la notion ftorthogonalitê complète.

En effet, dans l'espace à quatre dimensions, deux plans se coupent,
en général, en un point et un seul. Alors, par un point quelconque

( l ) Dans toute cette partie, l'indice zéro placé au bas d'une quantité complexe
indiquera le changement du signe de i dans cette quantité.
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d'un plan, on peut mener un plan et un seul, jouissant de la propriété
suivante : Toute droite du premier plan est orthogonale à toute droite
du second plan. Les deux plans sont alors complètement orthogonaux.

Prenons, en particulier, deux plans caractéristiques, passant par
un même poiat, que nous placerons à l'origine

z — m z,

et proposons-nous de trouver les conditions nécessaires et suffisantes
pour que ces deux plans soient complètement orthogonaux.

Remarquons pour cela qu'on peut représenter paramétriquement un
plan caractéristique et une droite lui appartenant, sous la même forme

Z'= W + P'

Si le paramètre t est complexe, on a un plan caractéristique. Si le
paramètre t est réel, on a une droite. Ceci permet d'écrire immédiate-
ment ses coefficients directeurs

v-v. V+A; V-A;

Prenons de même une autre droite

engendrant an autre plan caractéristique. Ses coefficients directeurs
seront

B + B0 B —B 0 B ' + B ; B ; ~B; ,
y y J #

*> 'il 2 K

Pour que les deux droites considérée^ soient orthogonales, il faut et il
suffit que l'on ait

( V + Vo ) (B ^ Bn ) - ( V - \0 ) (B - Bo )

ou, o\\ réduisant,

(7)
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Dans notre cas on a

A'=mÀ, B'=m'B

et la condition (7) s'écrira

AB0(i -h mmr
0) -h BA 0 (n - mïm^) — o.

Or les quantités A et B sont arbitraires. Il faut donc que Ton ait

J -h mmf
0 — o, 1 -h mQ m'z=z o.

Ces deux égalités sont équivalentes. Nous obtenons donc le résultat
suivant :

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que les deux
o la ns corne tëristiq u es

soient complètement orthogonaux s'exprime par Vune ou Vautre des

1 -l- mni'0 = o, î + ^ j m ^ o .
égalités

On remarquera la grande analogie de ce résultat avec la condition
d'orthogoïialité de deux droites dans le plan.

6. Voici une application importante de la formule trouvée au
paragraphe précédent. Considérons une famille de surfaces caracté-
ristiques à un paramètre, dont nous supposerons l'équation ramenée à
la forme

ƒ étant analytique. Soit

une autre surface caractéristique. Exprimons que cette surface est
complètement orthogonale à toutes les surfaces de la famille considérée,
aux points de rencontre. En désignant respectivement par m et m! 1rs
coefficients angulaires des plans caractéristiques, tangents aux deux
surfaces, on a
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et
dm

La condition d'or thogon alité complète devient ici

y axt âxt ) \ ùxx ôxx )

ou? en séparant le réel et Pimaginaire,

On tire de ce système

[âx,

âx1

dx±

dxx âxj

Exprimons que la fonction m est harmonique. Nous obtenons, en
faisant intervenir partout la fonction <b seulement, l'équation

àx\ J âxi dx% èxx âx2

De même, en exprimant que la fonction ^ est harmonique, nous
obtenons l'équation

J dx1 àx2 dx\ \\àx^ ) \àx2) J ^ j àx2

Nous avons donc, 'en définitive, un système homogène de deux
-^—-équations pour définir j-% et -^—-^— • Le déterminant de ce système

est, au signe près,
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et il ne peut pas être nul, si Ton suppose que la fonction f n'est pas
une constante. On doit avoir, par conséquent,

à2 à
Q « Q

* ô d

et, puisque ty est harmonique, on aura aussi

Donc ^ est linéaire en xx et a?2 et il en sera de même de cp. Par con-
séquent, ƒ est linéaire en z. On en déduira, au moyen des équa-
tions (8), que g est aussi linéaire en z. Nous obtenons finalement le
résultat :

THÉORÈME. — Une famille de surfaces caractéristiques à un paramètre
ii'admet pas de trajectoires complètement orthogonales caractéristiques, à
moins que ces surfaces ne se réduisent à des plans caractéristiques. Dans
ce dernier cas, leurs trajectoires complètement orthogonales sont aussi
des plans caractéristiques.

7. Nous pouvons maintenant revenir à nos transformations. ^Sous
considérerons d'abord les transformations monogènes. Soit

une surface caractéristique. Au voisinage d'un de ses points ( r , z'j,
elle peut être remplacée, si Ton néglige les infiniment petits d?ordre
supérieur à un, par le plan caractéristique

dont le coefficient angulaire m est donné par la formule

dz'

zf étant la fonction analytique de zy définie par Téquation précédente.
Ce plan est le plan caractéristique tangent à la surface au point (z7 z!).

Deux surfaces caractéristiques, comme deux surfaces quelconques,
se coupent en des points isolés. Nous dirons que les deux surfaces sont
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complètement orthogonales si, en l'un quelconque des points communs,
les deux plans tangents sont complètement orthogonaux.

Ces définitions posées, considérons une transformation ponctuelle
mono gène quelconque

(9) Z =ƒ(.=,-='), 1l=g{z*z')

de l'espace (a?,, x2, coiy x,>) en l 'espace (ui7 z/2, uAj uA). La quest ion

généralisant celle du début de cette Section peut s 'énoncer de la

manière suivante :

Exisie-t-il des systèmes conmlèlement orthogonaux de surfaces carac-
téristiques du premier espace, se transformant en des systèmes complète-
ment orthogonaux du second espace ?

Soient, respectivement, m une direction plane caractéristique de
l'espace (,r,, x2, ,r{, j?,), m la direction transformée. On a

( j o ) cVL ~ Of , Of . t ~ Of Of.
•f- dz H- ^ dz' -f -+- -f-,*,
dz dz1 dz dz'

Si m' est une autre direction plane caractéristique, complètement
orthogonale à m et m1 sa transformée dans l'espace («,, w3, «3, /^,), il
faut que la relation

entraîne la suivante :

(^ette dernière relation peut s'écrire, en vertu de la formule ( JO) ,

ou encore

Of
dz dz ôz'

- as
Oz' ds'\f)3 h 0z
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ou enfin, en remplaçant m0 par >
m

à f l à g ' df "- dg H
Tz + Tz dz1 di1 _T

+ \%(£)+&(<>£))m* = o.
ldzf\dzjo dz!\àzjo)

Cette équation donne deux valeurs pour m, et les directions planes
caractéristiques, ainsi obtenues, sont complètement orthogonales.

Considérons, en effet, l'équation du second degré

( A -h *B )^2-t- iCsc — ( A — iB) — o,

où A, B, C sont réels. Si a et (3 sont les deux racines de cette équa-
tion, on a entre ces quantités la relation

a[30-h i — o .

En effet, si Ton forme l'équation ayant pour racines et — g->
on retombe sur la proposée. On a donc bien

a = — (V

on ne peut pas avoir a = 9 car aa0 est positif.
Nous obtenons par conséquent cette généralisation du théorème de

Tissot :

THÉORÈME. — II existe, en généraly an système de surfaces caractéris-
tiques, complètement orthogonales, et un seul, de Vespace (z, z!), qui est
changé^ par une transformation ponctuelle monogène, en un système
complètement orthogonal de Vespace (Z3 Z

;).

8. Le théorème précédent comporte, comme le théorème de Tissot,
un cas d'exception, celui où Ton aurait à la fois

àf
dz

2

H—
àg
dz

2 àf
dz'

2 àg
dz'

\mhmi-
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D'ailleurs, ces trois équations se réduisent à deux distinctes, puisque
les deux dernières sont équivalentes.

Pour résoudre ce système, nous procéderons de la manière suivante :
Nous tirons de la seconde équation

àf _âg
dz dz

dz'

ce qui peut s'écrire aussi

àz)0_ \d*)t

*£ ~ EL '
dz' dz'

Si l'on multiplie membre à membre ces deux égalités et que l'on tienne
compte de la première équation (12), on obtient

df _dg
dz dz

' dz').

d'où, par exemple,
[#_ _

De la première de ces équations nous tirons

df dg , ,,
-— + -r^ = const. réelle,

df dg . . .
-y- ~-f = const. purement imaginaire,

donc -r̂  et ^4 s o n t constantes et il en sera de même de -/> et de
dz dzf dzf

Posons alors

dz ' dz1 ' dz
THÈSE NICOLE9CO



Entre les constantes a, b, a\ b!, il y aura, d'après les équations
les relations

Nous obtenons par conséquent ce résultat :

THÉORÈME. —La transformation monogène la plus générale changeant
tout système de surfaces caractéristiques, complètement orthogonales, en
un système jouissant de la même propriété, est la transformation linéaire
suivante :

Z -=zz a z ~\~ b zf-\- c,

a, by c7 c
f étant des constantes arbitraires.

Il est bon de remarquer que celte transformation n'est pas, en
général, un déplacement. Il faudrait pour cela que les constantes aetb
fussent liées par la relation

Cette condition serait, d'ailleurs, suffisante.

9. Le cas des transformations antimonogènes se Iraite de la même
manière. On obtient les résultats suivants :

i° II existe, en général, un système de surfaces caractéristiques, corn-
plètement orthogonales, et un seul qui soit changé, par une transforma-
tion ponctuelle antimonogène, en un système jouissant des mêmes
propriétés.

2° La transformation antimonogène la plus générale changeant tout
système de surfaces caractéristiques complètement orthogonales, en un
système complètement orthogonal, est donnée par la jormule

Z =r a zo~h
7J=a'zo-\-

a \ ec | a | = | b'\, | af \ =



lü. Passons maintenant aux transformations mixtes. Ici, il sera
plus commode d'étudier la transformation inverse des directions de
l'espace (Z, Z') dans les directions de l'espace (s, zf).

Rappelons qu'une transformation mixte est définie par les relations

Z — uv 4 - zw2,

où « i , «y, «,, «4 satisfont au système (6) .
Considérons alors dans l'espace (Z, Z') le plan caractéristique

7 7 = : i Z (m =rz jûi -h / v").

Ce plan se transforme dans la surface caractéristique

U ~=z II > — jjî £/x - h V « 2 = O,

de l'espace (r, ^ ') .
La direction plane caractéristique, tangente à cette surface, est

donnée par la formule
dzf dxx ôxL

-dz âx} dxy
Or on a

U, V)

7?(U, V)

Si l'on remplace U et \ par leurs valeurs, on remarquera que les
termes en (JLV se réduisent d'eux-mêmes, tandis que les termes linéaires
en ;JL et v disparaissent en vertu des équations (6).

11 reste
du* du, du, dtfy, ^ y{difj du} { du l

dx^ / du- V / du, V
\dxj \dxK) ^

dxv



Or, on a, respectivement,

âu^ du^ âaz âu3 ./ âu% âu^t âii-^ âuz\ /âu?t ,âu%
âxx ôxz âx2 âx^ \ âxt âx^ âx% âx^ ) \ âxt âx2

ti + ip
V-, ÔX,

"" dz

âux dul âux âux . / â u x âu^ âuv âut

' àu?i" ^ ^ ^
\âxj - >dz'\dz')*'

1

âx

Par conséquent,

m =

âz!\âz{Jo

et Ton aura une formule analogue pour un autre couple (m! m!)
directions.

Alors la condition
Ï -h mm'o — o

s^écrira

àz'

Or on a

En posant donc
ï -h mmn^=: o.

dz\dz' A âz L âz1

dl
âz âzf âz dz' dz' dz'

= aC,

l'équation précédente s'écrira

(16) ( A -f- /B) | m j 5 - — aCf 77FP-+- (A — iB) = o.
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Elle se décompose en deux

( A | m Y — 2 C 1Jn |2 -t- A m o,
( 17 ) )

Deux cas sont alors à distinguer :

iü B est différent de zéro. Alors le système (17) est incompatible,
si A yé C, ce qui arrive en général. Car la seconde équation donne

777 |2 = 1

et, en introduisant dans la première, on obtient A — C.
Supposons A = C ^ o . Alors la première équation devient

elle est indépendante des fonctions données et donne

| 7w| = i .

20 B est nul identiquement. L'équation

donne pour |m[2 deux solutions, liées par l'égalité

ce qui fait une solution unique pour notre problème. Pour que cette
solution soit réelle et positive, il faut que l'on ait

C> A>o.

On ne peut pas avoir C = o, car les fonctions f et g se réduiraient
à des constantes. L'équation (16) ne peut donc jamais se réduire à une
identité.

Nous résumerons les résultats obtenus sous la forme suivante :

THÉORÈME. — Soient A, B, C les quantités réelles} définies par les
équations ( i5) .

2 ° Si B yé o W A = C,, il existe une infinité de couples de directions
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planes caractéristiques, complètement orthogonales, qui se trouvent
changées, par une transformation mixte, en deux directions complète-
ment orthogonales. Toutes ces directions ont leur module égal à l'unité.

2° Si B = o et o <^ A < C, il existe un seul système de su? f aces carac-
téristiques complètement orthogonales, qui soit changé en un système
complètement orthogonal.

3° Dans tous les autres cas, il n'existe aucun système de surf aces carac-
téristiques complètement orthogonales, qui soit transformé dans un sys-
tème analogue.

11. ÏSous retrouverons les équations (i4) du paragraphe 7, en nous
plaçant dans cette tentative de généralisation à un point de vue diffé-
rent : le point de vue de Caucliy.

Représentons un point xÇx^, x2j x2, X , ) de l'espace à quatre dimen-
sions au moyen de la quantité

{ T <S ) 7 — rx - i - t r 2 -î- / r -J- k v,,

où les imités complexes i, ƒ, l sont celles qui définissent le quaternion :

/ - — l, /./ ~ ik — / ,

h1 — — i / / = — / / = /

ŝ o us appellerons la quantité a donnée par (18) une variable com-
plexe de Tespace à quatre dimensions. Toute fonction ƒ (*r \ complexe,
de ^ sera de la forme

- < - / / { ^ j , ^ » , ^ ^ ^ ) - h / # / J r n / 2 ' r Î r , ) i

/ i ? A? /s? ƒ. étant réelles.
Prenons le quotient différentiel

r ^ r / / a - w ^ / g - u - / r / / t n - A dj ^

(h drl-r- ( dx y — / dx s~\~ kdxK*

en un point déterminé de l'espace, et posons la condition que ce
quotient dépende du point x seul et non pas des différentielles.



Nous aurons l'équation

dx2-{- h dxv

<P<M Ço, cp3, <p4 étant indépendantes des différentielles.
En égalant les coefficients des mêmes différentielles dans les deux

membres, nous obtenons les équations de condition

'} / ófi óf / àff

ax2

'!L^

dx

dx,

y~dx~

= — cp2-t-

inzz — CD —|— 1

~*~ — çp — (

f çp, — y cp -

qui se décomposent en seize équations entre des quantités réelles.
L'élimination de <po cp2; ç3, y, entre ces équations conduit aux

douze équations suivantes :

dxL

dx*>

~ dX-y

âx2 ~

é
dx

dx,

dxr

Posons

z=^xl-hix2, zr=zx«-ï~ tx,

Les équations ci-dessus montrent simplement que les fonctions F et (î
sont analytiques en z et z! et que l'on a de plus

Inversement, les fonctions F et G étant analytiques et satisfaisant à
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ces deux équations, donneront naissance aux douze équations écrites
plus haut.

Or, les deux dernières équations trouvées sont justement les équa-
tions (i4) du paragraphe 7.

Ainsi donc, en partant de deux points de vue différents, nous
arrivons toujours aux fonctions linéaires en z et z!. On est en droit
d'en conclure que toute tentative de généraliser les fonctions harmo-
niques conjuguées, pour Vespace à quatre dimensions, devra échouer,
tant qu'on gardera les fonctions de points, ou tant quon ne quittera pas
les dérivées ordinaires.

12. Nous garderons, dans cette Section, les fonctions de points,
mais nous prendrons comme propriété des fonctions conjuguées, apte
à être généralisée, celle qu'a adoptée M. Volterra dans son Ouvrage
déjà cité : Les dérivées suivant deux directions perpendiculaires
quelconques, mais orientées de la même façon que les axes de coor-
données, sont égales.

Introduisons d'abord une notion utile : Dérivée d'une fonction de deux
variables complexes, analytique ou non, suivant une direction plane,
caractéristique quelconque de Vespace à quatre dimensions.

Partons du cas des variables réelles. Etant données une fonction
réelle f (ce, y), des variables réelles x, y et une direction du plan
(x, y), définie par ses cosinus directeurs a, (3, on appelle dérivée
de f (ce, y), suivant la direction (a, t 3\ le nombre

dont la signification géométrique est immédiate. On peut aussi pro-
céder d'une autre manière : Soit

une droite passant par le point considéré. Sur cette droite ƒ devient
f (ce, \xx + q), c'est-à-dire une fonction de x seulement. On peut alors
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appeler dérivée de ƒ dans la direction ;x la quantité suivante

(20) -f-

étant une fonction de [i. seulement.
Si VQU compare cette expression avec (19), on trouve

W=-r±

Cela posé, considérons, d'une manière générale, une fonction f(z) de
la variable complexe z, analytique ou non. Supposons qu'on ait réussi
à définir, en chaque point z du plan, une fonction qui dépende de la
Aaleur de la fonction f au point z et aux points infiniment voisins.
Nous appellerons cette fonction dérivée de f(z) et nous la désignerons

par la notation ordinaire -^ • Potir é\iter toute confusion, nous pour-
rons supposer que, dans le cas des fonctions analytiques, il s'agit de
la dérivée ordinaire. Dans le cas général, nous ferons une seule hypo-
thèse sur cette dérivée : elle jouit de Fune des propriétés fonctionnelles
suivantes :

( 3 . ) fff = ' d±,
d{ mz ) m dz

d[ mz ) //?(, dz

m étant une constante arbitraire.
Considérons maintenant une fonction / ( s , z!) de deux variables

complexes, analytique ou non. Les expressions

óf àf
dz' àzf

définiront pour nous des dérivées partielles, avec le sens et les pro-
priétés que nous venons d'énoncer. Nous supposerons en outre que ces
deux dérivées partielles ne soient pas liées par une relation linéaire et
homogène.

Soit alors Z y= mZ + n un plan passant par le point (zy z
f). Suppo-

sons, pour fixer les idées, que la dérivée -777 jouisse de la propriété (22).

THÏiSÏ« M<0L15(0 7
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Nous appellerons dérivée de f(zy s'), dans la direction plane caracté-
ristique m, l'expression

k(rri) restant indéterminée pour le moment.
Soit g(z,z') une autre fonction jouissant des mêmes propriétés

que f(z, z') et supposons que Ton ait

dz dz1

dz' dz '

Je dis que les fonctions f (s, zf) et g(z7 z1) ne peuvent pas être conju-
guées au sens de AI. Volterra. Soit, en effet, m! la direction plane
caractéristique, complètement orthogonale à m. On a

/ 1

et la dérivée de g dans la direction m( s'écrira

LS A ( __ _ L \ ( l L
dm' \ mo/\àz 7??0 dz'

Posons la condition de M. Yolterra transformée avec nos défini-
tions dans l'espace à quatre dimensions

df dû
( 20) -y— =z -~-f (m quelconque ).

Nous obtenons l'équation

ou, en tenant compte des relations (26),

( m9 A -h h) -f- - j - m0 \ mk + /n ^7 = o k~k( — ) •
c)z dz [ \ /wo/J

Comme j'ai supposé qu'il n'y a aucune relation linéaire et homogène
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entre -éetjt> il faut que Ton ait simultanément, pour toute valeur

de m,
m0/r + /i = o, mk -+- h = o,

ce qui est impossible tant que m est complexe.
Notre affirmation se trouve ainsi justifiée.

13. Il est curieux de constater comment les équations de Cauchy,
écrites avec les variables complexes et même avec le sens général que
nous avons donné à la dérivée, ne peuvent pas conduire à la notion de
fonctions coujuguées. Mais le raisonnement fait indique déjà la modi-
lîcation que Ton doit apporter à ces équations. Si l'on se rappelle que
la condition d'orthogonalité complète s'écrit

i -h ?nm'Q = o,

on a tout de suite l'idée de remplacer les quantités de l'un des deux
membres des équations (26) par leurs imaginaires conjuguées.

Posons donc

dz-h'

Je dis que l'on a dans ce cas

OH) «L = (
ruw \ dm

quel que soit m.
En effet, la dernière relation s'écrira, d'après nos définitions,

0

ou, en vertu des relations (27),

( 29 ) ( mk + hn ) ~ -h m ( mk - - Ao )] -r^ = 0 . avec /* 0 = /»0 ( —

On n'a qu'à déterminer k(m), jusqu'ici arbitraire, par l'équation fonc-



tionnelle

(3o)
A. - —

k(m) —— m

pour que la proposition énoncée se trouve démontrée.

14. Cherchons à déterminer complètement k(m). Pour cela, remar-
quons que, dans le plan, k est une fonction de la quantité i + u2, pro-
venant de i + (X|i/.

Je partirai donc ici de la forme i + m/w'o, en faisant 7w' = /wet je
poserai a priori

( U) A ( /« ) — . = • >

o étant un angle à déterminer. En posant

la relation (3o) donne

d'où

On en déduit

U- —

ou bien

(3a)

k(m) =

A ( w ) =

y i H- | m

1_

pi
— •

Les relations (3 i ) et (3i) comparées donnent <p = —-• Ainsi, nous

( 3 3 ) h ( m ) = ~p
\

J^appellerai par conséquent dérivée de la fonction J{z^ zf), dans la
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direction plane caractéristique m, la quantité

(34) df
dm

' EL.

Avec cette définition précise, on peut voir que, réciproquement, la
relation (27) entraîne les deux relations (26).

Les deux quantités

i= , e 2 , }'=-£L

peuvent s'appeler les pseudo-cosinus directeurs de la direction plane
caractéristique m. Ils Sont liés par les deux relations

Dans la Section III nous ferons une application importante des der-
nières considérations de cette Section.

II. — Fonctions de bipoint.

15. Supposons qu'on soit dans un plan, sur lequel on convient de
marquer en même temps les points et les affîxes des variables complexes.

Suivant une locution déjà introduite dans la science par M. F. Cos-
serat ( ' ), nous appellerons bipoint (jo, q) l'ensemble des deux points

Nous appellerons bipoint opposé à un bipoint donné l'ensemble des
deux autres sommets du rectangle passant parles deux premiers points
et ayant ses côtés parallèles aux axes de coordonnées.

Un bipoint (p} q), tel que la droite pq soit parallèle à l'un des axes
de coordonnées, coïncide avec son opposé.

Ces définitions posées, considérons deux fonctions réelles ƒ et £*, des

(*) Voir son Mémoire des Annales de Toulouse, t. 3, 1889.



quatre variables {oc, y, x,, yA ), c'est-à-dire deux fonctions réelles du
bipoint [ƒ>(#, y ) , ^ (^ i , /<)]• J^ous dirons que ces deux fonctions sont
conjuguées au bipoint (p7 q)} lorsque les deux conditions suivantes
seront satisfaites :

i° La dérivée de f au point py suivant une direction arbitraire ny

est égale à la dérivée de g au point q, suivant une direction n', perpen-
diculaire à n dans le sens direct (celui des axes de coordonnées).

2.0 La propriété précédente est symétrique par rapport aux points/;
et q. ÎSous écrirons ces conditions? d'une manière symbolique, sous la
forme suivante :

(35)

Soit a Targument de la direction ?i. On a, respectivement,

dj __ à£
dn p) ôx

_ àf

'II o!

dn
qi

dg dû
__£_ = = — -SL gu l a

rfn^j do?
dg _ ^

COS Ö£ —i — a ]

cosa-i—r^-bina.

àg
cos a.

dn\
^ cosa.

\p)

La première condition donne

/ ôf 0

et la seconde

(36)

Posons

àf

à£ + i k
^j" ~T' dx^

(¥• + ¥
\ <7>'i OX

= o.

= o.

' = j?t4- n .

Comme les deux relations précédentes doivent avoir lieu quel que
soit a, on en conclut que la fonction f + ig est analytique en z et en s'.
Or, le bipoint (-, 5') est opposé au bipoint (/>, r/). Nous pouvons donc
énoncer :
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THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante, pour que les f onc-
tions f et g soient conjuguées (suivant notre définition) au bipoint
(ƒ>, q)y est que la f onction / ~\~ ig soit analytique au bipoint opposé.

16. La propriété précédente caractérise géométriquement les fonc-
tions analytiques de deux variables, qui peuvent, par conséquent, être
définies par les deux équations (35). On peut remplacer la seconde de
ces équations par la suivante :

dn'[(f) dnm

car on a, respectivement,

df df . OJ
7 , = — -~- bin a -+- ~- cos a,

dnitf dr, àj ,

dg dg ùg .

et Féquation que nous avons écrite équivaut à celle-ci :

óf dg \ . / df àg
ôxx ôy ) \vy\ óx

et conduit aux mêmes conclusions que Téquation (36).
Les fonctions analytiques de deux variables peuvent doue, en défini-

tive, être caractérisées par le système suivant :

\ dn\qi ~~ dn p '

qui rappelle fidèlement le système de Cauchy pour les fonctions ana-
lytiques àUine variable complexe, n[p] et n[(f) jouant le rôle des
variables réelles x et y.

Or, il est facile de vérifier la relation de commutativité

d1 (t d2 a
dïi p dn 'y dn 'f/ dn ;/

On en déduit que les parties réelle et imaginaire d'une fonction analy-
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tique de deux \ ariables sont caractérisées par Téquation symbolique
unique

' dny dn\ïf] ~~ '

qui rappelle Féquation de Laplace dans le plan.

17. Nous allons retrouver les fonctions analytiques de deux \ ariables
complexes, à l'occasion d'un problème que nous résoudrons dans ce
paragraphe.

Considérons la transformation à quatre variables

(38)

X = X(#,
Y = Y i^

Y1z=X,(a:, j , > , )

Elle peut être considérée comme une transformation ponctuelle de
l'espace à quatre dimensions, mais elle peut aussi être envisagée
comme une transformation du bipoint

dans le bipoint

Nous exprimerons ceci en disant que les relations (4) définissent une
transformation biponctuelle du plan.

Supposons le point g(ocA,yx) fixe et le point p{pc^ y) variable, sur
une direction de coefficient angulaire m. Alors les points P et Q varie-
ront respectivement sur les directions M et M<, et Ton aura respecti-
vement

/ <)Y à\

(3g)

M{m} =
dx
à\
dx

~dÛ "

^1± -

hdï
d\
dy

7/1

ni

•m
dx à}

Supposons maintenant le point p(œy y) fixe et le point
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variable, sur la direction n,, (.r, , y, ). Alors les points P et Q varieront
sur les directions N(n1 ) et N1 (/i, ) et Ton aura, respectivement,

??(«!• )=

N1(«1) =

àY

àX

àxx

IF

àY

àX

6>XX

dxx

De cette manière, aux deux directions m et n, du plan, nous faisons
correspondre quatre directions M, N, M1; N1? deux pour chaque
point transformé.

Ceci dit, posons-nous le problème suivant : Existe-t-il des transfor-
mations biponctuelles, telles qu'à * chaque couple de directions orthogo-
nales (m, Wj) correspondent les deux couples orthogonaux (M, N,)
ei(M,,N)O?

L ĥypothèse

jointe aux relations (39) et (3()')? fournit tous les éléments de la
réponse.

La condition d'orthogonalité des directions M et N< donne

àj>

ou, en

àY à
dx â

1

ordonnant,

'Y, dX ô\,
'}\ dx (h,

fâY
{àx
fàX
\f)x

, (

+ ày~
dX

OY OY
~dy~ ~dj

- )

- )

•

- - i -

/ _

OX
Oj

•y—^ m

ôxx

dX,

ày,
= O

dx

/àY ÔY^
\ ày dx,

(1) On remarquera que ce problème est la généralisation du problème que nous
nous sommes posé dans la seconde Partie de ce Mémoire (I re Section).

ïlï SE NirOLESCO
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De même, la condition d'orthogonalité des directions M, et N donne

dYt àX àX, t ( à\ àY, àX â\ àY àY{ à\ û\s

à)\ àx àf\ à y àx, àx àxx âx

àY àY, àX âX,\ ,
àx{ ày àxi à y J

Les deux relations doivent avoir lieu quelle que soit la direction m.
D'où les six équations de condition

(4o)

àY à\
àx àj !
àY JY,
ày ày,
JY rj^
à y àx,

àx àj\

dYj_ àY
à y àj x

àY, àY
x ~ày àx,

X âX,
x ây±

X àX± âY à\\ àX
âx àx, àx

àX àX, _
ày âxL '

àX^ âX
âx ày,
âX, àX^
ày àyx

d\{ âX

== o,

àli^L
àx àxt

àxx

= o.

Pour transformer ce système, nous procéderons de la mauière sui-
vante :

Ecrivons la première équation sous la forme

<lYs _ ày, _.
àX "* __^Y ~
âx âx

La seconde équation s'écrira alors
àY àY, | àX âXL

àœ àxx àx âxt

àX _ àY_ à\\
àx âv à y )

y-̂De cette équation et de la troisième, nous pourrons tirer -~- et y^î
et nous trouverons

à\, _ àX

à\, àY
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Les trois premières équations du système (4o) peuvent donc être rem-
placées par les suivantes :

dxx dj\ dxx àjj

()x
OY

Oji

ÔX dy

Si Ton traite d'une manière semblable les trois dernières équa-
tions (4o)? on arrive aux équations

{r M

Les transformations biponctuelles satisfaisant aux conditions du
problème posé sont donc caractérisées par le système d'équa-
tions ( 4 0 et (4 i ;)* N° u s les appellerons, pour abréger, les trans-
formations (A).

Les équations ( 4 0 e t (41') comprennent un cas particulier impor-
tant, celui où Ton aurait a = (3 = — i. On obtient alors le résultat :

Parmi les transformations (A) se trouvent les transformations telles
que les deux combinaisons X + PI\ et X1 + i Y sont des f onctions ana-
lytiques de z = x + iyx et z^ = xi + iyy c} est-A-dire des f onctions ana-
lytiques du bipoint opposé à (p, q).

18. Appelons transformation (A) générale la transformation (A)
pour laquelle aucune des fonctions X, Y, X1? X, ne peut s'exprimer au
moyen de moins de quatre variables quelles que soient les nouvelles
variables que Ton prenne.

Appelons encore, pour abréger, transformation caratèristique toute
transformation ponctuelle à quatre variables qui conserve les surfaces
caractéristiques de l'espace à quatre dimensions.

Posons-nous alors la question suivante : A quelle condition une trans-
formation (A) générale est-elle caractéristique ?

Nous avons trouvé ailleurs les conditions nécessaires et suffisantes
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pour qu'une transformation ponctuelle à quatre variables soit caracté-
ristique [deuxième Partie, Section 1, § 3J. Nous transcrivons ici ces
conditions avec les nouvelles notations :

d(x*

d{x,
à(X,.
d{x,

d(X,
d(x,
<){X,
d(x.
à(X,

y)

, Y)
y)
. Y)
X,)

Y)
y)
X,)

y)
Y)

X,)

C^^o,

à(XuY) = o

u XQ

u Y) =

x, x,)
y, Y) __ <?(X, X,) ^ Y j , Y)

Remplaçons dans ces égalités les huit dérivées partielles qui se
trouvent comme numérateurs dans les relatipns (4i) et (4i ') par leurs
valeurs en fonction de a, {3 et des dénominateurs des mêmes relations.
Nous constaterons que la seconde et la quatrième équation sont vérifiées
identiquement. Quant à la première, elle se réduit à

f ÙX. àX à\ à\ \
\àx âxl ày Oyx I

Or, la quantité, entre parenthèses, peut s'écrire aussi

(3 d{xyy) '

donc, elle ne peut être nulle en vertu de notre hypothèse. Il reste alors
la condition a ^ [3. On constatera aisément, qu'en vertu de cette con-
dition, la quatrième, la sixième et la dernière équation sont vérifiées
identiquement.
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Quant aux deux autres, elles s'écrivent

Deux cas sont donc possibles :

i° On a a2 — i . Cette solution était visible a priori. Nous l'appel-
lerons la solution banale;

2° On a
Y) , <?(X,Y)

, y) d(yu œx)
(,Y) <?(X, Y) ^ o

Or, si Ton se rapporte à unlemme établi plus haut [deuxième Partie,
Section I, § 3], ces deux relations s'interprètent géométriquement de
la manière suivante : La relation

X-f- z'Y~const.

définit x + iy\ comme fonction analytique de xA-\-iy.
Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

THÉORÈME. — Les conditions nécessaires et suffisantes pour qtûune
transformation (A) générale soit caractéristique sont, si Von écarte la
solution évidente a = (3 = =h i, les suivantes :

i° On a

2° Ẑ ,? surfaces

X(a?, j , ^ , ,ri ) -h ? Y(-r,,?', .rn j , ) = const.

caractéristiques*

19. Essayons maintenant de généraliser le problème que nous nous
sommes posé au paragraphe 17. Supposons les directions m et nA ? non
plus orthogonales, mais quelconques et cherchons les transformations
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pour lesquelles OQ a à la fois

(4-0
M —

t—N
h M,N

m — n,
i H- mnx

ni — n,

II suffit, d'ailleurs, d'étudier les relations qui découlent do la condi-
tion (4^)? car, si Ton se reporte aux formules (3t)) et (3c/), on en
déduirait celles qui découlent do la condition (\2f) en échangeant le
rôle des couples variables (rr, y) et (a?,, j , \

Ceci dit, si Ton remplace, dans la formule (^2), M et N, par leurs
valeurs en fonction de m et nK et si Ton exprime que la relation a lieu
pour toutes valeurs de m e t n M on trouve 9 équations qui se réduisent
à 7 équations distinctes, à savoir :

àr dj i

à} <hx\

àx r)yt

i , \

Ô\ àïx

à\ d\ ,
àx à) ,

âY àXt

àX àYt

ây àx,

àx à] ,

à\ àXl

àx à) ,
àX

OY àX à\

à\
àr âxL àr àri

•= o.

à}

à\ <?X,
à) à^ j

Pour interpréter ce système, nous procéderons de la manière sui-
vante : De la cinquième équation, nous tirons

àX, à\
t f f s àyA ày\
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et de la quatrième
(A, dY,

(44') -^-=-^-=v'

Nous supposons, bien entendu, que les quatre fonctions X, Y, X1? Y,
dépendent effectivement des quatre variables x, y, xiy yx. Dans ces
conditions, les trois premières équations du système (43) s'écriront :

dx dy dx dj
d\ \' / d\ \" d\ d\ â\ d\
dy J \ ày J dy dx dy dt

L \ dx J \ dx / J |_ à ) d T a} dx

Si Ton applique l'identité de Lagrange aux six quantités qui figurent
dans les relations précédentes, on trouve, en tenant compte de ces
relations mêmes, a = zt a'.

Nous prendrons a = a'. Les trois équations précédentes se réduisent
à deux :

dY tTï <2X dX

di dj de dj
<d\*

Elles montrent que la combinaison X + i Y est une fonction analy-
tique de ce zh ly. Comme nous avons le choix, nous prendrons X + A
fonction analytique de ce -+- ly.

Les équations (44) et (440 s'écriront maintenant

àX, âYx âX} âY,

^ Y ~ ^X " àY "" àX
ày ây dx dx

elles sont identiques aux équations (41)-
Si Ton partait de la condition (42/)> o n trouverait les équations (41 ' )

et puis deux autres équations qui montreront que X + i Y est fonction
analytique de xK + iy^.



Nous appellerons los transformations que nous venons de déter-
miner, transformations biconjormes•, ou, plus simplement, transfor-
mations (B). Nous pourrons alors énoncer :

THÉORÈME. — Les transformations (B) sont des transformations (A.*)
pour lesquelles F un des points transformés est fonction analytique du
hipoint primitif.

Il est aisé de voir que chaque coordomiée du bipoint transformé satis-
fait à un système de 8 équations aux dérivées partielles du second
ordre. Remarquons encore que si, pour los transformations ponctuelles,
le problème de la conservation des angles coïncide avec lo problème
des angles droits, il n'en est pas de même pour les transformations
biponctuelles. Au point de vue de la théorie dos fonctions, eVst plutôt
la transformation (A) qui généralise la transformation conforme, car
elle conduit à deux fonctions analytiques et morne un peu plus géné-
rales de deux variables complexes, et ces fonctions sont indépendantes
entre elles. Les propriétés qui suivent justifieront d'ailleurs cette affir-
mation.

20. Considérons une transformation (A) du bipoint (j), q) dans le
bipoint (P? Q). Laissons q fixe et donnons à p un déplacement infini-
ment petit dans la direction m. Les points P et Q varieront en venant
respectivement en P' et Q'. De mémo, laissons le point p fixe et
déplaçons le point q très peu, dans la direction mi, perpendiculaire à m
dans le sens direct. Nous obtenons les points P"et Q". Proposons-nous
alors de comparer les valeurs algébriques des aires des triangles infi-
niment petits PP'P" et QQ'Q". Nous avons

aire QQrQf/=z dX, ÔY, — àX1 dY},

en désignant par la lettre d le déplacement correspondant à la varia-
tion du point p et par o le déplacement correspondant à la variation du
point q.

En explicitant, on obtient
fàX, àX, \/()Y, ()Y, \

aireOO () _ -^—dx -4- -^—dy ——dxx-\—r—dy )x \ dx dy j \ àx, a y, ' J
ÔX, 1 \(dYx ÔYX

x à y
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ou encore, en tenant compte des relations fondamentales (4i)et (41')»

(óY <)Y \ / <)Y_ d (T^_d \1

Or, en vertu de la condition

dr drl-
i
r d) d^1=zoJ

la quantité entre crochets s'écrit tout de suite

f<)\ , à\ 7 \/à\ à\ \
\ Jr r7> y \ OTLX (h i /

Ou a donc la formule fondamentale

a i re Q O Q ' ^

Appelons transformation (A') toute transformation (A) pour laquelle
les aires infiniment petites PP'P" et QQ'QW sont égales. On voit,
d'après la formule (45), que :

Pour qu une transformation (A) soit une transformation (A7), il faut
et il suf fit que l'on ait entre les fonctions arbitraires a et [i la relation

21. Nous avons \u plus haut qu'une transformation ( \ ) caracté-
ristique satisfait aux deux conditions suivantes : i° a = [3; 2° les sur-
faces X + zY = c sont caractéristiques. Prenons, en particulier, une
transformation (A'). Pour une telle transformation, on a déjà a|3 = i,
donc la première condition devient a = [3= ± i ; d'où ce théorème :

Dans une transformation (A') caractéristique, /n â?c«a? combinaisons
\ + iY, e/ X1 + i Y $07i£ tffev fonctions analytiques du bipoint opposé

IfFSl M(OTESCO
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22. Considérons toujours une transformation (À) et faisons varier
simultanément les points p et q tels que les tangentes à leur dépla-
cement soient rectangulaires. Pouvons-nous déterminer les fonctions a
et [3 telles que les points P et Q se correspondent aussi par tangentes
rectangulaires ? En d'autres termes, dans quelles conditions la relation

( 46 ) dx r/.rj -h dy r/r, = o

entraîne-t-elle la suivante

( 46' ) d\ dX, -h dX d\\ = o !

Nous n'avons qu'à calculer les divers termes de la relation (46'). On
a respectivement

A , = - p dx -h -v-1 cl y -h •— dx, -h 3—1 dyx,

dx dy " .̂r, Jv,

ou, en tenant toujours compte des relations fondamentales (41)
et(4T'),

r rh', r ^r, - dy àx "

rA , = — 3 -̂ — r/tr H- S ^— dy — a — ^.rt -+- a -r— f/>', :r à} t
 r àxi

 L d|>' àx •

donc, la relation (46') s'écrit, en tenant compte de (46),

( ( , Y)
-h

d(X, Y)) . . _ 7 , 1
. x , )

La condition cherchée est donc

Si l'on considère ep particulier une transformation (A'), cette con-
dition devient

c'est-à-dire que (en prenant le signe + ) les fonctions X + z'Y,
et X , + s'\ sont analytiques en œ-^-iy^ et cci + iy. Nous constatons
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donc qu'une transformation biponctuelle telle que le bipoint opposé
au bipoint transformé soit une fonction analytique du bipoint opposé
au bipoint primitif satisfait à trois conditions géométriques.

Considérons les points P', Q', P", Q" du paragraphe 20, et soient
PPi et QQ, les diagonales des parallélogrammes formés respective-
ment avec les côtés PP', PP" et QQ', QQ". Les trois conditions
géométriques sont alors les suivantes :

i° Les angles (PP', QQ"> et (QQ', PP") sont droits [transfor-
mation (A)\.

La transformation considérée étant une transformation (A).
2° Les aires des parallélogrammes PP'P"P, et QQ'Q"Qi sont

égales [transformation (A')].
3° Les diagonales PP, et QQ, sont perpendiculaires (conservation

de la correspondance par tangentes perpendiculaires).

II. — Dérivée aréolaire. Fonctions aréolairement coujuguées.

23. Dans la Section I de cette Partie, nous avons défini des fonc-
tions conjuguées, en laissant indéterminée la notion de dérivée pour
les fonctions non analytiques. Nous en ferons ici une application à une
notion due à M. Pompéiu, la notion de dérivée aréolaire (' ).

Soit u^aCy/)+ w(zr,y) une fonction de la variable complexe x -f- iy,
continue dans le voisinage d'un certain point (a?Q, y 0 ) . Entourons ce
point d'un contour C et formons le rapport

X (tt -\-iv){djc-\- idy)

- fxdy - , dx

Si, lorsque C tend vers (a?0, J o ) P a r u n e déformation continue, ce
rapport a une limite bien déterminée, indépendante de la suite des
courbes C tendant vers (a"0?*y{}).

(l) D. POMPÉIU, Sur une classe de fonctions d'une variable complexe (Bendi-
conti del Circolo Matematico di Palermo, t, XXIII, Ier semestre 19T2, p. io8-n3).
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le nombre p0 + iq0 kera dit ?la dérivée aréolaire de u-\~w au point

On peut calculer effectivement cette dérivée si Ton suppose que les
fonctions u et P possèdent des dérivées partielles du premier ordre
continues. En effet, la formule de Riemann donne

/ ( i/ - h n ( dx - h t<h } = - / / -y- H- -r~ JJ\à (h

d:où, en appliquant la formule de la moyenne,

X (u-h n )(cfv-\-i ch )

(«r,. j , ) et (2\>, j 2 ) étant deux points intérieurs au contour C. Si Ton
fait tendre celui-ci vers le point (,r0, j 0 ) , les deux points précédents
tendront A ers le même point (rr0? y^\ et Ton aura, en vertu des hypo-
thèses de continuité,

du ôi \ ( du <
+ ) + (

24. Lorsque la fonction f{z} = u-\-w est analytique, sa dérivée
aréolaire est nulle, et réciproquement. Par conséquent, au point de
Mie do la déiï\ée aréolaire, les fonctions analytiques jouent le rôle de
constantes par rapport aux fonctions complexes générales.

En poursuivant l'analogie, M. Pompéiu s'est proposé de chercher
les fonctions jouant le rôle de la fonction exponentielle, cVst-à-dire les
fonctions identiques à leur dérhée aréolaire (^). Son résultat est que u
et v doivent satisfaire à une même équation aux démées partielles

à 0 à26 âd ù

à r (h à)

II est facile de donner la forme générale explicite de ces fonctions.

t/) "Note citée p n>.
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En effel, les équalions du problème sont les suhantes

du ùv
^ \~ T - = — II,

ôj ax
Ou dv
ôx ôj ~~

Effectuons le changement suivant de fonctions

« — <?-> U ,

Le système précédent devient

OU <)\

ùx àj

Par conséquent, les fonctions j de la variable complexe z = <r 4
qui ne sont pas altérées par la dérivation aréolaire, sont de la forme

(-s) étant 1 tue f onction analytique de z.

25. Prenons, pour contour C du paragraphe 23, un cercle de centre
0, yQ) et de rayon p. L'intégrale de Cauch}

/
{a -h n ){dx -h- id) )

devient une fonction de p seulement, et même une fonction paire de
cette variable.

Nous nous proposons de développer cette intégrale suivant les puis-
sances de p3 en supposant les fonctions u(œ, y) et v(oc,y) dévelop-
pables en série de Ta}lor au voisinage du point (&0,y0)} que nous
prendrons pour origine de coordonnées. Nous pouvons écrire, a priori,

X ( 11 -h tv) (dx •+• idy) = a0p2-+- aiPK~+- a, p rH-. . . -h ^ 2 / / p
2 / ^ 2 - | - . .

et déterminer les coefficients de proche en proche. On a tout de suite
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le premier coefficient

Pour trouver les autres coefficients, posons

x = p cos#, y — p sin 8

et développons u et c en séries de Ta\lor. On a

u( p cob 0, p bin 0 ) = f/ ( o, o ) -h p cos 0 - h p bin 0 j-

î / . à1 u . r * à1 u r ô1 a \
^ Ql\ CO^rQ-z— -h 2 S1110 COfe0 ^ = \~ b in 2 ^ -r 1 - h • . *

2 ' \ <)x- oJü Oy aj - J

et une formule analogue pour r. Les dérivées partielles du second
membre sont, évidemment, supposées calculées pour cc = o, y = o.
En introduisant les valeurs de u et de v dans l'intégrale de Cauchy, ou
trouve

cu= i ( ^ -h* V i ) / ' c o s ö (—sinB-h i cobO ) dO
O \ (/JU f/X i l *

^j^ \ r2ïï

Les intégrales sont faciles à calculer et Ton trom e en définitive

^ ( / "
b \ da,1 dy

3 / ^ «
(

l àj

• M -T—r — -\ àxi âxz

ou encore
71

si Ton pose, comme d'habitude,
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On trouvera

en posant

de même

A2 /if À \ • •

7T

à'
dx'>

-h 2

> + ig).

dx2 dy1 i
ày"

La règle est manifestement générale et Ton trouve en définitive le
développement suivant :

= (P -+- h ) -h ^ - 2 MJJ + if/ )

où les coefficients des diverses puissances de c sont les diverses puis-
sances symboliques de l'opérateur A de Laplace.

Le cas le plus simple, après les fonctions analytiques, serait celui
où Fintégrale de Cauchy est indépendante de p. Ces fonctions, que
Ton pourrait appeler non analytiques du premier degre', sont caracté-
risées par l'équation

A(y; ~h iq ) = o,

et la formule fondamentale (47) devient

—-, ƒ ( u 4- iv) (cU + / dy ) = p -f- tq.

On peut démontrer que, dans ce cas, la fonction A(//)-+- ^ A(r) est
analytique (1 ).

Ii en résulte que les fonctions u et r sont biharmoniques, c'est-à-dire
elles satisfont toutes les deux à la même équation '

0 ) £ƒ> T. HAIASHI, On areolar holomorphic J'unctions (Rendiconti del Circolo
Matematico di Palêrmo, t. XXXIV, 2e semestre 1912. p. 220-^ f.
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2b INous poirvons ecine la formule (47) aussi

=P

De cette manieie, on a pai tout la même fonction p + iq ( ' ) En sepa-
tant la paitie réelle, nous obtenons la formule1

(48) -̂  f f

\ diable })our toute fonction léelle, anah tique, de deux \ ariables Elle
donne le développement de la moyenne d'une fonction dans un ceicle,
suivant les puissances du caire du laAon, ou, si Ton \eut , suivant les
puissances de Fane du ceicle

On déduit de ce de\ eloppement la pioposition suivante, qui gene-
i alise un théorème bien connu (2)

A — Shleœiste une infinitédenombiabledecades, concen-
tiiques en P, ayant ce point pour ce? cle-hmite et tels que la moyenne des
vale tu s d une fonction t et Ile et analytique de deux variables, dans
cltacun d( s cei des, soit la mime, a/o/s c< tte Jonction est haï moniqiu en P .

genei aliment, on peut énoncer la pioposition suivante, dont
la démonstration est immédiate, en partant de la formule (48)

B — S?, dans les cei des de V ensemble consideu dans le
theottrm A, lamoyinne d une fonction teelle et analytique de deux
vanables est un polynôme de degie n — i pai nippon a l an e des cei clés,
la Jonction est n-lmnnonique en P

27 De lafoimule (48), on peut en déduite facilement une autie
Multiplions les deux membies de cette formule pai p et demons pai

(!) Cette icmaiquc pouirait suggerei 1 idée dune démonstration dnecte du déve-
loppement (^7 ) Mais elle conduuait pie^qne aux mêmes calculs que 1 autie

(*) Cf GFORGES BOLLIGÂ>D, Fonctions haimoniques Principes de Picard tt de
Dinchlet (fascicule \ I du Mémorial des Sciences mathématiques, p 4 6)
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rapport à p. Nous obtiendrons finalement la formule

i r1^
( 4 ^ ' ) — / pip cosÖ, p sinÔ) dd

2 p 2 . ( rt H- i ) p-n

qui donne le développement de la moyenne périphérique de la fonc-
tion p(x7 y), suivant les puissances de p2. On en déduit les théo-
rèmes A' et B', résultant respectivement des théorèmes A et B? par le
changement du mot a cercle » en le mot a circonférence ».

La comparaison des formules (48) et (48') va nous donner d'autres
résultats importants. Désignons par Mc(p) la moyenne des valeurs
de p(oo,y) sur la circonférence C de centre (ce, y) et de rayon p,
par Ms(/>) la moyenne des valeurs de p(œ7 y) dans le cercle limité par
cette circonférence.

Les formules (48) et (48;) nous donnent alors par soustraction

Nous en déduisons les deux propositions suivantes :

THÉORÈME G. — Le laplacien et une f onction réelle et analytique, non
harmonique, en un point (x, y) est égal à la limite du rapport

lorsque p tend çers zéro.

THÉORÈME D. — Si, pour l'ensemble des cercles considérés dans le théo-
rème A, les moyennes superficielle et périphérique d'une fonction réelle
et analytique de deux variables sont égales, la' f onction est harmonique
au centre.

28. Revenons maintenant à la notion clés fonctions conjuguées, en
utilisant la dérivée aréolaire. Assurons-nous d'abord que cette dérivée
satisfait à Tune des conditions (22) ou (23). Soit

<p(c)— u{x, j ) - h iv(x,y)

THl SE MCOLESOO 10
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une fonction quelconque. Nous poserons

d'où
cp ( m Ç ) i = it ( /JL£ — v o , v£ - h p.Y] ) -+- z c ( | j£ —• v /j v£ -+- ju fi ).

Si l'on désigne par le symbole

JTz
la dérivée aréolaire? on aura

Dc^ / dit ()\ \ / <̂ // ()i>

DÇ \ 6?rj ^ J \ <)i On

du dit ds di ( du du dv dv
à r d) d t dy

= »*n

/ (ht ds \ j du ô\
"' < î () i J ° \ dx dj

Do

la dérivée aréolaire saUsfait donc à la condition (23).
Soit maintenant ƒ une fonction complexe des variables z — x, + /J^2

et z' = J :*Ï+ U ' , , NOUS désignerons par

les démées aréolairesjo^//Y^//^s de cette fonction par rapport à z et zf,
Démontrons d'abord une propriété concernant ces dérhées partielles :

Si Von dérive, plusieurs jois, aréofairement la fonction f pur rapport
à z et zf, /r résultat final est indépendant de l'ordre des dérivations.

Il suffit pour cela de montrer que Ton a

Ds'Dr ~ De De'

On a d'abord, en posant j = u -\- « r,

Df
D? ~~



donc

DzQzf \àxt àxA] \aXi dxfr

à2 ii

\ âx± âxz ùxx ùx!r âa

Ùl U Ô~ 9 ()l II

0x2 àx4 âx± âx j dx,t

Pour obtenir, en partant de cette expression, la dérivée j p ™ ) il

suffit de permuter respectivement les indices i et 3? 2 et 4* Or ceci ne
change pas le second membre. On a donc bien

ce qui justifie la proposition énoncée.
Ceci établi, nous appellerons dériçée aréolaire de f7 dans la direction

plane caractéristique rn9 l'expression suivante :

h (m) étant une fonction de m7 que nous déterminerons dans un
instant.

Nous dirons que deux fonctions ƒ et g- sont aréolairement conjuguées,
si elles vérifient le système

Dz\

Soient m et ni! deux directions planes caractéristiques, complète-
ment orthogonales. Je dis que si (5o) est vérifié, on aura aussi

(5o')
Dm \Dm

En effet, en utilisant la formule de définition (49) et les équa-
40.
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tions (^5o), la relation à démontrer revient à

Il suffit de déterminer h par l'équation

pour que notre affirmation soit justifiée. Je poserai, comme dans la
première Section,

d'oiiou

La relation (5i) devient alors

iNous prendrons

A ( m , =

et la formule (49) de-vienl

Df
Dm V ]

g

e 2
IV

2 D e V i H-

'V
p IV

Avec cette définition précise de la dérrvée aréolaire dans la direc-
tion m, il est facile de démontrer que, imersement, la relation (5o')
entraîne les deux relations (5o) et, par conséquent, on peut prendre
indifféremment comme formules de définition des fonctions aréolaire-
ment conjugées (5o) ou (5or).



29. Puisque les équations (5o) peuvent s'écrire aussi

on peut, en se servant du lemme ci-dessus, éliminer de ce système,
soit la fonction ƒ, soit la fonction g. On trouvera que les deux fonc-
tions sont caractérisées par une même équation

(53)
D_ ( JH

De V Il3
Ds' \ I)?7o""

qui joue le même rôle que l'équation de Laplace dans le plan.
Nous appellerons fonction arëolairement harmonique, toute fonction

vérifiant l'équation (53). Nous obtiendrons une propriété remarquable
de ces fonctions, en explicitant l'équation (53). En posant 0 = ç + i<\>,
nous avons d'abord

D9

N / UU \ / (Jyï c/^i \ / OQJ O^i \

On obtiendrait de même

DO

Donc, eu posant
A9r^

l'équation (53) est entièrement équivalente à la suhante

Nous exprimerons ce résultat sous la forme suivante :
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THÉORÈME. — Les parties réelle et imaginaire d'une fonction aréolai-
rement harmonique sont des fonctions harmoniques ordinaires de Ves-
t\fif*f> ( y* y 'TT* Y' 1

Réciproquement, si ? ( ^ , '̂2» Je s, ̂ ,) et ^(^*), .r2, x^ ,x\) sont deux
fonctions harmoniques de quatre variables, la combinaison

Q -h iù

est une f onction aréolairement harmonique\

30. 11 est évident que deux fonctions aréolairement harmoniques,
prises au hasard, ne sont pas aréolairement conjuguées. Mais l'une des
fonctions

étant donnée, proposons-nous de chercher le degré d'indétermination
desa fonction conjuguée

A cet eifet, explicitons le système (5o). Nous obtenons le système
suivant :

Ou Ov 0L 0\

Ou Ov __ OU x 0\
0x1 0x2 Ou, 0xK

Ou Ov __ OU 0\

Ou Ov OU 0\
Ox t 0xL "~ ôx± 0x2

où le second membre est connu. L'élimination de Tune des fonctions,
par exemple de r, entre ces équations, conduira à quatre équations aux
dérivées partielles du second ordre :

0'u
Oxï
O'u

ô*u
(JX\ (JX IV

0111

02v
0x\
d'v
ôx\

à2 II

0x.2 Ox t

à2u

X .

0xlr
 v u 2 "'
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Ce sont, au second membre près, les équations qui caractérisent
les parties réelle et imaginaire d'une fonction analytique de deux
variables.

31. Nous rencontrerons le système précédent dans une autre ques-
tion. Un couple de fonctions f et g, aréolairement conjuguées, étant
donné, proposons-nous de chercher si Ton peut définir deux autres
fonctions/, et g*,, aréolairement conjuguées, qui jouent, par rapport
à ƒ et g, un rôle analogue à celui que jouent les parties réelle et
imaginaire d'une fonction analytique d'une variable, par rapport aux
parties réelle et imaginaire de son intégrale indéfinie.

En suivant toujours le même ordre d'idées, nous [considérerons les
deux fonctions

et nous chercherons sous quelles conditions ces fonctions «vérifient le
système (5o).

On doit avoir

1 ) 3 ' \ D - / ' Vz \r>z / „ / „

Entre ces deux équations on peut éliminer, moyennant le s) s-
tème (5o), soit/ , soit g. L'élimination de ƒ donne

et par l'élimination de g nous obtenons

(
DcDz'~"\ Dr Dr
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Avant de déxelopper les calculs, faisons une remarque : Si Ton
chercliait les conditions pour que les deux fonctions

soient aréolairenient conjuguées, on poserait les équations de condition
suivantes :

" ( X)L \ ' J ! / l)tL\
l): \ \)z' ) ' '' Dz'\ Dr' '0

I):'

Si, au moyen du système (5o) on éliminait entre ces deu\ équations
la fonction g^ on obtiendrait le s\stènie ( )5). L'élimination de ƒ don-
nerait le système suh ant :

Si Ton compare ce s;\ sterne avec le s\ stème ( )5)? on voit :

i° que les deux premières équations sont les mêmes ;
2° que les secondes équations sont les mêmes, en vertu de Véquation

fond amen talc (53).

On obtient donc le résultat sui\ant :

THÉORÈME. —- Soient f et g deux/onctions aréolairenient conjuguées.
Si les fonction s

\

sont nréol ai rement conjuguées^ les fonctions

sont aussi aréoluirement conjuguées ( ' ).

(') Remarquons que ce tliéorème est, plus généralement, \alable pour tout couple
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32. Revenons maintenant aux systèmes (55) et (55'). La dernière
équation du système (55) donne, en se reportant à l'équation (54),

dÀY (T-Y
~dx\

donc, en vertu du théorème du paragraphe 29, on a aussi

(PY <P\ _

Passons maintenant à la première équation du morne système. On
a, respectivement,

d'où

Dr' \ De A /.. - \ âx~; + âx, ) ~ l \ ôx, ôx,
T à1 V à2 U

K âx2 dxK âx± âx^ dx% ùx.

ôï<>ôx ôx\ôx, àx] ôx,
et

0 âx, ^ di
d'où

z \ D r ' /f, àx2 dx,r àxu àx t dx1 âccz âxi dxfr

â2U d-Y d2XJ
j

r/iX'j y.iji (A* ^ t/t*') i/tjC'2 tyiX»i (/ut/2 '

La comparaison des deux résultats donne

()X\ (JXi 0Xt> (J£O^

et

v ôt\ ôxx dx^

de fonctions ƒ et g conjuguées^ pour lequel la dérivée que l'on considère jouit de la
propriété de la commutativité, puisque l'équation (53) a été obtenue en supposant
seulement l'existence de cette propriété.
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donc, en définitive, Y doit satisfaire au système suivant ;

= o,
ùx\ dxi

= O,

rt dx dx^ dxs

(T w (T &)
dix d t dx% di 4

qui n'est autre que le sv sterne de Cauchy pour les parties réelle et ima-
ginaire d'une fonction analv tique de deux variables complexes.

Si Ton explicitait maintenant le système (55'), on obtiendrait le
SA stème suivant en u et i :

(Tu (Tu (Tu â*u ( dU> d *-
dï\ di\ dx] di[ \ dx] dxc, dx dx
(T~i (Ti d-t dU ( (Tu dUi

—^—r -+- i—ï- ~r ^—r Ï—, -h > i Ï -T ;— ) = o,
dz-x ar-t ov-$ ai' \ôx»dXf ôx^ôc

(T u d * v (T u àU>
di 2dro d f dz d Ï , d r ÔL2()I

Appelons, pour abréger, fonction cohurrnoniqne, toute fonction sus-
ceptible d^ètre la partie réelle ou imaginaire d'une fonction analytique
de deux variables. Nous énoncerons le résultat obtenu ainsi :

THLORLME. — Étant données les fonctions ƒ et «, aréolairement con-
juguées , pour que les fonctions

soient aréolairement conjuguées, il faut et il suffit.

!" que la partie imaginaire de g soit une fonction coharmonique;
2° que les parties réelle et imaginaire de / satisfassent au système ( "56).

IM\. Considérons un couple f=u-]-iv<} ^ = r + îV de fonctions
aréolairement conjuguées et cherchons les conditions pour que les
fonctions/«= u — «» et go= tT — A soient aussi aréolairement cou-
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juguées. On devrait, pour cela, avoir simultanément :

De' / p ' Dr '

ou, en développant.

du di f du di \ __ dl d\ / dlJ d\

dx2 dxi \dxv dx2! dt dx \ùt di

du ds i du di \ __ dl d\ t d\ d\
dxx util dx di \dx dzl

';_L !l\ f ( i^L El.
di^ dxi \dxl dx2

du di / du di \ dl d\ f <)\ d\

Ox > (Jx] \ dx

du di [ du
^ r , (7J: \dx àzt J di^ dxi

au ai / ou ai \
djcp dx^ \ ^ ^ i du} ) di y ' drx ' ' \ dï^ dx2

Les deux premières relations donnent

du
dx2

el les deux

du
d%

dV
drj

autres

db
dx '

du d
dx, d

di d
dt ~~ à

I (h
r dx,

\ du
r/ di

d\
dL,J

dU
dr y

di

dx

d^
dr

d\

àr2

Donc :

THEOREMF. — Pour que les deux couples (ƒ , g) et(ft)J g()) soient en

même temps aréolairement conjugués? il faut et il su/fit que les deux

combinaisons u H- iV ets — ?V soient /onctions analytiques de xx — ix (

et ce

Nous dirons, dans ces conditions, que les fonctions aréolairement
conjuguées / e t g forment un couple symétrique. II est facile de vérifiei
qu'un couple s)métrique de fonctions aréolairement conjuguées satis-
fait au s)Stème (56). Le théorème du paragraphe 32 devient alois :

THÉORÈME. — Si l'on considère un couple symétrique (ƒ, g) de fonc-
tions aréolairement conjuguées^ la condition nécessaire et suffisante pour
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(jue les jonctions

soient (iréohiircment conjuguées, est que la partie imaginaire de g soil
une fonction coharmonique.

'i\. On peut faire un pas de plus el chercher les conditions pour que
le couple {/,, g,) soil symétrique. \ous devons a\oir les équations

Oc

En éliminant successivement ƒ et g, aumoyen des équations (54), on
trouve pour#' les équations

D'ff _ / .D'g \

et pour ƒ les équations

Si j U

Ou voit donc? en comparant avec les équations (55) et (55'), que le
rôle des fonctions ƒ et g est renversé : Les fonctions L et V doivent
satisfaire au système (56) et i doit être une fonction coharmonique.
Si Ton part, en particulier d'un couple ( ƒ, g) s)métrique, on verra,
comme plus haut, que le système en l et A se trouve satisfait. On
obtient donc cette propriété :

THÉORÈME. •— Etant donné un couple ( ƒ , g) , symétrique de fonctions
aréolairement conjuguées, la condition nécessaire et suffisante pour que
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les fonction1,

forment un couple symétrique de fonctions aréolairement conjuguées,
est que les parties imaginaires des fonctions données soient des fonctions
eoharmoniques.

I n corollaire immédiat de cette propriété est le suivant : Les con-
ditions du théorème précédent étant satisjaites^ les deux Jonctions

forment aussi un couple symétrique de /onctions aréolaire/nent con-
juguées.

35. La notion de fonctions aréolairement conjuguées, que nous
avons posée a priori au commencement de cette Section, \a ressortir
d'une manière naturelle d'un problème simple de symétrie.

Soient f(z, r') et #(c, r') deux fonctions variables des complexes z

eL r'. Désignons |)ar y - une dérivation par rapport à r, <7<wy /« direc-

//on /», i1! par «- une dérivation par rapport à r'? dans la direction n.

Formons les deux expressions

£ (I"

analogues aux premiers membres du s\ slème de Caucln .

quelles conditions ces deux expressions sont-elles symétriques par
rapport à m et a n ?

Posons / = u + i\, # = 1 + i\ . Si Ton se reporte à la formule (3̂ )
de la première Partie, qui donne la dérhée suivant une direction
arbitraire du plan, un calcul facile nous donnera les conditions
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suivantes :

du
dxz ^

du
dr, l

du
dr,

du
dr.

di
dxx

dv
dx, '

. dr
dxx

dr
i i , - - -

dz

A 'h'
V Ox2

d\
dx,

d\
+ di.

du \
dxj
du \
djût)~~

.dll
( dx,r "

di
-+- / ^ —

dz «

^(

2

d\
i

dY
dxx

du

dx2

du
1'dr, ^

i / 1

/

+ \

dV
dr.

d\
dr,

'àh
dx,

dxz

-+-1

1

d\
dj

d\

dV
dxf{

dU
dx,

"5

Les deux dernières se réduisent aux deux premières, si Ton multiplie
les deux membres par i. Or celles-ci s^écrivent tout de suite1

De ~ \ D? V

Dr'™ \T)r A,

\ o u s pomons donc énoncer :

THÉORÈME^ — La condition nécessaire et suffisante pour que les deux
expressions A(m, n) et B(m, n) soient symétriques en m et en n, est que
les fonctions f et g soient aréolairement conjuguées.

.NOTE

SUR UNE PROPRIETE n'uNïCITÉ DES FONCTIONS HARMONIQUES CONJUGUEES.

1. Dans re qui ^uît nous allons mettre en évidence une propriété d'unicité des
Ionctions harmoniques conjuguées.

Nous» ferons d"1 abord la remarque simple huhante : Soient ƒ et ^ deux ione-
tions réelles de x et de > , a^ant des démées partielles du premier ordre conti-
nues, O un point du plan, n et n' deux directions perpendiculaires issues de ce
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point. Si la relation ; ™ -T~> OU les dérivées sont cala filées pour le
du du

point O, est conservée par une rotation de 90°, elle est conservée par toute
rotation.

En elf et, rien n'empêche de prendre O comme origine des coordonnées et les
deux directions comme axes de coordonnées. La relation précédente devient

<£ = <&.
ôx dy

La même relation devient, après une rotation de 90°,
Ù±=_ÔA.
dy dx

On obtient donc le système de Cauchy et Ton sait que ce système entraîne la

relation -— = -~ 9 n étant quelconque, n' perpendiculaire à 11 dans le sens

direct.
Cette manière de présenter Jes fonctions harmoniques conjuguées suggère le

problème plus général suivant : Soient ƒ et g deux fonctions réelles et continues
de oc et de y dans un domaine D, où elles possèdent des dérivées partielles du
premier ordre finies. Je fais en outre l'hypothèse que g ne peut pas dépendre de
moins de deux \ariables. Dans ces conditions : Existe-t-il des fonctions 9(^)5
autres que o(u) — u, telles que la relation

étant conservée par une rotation de 90°, la même relation soit conservée par
une rotation quelconque?

Ànalytiquement. le problème revient à ceci : Trouver <p{u) telle que les deux
relations

(•) %- = <?(¥)' %=?(-¥)
Ox T \ dy ) dy \ Ox )

entraînent la suivante :
cl f ^ / kl g \
dn ' \ dn1)

La réponse à cette question est très simple, en faisant sur a la seule hypothèse

fn ( —I— Q ) ço ( O 1 1' (Ù ( O ) •
T V ' T \ / T V /
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Lu ellet, la deriueie leLitkm explicitée donne

ôl àj . / <)g . (h
{>) ; - r o s a - t — ^ - s i n a = < P - ~ • ~ - b i n a + ^ c o

ai, à) ' \ 6?x ()y

^oiib-} a par a -h TT. Le premier membre el l'argument de <p changent
de si^ne. L'on a donc

ç > ( — u ) = — o ( u ) ,

d^où, en \eitu de l'hypothèse faite sur o,

Ceci établi, dans la relation ( i) nous pouvons choisn a tel que

al01 s ( i ) donne

On a donc

\A\ comparant a\ec (1) on \oit que \x doit être en même tempb fonction

de —p- et de -p-* < h, ceci est impossible en vertu des hypotheses faites sur la

lonclion L̂
r. Donc tj. est une constante et Ton a

O ( It ) = JU . N .

On peut tdiie ju — 1 bans restieindre la genéialite de la solution : Gei i revient à

remplacer g par — x g. On peut donc énoncer :

E. — // n e liste pas de couples de jonctions* autres que les fonctions
harmoniques ( onjuguees, jouissant de la propriété cl invariance énoncée.

C2. Si I o n îegaide de plus près» la démonstration piecedente, on \oit que Ion
peut énoncer le même théorème avec des înpothèses plus génerales Rappelons
d abord un théorème du a AL Montel Soient f et % deux fonctions (ontinues
du point ( r, j ) dans un domaine D ou elles possèdent des deinees partielles
du premier ordre /mies. La condition nécessaire et suffisante pour c/ue u H- /(
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soit une fonction liolomorphe de x -f- n dans l( domaine D, est que Us ulu-
lions -^—= ^ > :=r — ~- soient icri/iees pfisffiu pu? tout dans 1) (M

ôx à) à y à / 1 1 1 1 t

En \ e i t u de ce t lnoieme le^ conditions de L aueln )ointeb a la condition de
continuité biiffîsent *i assuiei 1 holomoiplue de it -r- n en pa i t i cuhe i , si 1 on
suppose que a -+- fi a une d e i n e e en (haqm point de D, on le tombe sm h
theoieme de \ î Gou 1 bat

1 n levenanl uiot i t piobleme je dib ([u // suffit que /( s relations (1 ) ci (2)
soient xenfiti s picsqui partout dans D , pour ronrhi/e que l on a y(u) — \i u

dans toute la u qion O

E n el ïe t , soit Dj i e n s e m b l e des p o i n t s de 1) ou ILS î e l a t i o n s (1 ) t l ( >) son t

>tuifîees La dt m o n s t i a t i o n d u p a i a g i a p h e p i t c c d t n t m o n t i e (jue I o n a, sui

I e n s e m b l e D n

w» U = r p : / /

II en îesulte en \ e i tu du theoieme de J\1 Monte], que \\ ionction / H ^ t ̂ t

holonioiphe dans D bui l ensemble D — Dj on a donc aussi

© ( W) = fJL II

et notie afùimation se tiouve complètement justiiiee

(*) PAUL MONTLLJ SIU le* différentielles totales et les fonctions monoöenes

{Comptes rendus de VAcadcmie des Scie/ices, t T)6, KJISJ p 1820 1823)

l u et appi ouvt

PatiSj le >i fe\iiei 19>8

J E Do?yF^ or IA IACULTE DES

G MAURAJN
Vu et per nus d irnpr irner :

Paris le aa fe\riei 1928
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