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PREMIERE THESE

FONCTIONS COMPLEXES

DANS LE PLAN ET DANS I’ESPACE

INTRODUCTION.

Le présent travail est divisé en deux Parties, d'inégales étendues.

Je considére, dans la premiére Partie, des fonctions f=u—iu,
d'une variable complexe 5 = .x + iy, dont les parties réelle et imagi-
naire ne satisfont pas au systéme de Cauchy. La dérivation, pour ces
fonctions, n’a pas de sens, tant qu’on n’associe pas a chaque point du
plan une direction m. Je donne quelques formules générales concer-
nant les dérivées d’ordre supérieur au premier ; ces formules conduisent
a des propositions qui généralisent les propriétés classiques des fonc-
tions monogéncs. Je donne, incidemmenl, un excmple de fonction dis-
continue sur une infinité de lignes du plan qui satisfait a ’'équation de
Laplace AU = o, aux dérivées secondes généralisées. Enfin, j’étudie
plus particuliérement une classe de fonctions non analytiques, carac-
térisées par une équation du type Monge-Ampére, dont je passe en
revue les propriétés.

Jessaie, dans la seconde Partie, d’étendre a I'espace a quatre dimen-
sions la notion de fonctions harmonicues conjuguées dans le plan. La
conclusion a laquelle j’arrive est que cette tentatice est vaine, tant qu'on
n’abandonne pas soit la notion de dérivée ordinaire, soit celle de fonc-
tions de pornt. Je me place, successivement, aux deux points de vue.

Je garde d’abord la dérivée ordinaire et jintroduis la notion de
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bipoint, due a M. Cosserat. Je définis le hipoint opposé a un hipoint
donné, et les fonctions de bipoint coujuguées. Cetle définition me con-
duit aux fonctions analytiques de deux variables. J'étudie ensuite cer-
taines transformations biponctuelles, qui généralisent la transforma-
tion conforme.

En second lieu, je garde les fonctions de point, mais je laisse indé-
terminée la notion de dérivée, tout en lui attribuant, pour les calculs,
quelques propriétés fonctionnelles simples, vérifiées par la dérivée
ordinaire. Je définis la dérivée d'une fonction suivant une direction
plane caractéristique de l'espace a quatre dimensions, ce qui me
permet de donner la définition de deux fonctions conjuguées. J'ap-
plique ces notions & une dérivée définie, il y a quinze ans, par
M. Pompéiu, la déinvée aréolaire. L’étude des fonctions aréolairement
conjuguées met en évidence la liaison qui existe entre ces fonctions et
les fonctions harmoniques & quatre variables.

Une partie des résultats contenus dans ce travail a été communiquée
a I’Académie des Sciences (').

M. Montel fut pour moi le Maitre véritable qui, dés le début, s’est
intéressé vivement a mes recherches et qui m’a donné par la suite de
bons conseils et des suggestions; nombre de pages de ce travail s’en
ressentent heureusement. Qu'il me soit permis de lui exprimer ici ma
vive gratitude, ainsi que toute mon admiration.

PREMIERE PARTIE.

I. — Formules générales.

I. Soient u (z, y) et ¢ (., y) deux fonctions réelles des variables
réelles z et y.

(1) Comptes rendus de I’Académie des Sciences. t. 183, 19>7, p. §1>.



Nous poserons
(1) fll=flx. 1 )=u(xz. V)+19(x.2)

avec {=a +iy. Sil'on donne & { un accroissement Az -+ Ay et que
I'on forme le rapport, & cet accroissement, de la variation correspon-
dante de / [Z], on trouve quela limite de ce rapport dépend en général

de la limite m du quotient % Appelons dérivée de f L] suivant la

Jf

direction m, et désignons par o la limite de ce rapport; nous écri-
rons
du Jdv du oy
(2) “(};/_:'(7‘;‘—1"((—);—{—”&(554—!())/).
om I+ m

En séparant le réel et I'imaginaire, nous obtenons

d .
% =u, (.. m)+iv (2, ¥, m)
avec
du + m(r)u " ()o'> - me dv
oz dy  odzx) T oy
w (z, ., m)= i ())‘ ™ mf dy,
3
(3) Jdv o de @) —l
Jx Jy Oz 7%
p(x. ) m)= P
Nous pouvons considérer gr{; comme une fonction de la combi-

naison { =« + 7y, dont nous nous proposons de calculer la dérivée
suivant une direction 7', différente ou non de m, dérivée que nous

2f

om dm’”
Nous n’avons qu’a appliquer la formule (2), ce qui donne

désignerons par la notation

K% (2 9
>*f  Ox oz ™ ady oy
dmom’ L m'




Or, d’aprés (3),

Ju A u d*v , 0%
- f om s— 45— -+ M ——

Jdu, _ 0x* dx O Jdax? dx 0y
dx — 1+ m? ?
A u \ ( _()’_u Jre ()’ o
du, _ dx dy )2 + 0z Jay )+
9 {4+ m? ’
3/

(39 2 v . 17:48 Pu nt Au
Je, _ Ox? ! dzdy  Ox? R
or 1+ m? ’

———()2 i —+ 7 ()—”—) — —-(): N m? -()—2—"
de, __ dxdy ' dy? dx dy?
dy 1+ m?
On en déduit aisément
o? f »’f W Of
R ()2f B ()‘L_ ().1: N {(m +m ;—+ 0) )
S dmadm’ (1 im) {1+ (m’) ’

Des remarques intéressantes peuvent ¢tre faites en partant de cetle
formule.
La formule (4) est symétrique enm et en m’. On a donc

A |

5 — .
) om dm' Jdm' om

Supposons que I'on dérive successivement, par rapport a des direc-
tions quelconques, m,, My, ..., m, Nous pouvons énoncer cette pro-
position :

1.ordre des dérivations successices, par rapport a des directions quel-
conques déterminées, n'influe pas sur le résultat.

La démonstration se fait, en s’appuyant sur la formule (5), absolu-
ment de la méme maniére que la démonstration du théoréme analogue
classique de I'Analyse.

Mais nous lirons le résultat ci-dessus sur une formule généralisant
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la formule (4). Je dis que I'on a en général

of

dmydm, ... 0m,

or f o f 2‘ or f 2 N orf
m DA A My M
Py ()JJ’“‘ v 1 g Qur=2 Jy? 17k ayr VTR r

75 h

II(1 ~~ imy)

(6)

En eftet, cettc formule est vraie pour p =1, p = 2. Supposons-la
vraie pour p, nous allons démontrer qu’elle est \raie pour p - 1.
Donnons a cet effet & { un accroissement Az + Ay et calculons les
accroissements des diverses fonctions du second membre de la rela-
tion (6). Nous aurons, a des infiniment petits d’ordre supérieur pres,

) oy

dxr Az D+ Ay dxel d)/

()]/f ' ()//+If ’ ()//+lj
drr—t oy =Az oxr oy ) Arr—1 g2

N AN oy | oy
A nhr Az i = vt

Multiplions respectivement par 1, Zm,, ‘,\_‘m my, ..., et ajoutons,

] 7. A
Nous obtenons

orF
S o am, am, I, Onty ... om, . dmy, l_[ (x4 tmg)

i1 0 p+| or+!
_ ( S . / 2 m, . oy m,m, . . .m,,> Ax

Ozt dxP Jy DyP ox
()//-)-l'f )/H—if ()/l+|j N
+<().1:/'()) Fx T zm, ) = /71,711_).‘.171,,).5.).

En divisant les deux membres par A et en passant a la limite, avec

. Ay
lim A My s

Az
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nous obtenons la formule (6), dans laquelle p est remplacé par p +1.
Notre affirmation est ainsi justifiée.
La formule (6) peut s’écrire, sous forme condensée,

P
of 9
o ()
/6’) / f — 1 -
) om, dm, om,, I/f_l_
(=1,
1

le symbole (II) signifiant que les multiplications correspondantes se
font d’aprés les régles suivantes :

3

0\ _ 0
(L) =

(if ‘)/w( ()j )'/ - d,;+(,‘/

Ox )] T oaron

Sur les formules (6) ou (6'), la propriété énoncée au début de ce
paragraphe est évidente.

3. Donnons une démonstration directe de la formule (3).
D’abord, puisque 'on a

Jf  du v
om " om " om’
il suffit de montrer que pour une fonction réelle R(x, y), on a

2R ?R

— .
am dm’ am' om

Soient respectiveinent An et ¢ le module et 'argument de AL. On a

AR __ AR
Ar — © AR

donc, en passant & la limite, avec limo = ®,

IR » IR
——z==¢ ' =
om on



-7 =

3713 est ce qu'on appelle la dérivée de la fonction R(z, y) dans la direc-

tion n du plan réel xOy.
Si m/(n', ®') est une autre direction issue du point {, on aura, en

appliquant la formule (7) 4 la fonction oR

om’’
,(_)E f— 3—@' QP_‘ .
am’ on'
Commme on a
0?’R >R

e S
on on' an' on

la formule (5) se trouve démontrée.

En partant de cette formule, il est facile de démontrer, par un rai-
sonnement bien connu, I'interchangeabilité des dérivations pour une
dérivée d’ordre quelconque.

4. Les formules ci-dessus ont été établies en supposant qu’aucune
des directions m,, my, ..., m, ne dépende du point (x, y). Dans le cas
contraire, la formule donnant la dérivée serait beaucoup plus com-
pliquée. Peut-il y avoir des directions privilégiées, pour lesquelles la
loi de dérivation donnée par la formule (6) se conserve?

Voici un résultat pour le cas de la dérivée seconde.

Soit m(«, y) une fonction réelle du point (x, y). Posons

af _ /..

Jdm

La direction m' telle que la dérvée f de [\, suivant m', conserve la
forme (4), est tangente a la courbe

miua, )y y=r
passant par le point considére.

En effet, f, est donnée par la formule (2), ot m est une fonction
de x et de y. Par dérivation suivant 7/, on aura une partic de la
forme (4), obtenue en considérant 7 comme constant et une partie
obtenue en prenant la différentielle du second membre de la for-
mule (2) par rapport & 7 et en la divisant par dax—+ idy. Si T'on 3
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remplace dm par sa valeur et que I’on pose

dy
% = m,
on obtient la formule
9 f N L f
foe priias (m+m >d.z‘()l -+ mm e
—

(r4+wm) (1 + un’)
dm Lom\ [ du Js e du
(57 W,) ['o. Nz ‘“(,)f ~ o1 )
(1+ u;{}‘ (r—+ m;-")

Or la fonction f n’est pas analylique. Donc, pour que f, ait la
forme (4), il faut et il suffit que I'on ait

am , O
= 4 m 5
Jx N

ce qui justifie notre affirmation.

Supposons, en particulier, que I'on dérive toujours suivant la
méme direction m. La condition ci-dessus s’écrit alors

dm Jam
(8, -— 4+ M =— =
x h

Je dis que cette condition est suffisante pour (ue toute dérivée

o

amr

soit donnée par la formule générale (6).
En effet, la proposition est vraie pour p =1, p=2. Supposons-la
vraie pour p = 4, nous allons montrer qu’elle est vraie pour p =&+ 1.
Par hypothése, nous avons

of af \*
o o _la=my)
v omf T T (i )k

La dérivée d’onde k1 comprendra deux termes. le premier
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s'obtiendra en regardant m constant, ce sera donc

(% +m2)™

dx dy
(1 + im)ik+

Le second s’obtiendra en prenant la différentielle par rapport & m et
en divisant par dz -+ i dy. Il sera de laforme

Adm A (()m dm>
2

de +1dy ~— 1+ un a;_l_md—);

et par conséquent, en verlu de (8), il sera nul. Il reste donc

of ()f>(k+1a
()]\+1f—_<-d‘—z‘+”l$
ogmE T T (1 am )k

ce qui justifie notre affirmation.

5. Supposons que les fonctions u(z,y) et ¢(x,y) n’aienl pas par-
tout de dérivées premicres. La question de savoirsi la fonction f({)est
analytique ne se pose plus. Mais supposons que les fonctions u(x, y) et
¢(z, y) admettent des dérivées secondes généralisées. Sil’'on remarque
que l'expression (4) ne contient au second membre que de dérivées
secondes, on en conclut la possibilité de former P'expression

o f

om om'’

. 12 9d . . .
directement, sans que ()—,{1 et ()—,{l, existent nécessairement. Dans le cas

ol ces dérivées premicres n’existent pas, nous appellerons le premier
membre de (4) dérivée seconde généralisée, suivant les directions m etm'.

. e 2 ’ .
Cherchons alors les conditions pour que ——‘i,ne dépende ni de m,
dm dm

ni de m'. On devra avoir

ﬂ———i nrf _ of
dx* — "ozdy oyt
ou, en développant,
Q:E+£(ifﬁ_ . 0*u ¢ Qu 9%y
ox* dx?__—l()xd)f_}_dxt)y____-d?—ta—)ﬁ.

THI SE NICOLESCO

(53
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On oblient par conséquent le systéme

u tu
dx: gy T
72K " 02
— =0
Jdu? o
) ‘ -
' Jd*u 02
- — — 0,
3% dx dy
Q% u L 2
— =0
dx o .t

Dans le cas ot u et ¢ admettent partout des dérivées des deux pre-
miers ordres, I'intégration de ce systéme est immédiate. Fn effet, les
deux derniéres équations (11) donnent

oo _,
de oy O
du v

(—);_'_(7’1—}—“‘

c et ¢’ étant des constants arbitraires. Ce systéme, ot l'on prend comme
inconnue soit u, soit v, est complétement intégrable, en vertu des
deux premiéres équations (11). On trouvera

fl¢] =fonction analytique de £ 4+ ca 4¢3 + .

.df Y . .
Donc, si W est indépendant de e et 0/, il en est de méme des

dérivées d’ordre > 2.

Ceci généralise la propriété¢ des fonctions analytiques : Une fonction
monogene a une dérivée monogeénc.

Ce résultat est g("néral. Supposons que

of

o, oy .. Dy

_

DA

]

soit indépendant de m, m,, ..., m,; alors

()/1 ] /
oy dmy ... Oy,
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est analytique en I, donc
:] N ()‘fﬂ

T dm,

(

-

est analytique en . Soit F({) une fonction analytique de I, telle que
Fi'(0) = o(2); la différence

J—=F=3(0)

vérifie I'équation

(10) g —

dm, 0my . ..0m,

IFaisons dansla formule (6), duparagraphe 2, m,=m,=...=m,=o,
puis m,=m,=...=m,=o (en supposant écrit g au lieu de f) etc,
On trouvera que g est un polynome en x et y, de degré p. Donc

J1¢] = fonction analytique de { + polynome de degré p

et les dérivées d’ordre >> p sont indépendantes des directions.

6. la dérivée
:f

Jdm om’

peut encore ¢tre indépendante de 7 et 7, lorsque les fonctions « et ¢
n’ont pas partout des dérivées partielles du premier ordre & condition
qu’elles admettent des dérivées particlles secondes généralisées. Mais
alors, en regardant les équations (11), on pourrait se demander si cette
distinction n'est pas illusoire, c¢’cst-a-dive, si le fait pour « et ¢ de
vérifier I'équation de Laplace n’enlraine pas comme conséquence
Iexistence partout des dérivées du premier ordre.

On peut répondre par la négative. Voici en effet un cxemple simple.

Soit d’abord

Sy = (1)

une fonction de la variable réclle ¢, définic de la manicre suivante :
. i, .
1° Aux poinls t=n -+ ~(n entier), on a

(6)y=o.
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2° En lout autre point, () est égale & la différence entre ¢et I'entier
le plus voisin.
On appelle cctte fonction I’excés de ¢. Elle est bornée, el continue

. I .
sauf au point ¢ = n -+ ~. Dans tout intervalle ouvert

1 I
(1) n——<<t<<n-—+ —,
> 2
on a
d(ty dr(t)
=5 F7 = ©

11 n’y a pas lieu de parler d’'une dérivée seconde aux extrémités de
ces intervalles. Mais définissons directement la dérivée seconde au
point ¢ comme la limite du quotient

S+ h)—2f(0)+f(t—h)
h?

Aux extrémités desintervalles (11), lenumérateur de cette expression
est nul identiquement. Nous sommes donc conduits a poser

N

(F(n 4 i—)

de?

== 0.

Nous en concluons que (z) admet partout une dérivée scconde
généralisée, qui est égale a zéro.

Considérons maintenant un carrelage (R) dc plan 2Oy, obtenu
au moyen des droites

1 1
£ = m + 3’ Yy =n-+ - (m, n=o0, =1, X9, ...).
9

l.a fonctlion
o(x.p)=(a)+ ()

est, d’aprés ce que nous venons de dire, bornée et discontinue sur les
lignes du résecaun (R).
On a en outre
Pco P9
ox? dy*

:O’
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méme aux points de discontinuité. I.’expression

(@I, y+ k) — @+ h y) —o(x. y + k) + o(z, 1)
hh

est nulle identiquement en touz point du plan. On a donc aussi

s
9z 0) —=o.

Si, maintenant, H(a, ) est une fonction harmonique, continue sur
les lignes (R), la fonction

Dz, y)=H(rr)+o(r )

n’est pas harmonique sur les lignes du réseau (R). Elle y satisfail
toutefois & I’équation aux dérivées secondes généralisées :
P e

Gz Ty T

II. — Classes particuliéres de fonctions non analytiques.

7. Nous allons continuer dans cette Section 'application des for-
mules trouvées au début de la Section précédente.

Donnons tout d’abord une définition. Considérons une fonction
complexe quelconque f= u + iv et supposons que cette fonction con-
tienne, outre les variables « et y, un parameétre arbitraire, réel z. Le
systéme de Cauchy

du dv
o7 =
du dv
o T oa°

n'est pas satisfait en général. Mais les équations écrites définissent,
dans P'espace (z, y, z), un domaine et I'on peut dire que le systéme
de Cauchy est satisfait sur le domaine ainsi défini, ou encore, que la
fonction f est analytique dans ce domaine.

Ce domaine est en général une ligne. Il peut étre une surface, quand
les deux équations ne sont pas distinctes, ou bien quand I'une d’elles se
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réduit & unc identit¢. Enfin, il se peut quil n'existe pas quand le
systéme précédent n’admet pas de solutions réelles en z, y, <.
Le second cas est évidemment le plus intéressant.

8. Les définitions ci-dessus posées, donnons-nous une fonction
complexe u(.x, y)+ i¢(x, y), sans paramétre. ['opéralion de dériva-
ton enintroduit tout naturellement un : c’est la direction m. Dés lors,
nous pouvons nous poser le probléme de la recherche du domaine

. ., . J \ - ..
d’analyticité de la fonclion 5’—{»’-, dansl'espace (&, ¥, ©). | Nous écrirons,
dans ce paragraphe, = au lieu de m. | Ce domaine sera défini par les

équalions

Ju, dvy

dr h
du, i,

n T or "

ol «, et ¢, sont données par les formules (3) [Section 1, § 1]. Silon
effectue les calculs, en posant

ou I
Y, N )
IG N os -
B
h dr
on trouve le svstéme
o ( oz 120} a5
T -~ -~ z =0
! dx o Jdr ) N
a5 175) or oT
. S S ):«-—:-_:n
ar h Jr N

Posons la condition pour que les deu équations admettent wne

solution commune réclle en . [.éliminant du svstéme précédent étant
&y dé ] Jz do ) ( oz o\ 2 ( or Jo )" 0
(()1 72 N Jdzx or N RN - dr -

on doit avoir
ot __Jo v 0o

de o’ Nh 0
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ou bien

(1) o 08 gt J8

ordy oy dr

La premiére solution est a rejeter, car elle donne pour les équations
considérées deux racines communes == 7. Il reste donc la condition (12).
Les fonctions f, satisfaisant & cette condition, jouissent d’une propriété
trés simple :

, . y .0 .
Le domaine d’analyticué de la fonction d—f ne comprend plus, a part

une surface qu’on ne peut distinguer analytiquement, ni lignes, ni points
1solés.

En effet, la condition (12) étant remplie, la surface 7,==o0 se
décompose aisément dans les deux suivantes :

Jd3
o1

0—6’
k%
or
N

-5
)

(T;) 2=

A
o
£l
0
I

De méme, la surface ¢, = o se décomposera en deux :
oc
dx

ﬁ ’

On voit done bien :

1° Que les deux portions (7)) et (2)) comcident, en vertu de (14).
Elles formeront la surface d’analyticité de -

2° Que les deux autres portions (=') et (¢]) n'ont plus de points
réels communs.
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En effet, pour un méme couple de valeurs de z et de y, on a

VA

I

et ’hypothése d’une intersection réelle des deux portions équivau-
drait & 'hypothése de I'existence d’une solution réelle pour 'équa-
tion 1 + 32=o0.

9. La condition (12) développée donne une équation de Monge-
Ampére, soit en u, soit en ¢, que nous allons étudier ici de plus prés.

Désignons par r, s, ¢ les dérivées secondes de u (x, y); parr,, s,, ¢,
ccllesde ¢ (o, y). L’équation (2) s’écrira sous la forme

(13) STt —r)s—sit+rit—si4+rt—s2=o.

Nous allons passer rapidement en revue les propriétés de cette équa-
tion.

Supposons ¢ (x, y) donnée. Pourtrouver les équations différentielles
caractéristiques, nous emploicrons la méthode classique. En considé-
rant 7, 5, ¢ comme les coordonnées dun point de I'espace, I'équa-
tion (15) représente une quadrique réglée, dont les deux systémes de
génératrices sont :

O ) v = (s ),
§ =L =p(t 4+ )
( r—si=p(s— )

By
! SA1 = p(t 4+ 5.

)
/

Nous identifierons la droite (14), ensuite la droite (15), avee la droite

dp=rdr =+ sdy,
dy = sdxr—tdy.
ce (ui donne
dx ) dp  dy

1 T

En éliminant le paramétre w et en adjoignant la relation

d=  pdx-—qdy=o,
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nous obtenons le premier systéme de caractéristiques :
dz — pdx-— gdy =o,

(16) dp —s,dz + r,dy = o,
dq —t, dz + s, dy = o.

On obtiendrait de méme pour lc second systéme de caractéristiques :

dz — pda — ¢ dy =o.
(17) ¢dp—spdr—t, dy = o,

dg +4-1ydx 4+ s,y =o

Le systéme (17) se déduit du systéme (16) par la permutation des
leitres r, el — ¢,. D’ol ce résultat :

La condition nécessawre et suffisante pour que les deux famulles de
caractéristiques sotent confondues est que la fonction ¢ soit harmonique.

Soit
(18) U(r,y.z.p,qg)=c
une intégrale intermédiaire du premier ordre de I’équation (13). Cette
fonction satisfail a I'une des équations aux dériyées partielles que I'on

obtient en remplacant dans I'un des systémes (16) et (17), dz, dv,
dp, dg, respectivement, par

_()'U 719 ( ouU JdU JU ouU
op’ ag’ T \ow TPox ) _<W+’/TE '

On obtient ainsi le systéme

. oU oU oL JU

, > \([)—()—x%—])'(—:—l—h%—li(ﬁ—().

1Q

9 vy dU 9 U 9U

(O =gy Faom+hgp =%, =9

et un systéme analogue, obtenu cn utilisant les équations (17), ou, ce
qui revieni au méme, en permulant les lettres r, et —¢,.
Les conditions pour que le systéme (19) soit complet se trouvent

THEST MN(OTUS(0 3
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facilement :
N{g)—=Y(p)=o.
X ()~ Y(s)=o.
A (s —Y(rr=o.

Ces conditions remplies, le systéme (19) est méme jacobien. Les
deux derniéres conditions se trouvent vérifiées d’clles-mémes. Il veste
la premiére qui donne

Nous pouvons donc ¢noncer :

La condition nécessaire et su ffisante pour que Uun des systemes de carac-
tévistiques admette trois conbinaisons intégrales | ou que le systéme (1)
admette trois intégrales distinctes| estque la fonction ¢ soit harmonique.

Je dis que, dans ce cas, la recherche de la fonction u exige, en dehors
de calculs d’élimination, une seule quadrature. En effet, par suite de Ja
condition

(20) Ap= o,

les deux systémes de caractéristiques s¢ confondent. Nous pouvons
alors, par exemple, considérer le systéme (17), qui s’écrira

\’ Adz— pdr —qdy = o.
(q 1) (/1) — (///| == 0.
dq +dp,=o,

d’on les deux combinaisons intégrales visibles
P G1=c. g +p=c.

En portant les valeurs de p et de g dansla premic¢re des relations(21)
nous ohtenons I'équation

ds=(c4+q)dr+ ('— Py

qui est complétement intégrable, en vertu de la relation (20).
Son intégration est immédiate. Soient en effet ¢ la fonction harmo-
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nique conjugnée de ¢, p et g ses dérivées partielles de premier ordre.
On a
gidr —p,dy —=pdr+7dy =dv,
donc
de=cdx—+ ' dy 4 dv,
d’ont
r=cx 4+ "+

Cette intégrale est indépendante de p et ¢, donc elle constitue une
intégrale compléte del’équation (13).

Pour obtenir intégrale générale, on n'aura qu’a établir entre les
constantes arbitraires ¢, ¢, ¢ deux relations arbitraires

=), '=4d()

et & prendre I'enveloppe de cette famille de surfaces & un parametre.
La fonction « la plus générale s'obtiendra donc par I'é¢limination
de ¢ entre les deun relations

U=0+ ro(c)+ d(c)+r.
o=a 0 (r)+r ()41

Notre assertion est ainsi justifiée, car la fonclion ¢ étant donnéc la

fonction ¢ s’obtient par une intégrale curviligne.

Supposons maintenant que la fonction ¢ ne soit pas harmonique.
Alors les deux systémes de caractéristiques sont distincts. Chacun
d’eux admettra au plus deux combinaisons intégrales distinctes. Le
systéme (17) a toujours les deux combinaisons intégrables

dp — dg,=o, dq + dp,=o.

Quant au systeme (16), plusicurs cas peuvent sc présenter.
Considérons-y, d'abord, =, p, ¢ comme fonctions inconnues, x et y
comme variables indépendantes. On remarquera alors que chacune
des deux dernicres équations peut étre traitée indépendamment des
autres, puisqu’elle ne contient que les deux variables et une seule des
fonctions inconnues. Prenons par exemple la seconde équation

dp=s,dr — 1, dy.

La condition nécessawre et suf fisante pour que cette équation sott com-
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pletement intégrable est que Uexpression

Ap(x, )
ne dépende pas de x.

En effet, cette équation est équivalente aux deux suivantes :

ap dp
g =51 ‘F_--—-rl.
d’oti la condition
95, I
ay dr —
Or
ds, __ 0Ot
N dx’

donc la condition d’intégrabilité devient
ad
a} (7'1—}" f| ) ==-+0

el notre affirmation esl justifiée.
On verrait de méme que la condition nécessaire et suffisante pour
que 'équation
dg=1t,drv—s,

soit intégrable est que A¢ ne dépende pas de y.
Dés lors, trois cas sont a distinguer :

1° Ona
Ay == const.

Alors les deux systemes (16) et (17) admettent chacun deux combi-
naisons intégrables. On sait que dans ce cas la recherche de la fonce-
tion « se raméne a des quadratures.

2° La fonction A¢ dépend seulement de l'une des variables, par
exemple de 2. Alors, la seconde équation du systéme (16) est, seule,
intégrable complétement. Dans ce cas, la recherche de la fonction « se
ramene a l'intégration d’une équation différentielle ordinaire du pre-
mier ordre.

3¢ L’expression A¢ est fonction de « et de y. La deuxiéme et la
troisieme équation du systéme (16) ne sont pas complétement inté-
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grables. Ce systémec n'admet donc aucune combinaison intégrable.
Une intégrale intermédiaire est toujours celle que 'on sait :

P—0:=®(q+p);

mais on ne pourra pas achever I'intégration tant que l'on ne particu-
larisera pas la fonction ®.

10. Dans les paragraphes précédents, nous avons considéré 7, comme
un paramétre séparé. Dans les lignes qui suivent, m sera considéré
comme une fonction du point (&, y) donnée a priori ou, en employant
une terminologie empruntée a la Mécanique, m(x, y) définira un
champ de droites ou un champ dirigeé.

Nous allons démontrer les deux propriétés suivantes :

I. Etant donnés un champ dirigé m(() et une fonction quel-
conque " f[{], il existe une infinité de fonctions ¥ (L) dont la dérivée
suteant la direction du champ soit égale a la fonction donnée.

Soit, en cffet,
F=u-<iv
la fonction inconnue. Nous avons

oF

e = U Py
om ! 1

ol u, et ¢, sont données psr les formules (3) [ Section I, § 1.
Nous sommes alors conduits aux équations

du du  de 09 )
— +m| -+ = )+ m 5 —(1+m)a=o,

(22) dx dy = Oz d)
- QV_F n ()_V_--d_['_t ﬁ—/)glﬂlf—(r—i—lnz)b—()
oz "\oy o= dy -

@ et b étant, respectivement, les parties réelle et imaginaire de la
fonction f.
En éliminant successivement les quantités

du —+ n‘Lu et d—‘ -+ m Q‘:
ox "oy ’ oz dy

>



nous obtenons le systéme

ou ou

g m 0 - -+ mb=o,
(230 '

dv de

P m ey ma — == o,

ot les variables « et ¢ sont séparées.

Le théoréme est donc établi et le systéme (23) nous indique le
degré de généralité de la fonction f, qu’on pourrail appeler la fonc-
tron primitive de a + 1b suivant le champ m(x, v).

Cas particulier. — Supposons la fonction « +ib analylique. l.a
recherche de la fonction primitive peut étre faite alors d’une manicre
synthétique, qui nous donnera en méme temps la forme de la fonc-
tion.

U ne solution du probléme est constituée par la fonction analytique

[ (a+ib)d= (g==1+1)).

On n’a qu'a lui ajouter la fonction la plus générale dout la dérivée
suivant le champ donné soit nulle.
Or, si
(. ) )= const
est une intégrale premiére particulicre de 'équation

h ( )
—— =) )
dr -

la solution la plus générale de ce nouveau probléme est donnée par
99 =900) + (7(9).

g et 7 étant deux fonctions réelles arbitraires.
On aura done, dans le cas particulier envisagé,

/\‘l.))__f (4 thyd= 34 o).
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L’étude dirccte du systéme (23) conduirait d’ailleurs au méme

résultat.

Remarque. — Exprimons que les valeurs de i fournies par les équa-
tions sonl les mémes. Nous obtenons la relation

du _ .,

(24) dr___ oz
: da T
Ay a '

D’ot ce résultat :

Ltant donnée une fonction complexe quelconque a—+1b, toutes les
Sonctions dont la dérivée, suivant la direction d’un champ convenable,
est égale a la fonction donnée, sont caractérisées par la relation (24).
Cette condition étant remplie, il existe un seul champ m(x, y) tel que

o(u—+iv)

=« + (b.
dm

La condition (24 ) prend une forme simple dans le cas ou @ + b est
unc fonction analytique.

Soit A + 7B une fonction analytique ayant « + tb pour dérivée. On
a alors

~()‘\ __JB
or oy @
I8 i)_\ 4
dr —  dv

el la relation (24) s’écrira

(1) di\N w. I)M‘)--—o.

d(r. )

Elle entraine la suivante :

d(A +(B)  diu—1iv)
dz _ am

Le théoréme | peut ¢ire considéré comme généralisant le théoréme
d’existence d'une fonction primitive pour une fonction analytique
donnée.
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Ll. Voici une généralisation analogue pour les équations diffé-
rentielles :

1. Etant donnés un champ dirigé m(x, y) et une fonction complexe

quelconque
gle.tl=a(r,p, 2 ) +1ble ., 2’ )"

des variables complexes L= x —+ iy, I =x'+1y', il existe en général
une wnfinité de fonctions (' satisfaisant a Uéquation différentielle
dg’

% =slex

la dérivation du premier membre étant effectuée suwant le c/mm]) dugé
donné.

En suivant la méme marche que pour la premiére proposition, nous
sommes conduits au systéme
adr’ '

G m| = = )—&—m—"—)‘)—,—~(1+m’\.a(w. y.x'ia’y=o.
) ox L . y

ox'

Jdx

9’ _L,_E)_ 04" Nl a1
p +m< e m h (1+m*)b(z.r. 2, 3" )=o.

fei on ne peut plus séparer les fonctions 2 et y’, mais on peut, du
moins, séparer leurs dérivées, comme plus haut

ox' oz’

Te gy = ele ) mble 7)) =0,
' 4 . P
m——kmjt— —ma(x. ). 2 )'Y— O(x .2 ) )=o.

On commencera par intégrer la premiérve équation, ou l'on consi-
dérera y' comme un paramétre. On en obtiendra l'intégrale générale
sous la forme

Uz, ), x5 ¥y')y=o.
Soit, de méme,

M@,y &) =0
I'intégrale générale de la seconde équation. Ces deux relations per-
mettent, en général, de définir 2’ et ' en fonction de x et de y ; les cas
d’exception sont cecux prévus par la théorie des fonctions implicites.

Le théoréme II est ainsi établi.
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12. Nous terminerons celle premiére Partie par un résultat intéres-
sant concernant les relations mutuelles des fonctions complexes.
Donnons-nous une fonction quelconque

F(z,))=U(z,p) 4+ V(z, »)

La remarque suivante est presque évidente :
Si
Je ) =u(e, y)+ev(®, )
. . dF .
est une autre fonction quelconque et st le rapport — est indépendant

af

d . . . -
de Zi% » alors F est une fonction analytique de f. Inversement, si ¥ peut

s’exprimer en fonction analytique de [, le rapport précédent est indépen-

dant de ? .
ax

Nous dirons, dans ces conditions, que les fonctions F et f sont de
la méme classe ('). Proposons-nous alors de caractériser analytique-
ment toutes les fonctions f dela méme classe qu'une fonction donnée F.
Nous aurons

JU OV /U _ 9V\dy
dF_dU+zdv_55+‘o—x+<oy+lﬁ>d—x
df — du+idv — du Jdv du v \dy’

J l()—x +<d}'+l_()_)7>?l;

d’ot1 les conditions cherchées

oU JvV 90U A%
du dv — du dv
oz "oz dy dy

Elles peuvent encore s’écrirce, en séparant le réel et 'imaginaire,

e O dv_oUdu OVde

(23) dx dy Oz dy dy dz  dy dz’
9

i ?ov ou  0U de 9V du . 9U oo

Jz dy "oz dy — dy dw 9y oz’

(1) Cette définition ne différe pas de celle donnée par MM. Hedrick. Ingold et
Westfall, dans leur Viémoire : Théoric of norn-analytic Functions of a complex
variable (Journal de Mathematiques pures et appliquées, g° série, t. I, 1923).

THFSE NICOLESCO 4
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ou cncore

( AU, ) 0N ¢)
.., oHx. yy  dlx y,)
2 <
’ (()(U v) __ O(Vou)
a(r.y)  d(x )
Cect établi, séparons, dans le déterminant fonctionnel 2820 Jes

0( )’
parties réelle et imaginaire. Nous obtenons

IF. .y oV u)y  d{Vv.¢ L. ¢ . O(N. u)
Iz 1) oz’

)
o a) o) omy)

on a par conséquenl, cun \erta de (25

4)(1' )

(26) AL D

Réciproquement, la relation (26) entraine les deux relations (25").
Nous obtenons douc cette généralisation du théoréme fondamental des
déterminants fonctionnels pour les fouctions réelles :

La condition nécessaire et suffisante pour que deux fonctions com-
plexes des variables réelles x, v sotent fonctions analytigues l'une de
Uautre est que leur déterminant fonctionnel sout nul.

Ce résultat curieux peut d’ailleurs se déduire du suivaut, non moins
curieux, et dont la démonstration n’offre pas de difficulté spécialc :

Lorsque I¥ est fonction analytique de [, on peut appliquer le théoréme
de dérication des fonctions de fonction; et réciproguement.
(Cest-a-dire que 'on a

¥ _av o
T df da



DEUXIEME PARTIE.

LA NOTION DE FONCTIONS CONJUGUEES DANS L’ESPACE A QUATRE DIMENSIONS.

I. — Fonctions de point.

1. Nous nous proposons d’étudier ici quelques transformalions
ponctuelles de ’espace & quatre dimensions, en cherchant a généraliser
la théorie des fonctions harmoniques conjuguées dans le plan.

M. Volterra (') a étendu la notion de fonctions conjuguces al'espace
a trois dimensions, en introduisant les fonctions de lignes. Sa méthode
peut s’appliquer pour n’importe quel nombre de dimensions et ’on peut
résunuer ses résultats de la facon suivante :

stant donnée une fonction potentielle duns Uespace @ n dimensions,
L existe une fonction de variétés a (n — 1) dimensions, conjuguée de la
prenweére.

Dans I'espace a qualre dimensions il exisle, au point d¢ vue de
M. Volterra, une autre sorte de fonctions conjuguées. Ce sont les fonc-
tions conjuguées des fonctions de lignes et qui sont encore des fonc-
tions de lignes.

D’autre part, dans le méme espace, un point peut étre défini, non
sculement par quatre nombres, mais aussi par 'intersection de deux
surfaces, c’est-a-dire, au point de vue algébrique, par deux équations
(complexes). Cette fagon d’envisager le point, le rapproche du point
du plan, qui est défini par deux équations (réelles).

Il est donc intéressant de voir si les fonctions de poinls peuvent
aussi conduire & la notion de fonctions conjuguées dans l'espace. Ce

(1) Voir ses Lecons sur l’intégration des équations aux dérivées partielles,
professées & Stockholm (nouveau tirage, 191>. A. Hermann et fils, éditears). 5¢ lecon
et suivantes.
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qui suit est consacré a 'analyse de cette question, avec quelques résul-
tats complémentaires.

2. Nousnous placerons d’abord au point de vue des transformations
ponctuelles. Considérons, pour commencer, le cas d'une seule variable
complexe. Toute fonction w=u-i¢, de la variable complexe
5 =x —+ ty, définit une transformation ponctuelle du plan (z, y) dans
le plan (u, ¢).

Les fonctions analytiques sont caractérisées par la propriété que
celte transformation conserve les angles. Cette condition peut étre
simplifiée. Considérons, en effet, dans le plan des z, une direction de
cocfficient angulaire m. Si u. est le coefficient angulaire de la direction
correspondante du plan des v, les deux quantités w et m sont liées par
la relation homographique

de  dv
_ a0y
T du | du

0z " 9y

Pour un autre couple (7, p') de direclions correspondantes, on

aura aussi
v . Je '
,__Ox  dy

T du N du m’-
Jox ady

Posons-nous alors la question suivante :
V" a-t-il des valeurs de m, telles que la relation

mm' 4+ 1==o

entraine lu suivante
pp 41=0?

En d’autres termes : Existe-t-il des systémes orthogonaux de courbes
du plan des z, se tranformant en des systémes orthogonaux du plan
des «w?

D’aprés les formules écrites plus haut, les valeurs cherchées de m
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doivent satisfaire a I’équation
(—()ﬁ—!—(km (—)-‘i+-(-)ﬁm’ du—l—%m d—u—f—%m’ —=o
oz oy )\o=z T o™ ) T \o= T oy o Tt )=

m et m/ étant supposés liés par la relation 1 -+ mm’=o.
En posant, comme d’habitude,

__(Ou "+ v\’ b= du ou  dv Jv G- du °+ Qf_)"
T\ da ox)’ _%5{_‘_%(73"’ T\ n )’
celte équation peul s’écrire

E+F(m+m)+Gmm=o0
ou encore

(1) Fmn’+(E—G)ym —F=o

Si m, et m, sont les racines de cette équalion, on a 1 + m,m, = o,
de sorte que les deux racines de 'équation (1) conduisent a la méme
solution. Nous obtenons par conséquent ce résultat, énoncé pour la
premiére fois par Tissot.

TueoreMe. — Il existe en géneral un systeme orthogonal de courbes et
un seul dans le plan des =, auquel correspond un systéeme orthogonal de
courbes dans le plan des v (").

Le théoréme de Tissot comporte un cas d’exception, celm1 ot 'on

aurait a la fois
K=G F=o

Ces équations caractérisent les fonctlions analytiques de = == 1y. Nous
obtenons donc la propriété suivante :

Les fonctions analytiques de x == vy peuvent étre caractérisees par la

(1) Une demonstration analytuique, differente de celle du texte, se trouve dans le
Memoire cite de MM Hedrick, Ingold et Westfell La demoenstraton geometirque est
d’ailleurs immediate (DarBocy, Théorie des Surfaces, t I, p 47 49) Sinousavons
donne la demonstiation precedente, ¢ est surtout en yue d’une generahsation a laquelle
la demonstiation geometrique ne saurait conduie
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seule propriété de transformer tout systéme orthogonal en un systéme
orthogonal.

3. Cc sont ces deux propriétés que nous essaierons de transporter,
mutatis mutandis, a espace a quatre dimensions (x,, z,, x,, x,).
Toute transformation ponctuelle de cet espace peut étre définie au
moyen de deux fonctions

Z=u,—* tu, L=ty 1,
de deux variables complexes
/

N Al == aga-tu,

Proposons-nous d’abord de chercher les transformations qum
changent toute surface caractéristique en une surface caractéris-

tique (*). Nous résoudrons pour cela la question préliminaire sui-
vante :

Exprimer que Uéquation

[l=.7'}=0
(/(’:/;nl[ une surface caractéristique.

Sil’on pose
‘/ =+,

Péquation écrile équivaut aux deux suivantes :

u(ry 1y, 3 1 Y=o

¢ (). Loy Ty 2, Y =20.
Elles définiront, par exemple, x, et @, en fonction de &, et .r,. Il faut
exprimer alors qqu’on a

dry __dr dey  dr
dr, — d1, D, — di,

(1) On appelle, d’aprés E.-E. Lewi, suiface caracteristigue de Pespace & quatie
dimensions (3, 3, toute surface 1epiésentable par une équation de la forme

5'= fonction analyuque de z.
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Or, en différentiant les équations écrites plus haut, on obtient

Jdu Jdu dxz, du dz,
+ = 0

dx, " Oz, dxr, = dx, 0z,
oy dv Oz, o dz,
e = e - 5— == 0,
dx, = Oz; dx, Oz, dz,
du du Jdxy du dz, _
Oz, " Oz, Oz, | Oz, 0wy
Jdy dv dx, Je dx,
dx, " dx Oz, " dr, 0ry
d’out
d{u, ¢) o(uw, v)
dug  d(xy. 1y, dr,  O(@. x3)
de, T o(u,v; ] or, " d(u, vy’
d(xs, 2,) I(zs, )
o(u, ¢) d(u, v)
dry d(zy, ) dr,  d(a,, xy)
oz, d{u, vy’ dxy ~ (w0
A xry. x,) oz, )

avee 'hypothése
d{u. ¢)
d(x,, x,)

20

Les conditions cherchées peuvent alors s’écrire
dA(u, ¢) a(w, vy o
Ny, x,) (@ x5)

d(u, ) d(u, ¢)

Wy sy Hrwmw)

).

Ceci établi, revenons au probléme initial. Toute surface caractéris-
tique de P'espace (Z, 7) peut s’écrire

(3) LV=o(Z)==0,(u,, uy)+ {92(1y, ts),
avec les conditions

) 99, _ 99, 09 _ _ 99z

N du,  du, o, Ou,

Effectuons la transformation
wy=1,(x, L L3, x,) (i=1,», 3, 4).
La relation (3 ) s’écrira
Us( 21y Byy Xys 2,) — @y [0 (Ly1 Loy Xyn Ty ) U (Xyy Lyy gy ) [ =0,

Uy (g, Ty, Ty 2,) — Q2 1y (@), Ty, T30 &), Uz (2, By, Ty @) ] = 0.
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Pour exprimer que ces deux équations définissent une surface
caracléristique, nous n’avons qu’a appliquer les équations (2), en
posant

U=ty — @, (Uy, Us),
v =, — 9o Uy, Uy)-
On aura alors
du __ dus  do, du, 09, Ju,

oz, Oz, du, dx, du, oz,

de  du, do, du, do, Ju,
du,  dx,  du, dxr,  du, dr,

et, par conséquent, en tenant compte des relations (4),

d(w, 9) 0wy, u,) N d{uy, ") O(uy, uy) ()cp.,
die. x,) Iz 2,) Iz 1)) Iz z,) | Ou,

N [()(ul, w,) N d(uy, u,,)] 29,

(2., x,) A(r. u,) | du,
0 {uys uy) ()w, 99,\’
E ,) ()1/1 Oty
En écrivant alors les conditions (2) et en exprimant qu’elles ont
09,

lieu quelles que soient 9% et nous obtenons les conditions cher-

du, o,
chées :
d(ua, u, ) D ug, w,)
Az z) " @z
O(ug. w,)  O(ug u,) o
(3) ) (&1, Z3) IO R
| 9wy, ws) N d(u,. u,) o
Nz, ) O, 2y)
d(uy. wuy)  O(uy, uy)
o(x,, x3) Oz 1,)
D(uy, u,)  Iug, t3) d{uy, w,)  d(uy, uy)
Na. z) . r,) + (x5, x5 O(xsy 23) ©)
0wy, ug)  O(uy, w,)  duy, wy)  d(uy, u,)
(5 V@, @) 0@z, @ zy) | @y za)

O(uy, ) O uy, ug) 0wy, wy) | (U, us)
Iy, 23) —d(x, Z3) o TS ()(’«2)7/) o
0wy, us) " O(us, u,) 0wy, uy)  O(uy, w,) __
O{xy. x3)  Olay.zs) Olxe ) Marg, z,)
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Les relations (5) s’interprétent aisément. Posons

-+ wy= f(5, &),
us+ u, = gz, 3').

D’aprés les équations (2) ces relations expriment que les deux sur-

faces
f(z, ") =rconst.,
&(z, /)= const
sont caractéristiques.
Les équations (3') peuvent, clles aussi, se mettre sous une forme
condenséc. Soit g, la quantité imaginaire conjuguée de g. Multiplions
la premiére équation par ¢ et ajoutons-la & la seconde. Nous obtenons

la relation

Ofo50) | Ofig0) _

Az, ao,)  O(my, @5)

De méme, en multipliant la troisiéme par ¢ et en 'ajoutant a la qua-
triéme, nous ohtenons

00/ &) _ 9{[s &)

-z O.
Nz, r3) Ory, z,)

Nous pouvons donc résumer :
THEORENE. — Pour qu’une trans formation pontuelle
L=f(z, "), =g(z, '),

de Uespace a quatre dimensions, conserce les surfaces caractéristiques, il
Jaut et il suffit :

1° Que les surfaces
J=o, g=o0
sotent caractéristiques;

2° Que les relations suivantes sotent satis fattes

I(f- &) " IS+ 8o
oz, z,) (2, x3)

([ &) Ifs &) _
9d(xy, x3) - ()(.1:,,3‘,,) -

= o,

(3")

o

[HI SL NICOL) SGO



Sk —

4. Nous ne considérerons pas la transformation précédente sous sa
forme la plus générale, mais simplement quelques solutions parti-
culiéres du systéme (5), (5"). Une solution immédiate esl constituée
par un couple de fonctions analytiques de s et z'. Nous appellerons
une telle transformation, une trans formation monogéne.

Une autre solution, aussi immédiate, est constituée par les fonc-
tions f, et g, ('), f et g étant analytiques de z et 5. La transformation
correspondante sera dite antimonogéne.

Existe-t-il des transformations muxtes? On voit facilement que les
¢quations (5) sont satisfaites par un couple de fonctions (f, g,) telles
que [ et g soient analy tiques.

[l reste a voir si les équations (3") sont satisfaites. Or, en vertu des
conditions posées. ces équations sc réduisent a deux,

Jdu, du, Jduy du, Jdu, du, duy du,
+

—_— e = —— == 0,

Jr, dr, oz, 01, dx, dr, dx, Ox,
duy du, dug du, duy du,  Qu, du, o
dx, dr, 0xy dx, Ox, dry, oOx, dx,

qui peuvent encorc s’écrire

d(uy, uy) Iy, wy)
(6) Ay, ws)  O(as. x,)
O(uy, wuy) 0wy, uy)
Nz, z,) O ry 1y

Elles expriment que la surface

",== o0, u,=o
est caractéristique.

5. Si, en passant du plan complexe a Pespace & quatre dimensions,
nous remplacons 1'élément linéaire & une dimension par 1'élément
linéaire 4 deux dimensions, la notion d’orthogonalité doit ¢tre rem-
placée par la nolion d’orthogonalité compléte.

En effet, dans 'espace 4 quatre dimensions, deux plans se coupent,
en général, en un point et un seul. Alors, par un point quelconque

(1) Dans toute cette partie, 'indice zéro placé au bas d’une quantité complexe
indiquera le changement du signe de ¢ dans cette quantité.
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d’un plan, on peut mener un plan et un seul, jouissant de la propriété
suivante : Toute droite du premier plan est orthogonale a toute droite
du second plan. Les deux plans sont alors complétement orthogonauzx.

Prenons, en particulier, deux plans caractéristiques, passant par
an méme point, que nous placerons a I'origine

e=ma, le=m'z

et proposons-nous de trouver les conditions nécessaires et suffisantes

pour que ces deux plans soient complétement orthogonaux.
Remarquons pour cela ¢qu’on peut représenter paramétriquement un

plan caractéristique et une droite lui appartenant, sous la méme forme

s—=\t+ P,
s'= Nt P’

Si le paramétre ¢ est complexe, on a un plan caractéristique. Si le
paramétre ¢ est réel, on a une droite. Ceci permet d’écrire immédiate-
ment ses coefficients directeurs

T T i VR Gy vy

p) N > 21

Prenons de méme une autre droite
=B ¢+ Q.

=R+ Q

engendrant un autre plan caractéristique. Ses cocfficients directeurs
seront

B+B, B—B, B+B, B—B,
> b 3 .

2 21 2 2

Pour que les deux droites considérées soient orthogonales, il faut et il
suffit que I'on ait

(VA (B =B —(V — \)(B—By)
A A AN (B B — (Ve ) (B4 By = o
ou, en réduisant,

(%) AB, + B\, A'B, + B'A, = o.

00—
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Dans notre cas on a
A= mA, B'=—=m'B
et la condition (7) s’écrira

ABy(x+ mmy) + BA(1+ m'my) =o.

Or les quantités A et B sont arbitraires. Il faut donc que I’on ait
|+ mmy=o, 1+ mym'=o.

Ces deux égalités sont équivalentes. Nous obtenons donc le résultat
suivant :

THEOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour que les deux
nlans caractéristiques

s'=maxz, '

=m'z

sotent complétement orthogonaux s'exprime par Uune ou Uautre des

égalités
< ' !
I~ mmy,=o, 14 mym'=o.

On remarquera la grande analogie de ce résultat avec la condition
d’orthogonalité de deux droites dans le plan.

6. Voici une application importante de la formule trouvée au
paragraphe précédent. Considérons unc famille de surfaces caracté-
ristiques & un paramétre, dont nous supposerons I'équation ramenée &
la forme

f ¢tant analytique. Soit

une autre surface caractéristique. Exprimons que cette surface esl
complétement orthogonale i toutes les surfaces de la famille considérée,
aux points de rencontre. En désignant vespectivement par m et m/ les
coefficients angulaires des plans caracléristiques, tangents aux deux

surfaces, on a
. J . oY
m=f) = gt i g
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et

0,( ()rs
'— o' (= L
/n__o\(ﬂ)_ 0.721

La condition d’orthogonalité compléle devient ici

(2, ) (2 _i92) 1o

\ 02, dz,
ou, en séparant le réel et I'imaginaire,

o I N Io

oz, oz, = Ox, 0z, =0
% o 0pde
dx, dx, dxr, 0z, -
On tire de ce systéme
%
Iy ()_w . dx,
Oz, Oxy do (dq» 2’
) (()xl 0z,
A d
9w _ O 92, :
A A E AN
| dz, Jz,

Exprimons que la fonction & est harmonique. Nous obtenons, en
faisant intervenir partout la fonction ¢ seulement, I’équation

() - (&) |3 & e

De méme, en exprimant que la fonction 7 est harmonique, nous
obtenons 1’équation

?()!.[J d_ql_ﬂ_[ﬂ Y 73V Y
oz, 0z, 0x} Oz, <().rz | 0x, dxy
Nous avons donc, en définitive, un systéme homogéne de deux

o 4} et -2 q’ - Le déterminant de ce systéme
0x3 0z, 0x

équations pour définir

est, au signe pres,

[ ) - () T-+(5) (ax)' ()G T
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et il ne peut pas étre nul, si 'on suppose que la fonction /f n’est pas
une constante. On doit avoir, par conséquent,

()-".}a__ ) r2y o
dx? dx, 0z,

et, puisque ¢ est harmonique, on aura aussi

*Y

-5 = O.
dx:

Donc ¢ est linéaire en x, et «, et il en sera de méme de ¢. Par con-
séquent, f est linéaire en z. On en déduira, au moyen des équa-

tions (8), que g est aussi linéaire en z. Nous obtenons finalement le
résultat :

THEOREME. — Une famille de surfaces caractéristiques a un paramétre
n’admet pas de trajectorres complétement orthogonales caractéristiques, a
moins que ces surfaces ne se réduisent a des plans caractéristiques. Dans
ce dernier cas, leurs trajectoires complétement orthogonales sont ausst
des plans caractéristiques.

7. Nous pouvons maintenant revenir & nos iransformations. Nous
considérerons d’abord les transformations monogénes. Soit

une surface caracléristique. Au voisinage d'un de ses points (=, '),
elle peut éire remplacée, si 'on néglige les infiniment petits d’ordre
supérieur a un, par le plan caractéristique

Az —3)+ B~ )=o.

dont le cocfficient angulaire m est donuné par la formule

’

m=— —
dz’
" étant la fonction analytique de s, définie par I'équation précédente.
Ce plan est le plan caractéristique langent & la surface au point (=, 7).
Deux surfaces caractéristiques, comme deux surfaces quelconques,
se coupent en des points isolés. Nous dirons que les deux surfaces sont
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compléternent orthogonales si, en I'an quelconque des points communs,
les deux plans tangents sont complétement orthogonaux.

Ces définitions posées, considérons ane transformation ponctuelle
monogéne quelconque

(9) L=f(53), =gz )

de U'espace (x,, ,, x,, x,) en 'espace (u,, u,, u,, u,). La queslion
généralisant celle du début de cette Section peut s’énoncer de la
maniére suivante :

Ezuste-t-tl des systémes complétement orthogonaux de surfaces carac-
téristiques du premier espace, se transformant en des systémes compléte-
ment orthogonaux du second espace?

Soient, respectivement, m une direction plane caractéristique de
lespace (.x,, .. xy, x,), m la direction transformée. On a

dy ag 5 . Jg Jdg
o) o dt 0z el AL =i P
dLTof 9 9] /,_
P ds + P ds’ P + PR

Sim' est une autre direction plane caractéristique, complétement
orthogonale & m et m' sa transformée dans U'espace (u,, u,, u;, 1,), il

faut que la relation
U= mmy==0

entraine la suivante :
U~ Iy == 0.

Cetle derniére relation peul s'écrive, en vertu de la formule (10
b )

af Jaf af, /)/0 A\ ()" )g 0% 28, .
<()., o7 )(i oM )T 9 T o > 0z "o )= 0

ou encore

”

VAR

Js

(,-

331(%?#%%% )

{aof ( of ogN | .
+,(f): «\(7?/0_*'& 07 n’mn__q
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- 'y, ‘ ! > l
ou enﬁn, en lempla(;dnt m, par — s

_{of ds (Ig\ | a1 gt |9 _|9&F
R I aﬁ +5—T>5+[7!+7 oc| "oz |™

) B =

Cette équation donne deux valeurs pour m, et les directions plancs
caractéristiques, ainsi obtenues, sont complétement orthogonales.
Considérons, en effet, I’équation du second degré

(A+iB)z*+2Cax — (A —iB)=o,
ou A, B, Csont réels. Si o et § sont les deux racines de cette équa-
tion, on a entre ces quantités la relation
oz;SO -+ 1=0.

- C y, . . 1 1
En effet, si Uon forme I'équation ayant pour racines — — et — =
~0 o

on retombe sur la proposée. On a donc bhien

o= — B—;
0
. 1 ..
on ne peut pas avolr o —— po car oo, esl '[)OSltlf.
0

Nous obtenons par conséquent cette généralisation du théoréme de
Tissot :

THEOREME. — Il existe, en général, un systéme de surfaces caractéris-
trques, complétement orthogonales, et un seul, de Uespace (s, 3'), qui est
changé, par une trans formation ponctuelle monogéne, en un systéme
complétement orthogonal de Uespace (4, 7).

8. Le théoréme précédent comporte, comme le théoréme de Tissot,
un cas d’exception, celui ot 'on aurait a la fois

()f ol _|9df dg |?
()«-' ()~ oz’ 0z’ ’
o ) of [ of 08 (08
(12) ()~<o- >o+(75<d~> °
(O 9 (08 _
L dz'\dz /o 05\ 0z ), o
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D’ailleurs, ces trois équations se réduisent a deux distinctes, puisque
les deux derniéres sont équivalentes.

Pour résoudre ce systéme, nous procéderons de la maniére suivante:
Nous tirons de la seconde équation

of _ 98
Jz dz

(®). @)
() _ =),

o 9
dz' Js'

ce qui peut s'écrire aussi

Si 'on multiplic membre & membre ces deux égalités et que I'on tienne
compte de la premiére équation (12), on obtient

of _ 9%
dz 0z

= =y,

(3). ().

(13)

R
d’ou, par exemple,

De la premiére de ces équations nous tirons

df dér o ,
35 + 5 = const. réelle,
9 _dg

— — —2 — const. purement imaginaire,
dz 0z

9 . A
donce %{: et —f; sont constantes et il en sera de méme de -g—{, et de %ﬁ-’

Posons alors

()f”—“ ()] = b, g:a’, %:b’.

Js ’ 05 oz’

THESE NICOLESCO 6
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Entre les constantes a, b, a', b', il y aura, d’apreés les équations (14),
les relations
o« =by, b =— u,.

Nous obtenons par conséquent ce résultat :

TueoREME. — La trans formation monogéne la plus générale changeant
tout systeme de surfaces caractéristiques, complétement orthogonales, en
un systéme jouissant de la méme propriété, est lu trans formation linéaire
sureante :

7= az+4b3+¢,
7' =— byz 4 agz’ -+ (/|

w, b, ¢, ¢' étant des constantes arbitraires.

Il est bon de remavquer que cette transformation n’est pas, en
général, un déplacement. Il faudrait pour cela que les constantes aetb
fussent liées par la relation

a4 bP=1

Celle condition serait, d’aillcurs, suffisante.

9. Le cas des transformations antimonogénes se Lraite de la méme
maniére. On obtient les résultats suivants :

1° Il existe, en général, un systéme de surfaces caractéristiques, com-
plétement orthogonales, et un seul qui soit changé, par une transforma-
tion ponctuelle antimonogéne, en un systtme jouissant des mémes
propriétés.

2° La transformation antimonogéne la plus générale changeant tout
systéme de surfaces caractéristiques complétement orthogonales, en un
systéme complétement orthogonal, est donnée par la jormule

fi=a 4+ bzy + ¢,

L=a'sy+ ')+

avec|a|=10"],|a'|=]b].
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10. Passons maintenant aux transformations muxies. Ici, 1l sera
plus commode d’étudier la transformation inverse des directions de
P'espace (Z, Z') dans les directions de 1'espace (3, z).

Rappelons qu’une transformation mixle est définie par les relations

A Uy —+ Uy,

L= uy+ (u,.

Ol iy, Uy, ,, u, satisfont au systéme (0).
Considérons alors dans 'espace (Z, Z') le plan caractéristique

L=l (=P + V)

Ce plan se transforme dans la surface caractéristique

U=u,—pu,+ Yu,=o,
V=u,— Yu,—pu,=o
de I'espace (z, 3').
La direction plane caractéristique, tangente & cette surface, est

donnée par la formule
dz' _ dx; dx,

M == —

= .
dz dx, oz,

Orona
J(U, V) J(U, V)
dr,  Jd(xy, x,) dr, _ O(x,, z;)
de,  o(U, V)’ dr, — 9o(U, V)

Si I'on remplace U el V par leurs valeurs, on remarquera que les
termes en wv se réduisent d’eux-mémes, tandis que les termes linéaires
en 1. et v disparaissent en vertu des équations (6).

11 reste
Qu, Ou,  du, du, N . [ Qdu, du, OJu, du,
—_ — _— _( 2y — — ——
dx,  dz, dxr, dx, dx, dx, Oz, Oz, Oz,
dr. N2 N2 3 i’
= Y (v () (52
duy duy  du, du, g ( duy du,  duy (ﬁl_,)
dz, _ 9w, 9z, dr, 0z, P VNG5 9z, T ga, 03,
- 2 2 - 2 27"
()xl — % —_ .._()u‘ ~+ (,J,l - v2 ) ?_lﬁ -+ ﬂ’—l
ox, ox, ox, ox,
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Or, on a, respectivement,

% g_z_z_, ()ﬁ ()_ul i f)ﬂ i)i duy dug\ [ du, Ldusy\ [ du, . du,
Jdz, dxy;  Odzy Ox (()x, oz, Oz, 0z, ) \ Oz, _zdx 0z, ((7.;,,
__ 080 (98
— 0z \ 0z’ ’

Juy du,  duy Jdu, ; duy duy  duy duy af (o
7. )= 3 (5),
7]

-

():/zr:1 oz, oz, Oz,

Par conséquent,

080 ( 080 —__0of [ Of
—()—z— < ()z, >o— mm, —'z 5:7>0
050 ( 98\ _ 7 0T (1Y
° '

ds' \ dz'

et 'on aura une formule analogue pour un autre couple (m' m') de
directions.

Alors la condition
I+ mmy=o0
s’écrira

()= (). ()4
J,

o 0z
080 (980 _ ——9f o( S0 > ——0f (Of\ T _
=+ [7)}7(0_;‘>0_ L 7'\ 9z [ PEd — mymn E(ﬁ 0]__0.

Or on a
1+ mmy,=o.

En posant donc

af o ()go a ()go 9z
dz( > < 0z dz ()~ , 92 \ 92’ > —=A+1B,
()oo ()g ﬂ
dz'

0z | | 05"

Jz

(15) R

=2,

_5.
Js’

I’équation précédente s’écrira

(16) (A+B)|m|'—2C|m >+ (A —iB)=o.
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Elle se décompose en deux

(1) Alm|— 2G|+~ A =0,
! Bjm|*—B=o.

Deux cas sont alors a distinguer :

1° B est différent de zéro. Alors le systéme (17) est incompatible,
si A 7% C, ce qui arrive en général. Car la seconde équation donne

|m]2:1

et, en introduisant dans la premiére, on obtient A = C,
Supposons A =C £ 0. Alors la premiére équation devient

Al —1P=o0,
elle est indépendante des fonctions données et donne
|| =1.
2° B est nul identiquement. L’équation
A|i| — 2 €| TP+ A =o.
donne pour [m|? deux solutions, lides par I'égalité
|72 s =,

ce qui fait une solution unique pour notre probléme. Pour que cette
solution soit réelle et positive, il faut que I'on ait

C>A>o.

On ne peut pas avoir C=o, car les fonctions f et g se réduiraient
a des constantes. L.’équation (16) ne peut donc jamais se réduire & une
identité.

Nous résumerons les résultats obtenus sous la forme suivante :

THEorEME. — Soient A, B, C les quantités reelles, définies par les
équations (15).

1° 8t B=£o0'et A= C, 1l existe une infinité de couples de directions
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planes caractéristiques, complétement orthogonales, qui se trousvent
changées, par une transformation mixte, en deux directions compléte-
ment orthogonales. Toutes ces directions ont leur module égal a U'unité.

2° St B=o0 et 0o < A < C, il existe un seul systéme de surfaces carac-
téristiques complétement orthogonales, qui soit changé en un systéme
complétement orthogonal.

3° Dans tous les autres cas, tl n’extiste aucun systéeme de sur faces carac-
téristiques complétement orthogonales, qui soit trans formé dans un sys-
teme analogue.

11. Nous retrouverons les équations (14) du paragraphe 7, en nous
placant dans cette tentative de généralisation a un point de vue diffé-
rent : le point de vue de Cauchy.

Représentons un pointz(x,, x,, x;, x, ) de ’espace a quatre dimen-
sions au moyen de la quantité

(18) T= T Iy AT,

ol les unités complexes 7, 7, 4 sont celles qui définissent le quaternion :

(=— Jh=- k=1,
J =1, he —  dh=y.
hi-——1 1) == — [t =»A

Nous appellerons la quantité « dounée par (18) une rarwable com-
plexe de espace a quatre dimensions. Toute fonction f(.r), complexe,
de x sera de la forme

frori= fitey, dg &,y 1,04 (falry 1y rax))
— e cax Y+ A f (a1, ),

S [ay fay [, élant réelles.

Prenons le (quotient différenticel

A Ayt dfs g df b d
Ay T dv,idi,—jdr,+ hdzx,

en un point déterminé de l'espace, et posons la condition que ce
quotient dépende du point & seul et non pas des différentielles.
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Nous aurons I'équation

dfi+ cdf,+ydf,+ hdf,
=(dz,+ 1dxy+jdxy+ hdx,) (0,4 19,+ fos,+ k¢,),

@1, P2y 93, 0, étant 1ndépendantes des différentielles.
En égalant les coefficients des mémes différentielles dans les deux
membres, nous obtenons les équatidns de condition

%%_;_ 3/2 g£l+A%£—’l_ 0,4+ (0, + @+ ho,
%i_j_;_ 3{; +/3£3 +/.3-i§:.:—w—tcp + 9o+ hoy,

qui se décomposent en seize équations entre des quantités réelles.
L’élimination de ¢,, 9., 93, ¢, entre ces équations conduit aux
douze équations suivantes :

ofe _ v O _ 9

Jdr, oz, Axs oz’
. _ Ofv __Idf, _ 9f,
dz, —  dxzn  dxr 0z
of ol __2h o
oz,  dxzy Oz, Oz,
e —_ O . 9 9fs,
oz,  Odxzy Oz, Oz,
Posons
2=, + 12Xy, =z 4+, F=/fi+1f, G=/f,+f,

Les équations ci-dessus montrent simplement que les fonctions F et G
sont analytiques en z et z’ et que ’on a de plus

JE /()G> o <dG>

ow=\o7 ) aw=\9=),

Inversement, les fonctions I' el G clant analytiques et satisfaisant a
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ces deux équations, donneront naissance aux douze équations écrites
plus haut.

Or, les deux derniéres équations trouvées sont justement les équa-
tions (14) du paragraphe 7.

Ainsi donc, en partant de deux points de vue différents, nous
arrivons toujours aux fonctions linéaires en 5 et 5'. On est en droit
d’en conclure que toute tentatice de généraliser les fonctions harmo-
niques conjuguées, pour l'espace & quatre dimensions, devra échouer,
tant qu'on gardera les fonctions de points, ou tant qu’on ne quittera pas
les déricées ordinaires.

12. Nous garderons, daus cette Section, les fonctions de points,
mais nous prendrons comme propriété des fonctions conjuguées, apte
a étre généralisée, celle qu’a adoptée M. Volterra dans son Ouvrage
déja cité : Les dérivées suivant deux directions perpendiculaires
quelconques, mais orientées de la méme fagon que les axes de coor-
données, sont égales.

Introduisons d’abord une notion utile : Déricée d’une fonction de deux
vartubles complexes, analytique ou non, suivant une direction plane,
caractéristique quelconque de Uespace @ quatre dimensions.

Partons du cas des variables réelles. tant données une fonction
réelle f(x, y), des variables réelles x, y et une direction du plan
(x, y), définie par ses cosinus directeurs «, (3, on appelle dérivée
de /(x, y), suivant la direction (z, 3), le nombre

a9 9

(I()) ;7‘;7'%—%'5

dont la signification géométrique est immddiate. On peut aussi pro-
céder d'une autre maniére : Soit

Y — 3 = p (X —u)

une droite passant par le point considéré. Sur cette droite / devient
S (x, px + q), c’est-a-dire une fonction de x seulement. On peut alors
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appeler dérivée de / dans la direction p. la quantité suivante :

d ) )
(20) L= (L+eL)

k() étant une fonction de w seulement.
SiI'on compare cette expression avec (19), on trouve

(21) Mp)= ——e .

Vi p2
Cela posé, considérons, d’'une maniére générale, une fonction f(z) de
la variable complexe z, analytique ou non. Supposons qu’on ait réussi
a définir, en chaque point = du plan, une fonction qui dépende de la
valeur de la fonction / au point z et aux points infiniment voisins.
Nous appellerons cette fonction déricée de f(=) et nous la désignerons

par la notation ordinaire d{ - Ponr éviter toute confusion, nous pour-

rons supposer que, dans le cas des fonctions analytiques, il s’agit de
la dérivée ordinaire. Dans le cas général, nous ferons une seule hypo-
thése sur cette dérivée : elle jouit de ’une des propriétés fonctionnelles
sulvantes :

df v df
(22) dimsz) m dz’
di 1 df
(23) dimz) " m, d=’

m étant une constante arbitraire.
Considérons maintenant une fonction f(z, 5') de deux variables
complexes, analylique ou non. Les expressions
o 9
PEMINEY
définiront pour nous des dérivées partielles, avec le sens et les pro-
priétés que nous venons d’énoncer. Nous supposerons en outre que ces
deux dérivées particlles ne sotent pas lides par une relation linéaire et
homogéne.
Soit alors Z'= mZ -+ n un plan passant par le point (z,s"). Suppo-
sons, pour fixer lesidées, que la dérivée 55 Jouisse de la propriété (22).

THESF NI(OL1S(O 7
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Nous appellerons dérvivée de f(z, z"), dans la direction plane caracté-
ristique m, l'expression

(24) ;]f_l.(m)( f—i—m;)—f)

k(m) restant indéterminée pour le momeat.
Soit g(sz,s’) unc autre fonction jouissant des mémes propriétés
que f(s, 2") et supposons que 'on ait

af _ dg
. 9s 97
(29}
of __ 98,
Jd:z’ =

Je dis que les fonctions f(3, z") et (3, 5') ne peuvent pas étre conju-
guées au sens de M. Volterra. Soit, en cffet, m' la direction plane
caractéristique, complétement orthogonale & m. On a

, 1
m'=— —
m,

,

et la dérivée de g dans la direction m' s'écrira
dg "1\ [dg 1 dg
SE == ) (- 2.
i my )\ 0s my 0s

Posons la condition de M. Volterra transformée avec nos défini-
tions dans I'espace a quatre dimensions

df _ dg

(26) Tn = am’

(m quelconque ).

Nous obtenons P'équation

m(,/.(m)(__l_m )__/‘(__ )( ﬂz—fﬂ%)

ou, en tenant compte des relatious (25),

(m(,/.—i—h)gf—y—mo(/n/\—f—b)()f o l/L:A —_I_)]
0z my )

N

Comme j’ai supposé gu'il n'y a aucune relation linéaire et homogeéne
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5z et g% il faut que 'on ait simultanément, pour toute valeur

£Y

entre

de m.
myk +~ h—=o, mk + h =o,

ce qui est impossible tant que m est complexe.
Notre affirmation se trouve ainsi justifiée.

13. Il est curieux de constater comment les équations de Cauchy,
écrites avec les variables complexes et méme avec le sens général que
nous avons donné a la dérivée, ne peuvent pas conduire & la notion de
fonctions coujuguées. Mais le raisonnement fait indique déja la modi-
fication que 'on doit apporter a ces equalmm St 'on se rappelle que
la condition d’orthogonalité compléte s’écrit

I~ Mmny=o,

on a toul de suite I'idée de remplacer les quantités de I'un des deux
membres des équations (25) par leurs imaginaires conjuguées.

Posons donc
a _ (98"
s s 03’ )0’

s
o5 T <5zj -

Je dis que I'on a dans ce cas

(27)

. df | dg
(2R) r_r'r—);'*_(dm’) ’

quel que sott m.
En effet, 1a derniére relation s’écrira, d’aprés nos définitions,

()= (=3 5.

ou, en vertu des relatious (27),

{29)  (mh - hy) —;—f—%m(m/l“/zoy

Of
l)’

I
= o. avec Ny= A, — —)
\ M,

On n’a qu’a déterminer k(m), jusqu’ici arbitraire, par I'équation fonc-
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tionnelle

/‘°<—L>
(30) ____"_Z.E_:_.

k{m)

pour (ue la proposition énoncée se trouve démontrée.

14. Cherchons & déterminer complétement £(m). Pour cela, remar-
quons que, daus le plan, £ est une fonction de la quantité 1 + 2, pro-
venant de 1+ @y’

Je partirai douc ici de la forme 1+ mm;, en faisant m'=m ct je
poserai a priort

e,
{31) Mm) = —————»
rEST

o étant un angle a déterminer. En posant

—m=|m| e,

< 1 > ,m;eze—w:
ho— L )= 12 7
g Vi |ml|

la relation (30) donne

d’ou
/ ( t\  |m | e—b+e
my) T\ 1 | m|?
On en déduit
| e+
m
A(m)= 2 -
2
14| —
my
ou bien
(,——1(1 !
(32) Mm) =
Vi [m ]
. . . , 9 ..
Les relations (31) et (32) comparées donnent o= — ~. Ainsi, nous
avouns
0
.
. [
(33) /.(m): —_—
\ L | mf?

J'appellerai par conséquent dérivée de la fonction f(z,2'), daus la
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direction plane caractéristique m, la quantité

(R~
Wi

13

—1

(34) daf e gl'+ me af

e R T

Avec cette définition précise, on peut voir que, réciproquement, la
relation (27) entraine les deux relations (26).
Les deux quantités

SR

—1 5

e , me
)\ = ey = -
Vit [mp Vi+[m]
peuvent s’appeler les pseudo-cosinus directeurs de la direction plane
caractéristique m. Ils sont liés par les deux relations
’
T = m,
P17

1—1

Dans la Section III nous ferons une application importante des der-
niéres considérations de cette Section.

II. — Fonctions de bipoint.

15. Supposons qu'on soit dans un plan, sur lequel on convient de
marquer en méme temps les points et les affixes des variables complexes.

Suivant une locution déja introduite dans la science par M. F. Cos-
serat ('), nous appellerons bipoint (p, q) I'ensemble des deux points
p(z, y)etq(,; yi).

Nous appellerons bipoint opposé & un bipoint donné I’ensemble des
deux autres sommets du rectangle passant par les deux premiers points
et ayant ses cOtés paralléles aux axes de coordonnées.

Un bipoint (p, ¢), tel que la droite pg soit paralléle & I'un des axes
de coordonnées, coincide avec son opposé.

Ces définitions posées, considérons deux fonctions réelles f et g, des

(1) Voir son Mémoire des Annales de Toulouse, t. 3, 1889.
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quatre variables («x, y, «,, y,), c’est-a-dire deux fonctions réelles du
bipomnt [ p(@, y), g(2,, ¥,)]. Nous dirons que ces deux fonctions sont

conjuguées au bipornt (p, q), lorsque les deux conditions suivantes
seront satisfaites :

1° La dérivée de f au point p, suivant une direction arbitraire n,
est égale a la dérivée de g au point ¢, suivant une direction »', perpen-
diculaire & n dans le sens direct (celui des axes de coordonnées).

2° La propriété précédente est symétrique par rapport aux points p
et ¢. Nous écrirons ces conditions, d’une manic¢re symbolique, sous la
forme suivante :

(35) df _  dg df dg

fromnd = frany o
dn,, dn’,, dn, dn’,

Soit « 'argument de la direction ». On a, respectivement,

dtrif,,-, = %!; coso + % sine,
d(zlzf,,, = 705—1 cosa —+ %sina.
7‘%’;) = %;% sino —+ 3—)‘5’ cosa.
(;’1'2’; e dij-l sino 5)7:1 cosa.

La premiére condition donne

of  dg (()f 1’3) —
m_ ——;K) COS O - \())/ -+ SInot == 0.

et la seconde

. of  Ig af dg \ .
36 L %8 ) conor (2L _*z)\ —o.
(36) <()(£1 o )(osoc+ o + 5y )sine=o
Posons
T=x —+ (). =2 4- 0.

Commnie les deux relations précédentes doivent avoir lieu quel que
soit «, on en conclut que la fonction f+- ig estanalytique en z et enz'.
Or, le bipoint (=, 5”) est opposé au hipoint (p, ¢). Nous pouvons donc
énoncer :
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TueorEME. — La condition nécessaire et suffisante, pour que les fonc-
tons f et g soient conjuguées (suivant notre définition) au bipoint
(ps q), est que la fonction [+ ig soit analytique au bipoint opposé.

16. La propriété précédente caractérise géométriquement les fonc-
tions analytiques de deux variables, qui peuvent, par conséquent, étre
définies par les deux équations (35). On peut remplacer la seconde de
ces équations par la suivante :

a _ dg
5 = 5T
dniy, dn
car on a, respectivement,
df Jaf . dJd
. / = sllloc—l——‘/-CObO!‘
dn, dx, dy,
dg dg dg .
2. -~ S cosor - =2 sine,
dn , dx dx

et 'équation que nous avons écrite équivaut a celle-ci :

of g\ . of og _
<5x_]~—;)‘)—" blll“—(;)‘y—l—‘—a‘; CcCoso — O
¢t conduit aux mémes conclusions que I'équation (36).
Les fonctions analytiques de deux variables peuvent donc, en défini-

tive, élre caractérisées par le systéme suivant :

< df dg

dn, —  dn)’

(35" ¢ ! 7
|
Vdny,, — dn, ’

qqui rappelle fidélement le systéme de Cauchy pour les fonctions ana-
lytiques d'une variable complexe, n, et n, jouant le role des
variables réelles x et y.

Or, il est facile de vérifier la relation de commutaltivité

d*u d*u

dn, dn', 7" dn', dn,

On en déduit que les parties réelle et iinaginaire d’une fonction analy-
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tique de deux variables sont caractérisées par I'équation symbolique
unique
a9 d*

3- —— e
(57 ans, g T
qui rappelle I'équation de Laplace dans le plan.

17. Nous allons retrouver les fonctions analytiques de deux variables
complexes, a I'occasion d'un probléme que nous résoudrons dans ce
paragraphe.

Considérons la transformation & quatre variables
X = X(z,y, @1, )1 )

Y = Y(z, 0, 200
Ni=Xq(x ) 2y )y
Yi=XN(a,).2,.04q)
Elle peut étre considérée comme unc transformation pounctuelle de

I'espace a quatre dimensions, mais eclle peut aussi étre envisagée
comme une transformation du bipoint

[p(2, ), (.. 31)]
[P(X,Y), QX Yy)]

dans le bipoint

Nous exprimerons ceci en disant que les relations ( 4) définissent une
trans formation biponctuelle du plan.

Supposons le point g(x,, y,) fixe et le point p(x, y) variable, sur
une direction de coefficient angulaire m. Alors les points P et Q varie-
ront respectivement sur les directions M et V,, et I'on aura respecti-
vement

/ aY N

ox N
J\ o\

— e —

dx Jdy
(39) oY,

M{m)=

——+()l'-n
ox ())’

EASSREAY.
oz o

M, (m)=

Supposons maintenant le point p(x, v) fixe et le point g(z, y:)
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variable, sur la direction n, (.z,, y,). Alors les points P et Q varieront
sur les directions N(n,) et N,(#n,) et I'on aura, respectivement,

oY oY

:)Z -+ -(7‘5—1 ny
X oX
dz, o
N Y,
oz, 9y
X, oX,
—d—x-r+ (7}: n,

N(npw=
(39") /

N,(n)=

De cette maniére, aux deux directions m et n, du plan, nous faisons
correspondre quatre directions M, N, M,, N,, deux pour chaquc
point transformé.

Ceci dit, posons-nous le probléme suivant : Existe-t-il des transfor-
mations biponctuelles, telles qu’a 'chaque couple de directions orthogo-
nales (m, n,) correspondent les deux couples orthogonaux (M, N,)
et (M,, N)(")?

L’hypothése

1

n,— s
' m

jointe aux relations (39) et (39'), fournit tous les éléments de la
réponse.
La condition d’orthogonalité des directions M et N, donne

NN (=T, N

de  Jdy Jx, dy,
(B ) (o 0
"\ dz dy dx, " ay, ) °

ou, en ordonnant,

OY OY, | 9X 0N, (OY 0¥, X 0N, 0¥ 3V, o\ 0K,
dx Jdy, = dz dy, Jdy &, 0y Iy, 0z 0z, Oz o=,

_ (()Y 9Y, 0X ()x1>m2__0

—(7)7(7‘%7_*_;)‘)_’(9.2’:1

(*) On remarquera que ce probléme est la généralisation du probléme que nous
nous sommes posé dans Ja seconde Partie de ce Mémoire (1" Section).

1H] SI NICOLESCO 8
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De méme, la condition d’orthogonalité des directions M, ¢t N donne

JY JY, 0X oX, Y JY, O\ 0X| JdY 9Y, o\ I\,

dy; dx T dy, 9w <W77+W 7),7_07.@7_517W>m
JdY JY, oX oX;\ ,

—_ (;)-1’—1 P + %, Oy >m-::o.

Les deux relations doivent avoir lieu quelle que soit la direction m.
Dol les six équations de condition

NN, NN
dr dJdy, dx dy,

OX OY, X OX, Y 0%, O\ 0N,
dy dy,  dy 9y, Oz dxr,  dr oz,
oY 9Y, oX 09X,
@—’ TL‘, - W ox,
JaY, oY = 0JX, 9X
0z 9y, " 9% 9,
dY, 9Y  JX, oXx _ 9Y, 9Y 90X, 9\
o Ty oy T 0w om T 0w om
Y, 0Y O\ 0X
Oy 9y om

= o,
(40) (

= 0,

= 0.

Pour transformer ce systéme, nous procéderons de la mauiére sui-
vante :
Ecrivons la premiére équation sous la forme

oY,  oX,
T
) ) G
Jdr Oz

lLa scconde équation s’écrira alors

POV, OO, (XX Y Xy
dz 0z, 0z dz, _\dy dx _dz ov )’

ﬂlet(_)i

De cette équation et de la troisiéme, nous pourrons tirer )
? ox, ox,

et nous trouverons

Jdy,  OX
dz, — D %
ON, Y

— = —u
ox, 7
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Les trois premiéres équations du systéme (40) peuvent donc étre rem-
placées par les suivantes :

X,  oX, Y, I,
oz, _ Jy, Oz, _ dy,
14 | — S J— —— P "
('41) oY — oY —(2( — i}g ——a(~L7.}:$u}’1)~
dy oz dy ox

Si l'on traite d'une maniére semblable les trois derniéres équa-
tions (40), on arrive aux équations

oX, o\, _JY, Y,
- Jdx W _ dxr _ dy o
(41) oY = P ) G =B(x. ). >y 00 )

Les transformations biponctuelles satisfaisant aux conditions du
probléme posé sont donc caractérisées par le systéme d’équa-
tions (41) et (41"). Nous les appellerons, pour abréger, les trans-
Jormations (A).

Les équations (41) et (41') comprennent un cas particulier impor-
tant, celui ot I'on aurait « = 3 = —1. On obtient alors le résultat :

Parmi les transformations (A) se troucent les transformations telles
que les deux combinatsons X 1Y, et X, ++ Y sont des fonctions ana-
lytiques de : = x + iy, et 3, =x,+ iy, c'est-G-dire des fonctions ana-
lytiques du bipoint opposé a (p, ).

18. Appelons transformation (A) générale la transformation (A)
pour laquelle aucune des fonctions X, Y, X,, X, ne peut s’exprimer au
moyen de moins de quatre variables quelles que soient les nouvelles
variables que I'on prenne.

Appelons encore, pour abréger, transformation caratéristique toute
transformation ponctuelle & quatre variables qui conserve les surfaces
caractéristiques de l'espace & quatre dimensions.

Posons-nous alors la question suivante : A quelle condition une trans-
Jormation (X)) générale est-clle caractéristique ?

Nous avons trouvé ailleurs les conditions nécessaires et suffisantes
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pour qu’une transformation ponctuelle & quatre variables soit caracté-
ristique | deuxiéme Partie, Scction 1, § 3|. Nous transcrivons ici ces
conditions avec les nouvelles notations :

X, Y,)  O(NJY,)
I y) 0 @)
X, Y 9N Y,
ANz, z,)  90ny)
(X, Y) X, Y)
Iz, y) - ()1, Z1) =
(X, Y) I(X,,Y)
Iz, )  0(ys.))
X, Y) a(Y,, Xy) __ o(Y,. X)) I\, Y)
d(z, )) o Az, y) I L) o M )'ss ‘l'l),
J(X,N,)  9(Y,.Y)  oX.\) A0Y,.Y)
d(x. ) -+ d(x,y) Oz )y) o(xg, 1)
Id(X,Y) Y, . X)) O(N,Y) d(Y, \))
N, ) dw z)  00ny)  00n))]
NN YY) X X)) a(Y,. Y)
Nz, x,) + ANz .z,) — O,Y) ()1 V)

— o,

Remplacons dans ces égalités les huit dérivées partielles qui se
trouvent comme numérateurs dans les relations (41) et (41") par leurs
valeurs en fonction de «, {3 et des dénominatcurs des mémes relations.
Nous constaterons que la seconde et la quatriéme équalion sont vérifiées
identiquement. Quant a la premicére, elle se réduit &

oA N DY
(@ dr dx,  Jdy dy, ]

Or, la quauntilé, enlre parenthéses, peut s’éerire aussi

1 diN\. Y,
B I(x, )’

donc, elle ne peut étre nulle en vertu de notre hypotheése. Il reste alors
la condition 2 == 3. On constatera aisément, qu’en vertu de cette con-
dition, la quatriéme, la sixiéme et la derniére équation sont vérifiées
identiquement.
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Quant aux deux autres, elles s’écrivent
AT, Y) ()(X,Y)]
—_— L + g s
=) 551 + 3w

A[OX YY) X Y) ]
e >[0(x, x) 90 ) ]_O'

Deux cas sont donc possibles :

1° On a a® =1. Cette solution était visible a priori. Nous I'appel-
lerons la solution banale:

2° On a
X, Y)  HX.Y)
o, y) Oy, @)
AN, Y) X, Y)
o(x, x) 00y, )

)

Or, s11'on se rapporte & un lemme établi plus haut [ deuxiéme Partic,
Section I, § 3], ces deux relations s’interprétent géométriquement de
la maniére suivante : La relation

X 4 7Y = const.

définit & + vy, comme fonction analytique de x, —+ty.
Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

TuitorEME. — Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
trans formation (A) géncérale soit caractéristique sont, st I'on écarte la
solution évidente o= [ = ==1, les suicantes :

1° On a
d(.’l). .)': .1‘1. .}"1) = ﬁ(xa )'v xls .yl);

2° Les surfaces
X(z, y, ). y)+TiY(x, y, >,y )=const.
sont caractéristiques.
19. Essayons maintenant de généraliser le probléme que nous nous

sommes posé au paragraphe 17. Supposons les directions m et r,, non
plus orthogonales, mais quelconques ct cherchons les transformations
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pour lesquelles on a & la fois

M—N,  m—n,

/' Y

(42) 1+ M\, 1+ mn,’
(4o") M,—N m—n,
4o = .

1+ MN I mn,

Il suffit, d’ailleurs, d’étudier les velations qui découlent de la condi-
tion (42), car, si 'on se reporte aux formules (39) ct (39'), on en
déduirait celles qui découlent de la condition (42') en échangeant le
role des couples variables (o, ¥) et (z,, ¥ ).

Ceci dit, s1 I'on remplace, dans la formule (42), M et N, par leurs
valeurs en fonction de m et n, ct sil'on exprime que la relation a licu
pour toutes valcurs de m et r,, on trouve g équations qui se réduisent
4 7 équations distinctes, a savoir :

| 9r ox, — 9r ar, 7

POY 0N, 0N 0Y, _ IOY OY, IX o\,
o, dy dr, — Jdr dr, dr dx,
JY d\, O\ gll-—_ﬁ oY JY, ANAY
dx dy, dr h, Jr dx, dr dr,
Y 0Y

(43) /-:;Tg—,j‘*%g}—“:o

Y N, ZANIAN
oz o, 0w oy, °
N O\, I\ JY,
N, T d,
ANAYS oX QL_ IY IY, ON 0N,
N dr, M dr, T D, N,

Pour interpréter ce systéme, nous procéderons de la maniére sui-
vante : De la cinquiéme équation, nous tirons

oxX, oY,
Iy O
O TN, T *

ar  or

4N
~



et de la quatrieme

N,
p oy _ dz
(44 ) {E — ﬁ =
d) )

Nous supposons, bien eatendu, que les quatre fonctions X, Y, X,, Y,
dépendent effectivement des quatre variables @, y, «,, y,. Dans ces
conditions, les trois premiéres équations du systéme (43) s’écriront :

dY oY o\ oX _
o T T

<()X )’ (()\ >"__ N N IO\ N

o) \F)=nmmw

RSB EES S
Jx ) o Jdr dy Oz

Si 'on applique I'identité de Lagrange aux six quantités qui figurent
dans les relations précédentes, on trouve, en tenant compte de ces
relations mémes, o = =o',

Nous prendrons « = ¢'. Les trois équations précédentes se réduisent
a deux :

OY 0Y  9X On
ar ) o dy
oYy’ oxy\’ aYy’ X\
()~ (7)=(5) - (&)
Elles montrent que la combinaison X +:Y est une fonction analy-
tique de « == 1y. Comme nous avons le choix, nous prendrons X + 7}

fonction analytique de & + vy.
Les équations (44) et (44') s’écriront maintenant

X, Y, N, 9y,

9z _ = _ . _ dy, _,
o = 9X T oY T oX T
0 oy ox oz

elles sont identiques aux équations (41).
Si I'on partait de la condition (42'), ou trouverait les équations (41')

et puis deux autres équations qui montreront que X + ¢ Y est fonction
analytique de @, + zy,.
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Nous appellerons les transformations que nous venons de déter-
miner, transformations biconformes, ou, plus simplement, transfor-
mations (B). Nous pourrons alors énoncer :

THeOREME. — Les transformations (B) sont des transformations (\)

pour lesquelles "un des points transformés est fonction analytique du
bipoint primiti /.

I1 est aisé de voir que chaque coordonnée du bipoint transformé satis-
fait & un systéme de 8 équations aux dérivées partielles du second
ordre. Remarquons encore (que si, pour les transformations ponctuelles,
le probléme de la conservation des angles coincide avec le probléme
des angles droits, il n’en est pas de méme pour les transformations
biponctuelles. Au poinl de vue de la théorie des fonctions, c¢’est plutot
la transformation (A) qui généralise la transformation conforme, car
elle conduit & deux fonctions analytiques et méme un peu plus géné-
rales de deux variables complexcs, et ces fonctions sont indépendantes

entre elles. Les propriétés qui suivent justifieront d’ailleurs cette affir-
mation.

20. Considérons une transformation (\) du bipoint (p, ¢) dans le
bipoint (P, Q). Laissons ¢ fixe et donuons & p un déplacement infini-
ment petit dans la direction m. Les points P et (Q varieront en venant
respectivement en P’ ct Q. De méme, laissons le point p fixe et
déplagons ie point ¢ trés peu, dans la direction m,, perpendiculaire am
dans le sens direct. Nous obtenons les points P” et ()". Proposons-nous
alors de comparer les valeurs algébriques des aires des triangles infi-
niment petits PP'P” et QQ’'Q". Nous avons

aire QQ'Q" = dX, 3Y, — 8X, dY,,
en désignant par la lettre d le déplacement correspondant & la varia-
tion du point p ct par = le déplacement correspondant & la variation du
point ¢.

En explicitant, on obtient

. v oX, I,
aire QQ' Q"= (().z:d + ( ‘de, + = Iy, ])>

)
- (e WY )
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ou encore, en tenant compte des relations fondamentales (41) et (41'),

oy ) ! \
mm(\)Q'Q":c‘/f)[ (()\ dr —Q—(/l )(— A dr -+ ()l d)l>

y, dx, ~ I Jdr
oY JaY \ JY o\
— (G5 oGy ) (= 5 e+ o )I

Or, en vertu de la condition
drdr +dy dy,=o,

la quantité entre crochets s'écrit tout de suite

(i)\ dr —)l(h )(()\ dr,+ N /),)
\ 1

n J )
( 7AN / AN d A dr + N J = d\ 8Y — o\ dY = awwre PP'P”,
T\ 01, (“+d 7 ()1 o ))

On a donc la formule fondamentale

ane QQ Q'=o3aire P PP’ |

Appelons trans formation (A’) toute transformation (A) pourlaquelle
les aires infiniment petites PP'P” et QQ'Q"” sont égales. On voit,
d’aprés la formule (45), que :

Pour qu’une trans formation (A) soit une transformation (A'), il faut
et suffic que Uon awt entre les fonctions arbitravres = et 3 la relation

21. Nous avons vu plus haut qu’une transformation (A) caracté-
ristique satisfait aux deux conditions suivantes : 1° a =33 2° les sur-
faces X -+ ¢ Y =c sont caractéristiques. Prenons, en particulier, une
transformation (A’). Pour une telle transformation, on a déja a3 =1,
donc la premiére condition devient « = 3= =1; d’ou ce théoréme :

Dans une trans formation (A') caractéristique, les deux combinaisons
X +7Y, et X+ 1Y sont des fonctions analytiques du bipoint opposé
a(p,q).

1RSI NICOTESCO 9
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22. Considérons toujours une transformation (A) et faisons varier
sumultanément les points p et ¢ tels que les tangentes a leur dépla-
cement soient rectangulaires. Pouvons-nous déterminer les fonctions «
et {3 telles que les points P et Q se correspondent aussi par tangentes
rectangulaires? En d’autres termes, dans quelles conditions la relation

(46) drdr ~+dy dv,=o0
entraine-t-elle la suivante
(467) AN\ dX\,+dY dY,=o!

Nous n’avons qu’a calculer les divers termes de la relation (46'). On
a respectivement

0N, O\, A )

({\._——({(1—0—7}’(()4— oz, dr )

. oY, )Y, ) ()Y1 oY
dY, = = r ' dx d)' dy + or, dx +() Ly,

ou, en tenant toujours comple des relations fondamentales (41)
et (41),

N ()Y oY oY
d\,= r)) 5 ) aﬁ;d‘r,—a% dy,.

: oX X
(]ll_—s()—‘l(&f—’—ﬁ;}‘z({] —-25;({1‘.—5-&&(1.)‘,

donc, la relation (46") s’écrit, en tenant compte de (46),
N, Y) N ()(\ Y) -
5’[0(,« Tyt e * i) A

(ONY)  a(X, Y) —dedry | =
ey R rooy A Ik

La condition cherchée est donc
a=f.

Si 'on considére en particulier une transformation (A’), cette con-

dition devient
a=B==1.

c’est-a-dire que (en prenant le signe +) les fonctions X+ 7Y,
et X,+ /Y sont analytiques en x— iy, et 2, + ¢y. Nous constatons
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donc qu'une transformation biponctuelle telle que le bipoint opposé
au bipoint transformé soil une fonction analytique du bipoint opposé
au bipoint primitif satisfait & trois conditions géométriques.

Considérons les points P/, Q’, P”, " du paragraphe 20, et soient
PP, et QQ, les diagonales des parallélogrammes formés respective-
ment avec les cotés PP’, PP” et QQ’, QQ". l.es trois conditions
géométriques sont alors les suivantes :

1° Les angles (PP’, QQ") et (QQ’, PP") sont droits [ transfor-
mation (A)].

La transformation considérée étant unc transformation (A).

2° Les aires des parall¢logrammes PP'P"P, et QQ'Q"Q, sont
égales [transformation (A’)].

3° Les diagonales PP, et QQ, sont perpendiculaires (conservation
de la correspondance par tangentes perpendiculaires).

II. — Dérivée aréolaire. Fonctions aréolairement coujuguées.

23. Dans la Section I de cette Partie, nous avons défini des fonc-
tions conjuguées, en laissant indéterminée la notion de dérivée pour
les fonctions non analytiques. Nous en ferons ici une application & une
notion due a M. Pompéiu, la notion de dérivée aréolaire (*).

Soit u(a,y )+ iv(a,y) unefonction de la variable complexe x + 1y,
continue dans le voisinage d’un certain point (2, y,). Entourons ce
point d’un contour C et formons le rapport
f(u + ) (dre+1dy)

C,

;;f.rd) — 1 dx

Si, lorsque C tend vers (x,, y,) par une déformation continue, ce
rapport a une limite bien déterminée, indépendante de la suite des
courbes C tendant vers (x,,y,),

P(xee 1)+ 1g (2. Vo) = po—+1q,.

(1) D. Poupkiu, Sur une classe de fonctions d’une variable complexe (Rendi-
conti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXIII, 1° semestre 1972, p. 108-113).
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le nombre p, + g, sera dit da dérivée arcéolaire de u-41v au point
x, +1y,.

On peut calculer effectivement cette dérivée si I’on suppose que les
fonctions u et ¢ possédent des dérivées partielles du premier ordre
continues. En effet, la formule de Riemann donne

f( U+ de+1dy)= —/ [(()u >(lrd) +zf d“ dxd)
A . N ox

d’ou, en appliquant la formule de la moyenne,

f(u—l—/( Y(dr—+1dy)
c

. du  Or N du 0%
i AR P W TR P
~[wzv(11 — dr ! :

(. y,) et (s, ¥, ) étant deux points intérieurs au contour C. Si I'on
fait tendre celui-ci vers le point (&, y,), les deux points précédents
tendront vers le méme point (@, ¥, ), et I'on aura, en vertu des hypo-
théses de continuité,

aJr AN

i __(Qfﬁ+()_‘\+,(‘)" ()‘}
Po= = N dr I,

24. Lorsque la fonction f(:)=u —+ ¢ est analytique, sa dérivée
aréolawre est nulle, et réciproquement. Par conséquent, au point de
vue de la dériv ée aréolaire, les fonctions analytiques jouent le réle de
constantes par rapport aux fonctions complexes générales.

En poursuivant I'analogie, M. Pompéiu s’est proposé de chercher
les fonctions jouant le role de lafouction exponentielle, c’est-a-dire les
fonctions identiques a leur dériv éc aréolaire (*). Son résultat est que «
et ¢ doivent satisfaire a nne méme équation aux déris ées partielles

a0 f_@_ )()6
01 +()1'+ N

I1 est facile de donmer la forme générale explicite de ces fonctions.

<

(1) Note citee p 112,



En effel, les équations du probléme sont les suivantes :

du op

—“()), -+ (71) = — U.
Jdu dv i
oz dy

Effectuons le changement suivant de fonctions

u=e¢20U,
pv—=e¢ V.
Le systéme précédent devient
i)_}): —+ ()l — 0
& dx —
JU 9V
dx )

Par conséquent, les fonctions f de la variable complexe 5 =x 41y,
qui ne’sont pas altérées par la dérivation aréolaire, sont de la forme

J=e F(s),

F(s) étant uue fonction analytique de z.

25. Prenons, pour contour C du paragraphe 23, un cercle de centre
(g, ¥,) et de rayon ¢. L'intégrale de Cauchy

f(u—y—u J(dx +-1dy)
(
devient une fonction de ¢ seulement, ct méme une fonction paire de
cctte variable.

Nous nous proposons de développer cette intégrale suivant les puis-
sances de g, cn supposant les fonctions u(x, y) et ¢(x, y) dévelop-

pables en série de Taylor au voisinage du point (z,, y,), que nous
prendrons pour origine de coordonnées. Nous pouvous écrire, a priori,

f(u + ) (dr ++ tdy )= a,p* 4 apt+ @, p' 4. . .+ Ay, P 4
N

et déterminer les coefficients de proche en proche. On a tout de suite
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le premier coefficient
ay=(p+q)m
Pour trouver les autres coefficients, posons
&£ =p cosb, y=psinf
et développons « et ¢ en séries de Taylor. On a

t(pcosf, psinb)=u(o, o)+pcoso-)—— +ps 1:10;7

I, s 02 . du . 0t
“+ —o? 005—9—, + 2800 €050 ~——— - sin?f =— |+~
2! dx? da ) dy*
et une formule analoguc pour ¢. Les dérivées partielles du second
membre sont, évidemment, supposées calculées pour z=o, y =o.
En introduisant les valeurs de « ct de ¢ dans I'intégrale de Cauchy, on
lrouve

1 Pu Jd v "'-" e
A= f_5< PR )fo. cos 8 (— b+ rcosd)dy

3/ 0 u PIER 2T ) .
2 . L Ly . .
+6<dx-’d,» orern )fu cos2 i O(— sinf + ¢ cos0) )
é(()(i(;;/— ()z ()‘)-)f cos fsin?f(— sinf —+ ¢ cosf) b
3
—:—é f)_i -+ ( ' f sttt Gy—~inG + ccos0) 5.
6 ) N A

Les intégrales sont faciles & calculer et 'on lrouve en définitive

dxt  dy dx dy*:  dx*d)
d'u die + Pu die\
!<(Tz_’-_ dxtdy — dxedyr  dy

a,:;A([)—i—lq),

Fis { ad e ' u Jde du

ou cncore

si l'on pose, comme d’habitude,

J? 0*
dat 0y



On trouvera de méme

a, =
4o}

AN p +ig).

en posant

& L, 2
Cdxrdyr T Oyt

La végle est manifestement générale et 'on trouve en définitive le
développemcul suivant :

(47) ﬂ—lp_)f(u—l—iv)(dx—l—id)f)
=(p+ly)+ ﬁzA(‘p—ki(/)

LAl P An
+ ATy (pH+1g)+...+ oy ot A p4+tg)+.. ..
ol les coefficients des diverses puissauces de ¢ sont les diverses puis-
sances symboliqnes de 'opérateur A de Laplace.

Le cas le plus simple, apres les fonctions analyliques, serait celui
ou l'intégrale de Cauchy est indépendante de p. Ces fonctions, que
I'on pourrail appcler non analytiques du premier degré, sonl caracté-
risées par ’équation

Alp+ig)=o,

et la formule fondamentale (47) devient
\ .
—_ ) 192 Hh )= .
ﬁpz‘/(u+1()((1—|—113) Pty

On peut démontrer que, dans ce cas, la fonction A(u)—+ 1 A(¢) est
analytique ().

Il en résulte que les fonclions « ¢t ¢ sont btharmoniques, ¢’est-a-dire
elles satisfont toutes les deux & la méme équation’

A2§ = o.

(1) Cf, T. Haxasux, On areolar holomorphic functions (Rendiconti el Circolo
Matematico di Palermo, t. XXXIV, 2° semestre 1912, p. 220-2v 1.
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20 Nous pourons eciue la formule (47) ausst

1
(477 H,[£/1)+[q)([l y

—p g L o
=p+1g+———Ap+1q9)+ T Gn)

o' o Al<1’+(q)—’_

De cette mameic, on a partout la meme fonction p+ g (') En sepa-
tant la partie reelle, nous obtenons la tormule

(48) ;lp—qff[)(l, y , da dy
s

__p__, ___p_l__ n{
P A(l))+ +(2Il)')”+ \

=p(r )+ P+
valable pour toute fonction 1éelle, analytique, de deux variables Elle
donne lc developpement de la moyenne d'une fonction dans un ceicle,
smvant les puissances du caire du 1avon, ou, s1'on veut, survant les
pussances de I'anre du cercle

On dédut de ce developpement la proposition survante, qui gene-

ralise un theoreme bien connu (?)

Tarorrve A — S’ilexiste une infinute denombrable de ccicles, concen-
triques en P, ayant ce point pour cercle-limate et tels que la moyennce des
valeurs d une fonction reclle el analytque de deux variables, dans
chacun dcs cercles, soit lameme, alors cctte fonction est harmonique cn P.

Plus generalcment, on peul enoncer la proposition smvante, dont
la demonstration est immediate, en partant de la formule (48)

TueorrMr B — St, dans les cercles de Ucnsemble considerc dans le
theorcme A, la moy cnne d une fonction reelle et analytique de deux
variables est un polynome de degre n —1 par rapport a l aue descercles,
la fonction est n-harmonique en P

27 De lafoimule (48), on peut en dedune facilement une autre
Multiphons les deux membies de cette formule par ¢ et deinvons pai

(1) Gette remarque pourrait suggerer lidec d une demonstiation directe du deve—
loppement (47 ) Mai elle condunrait presque aux memes calculs que 1autie

(*) Cf GrorGEs BouLieanp, Fonctions harmoniques Principes de Picard ¢t de
Durichlet (fascicule \I du Memorial des Sciences mathcmatiques, p 4 6)
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rapport a c. Nous obtiendrons finalement la formule

27

(48" -?I—ﬂf p(pcosl, psinf) df

3
=p(x. 0 )+ ;%A(I))—r'...-!— i—g—,%,l—;f;‘&"(p)—i-. Cs
qui donne le développement de la moyenne périphérigue de la fonc-
tion p(x, y), suivant les puissances de ¢*. On en déduit les théo-
rémes A’ et B/, résultant respectivement des théorémes A et B, par le
changement du mot « cercle » en le mot « circonférence ».

La comparaison des formules (48) et (48") va nous donner d’autres
résultats importants. Désignons par M (p) la moyenne des valeurs
de p(@,y) sur la circonférence C de centre (x, y) et de rayon ¢,
par Mg(p) la moyenne des valeurs de p(«, y) dans le cercle limité par
cette circonférence.

Les formules (48) et (48") nous donnent alors par soustraction
Mo(p) — Ms(p) =S A(p) +p* ®(p).

Nous en déduisons les deux propositions suivantes :

Tukorime C. — Le laplacien d’unc fonction réelle et analytique, non
harmonique, en un point (x, y) est égal a la limite du rapport

o Mu(p) — My (p)

P )
v

lorsque ¢ tend vers zéro.

Tuarortme D. — Si, pour U'ensemble des cercles considérés dans le théo-
réme A, les moyennes superficielle et périphérique d’une fonction réelle
et analytique de deux variables sont égales, la fonction est harmonique
au centre.

28. Revenons maintenant a la notion des fonctions conjuguées, en
utilisant la dérivée aréolaire. Assurons-nous d’abord que cette dérivée
satisfait & 'une des conditions (22) ou (23). Soit

olz)y==u(x. y)y+io(x,y)

TH) SE NICOLESCO 10
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une fonction quelconque. Nous poserons
— G A=) (£ n).
d’out
Q(mL)=u{pi—vn. vi—+ pn)—+1 o (pl -~ v VI

Sil’on désigne par le symbole

D
D
la dérivée aréolaire, on aura
Do . ()u ()4 du r)v
e T ()w ) (()- o ()n y
_du ou s L ( o v()" . Ay B (lg)
“Yox T By TRos Yoy ARG T 00 T [J()) y
du I Jdu Il
— /II.,( Jr | 0 ) 4t mﬂ(\ PP ()) )
Dz

= Ny
D mzy

la dérivée aréolaire satisfait donc a la condition (23).
Soil maintenant f une fonction complexe des variables = =z, + (.
el ='= ., ix,. Nous désignerons par

)
D/ .. Df

[IE Dz

les dérivées aréolaires partielles de cette fonction par rapport a s et 5'.
DDémontrons d’abord une propriété concernant ces dériyées partielles :

St LUon dérive, plusicurs [ous, aréolatrement la fonction f par rapport
a z et 3 le résullat final est indépendant de ordre des dérivations.

I1 suffit pour cela de montrer que 1’on a
P q

D:f D
Dz Dz — DD’

On a d’abord, en posant f — u« + 1+
) E ,

P.i—__.. _dl_}.i).i —+ ¢ ﬂ ()") = U, -1
Dz dx, = Oa, ) (()Jz, e, T v
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donc
D2 ’ Ju Jv, . du dJe, \
peve =\, ~ aw) 5 )
R u u oy v
= 0z, Ok, Oxy 0%y - 0z, 0x, Oz, oz,
+,’<~_L).zﬁ__ J%o __du N 1752 ‘)
i, dx, dz, dx, Jdz, dz, dx, 0z,

. . (e D .
Pour obtenir, en partant de cette cxpression, la dérivée ﬁ?’—lj)i? il

suffit de permuter respectivement les indices 1 et 3, 2 et 4. Or ceci ne
change pas le second membre. On a donc bien

D-’f . ‘D-’f
DsDz — Dz’ D3’

ce qui justifie la proposition énoncée.

Ceci établi, nous appellerons dérivée arcolaire de f, dans la direction
plane caractéristique m, P'expression suivante :
Df ‘Df f
(1 S==h(m)| == =
(i9) Dm @ >( T+ <)’

h(m) étant une fonction de m, que nous déterminerons dans un
instant.

Nous dirons que deux fonctions f et g sont aréolairement coniuguées,
si elles vérifient le systéme

(90) 5
|

Soienl m et m' deux directions planes caractéristiques, compléte-
ment orthogonales. Je dis que si (50) est vérifié, on aura aussi

(50") Iﬂ _<D_o”>0.

Dm — \ Dm'

En effet, en utilisant la formule de détfinition (49) el les équa-

0.
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tions (50), la relation 4 démontrer revient &

D (DY
[mo/z(m} ' /10( ”I,—),(J)'/_ i mul}%):o
9 . -

Il suffit de déterminer A par I'équation

b )

On h{m)

= .

pour (ue nolre affirmation soit justifiée. Je poserai, comme dans la
premicre Section,

ef
— m={m]ed et N —
Vi | m ]2
d’ot
' m|e=
/J"( —— ): -|———»~—-
NI \ 1| m]?
La relation (51) devient alors
= 2T — o=l
Nous prendrons
9
=15
o
d’on
'
him, = -
VU fmf?
et la formule (49) devient
Y 8
- DS e’ Dy mye D

()3 ISP ——————— e e Y
/ Dm 1 |m ]2 Ds 1+ |m]|* Dz’
\ \

Avec cette définition précise de la dérivée aréolaire dans la divec-
tion m, il est facile de démontrer que, inversement, la relation (50')
entraine les deux relations (50) et, par conséquent, on pcut prendre
indifféremment comme formules de définition des fonctions aréolaire-
ment conjugées (50) ou (50").
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29. Puisque les équations (50) peuvent s’écrire aussi

be DS
b (D: )(,’

by ( by
b: = (b7,

\

on peut, en se servant du lemme ci-dessus, éliminer de ce systéme,
soit la fonction f| soit la fonction g. On trouvera ue les deux fonc-

tions sont caractérisées par une méme équation

i D/ DI D /o
(53) n‘:( n—:,)ﬁ B 157 ),=e

\

qui joue le méme role que I'équation de Laplace dans le plan.

Nous appellerons fonction aréolairement harmonique, toute fonction
vérifiant I’équation (53). Nous obtiendrons une propriété remarquable
de ces fonctions, en explicitant I'équation (53). En posant 0 = o + 7,

nous avons d’abord

(DG)():_(f)i ﬂ/)_,(\ﬁ_ﬂ):91+

. N= . da, | ox, o, 0x,

D /DGy o, a0 (Jq,‘ oy,
l)‘:(ﬂ?)o—"<\(){; ,;TI:)+‘ Jr,  ox,
0o Dy 0 AU
=5 o '\ )

On obtiendrait de méme

Iy 2, 2, 2! 2
D (DJ) Do +()i)_[<()kg,_+gi>_
i} G ‘().1‘

NEAC AT

Donc, en posant
J: ? o* 0?

A== D o e
T wt T o2 + ox? - ox?’

I’équation (33) est entiérement équivalente & la suivante :

O |Ag?+llz¢:().

Nous exprimerons ce résultat sous la forme suivante :

Yt
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THEOREME. — Les parties réelle et imaginaire d’une fonction aréolut-
rement harmonique sont des fonctions harmoniques ordinaires de Ues-
pace (Xy, Ly, Ty, X,).

Réciproquement, st g(x,, x5, 2y, x,) et b(x,, 2y, 2, 1)) sont deux
Jonctions harmoniques de quatre variables, la combinaison

¢+

est une fonction aréolairement harmmonigue.

30. 1l est évident que deux fouctions aréolairement harmoniques,
prises au hasard, ne sont pas aréolairement conjuguées. Mais 'une des

fonctions
g=U-+1)

étant donnée, proposons-nous de chercher le degré d’indétermination
de sa fouction conjuguée
f==u—+ir.

A cet effet, explicitons le systtme (50). Nous obtenons le systéme
suivant :

du e Jl o\
or, " dr, ~  ox,  or,
_4)1( l_)(_ . ()E _()Y
dr, dx,  du; ' dx,’
du dv B ou {).\_
A Al P
4)£ . de_ JU ()l
de, dxr, — odx, Ory

ou le second membre est connu. L’élimination de 'une des fonctions,
par exemple de v, entre ces équations, conduira & guatre équations aux
dérivées partielles du second ordre :

u P ,
Py g T alr nor.on)
45 2
At u a4
Py —+- PP = — A Xy Xy Ly X))
3 V
Du P u ( )
— == (@, Xy X2,
oz, 0z,  dx, ox, bR e
Qu ru'

-+ = d(z,, xy. x,, x,).
dx, dx, Jdz, Oz, (@4, 23, @,y 2,)
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Ce sont, au second membre prés, les équations qui caractérisent
les parties réelle et imaginaire d’une fonction analytique de deux
variables.

31. Nous rencontrerons le systéme précédent dans une autre cues-
tion. Un couple de fonctions f et g, aréolairement conjuguées, étant
donné, proposons-nous de chercher si 'on peut définir deux autres
fonctions £, et g, aréolairement conjuguées, qui jouent, par rapport
a f et g, un role analogue & celui que jouent les parties réelle et
imaginaire d'une fonction analytique d'une variable, par rapport aux
parties réelle et imaginaire de son intégrale indéfinie.

En suivant toujours le méme ordre d’idées, nous lconsidérerons les
deux fonctions

Df .
Si= T)l" == u,+ v,
$r1:<%{‘i) :[}—I— l'\“
Z /o

et nous chercherons sous quelles conditions ces fonctions wérifient le
systéme (50).
On doit avoir

Entre ces deux équations on peut ¢liminer, moyennant le sys-
téme (50), soit /| soit g. L’élimination de /" donne

(D (Dg D /Dg
Dz/\D> ),/ = Ds ﬁ?),,’

13%) M

1D ’Dg) b /Dg
p:(D:),) = n=p2);

N

et par Iélimination de g nous obtenons
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Avant de développer les calculs, faisons une remarque : Si 'on
cherchait les conditions pour (ue les deux fonctions
poBL (PR
S T D > TADs

solent aréolairement conjuguées, on poserait les équations de condition

suivantes :
D, Df D Dg
be n':“’)' STEl )u>.,’
1) Dy _, /D he
ne(ne )= (p: (no )>

Si, au moyen du systéme (50) on éliminait entre ces deux équations
la fonction g, on obtiendrait le systéme (557). L'élimination de / don-
nerait le systéme suivant :

) ( Dq) )
e T I
) D /o),

D Dgy /
I):'(_I)_:_)"»—( z
/D ng)
= (neln),)

D
Sil'on compare ce systéme avec le systéme (53), on voit :

-
|o

Do
T):’( -’ )

1° que les deux premiéres équalions sont les mémes ;
2° que les secondes équations sont les mémes, en vertu de U'équation
Jondamentale (53).

On obtient donc le résultat suivant :

THEOREME. — Sotent [ ot g deuwr fonctions aréolairement conjugudées.
Stles fonctions
D/ Dy
L
Dz Dz

sont aréolurrement conjuguées, les fonctions
o b/ o ( Dyg )
‘ Dz ‘ Dz o

\

sont aussi aréolairement conjugudées ().

() Remarquons que ce théoréme est, plus genéralement, valable pour tout couple
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32. Revenons maintenant aux systéemes (55) et (55'). La derniére
équation du systéme (55) donne, en se reportant & I'équation (54),
A A Y

— — == O.
dri = dz:

donc, en vertu du théoréme du paragraphe 29, on a aussi

a2V 02\

—— -+ =, == 0.
3 2
dri  dr3

Passons maintenant & la premiére équation du méme syvstéme. On
a, respectivement,

(PE) =ty = (2 2‘_%,(11_; ﬁ\_)
bz, ! T drs O, dr,  dry)’
d’otl
D /Dy Jdu, oV, oL, IV,
(DT’(T)?)G)“:‘ (;; o )T [<‘dxu. - oT)
U 0V 0*U 02\
T Oz, Ox, + dx, dx, + 0x, 0r, 0z, 0x,
——1'(— eu 0V »U v )
01, 0r or, ox. ox, dr, dxs dx,
et
(08) = (2 ) (2L,
D'/, ox, ox, ox, ox,
d’ott
R(_D;;» __ oL J*\ “ sU N
D:\D:' /7 dzy,0x, T Oxydr, Oz, 0z, Oz, dx,
. 0*U Vv U Y
- 1<_ dx, 0,  0r,0x, 0xs0z. Oz, 0, >.

La comparaison des deux résultats donne

N 2V
dr,dxe, 0x, 0z,
et
AN A
dr, dr,  dx,dz,’

de fonctions f et g conjuguées, pour lequel la dérivée que I'on considére jouit de la
propriété de la commutativité, puisque P'équation (53) a été obtenue en supposant
seulement I'existence de cette propriété.
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donc, en définitive, V doit satisfaire au systéme suivant :

o Do
dw: " gmE T ®

Pw FPw
av; T om T

P w Pw
dr, dx  dxy 0z, ©

"o P
dr, dr H«()‘Ilg()l,’_o

qui n’est autre que le systéme de Cauchy pour les parties réelle et ima-
ginaire d'une fonction analytique de deuv variables complexes.

Si 'on explicitait maintenant le systéme (53"), on obtiendrait le
systéme suivant en z et ¢ :

du J’u A*u du ( s Jds
—DTf+ Ji T ol o0 T\ Gz om, T o r)»l>:0
(56) e i s N re I )( Su_ Qu )_0
du? Jdr? Jry Jdr? Ox.dx, Oz, day )
du 7 O u Qv
diyde,  Jdr Jx + D, dr iy 01 =0

Appelons, pour abréger, fonction coliurmonique, toute fonction sus-
ceptible d’étre la partie réelle ouimaginaire d'une fonction analy tique
de deux variables. Nous énoncerons le résultat obtenu ainsi :

THLORLME. — [stant donnees les fonctions [ et g, aréolairement con-
jugudées, pour que les fonctions

by b
/1—-“?’ O]—(]S:'_)o

sotent aréolairement conjuguees, o faut et o suffit .

1 que la partie imaginaire de g soit une fonction colarmonigue;
2° que les parties réelle et imaginaire de [ sates fussent aw systéme (56).

33. Considérons un couple f=u-+1, g =1 41V de fonctions
aréolairement conjuguées et cherchons les conditions pour que les
fonctions f,=u —wet g,= 17—\ soient aussi aréolairement con-
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juguées. On devrait, pour cela, avoir simultanément :

Df (D br__ _(bs
Ds T\ Dz )0’ Dz Dz )’
Dfo_<Dé'o> P_.L) ____(D_é’_o>
Dz —\D /)] Dz 7 Ds /,

ou, en développant,

du 1
de, 1,

Jl l)_\_ JaU’ o\
dr Jdr ’(()1 - Ji_)’

du deoy N /)\_ 3 Jl 72
Jdr, ()12); dr Jdr I(()T_ 47;)’

du o ou o ol AN ol A}
( -+ - - T ( -+ ) ’

du Il
Jdr, dr,

Jr, | ox dr Jdx, 0z, ox, Jdr, " dx,
o du o du de N dl N 7AY -\—1( ol oV
dr, dxz, Odxr, dJu, )] 01, Jdr, Jdr,  dx, )
Les deux premiéres relations donnent
du U Ju Il _(Zi A ds 0N
ox, or. Jr, —  ox’ dr,  de, dr. o,
el les deux autres
du  dU ()(_ A du _ JU dv av
dz. — dry v dr, ) dr, dr, Or,
Donc :
THEORENF. — Pour que les deux couples (f, g) et(fo, 84 ) sowent en
méme temps arcolarrement conjugués, il faut et il suffit que les deux
combinawsons u —+1U et — 1V sowent fonctions analytiques de x, —1a

ct xs +12,.

Nous dirons, dans ces conditions, que les fonclions aréolairement
conjuguées /et g forment un couple symétrique. 11 est facile de vérifict
qu'un couple symétrique de fonctions aréolairement conjnguées satis-
fait au systéme (56). Le théoréme du paragraphe 32 devient alors :

THEOREME. — St Lon considere un couple symetrique (f, ) de fonc-
tions areolairement conjuguées, la condition necessawre et suffisante pour
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que les fonctions

by _(Dbg
h=ph o=(5E),

sotent aréolatrement conjuguées, est que la partie imaginaire de g sout
une fonction coharmonique.

34. On peut faire un pas de plus et chercher les conditions pour que
1 1 I pourq
le couple ( /1, &) soil symétrique. Nous devons avoir les équations

D Df)o:(’ Dy )

Dz \ Dz DzD:/,
D DL De
e (pe )= {m ),

En éliminant successivement / et g, au moyen des équations (54), on
trouve pour g les équations
D (s,
Dz Dz’ D=Dz"/,
N2 e ng\)
D TApe )T

et pour / les équations

D/ ‘D
DB = (R (2)):

On voil done, en comparant avec les équations (55) et (55'), que le
role des fonctions f et g est renversé : Les fonctions U et V doivent
satisfaire au systéme (56) ct ¢ doit étre une fonction coharmonique.
Sil’on part, en particulier d’un couple ( f, g) symétrique, on verra,
comme plus haut, que le systéme en U et \ se trouve satisfait. On
obtient donc cette propriété :

TueoreME. — Itant donné un couple ( f, 8), symétrigue de fonctions
aréolatrement conjuguées, la condition nécessaire et suffisante pour que
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__ Dby __(Dbs
./1— m’ hl’—(\[)z >(l

Jorment un couple symétrique de [onctions aréolairement conjugudes,
est que les parties imaginaires des fonctions données sovent des fonctions
coharmoniques.

les fonctions

Un corollaire immédiat de celte propriété cst le suivant : Les con-
ditions du théoréme précédent étant satis faites, les deux fonctions

D  Dg)
f=pe v=(p),

Jorment ausst un couple svmétrique de fonctions aréolawrement con-
juguées.

35. La notion de fonctions aréolairement conjuguées, que nous
avons posée a priort au commencement de cette Section, va ressortir
d’une manicre naturelle d'un probléme simple de symétrie.

Soient f(=, ') et g(z, =') deux fonctions variables des complexes =

el =/. Désignons par —— une dérivation par rapport a =, dans la direc-
am

s R ) Lo
lion m. el par o une dérivation par rapport a ', duns lu direction n.

Formons les deux expressions

Alm, n)= f ‘<8g>’
ld

Jdm on
‘ 9 (98
Blm, ny= on (r)m)f,’

analogues aux premiers membres du systéme de Cauchy .

Dans quelles conditions ces deur expressions sont-clles symétriques par
rapport a m et an?

Posons /f =u—+ 1y, g =1 —+ ¢\ . Sil'on se reporte & la formule (3)
de la premié¢re Partie, qui donne la dérivée suivant une direction
arbitraire du plan, un calcul facile nous donnera les conditions



sulvantes :

Ju o Foe Are N Jl o\ /L A%
o mve)= w i m)
Jdu dJv o Jdu e ov oV ouU
o, " om, (E"E>:—E_E+'(EE’%>’
du . Oy A . 0U av du Jl A
‘7-7—\ E*ﬁ_(()~fa:572_[dl'zﬂ7ﬁﬁ 1‘—)?1—,
1)—”_4_1_(_)!.‘__*_.(.&_}_,(){._’_{2‘_ /i[.l__)_i)l__j’)\.
dr. Jdr Jr, dr, dr, dr,  Or, Jr,

l.es deux derniéres se réduisent aux deux premicres, si’on multiplie
les deux membres par 2. Or celles-ci s’écrivent tout de suite

Dz D7/

by (Dg ) )
Dz Nz J/,

Nous pouvons donc énoncer :

THEOREME, — La condition nécessaire et suffisante pour que les deux
cxpressions A (m, n) et B(m, n) sotent symétriques en m et en n, est que
les fonctions [ et g sotent aréolatrement conjugudes.

NOTE

SUR UNE PROPRIETE D’UNICITE DES FONCTIONS HARMONIQUES CONJUGCEES.

1. Dans ce (ui suit nous allons mettre en évidence vne propriété dunicité des
lonctions harmoniques conjuguées.

N\ous ferons d'abord la remarque simple suivante : Soient f et & deun tone-
tions reelles de x et de ), avant des dérivées partielles du premier ordre conti-
nues, O un point du plan, 2 et 2" deux directions perpendiculaires issues de ce
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dn dn’
point O, est conservée par une rotation de go°, elle est conservée par toule
rotation.

point. 8¢ la relation y o les dérivées sont calculées pour le

En effet, rien n’empéche de prendre O comme origine des coordonnées et les
deux directions comme axes de coordonnées. La relation précédente devient

aI 9%,
dz — dJy

La méme relation devient, aprés une rotation de go©,

a __ dg
dy— Jdx
On obtient donc le systéme de Cauchy et I'on sait que ce systéme entraine la
.df  dg . C e
relation (—{,é = (T‘Z,, n étant quelconque, n’ perpendiculaire a » dans le sens

direct.

Cette maniére de présenter les fonctions harmoniques conjuguées suggére le
probléme plus général suivant : Soient f et g deux fonctions réelles et continues
de z et de 3 dans un domainc D. ou elles possédent des dérivées partielles du
premier ordre finies. Je fais en outre 'hypothése que g ne peut pas dépendre de
moins de deux variables. Dans ces conditions : Eziste-t-il des fonctions o(u),
aulres que o (u) =u, telles que la relation

df _ [Hg
n =2

elant conservée par une rotation de go°. la méme relation soit conservée par
une rotation quelconque?

Analytiquement. le probléme revient & ceci : Trouver ¢ (u) telle que les deux
relations

J/ __ [dg Jdf dg’
8 w=e) H=e(-%)

entrainent la suivante :

{ : I([u
ar ol 45 )
dn “\dn'
La réponse a cetle (uestion est trés simple, en faisant sur o la seule hypotheése

9(+o0)=09(—o0)=¢(0).



Ln eflet, la derniere 1elation explieitee donne

Jdf Jf . dy . dy A
() S CONY = S SN T O a— == SINO 4 - COSa .
Jde J) ’ Jdx N

Remplacons-y o par o -+ w. Le premier membre et I'argument de ¢ changent
de signe. Lon a done

o(—u)y=—o(u)
d’otr, en verta de I'hypothese faite sur o,

olo)=o.

Cecl etabli, dans la relation (2) nous pouvous choisu « tel que

S cose
de T dg’
N o

alors (2) donne

9 ds 9f dy _

Jror T oy g —I=0
On a donc

Jdf g Jaf dy

PPl A Sl b P

Lo comparant avec (1) on voit que u doit étre en méme temps fonction
dyg

de . . . .
de —[3 et de 7 Or, ceci est impossible en vertu des hypotheses faites sur la
ey dx ’

fonction g. Done 11 est une constante et Fon a
QU )= .1

On peut tane g == 1 san- restreindre la genéralite de la solution : Ceci revient a

1 /
remplacer g par m x &. On peut done enoncer :

TukorkMe. — [/ n ervste pas de couples de fonctions, autres que les fonctions
harmontques conjuguees, jouissant de la propriete d’ins artance enoncee.

2. Si T'on 1egarde de plus prés la demonstration precedente, on voit que I'on
peat enoncer le méme theoréme avec des hypothéses plus génerales. Rappelons
dabord un théoreme du a M. Montel  Sotent f et g dewr fonctions continues
du point (r,)) dans un domane D ou elles possédent des der s ees partielles

du premier ordre fuues. La condition necessatre et suffisante pour que u —+
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sott une fonction holomorphe de x + v dans lc domaine D, est que les r1ela-
of oy df _  dg

ttons = — ==— 22 sotent 1crifices prosogac partoul dans (!
dx N’ dr / t ! P )

En vertu de ce theoreme les conditions de Cauchy jointes a la condition de
continuite suffisent a assurer Lholomoiplue de w — v en particulier, s1lon
suppose que « —+ ¢ a une deinvee en haque pont de D, on 1etombe sur l¢
theoreme de M Goursat

I'n revenant vnotre probleme je dus quil suffit quc les relations (1)t (2)
sotent veriices prosque partout dans D, pour conclure que lon a 9(u) =p u
dans toutc la rcgion D

En effet, soit D, | ensemble des pomts de 1) ou lesrelations (1) 1 () sont
venfiees La domonstiation du paragraphe prccudent montie (ue lon a, sw
l ensemble D,

gu =pou

‘
Il en 1esulte en vertw du theoreme de M Montel, (ue Iy fonction [+ — o o=t
[

holomoiphe dans D Sur | ensemble D — D, on a donc ausst
o(u)=p u

¢t notre afumation se tiouve completement justiliee

(') PavL MonTeL, Sur les differentielles totales ¢t les fonctions monog,enes
(Comptes rendus de I’Acadc mie des Sciences, t 150, 1913, p 1820 1823
P ) 919, |
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