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PREMIÈRE THÈSE

SUR LES DÉRIVÉES ET SUR LES DIFFÉRENCES
DES

FONCTIONS DE VARIABLES RÉELLES

INTRODUCTION.

Le présent travail a pour objet l'étude des relations entre les pro-
priétés différentielles des fonctions de variables réelles et celles de
leurs différences, considérées comme fonction des accroissements. Il
s'agira non seulement des dérivées entières, mais aussi des dérivées
généralisées de Riemann-Liouville. Les deux premiers Chapitres sont
consacrés aux fonctions d'une seule variable. Le-dernier traite, pour
simplifier, des fonctions de deux variables; l'extension à un nombre
quelconque de variables se ferait aisément.

Dans le Chapitre premier, je donne des conditions nécessaires et
suffisantes pour l'existence de dérivées continues jusqu'à un ordre a
entier ou non, et leur expression par une intégrale définie, qui expli-
cite la variation continue de la dérivée avec l'indice. Ces résultats
sont nouveaux. Ils s'obtiennent en considérant la dérivée comme une
intégrale d'ordre négatif, après avoir transformé l'expression de l'in-
tégrale d'ordre a de manière qu'elle puisse conserver un sens quand
on y remplace a par un nombre non positif. Par exemple, pour que
la fonction ƒ(#)» continue dans (o, i), admette dans cet intervalle,

M. I



A. MARCHAUD,

ouvert à gauche, des dérivées continues jusqu'à Tordre a inclus, il
faut et il suffît que l'intégrale

soit uniformément convergente dans tout intervalle (S2, i). Et Ton a

Dans l'intégrale du numérateur, ƒ est prolongée par zéro à gauche
de l'origine.

De plus, en substituant à a' un nombre négatif — [3 ou zéro, on
obtient au second membre l'intégrale d'ordre (3 de f (ce) ou f (ce).

Enfin, on peut remplacer les différences par des combinaisons
linéaires beaucoup plus générales.

Au Chapitre II, je commence par étudier les différences envisagées
au point de vue de leur ordre infinitésimal par rapport à l'accroisse-
ment, plus précisément les fonctions con(o) définies de la manière
suivante :

Soit f (ce) une fonction bornée dans (o, i), <on[S, /(a?)], et plus
brièvement ton(o), désigne la limite supérieure de la différence
| A^f(ce) | pour tous les couples (a?, h) tels que lefc points x et ce-+- nh
appartenant à l'intervalle, on ait |Â|^o. Pour une fonction continue,
co,(o) est ce que M. de la Vallée Poussin (*) appelle son module de
continuité.

Utilisant alors le théorème fondamental du Chapitre I, je retrouve,
en la complétant, une proposition déduite par M. P. Montel(2) des
propriétés de l'approximation d'une fonction bornée par des poly-
nômes :

(*) DE LA VALLÉE POUSSÏN, Leçons sur Vapproximation des fonctions d^une
variable réelle, p. 7 (Gauthier-VilJars).

( -) P. MoNiEL, Sur les polynômes d'approximation (Bull, de la Soc. Math.
de France, t. 46, 1918, p. i63).
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La fonction ƒ (a?) admet, dans (o, i), toute dérivée continue dont
Tordre a fait converger l'intégrale f tr*-* (s)n(t)dt. Lorsque n est la

0

partie entière de a + i, w1 [o, f{a)(oo)] est au moins de Tordre de

Dans le cas contraire, la limitation est un peu moins simple. Si
Tintégrale diverge, avec oc<n, la fonction ne peut admettre de
dérivée bornée d'ordre supérieur à a.

Pour terminer, je donne, sous une forme un peu différente, un
théorème de M. L.-E.-J. Brouwer ( ' ), et une application à la dérivée
seconde généralisée, comprenant comme cas particulier le théorème
de Schwartz sur les fonctions linéaires.

Dans le Chapitre III, on trouvera Textension des résultats obtenus
au Chapitre précédent, quand on fait des hypothèses sur une seule

différence mêlée Af A? f(x* y) dans le carré (A) = 7^ 7M, la fon

tion/(a?, y) étant supposée uniforme et bornée dans ce domaine.
Il est nécessaire, au préalable, d'étudier certaines fonctions particu-

lières, qui jouent ici un rôle analogue à celui des polynômes dans le
cas d'une seule variable : celles pour lesquelles la différence précédente
est identiquement nulle et que j'appelle pseudo-polynomes. De même
qu'un polynôme satisfaisant à l'identité Ag ƒ (a?) = o est défini quand
on connaît sa valeur pour un ensemble de n points, un pseudo-poly-
nome est complètement déterminé par ses valeurs sur un réseau.
J'appelle ainsi la figure représentée par les relations

où Rn et Sp désignent des polynômes de degré égal à l'indice, ayant
toutes leurs racines réelles et appartenant à l'intervalle (o, 1).

Comme dans Iç cas d'une seule variable, on définit, à partir de la
différence ApAnf, une fonction co;i)/J(o, X). On démontre alors que, si

(*) L.-E.-J. BROUWER, Over differentie quotiënten en differentieel quotiënten
(k. Ak, vt Wetensch. te Amsterdam, juin 1908, p. 38-45).
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l'intégrale f ( t~*~s ic^ <on p(t} u) dtdu converge, la condition néces-

saire et suffisante pour que la fonction admette toutes les dérivées
continues

*V ! V — *V' uy? ' ) o < (3'g (3 J

est qu'on puisse trouver un réseau (n, jo) tel que la fonction donnée
possède sur les droites du réseau parallèles k Oœ des dérivées con-
tinues Y)&J et sur les parallèles à O y des dérivées continues D^y (la
continuité est entendue par rapport à la variable de dérivation).

Enfin? je termine par une application au cas où Ton fait des hypo-
thèses sur deux différences A" et À'% ce qui permet d'étendre une pro-

(x) (y)

position due à M. P. Montel (*), et la généralisation du théorème de
M. L.-E.-J. Brouwer.

La plupart des résultats contenus dans les deux derniers Chapitres
oM été communiqués à l'Académie des Sciences (2) (24 mars 1924,
28 a\ril 1924). Ils avaient été obtenus par une méthode différente de
celle du texte.

Je suis heureux d'exprimer ici ma vive gratitude à MM. Henri
Lebesyue et Paul Montel dont les conseils et les encouragements m'ont
été très précieux.

CHAPITRE I.
DÉRITÉES D'UNE FONCTION D'UNE VARIABLE RÉELLE.

I. — Intégrale et dérivée généralisées de Riemann-Liouville.

1. Pour commencer, rappelons les définitions et les principales
propriétés de l'intégrale et de la dérivée généralisées. Ces notions,

(*) P. MONTEL, Mémoire cité, p. 191.
(-) A. MARCHAUD, Différences et Dérivées {Comptes rendus des séances de

VAcadémie des Sciences, t. 178, 1924, p- 1067); Différences et dérivées d'une
fonction de deux variables (Ibid., p. 1/167).
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dont la première idée semble due à Leibnitz, ont été précisées par Liou-
ville (1) et surtout par Riemann (2).

On sait que ce dernier appelle intégrale d'ordre a (oc^o) , d'une
fonction /(a?), l'expression

où a désigne une constante et F(a) la fonction eulérienne de seconde
espèce. Lorsque a est entier X^a)est, comme on le voit facilement, le
résultat obtenu en intégrant f (x) a fois de suite à partir de a.

La dérivée d** ordre a, (a ^> o), se définit par la relation

DJ*> ƒ (*) = D<»> I£-a> ƒ (x) = ~ TÏ-«) ƒ (œ) n > a.

Elle est indépendaute de Ventier n ai se réduit à la dérivée ordinaire
pour a entier [n° 3] .

Ces fonctions dépendent, en général, de la constante a, qu'il sera
commode de rappeler en indice. Lorsque, dans une question, elle sera
fixée une fois pour toutes, nous utiliserons les notations plus
simples ƒ«(#) et/{a)(cv) respectivement pour \{^] f{pc) et D^a) f (oc).
Celles-ci permettent de représenter sans ambiguïté, la valeur prise
par l'intégrale ou la dérivée, quand on donne à x une valeur parti-
culière. On remarque, en effet, que / a ( ^ + ^) n'est pas égale à
l? f (ce + h\ mais à Il<\ ƒ (x + h).

Enfin, on posera :

I<°>/(*) = /o(*) = ƒ(*), DM f {sr) = /w (*) = /{*).

Me bornant au réel, je supposerai x>a.
Dans certains cas on peut prendre a = — oo. Par exemple si

( l) Mémoire sur le Calcul des différentielles à indices quelconques {Jour-
nal de l'École Polytechnique, t. 13, i832, p. 71).

(-) Œuvres complètes, E. WEBER et DEDEKIND, p . 33i-344-
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On a, pour cette fonction,

et

C'est d'ailleurs cette dernière relation, extension de l'égalité

D(n) e/cx—. fan ekx^

qui sert de point de départ à Liouville.

2. Supposons ƒ sommable et bornée. On démontre aisément l'iden-
tité fondamentale

Le premier membre s'écrit, en effet,

Ce qui donne, en posant t = v(x— w)?

où [i. désigne une constante indépendante de ƒ et de a. En prenant ƒ = <?r,
a = — oo, on voit qu'elle est égale à i .

f {oc) étant bornée, I{*]f(œ) est continue. On déduit alors de ( i )
que lf] f(x) admet toutes les dérivées d'ordre entier inférieur à à8,
avec

(2) DW \ff{x) =̂  l f / " / M (p < (3).

Ces dérivées sont continues. Lorsque {3 est entier la dérivée d'ordre [î
existe « presque partout » ; partout, si ƒ (a?) est continue.

5. Plaçons-nous dans cette dernière hypothèse, et considérons
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maintenant la dérivée d'ordre a. La relation précédente montre que
D£° ƒ (ce) ne dépend pas de l'entier n, et se réduit à la dérivée ordinaire
lorsque a est entier. Elle se généralise aisément. Soit a<(3, on a

c'est-à-dire

( 2 ' ) a(

Ces dérivées sont continues.
Si la dérivée D(

a
aî existe en un point xOj il en est de même de D(*},

quel que soit af<^cc0. On a, en effet,

irg)/(^)=isra)/(^) + r , ' . f (x—ty-*^
1 \ n — a) Ja

d'où

Un calcul immédiat donne

On en déduit

et, par suite,

Faisons (3 = o. Il vient

— a )

On voit que la dérivée d'ordre non entier D{*] est en général infinie
pour œ = a.

4. Si ƒ (a?) admet dans (a, dA) une dérivée bornée d'ordre entier r}

toutes les dérivées DJf'*, (a'<^r) existent et sont continues dans l'inter-
valle ouvert à gauche.
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En effet, f{r](cc) est sommable, et Ton peut écrire

ce qui donne, de proche en proche,

D'où Ton déduit, en utilisant les relations (2') et (3),

La propriété subsiste quand on remplace r par un nombre non entier a.
Considérons D(

a
a) ƒ(£?). Comme cette dérivée est en général infinie

pour x = a, je me placerai dans Fhypothèse où elle est bornée dans un
intervalle (a', a{ ) intérieur à (a, ai ).

Désignons par r la partie entière de a, et posons

On a

D'autre part, on peut écrire

et

F(*) = I£" a ) / ^ ) + r ( r + i»-a)J r t

Ce qui donne

a' / l / a' \ f .^^ i \ ' ° ^^ '*
1

en posant
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Prenons maintenant les dérivées D^1"*1 des deux membres. Il vient

:~ f l'Vfa""-F(O(a') + DÏ+1-*)^(^).^

Pour calculer cette dernière dérivée, remarquons que g (x) admet, quel
que soit af<^x<ai} une dérivée continue

dont le module satisfait aux inégalités

M désignant le module maximum de / . On voit alors que la relation (i)
s'applique encore à gf(cc). Il en résulte

¥<a-r) n i ) „tt T \ — Td) jfa-r) / ( \

et comme g(af) = o,

D'où Ton déduit

Ce qui donne, en remplaçant g'{oc) par sa valeur,

La première quadrature s'effectue

Ce qui donne pour la dérivée
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En définitive, on a, quel que soit a1 <^x<aA, la relation

(5) ƒ (*)=ig) Dr / (*)

La différence ƒ (a?) — I^'D*,00/(a?) admet, pour ces valeurs, des déri-
vées entières de tous les ordres. Par suite, toutes les dérivées D^'} ƒ (a?),
et far conséquent D{*'] J\x), ( a '<^a) , existent et sont continues dans
Vintervalle {a1', û f) ouvert à gauche, pourvu que D%]f(x) soit bornée
dans («', #,), a<^af <CÛ\-

M. Montel (1) a établi ce résultat dans le cas où D^a) est bornée
dans (a, «,) . On peut alors prendre # ' = # , et la relation (5) devient

(5') f {oo) = i

On en déduit

Df' ƒ (a:) = I<T«'' Dg» ƒ (a;)

Pour que toutes ces dérivées soient continues en a, iN&ut et il suffit
que les F{l)(a) soient tous nuls, c'est-à-dire que (x —,rô)j +1 ƒ (x) tende
vers zéro avec x — a. Ce qui a lieu nécessairement lorsque r = o.

Dans ces conditions, on a

Les dérivées d'ordre inférieur à a sont alors nulles en a.

5. La relation (5) ne permet pas de remonter de la dérivée à la
fonction, puisque le second membre contient ƒ. Cela tient à ce que
nous avons pu intégrer seulement à partir de af. Supposons mainte-
nant que D^aj ƒ (x) soit bornée dans tout intervalle (a\ ax), a1 <̂  a ; et
plaçons-nous d'abord dans l'hypothèse où r = o.

(*) Sur tes polynômes d'approximation (Bull, de la Soc. math, de France,
t 46, 1918, p . i63).
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La relation (5) s'écrit alors

En posant

la dernière intégrale devient
fi' — Cl

_ _ _ _ _ _ j ^ (IH-W) iM *f[a—u(.T-a')]du.

Sous cette forme, on voit quelle tend vers zéro quand ar tend vers a
(o;^>a). De plus la convergence est uniforme dans tout intervalle
intérieur à (a, a,).

On peut donc écrire

c'est-à-dire
ƒ(*) = !(«> DW/(*).

Revenons au cas où a est supérieur à i et non entier. On a

II n'est pas possible d'intégrer D^/^a?) à partir de a. Mais r étant
entier, on peut écrire

en intégrant 7* fois à partir de ax. Les AL désignent des constantes.
D{*~r)f(œ) étant nécessairement borné dans ( Û ' , ^ ) , quel que soit

on obtient en définitive

(5») / ( ^ ) = I(f-') 1

relation valable dans (a, a^), sauf peut-être au point a.
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II. — Transformation de l'expression de l'intégrale d'ordre a.

6. Si Ton cherchait à définir directement la dérivée d'ordre a
comme une intégrale d'ordre — a, on serait conduit à poser

= ïT= r̂) f "
ce qui donne une intégrale divergente (1 ).

On peut transformer l'expression de I(
a
a) f {oc) de façon qu'elle puisse

conserver un sens quand on y remplace a par un nombre négatif.
Je supposerai la fonction donnée /(ce) définie dans Vintervalle (#, aA)

et prolongée par zéro à gauche de a. De plus, a étant fixée, on utilisera
les notations/a(&) et/{x)(œ).

Ceci posé, on peut écrire

ou encore, après la substitution t\ kt (k ^> o),

fa(x) f t*-^e-ktdt=

Soient alors
kh d (* = o , i , . . . , / > )

2(j» H- i) constantes, les kt étant positives et croissantes.
Par combinaison linéaire, on obtient

r" P r" P

M*) ^ J C ^ ' A = P-
ou encore

(6) /«

(1 ) Si oc est entier le coefficient de cette intégrale ^- est d'ailleurs nul,
1 ^ oc )
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où l'on a posé
p p

La convention /(a?) nulle à gauche de a, a simplement pour but de
simplifier l'écriture. Autrement, le second membre de (7) devrait
s'écrire

r—a x—a

^ Jx-a
0 "V

9(a?, î) n'est en effet vraiment défini, pour t^> o, que si

7. L'expression de ƒ<*(#), transformée sous la forme (6), va nous
permettre de considérer la dérivée f{*\oo) comme une intégrale
d'ordre — a, et d'écrire

(8) / { a ) (^)f t-*-ity(t)dt= f

sous des conditions très générales, qui seront précisées plus loin.
Tout d'abord, il faut évidemment que ty(t) soit choisie de manière

que l'intégrale du premier membre ait un sens et soit différente
de zéro.

Posons

(9) y ( « ) = r

Si cette fonction est définie pour a0, elle est continue pour a<a0 . En

effet, les intégrales / et ƒ tendent vers zéro avec e et Z"1, uniformé-

ment, dans tout intervalle (aiy a0).
Considérons la première. L'intégrale f ^~oc°-1 ̂ ( f )A ayant un sens,

0

on a une inégalité de la forme

i r -
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où Yj (e) désigne un infiniment petit que Ton peut supposer non décrois-
sant ( ' ). Le second théorème de la moyenne donne alors

(0 <£'<£"<£)

et

Quant à la seconde on a, pour l^> i

I f

Et cette dernière intégrale est évidemment convergente.
Calculons maintenant y (oc) en fonction des constantes kL et Ct.

Désignons, comme nous le ferons toujours dans la suite, par ?̂ la partie
entière de a.

Si y(a) a un sens, Tordre infinitésimal de 4 (̂0? P o u r t infiniment
petit, qui est entier, est au moins égal à / ' + i . Ce qui

Supposons d'abord a ^ r . En intégrant r fois par parties, on obtient

y («) = - ; r—i x f t'^'^^){t)dt
rK } a ( a — i ) . . . ( a — r ) , / 0

 T

On peut maintenant séparer les intégrales. En faisant dans le coef-
ficient de d le changement de variable (ktt\ t)7 il vient

(x) S'il en était autrement, on remplacerait v)(s) par la limite supérieure
de v?(u) pour a ̂ £.
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et enfin

i 5

Pour calculer y(r)7 nous écrirons

En faisant tendre a vers r, on obtient

p

( 1 2 )
f — IV+ 1

8. On voit qu'il est possible de choisir ty(t) de manière que l'inté-
grale -y (a) ait un sens et soit différente de zéro. Je supposerai qu'il en
est toujours ainsi.

L'ordre maximum de ^(0? P o u r t infiniment petit, est p . Dans ce
cas, les C, sont déterminés, à un facteur constant près, par les kt. On
peut prendre :

1 kD

Cette fonction ne s'annule que pour t = o. En effet, si l'on avait
^ (t) = o pour tyé o, il existerait /? + 1 constantes, non toutes nulles :
B, Ao, A,, ..., A.p_4, telles que

s'annule pour j? = /c0, /:1? ..., kp. Ce qui est impossible, comme on le
voit en prenant la dérivéepieme de l'expression précédente.

L'intégrale correspondante y(a) est alors différente de zéro dans
tout son domaine d'existence (— oc, p) ouvert à droite.

La plus simple des fonctions ^ d'ordre^ est éAidemment

e-t(t _ e - t y — e - < _ c ; e ~ u -+- C $ e ~ ^ — . . . .
Dans ce cas,



i 6 À. MARCHAND.

Les fonctions 9(37, t) sont donc une généralisation des différences.
Elles en ont d'ailleurs certaines propriétés (̂  ).

III. — Conditions nécessaires et suffisantes
pour l'existence d'une dérivée continue d'ordre a entier ou non.

9. S'il est possible de mettre la dérivée sous la forme (8), on doit
évidemment avoir

ou
p

ùa(œ, t) =
0

ƒ a étant prise nulle à gauche de a.
Je vais établir cette relation dans l'hypothèse où ƒ est continue.
ƒ étant prolongée par zéro à gauche de #, on a

et le second membre est nul pour x < a. On peut donc écrire

La première quadrature s'effectue et donne

(a) Par exemple ; Si ^ ( 0 e s t d'ordre n, <p(̂ c, ̂ ) est nul pour tout polynôme
de degré n—1 au plus. Réciproquement, si ®(x%t) est identiquement nulle,
ƒ, supposée continue, est un polynôme de degré n — 1 au plus. La première
partie est immédiate. La seconde sera démontrée en note au n° 10.
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Tl vient alors
p

et enfin, en posant x — u — zt,

3C — CL

Remarquons que celle relation vaut encore pour a = o. En effet,

f i-i9(x,t)dt=yÀcif ' t~*f(x-

ce qui donne, en faisant dans le coefficient de C, le changement de
variable ktt\ tty

r—~ft

s

t-*f{œ-tt)dt.

II s'agit d'établir la convergence de I£. Prenons d'abord /(ce) = i, et
soit J£ l'intégrale obtenue. Si / est un nombre compris entre kp

x — a . .
el > on peut écrire

<=W'
T — a p

II î ésulte des relations (10) que J£ a une limite J pour £ = o. En effet,
si a = r,

est nul*, dans le cas contraire, le développement en sr' donne,
pour t^> kpy

O ;'=r+l 0

M. 3
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De plus, on voit qu'il est possible de choisir 7 assez grand de manière
que, pour £>/, cette fonction conserve un signe constant — si elle
n'est pas constamment nulle.

En résumé l'intégrale

1(1) = t~' dt

est nulle ou infiniment petite avec Z"1.
Ceci posé, revenons à Ic. La différence L — ƒ (a?) Jc s'écrit

Pour l assez grand le module du second terme est, dans tous les cas,
au plus égal à

x — a
P

r<
2M r
«+0 X

x — a
—£

•Ml),

surpasse /. [M désigne le module maximum d e /à condition que -

dans (a, aA). J

Soit alors yj un nombre positif aussi petit qu'on veut. On fixera / de

manière que y- ^(/) soit inférieur à - • Si ƒ est continue à gauche

au point œ, on pourra prendre £ assez petit pour que le module du

premier terme soit inférieur à - -
Ainsi I£ a pour limite J .ƒ(#) . Le raisonnement suppose x^> a. Si

f(œ) est continue dans (a, Ö ^ , la convergence est évidemment uniforme
dans tout intervalle (a', a, ), a <^ a''.

Reste à calculer J. Pour cela il suffit de marquer que cette limite est
indépendante de f et de a. En prenant f = el, a = — oc, il \ient
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C'est-à-dire
J = y(«).

La relation (i4) est donc vérifiée quels que soient

a> o, a

Quand ƒ (a) = o on peut supposer a<x<an le second membre se
réduisant à zéro pour x = a.

10. En remplaçant/(a?) par / / + | m a (^) ? on a évidemment dans tout
l'intervalle

y(a)/n-t-

Toutes les fois qu'on pourra légitimer r + i dérivations sous le

signe /du second membre, on en déduira l'existence de la dérivée

d'ordre oc, et son expression par (8). C'est ce qui aura lieu si l'inté-
grale

g(x, e)= f t-«-ly{ac,t)dt

est uniformément convergente.
Comme <p(a?, t) fait intervenir les valeurs de / à gauche du pointa?,

et que, en fait, f (ce) est définie seulement dans (a, ax ), je supposerai
la convergence uniforme dans un intervalle ( a ' , # , ) intérieur à ( a , a , ) .
De plus je me placerai d'abord dans Thypothèse où f (a) = o.

Posons

La fonction f(œ), prolongée par zéro à gauche de a, est continue
dans ( — oo, <?,). Par suite

admet, par rapport à x, des dérivées entières jusqu'à l'ordre r + i
inclus, continues par rapport à l'ensemble des deux variables, dans le



2O A. MARCHAUD.

domaine j ^=** ; ce sont : © , , . . . , çp. Il en résulte Tégalité

Car les intégrales peuvent être réduites à l 'intervalle ( E , —4:—•)>

en dehors duquel tous les ƒ , ( # — /e,?) sont nuls. On a donc

où P , désigne un polynôme de degré r au plus. Mais il résulte de l 'hy-
pothèse faite sur g (ce, E ) que I«,+I)g"(a?, s) converge, dans (V, <?,), vers
Ia'+1)5>(a7)3

 e n désignant par g (ce) la limite de £*(a?? s) . On peut donc
écrire

l i G ( ) G ( ) I ^ ^ ( ) ] i P ( ^ ; a ' , s ) .

Or cette dernière limite ne peut elrc qu'un polynôme, comme le
montre la formule de Lagrange, soit : P,(ce, a1).

Enfin ƒ étant continue, g (ce) Test aussi, à cause de l'uniformité de
la convergence. De la relation précédente, on déduit alors que :

f (ce) admet dam (a ' , a%) une dérivée continue f{aL)(ce) = D£)f(ce)
donnée par (S) — et par conséquent, pour af <^x<ax des dérivées con-
tinues jus qu à Vordre a [n° 4J.

Si ty(t) a été choisie de manière que y ( a ' \ a'<^ a ne puisse s'an-
nuler, par exemple si ty(l) est de la forme (i3) les dérivées sont con-
tinues dans tout l'intervalle (V, as ). Le second théorème de la moyenne
permet, en effet, d'affirmer la convergence uniforme, dans (a', «,), de

l'intégrale f i?~a'"1o(^, t)à[no9](').

{l) Voici la démonstration annoncée en note au n° 8.
Supposons ty(t) d'ordre n. On a

Posons

ipt (^) est au moins d'ordre « H- i. D'autre part si <p(x, ^) est identiquement nul,
il en est de même de cpi(^, l),f{œ) admet donc des dérivées continues jusqu'à



FONCTIONS DE VARIABLES REELLES. 2 1

i l . Les conclusions précédentes subsistent en partie quand on ne
suppose pas la convergence uniforme, à condition que g (oc, e) reste
borné, quels que soient £ et a!<x<ti\. Dans ce cas, d'après un théo-
rème de M. Lebesgue, l£,+ll#(a?, z) a encore pour limite I{^]g(cc). Le
raisonnement se poursuit comme plus haut. Mais de la relation

(i5) G(a?) = Ii'/
+l)^(a?) + P , ( ^ , a'),

on peut seulement conclure que f admet une dérivée d'ordre a,
« presque partout » dans (a', ax ). Cette dérivée est d'ailleurs bornée.

Les dérivées d^rdre inférieur à a sont continues dans l'intervalle
ouvert à gauche. Les conclusions du nü 4 subsistent en effet siF ( /+1)(#),
bornée, est la dérivée d'ordre r + i de F(a?)5 sauf peut-être auxpoints
d'un ensemble de mesure nulle.

Enfin, comme précédemment, si y(a')? &<Ca? ne peut s'annuler,
les dérivées D^fÇcc) sont continues dans tout (a', a,). Car d'une
relation

/
J (I

on déduit par le second théorème de la moyenne

ƒ

12
une
a? = a.

ï. Si l'on veut assurer la continuité jusqu'en a, il faudra faire
hypothèse supplémentaire, car DJf' est en général infinie pour
a.

Tordre n inclus. Mais

p

9

D'où

Et, par suite, ƒ<'l> (j?) =zio. Ce qui achève la démonstration.
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L'intégrale g(x} s) s'écrit

(,x, e) — ƒ £~«-'cp (ar, £)ote •
r— n

h

avec

Je vais montrer que .SÎ, JW^/J y«r soient xett satisfaisant à ces iné-
galités^ la première intégrale est uniformément convergente, et si, de
plus, (ce — a)~af(x) tendt*ers zéro avec œ — a, toutes les dérivées ̂  jusqu'à
Vordre a inclus, sont continues dans (a, a, ), et nulles en a.

Les conclusions du n° 10 subsistent quel que soit af<^a. Comme
g(a) = o, il suffit d'établir que g (oc) tend \ers zéro avec x— a, car
on pourra ensuite faire tendre a1 vers a dans la relation (i5)? et utiliser
les résultats de la fin du n° 4.

On a
T — a v—a

Par hypothèse, f r 2 " 1 ^ ^ t)dt, pour a + kpz<x} tend vers zéro

avec e. Il en résulte que le premier terme de g(x) a pour limite zéro,
pour x = n. Évaluons le second. Puisque (x — a)~*f(x) tend vers
zéro, on a une inégalité de la forme

r{ désignant un infiniment petit qu'on peut supposer non décrois-
sant ( ' ) .

On en déduit

1 f {oc— klt)^{x — ktt — a)a-fi{x — kLt — a)<,{x — a)%t\{x — a )
et

h—a
T7~

< :
«-< di.

(y) Voir n° 7 , n o t e ( 1 ) .
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Ce qui achève la démonstration.

13. Revenant aux hypothèses des nos 10 et 11 , nous allons nous
débarrasser de la restriction /{a) = o.

Posons

et soit g(x, s) le résultat obtenu en substituant, dans g(cc, s), / à f\
ƒ étant de plus supposé prolongée par zéro à gauche de #, dans g.

On a

g(œ,B)=( ' r—'Y et/f*-*,<)-!-ƒ(«>] dt

0
x— a

Cest-à-dire, puisque^ Q = °?
0

f̂ e dernier terme est égal à

Quand a est entier, cette expression est nulle (*o); dans le cas
contraire elle est égale à

On a donc, quel que soit a,

g(x} i)^~g{x, E) +y(a)D

Sig'(a?; e) est uniformément convergente, ou bien seulement con-
vergente et bornée, dans (af

7 a.,), il en est de même de g{pc^ t).
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Comme f (a) = o, on a

14. Les résultats précédents conduisent naturellement au théorème
suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f {x^), con-
tinue dans (a, aA ), admette, dans cet intervalle ouvert à gauche, des dérivées

continues T)^'1 Jusquàl'ordre OL inclus, est guet intégrale I r"""1©^, t)dt
JE

soit uniformément convergente dans tout intervalle (Ö'? a 4) intérieur à
(a, «0-

La condition est suffisante, d'après les nos 10 et 13. Reste à mon-
trer qu'elle est nécessaire.

Donnons-nous a1 et prenons un nombre a" compris entre a et a!.
Si D^a)y(,r) = f{<x)(œ) est continue sauf peut-être pour x = a, on
a (n° 4)

oùp(^r) désigne une fonction ayant des dérivées entières de tous les
ordres pour aff<^x<at. Il résulte du n° 9 que l'intégrale

/
«•

^est uniformément convergente dans (a', a,), si l'on suppose ƒ—p
nulle à gauche de a". Il en est évidemment de même lorsqu'on ne fait
pas cette restriction.

D'autre part? en tenant compte des relations (io), le développe-
ment de Taylor donne

valable si afr<^cc — ktt.
at a*

En prenant af<cc<a, kpt< > les quantités a? — £/6z resteront



FONCTIONS DE VARIABLES REELLES. 2 5

dans Fintervalle (a ~*~a ? a,V où p(r+11 reste borné. L'intégrale

\dt

est donc uniformément convergente dans (7/, «,) et, par suite,

aussi ƒ r~a~1 cp(.r, i)dt. c. Q. F. o.

1 5 . Ainsi, toutes les fois que la dérivée est continue, on peut la consi-
dèrer effectivement comme une intégrale d'ordre négatif, et écrire

Dj?»ƒt*) = i;ra>/(^) = ^ y ƒ *-*-' ?(^- O ^»

Ceci explicite la variation de la dérivée avec Tindice. On voit faci-
lement que cette variation est continue.

Supposons Q^fÇœ) continue dans un intervalle («", aA)7 a<^al!

et choisissons ty(t) de la forme ( i3 ) , de telle manière que y(a 0 ) ait un
sens. Dans ces conditions la relation précédente a lieu lorsque a et oc-
appartiennent respectivement aux intervalles (—oc, a0) et (a ' , a.,), ce
dernier intérieur à (a", <?, ).

L'intégrale / ^-a°~1 ç(o?, t)dt est uniformément convergente dans

(af, a^). On peut donc écrire

où Y](e) désigne un infiniment petit non décroissant, indépendant de JC.
On en déduit, comme au n° 7,

, t)dt ^ 2 Y ) ( e )

Soient maintenant a et a' deux.valeurs appartenant à (— QO? a 0 ) . La
différence

- f t -°t~1 <p dt

M. 4
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s'écrit

Cette dernière intégrale se réduit à ƒ

Supposons a ;^>a et, ce qui ne diminue évidemment pas la géné-
ralité, ~~— < i. Le second théorème de la moyenne donne alors

r ** r1

e [*«-«'—i ]*-«-i ydt=: [e*-»'—i] / t-*-xy

On a donc, en définitive,

D'oii Ton déduit que / ^-a~' <p(a?5 ̂ )^/? et par suite D)f'/'(x) [puisque
0

la fonction continue y(oc) ne s'annule pas], est, pour x constant, une
fonction continue de a dans (—oo, a0). On voit de plus, que la famille
des fonctions de a ainsi obtenue lorsque x reste dans un inter-
valle (rz", <7<), intérieur à celui dans lequel ï){^o)f(x) est continuo,
possède Végale continuité de Arzelà ( ' ).

Ce résultat est encore valable pour a o = o, si ƒ est continue [n° i)].
On en déduit que Î a) ƒ (x) a pour limite f(x) quand a tend vers zéro
par valeurs positives, ce qui n'est pas immédiat comme la continuité
par rapport à a, pour a positif.

Remarquons enfin que si Ton suppose DJf01 seulement bornée, la
continuité peut n'avoir lieu que pour a<^a0 . Elle est encore égale.
En effet D^,ai), a, <^ a0 est une fonction continue de x [n° 4] .

16. L'étude précédente montre qu'il y a un lien très étroit entre la
dérivation et l'opération :

mais il n'y a pas idenlité.

*) On peut même démontrer que D^f{x) est une fonction analytique de a.
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&T f(x) f̂ 1 intervenir seulement les valeurs de ƒ à gauche de x\
ce ne pourrait donc être qu'une dérivation à gauche. Or, il est facile
de montrer, par un exemple, que 68% peut avoir un sens en un point,"
sans que la dérivée à gauche existe en ce point.

Prenons a = — i. Soit ƒ(x) une fonction continue représentée
dans f — i, — - ) , par un arc de courbe (C) dont les extrémités sont
alignées avec l'origine, et dans les intervalles successifs (— 2~', —2~- ),
(—2"2, —2~'i), . . . , par les arcs (Ci), (C2), . . . , obtenus, à partir
de (C), par des homothéties de centre commun à l'origine, et de rap-
ports orA, i~2, . . . . Enfin on posera

/(o) = o.
On a évidemment

ƒ ( - 20 = 2 ƒ ( - o, / ( - 40 = 4 ƒ ( - 0-
Prenons

Les relations (io) sont vérifiées par r = i. On a

<p(o, *) = o .

L'intégrale ƒ f2 9(0, t)dt est donc convergente. Or, ƒ n'a pas de

dérivée à gauche à l'origine.
Néanmoins^ on peut affirmer que si la dérivée à gauche d'ordre

entier r existe en un point x, 6$£ f(x) est définie en ce point et égale
à fç\x). Pour le démontrer, remarquons que, par hypothèse, ƒ admet,
dans un certain intervalle (x — X, x), X ^> o, des dérivées continues
jusqu'à Tordre r—2 inclus, et une dérivée ƒ('-') satisfaisant à la
relation

Hm^—^—/ J =/n*>
t = Q ù

Posons

U=f t-r-ly{x, t)dt.
JE

Cette intégrale s'écrit
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ou encore

o ki o kp

Le dernier terme est nul, en vertu de (i o). Il reste
p

Transformons le coefficient de Q. Si £ est assez petit, on peut inté-
grer r— a fois par parties, ce qui donne

En portant dans I£, il vient

r^-
0 '

r. ,7,--
—^— e '2^C, j

Le premier terme est nul. Je vais montrer que le second tend vers
zéro. Pour cela écrivons-le

où

(5) Observons, en passant, que Ie dépend uniquement des valeurs voisines du
point xy et à gauche, ce qui n'a pas lieu pour un indice non entier.
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Pv(O admet; dans (o, e) des dérivées, jusqu'à Tordre r—ƒ — i ,
continues, sauf peut-être pour la dernière. Ce sont

p

^»>(0 =(—0"

Ces dérivées sont nulles pour t = o, en vertu des relations (10). On
a donc,, d'après la formule de Taylor,

O

Ce qui peut encore s'écrire

ft.(t)^(-1K-H(r^i)!^^c,{/"-')(x-^vV)-/'r-"(^],
o

car V AÇ-1 Ci^= o, II vient alors

Le coefficient de 9, a pour limite

J£ tend donc bien vers zéro. Remarquons enfin que si /•= i, ce terme
n'existe pas.

En définitive, il reste à chercher la limite du troisième terme

H£=z ( ~ 1 p 1 V kïde-1 f '(r*fir-»(x —

Pour l'évaluer, observons que si ƒ (r~° est constante, He est nul. En
effet,

k
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On peut donc écrire

, d

Lorsque t reste dans (kh kp), le quotient - _ ^
tend uniformément vers f[f

g
{(x). D'où

Ce qui achève la démonstration.
On obtiendrait la même proposition pour la dérivée à droite, en

considérant

A ce propos remarquons qu'il n'est pas possible de définir une opé-
ration analogue à d3(oc), pour a non entier, qui soit une dérivation à
droite, sans faire intervenir les variables imaginaires. Cela tient à ce
que IJf' n'est réel, pour a non entier, que si a? est au moips égal à a.

CHAPITRE IL
DIFFÉRENCES ET DÉRIVÉES D'UNE FONCTION D'UNE VARIABLE RÉELLE.

IV. — Propriétés des différences.

17. Pratiquement le théorème du n° 14 servira surtout à établir
l'existence des dérivées. Il sera d'une application immédiate toutes les
fois qu'on aura pour 9(a?, i) une inégalité de la forme
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i(t) désignant un infiniment petit d'ordre connu. Jusqu'ici nous
avons laissé aux fonctions associées <]>(0 e t ?(^? 0 t o u t e l e u r

généralité, les démonstrations ne s'en trouvant pas compliquées. Nous
allons maintenant prendre pour ç(a?, t) une différence, ce qui per-
mettra, dans riiypothèse précédente, de supposer la fonction seule-
ment bornée? et de mesurer aisément la continuité des dérivées. Nous
retrouverons, en la généralisant, une proposition obtenue par M. P.
Montel (1), comme conséquence des propriétés de l'approximation.
Enfin pour terminer l'étude des relations entre les différences et les
dérivées, nous donnerons, sous une forme un peu différente, un théo-
rème dû à M. L.-E.-J. Brouwer (2).

18. L'ordre infinitésimal de la différence

*£ƒ<*) = ƒ(* + nh) - "f(x 4- TT^ih) + n(n~y)A*> + JT^h) — ...,

considérée comme fonction de h, dépend de JC. Pour avoir une quantité
indépendante de cette variable, il sera utile de généraliser la notion
dénommée par M. de la Vallée Poussin ( J) module de continuité.

Je considérerai uniquement des fonctions définies et bornées dans l'in-
tervalle (o, i). Soit f (ce) une telle fonction. Désignons par co/?[o, f(pc)\
et plus brièvement par <o„(3), la limite supérieure de \M}

hj\x)\ pour
l'ensemble des valeurs de x et de h satisfaisant aux conditions

C'est une fonction de o, positive, non décroissante et bornée, définie

dans l'intervalle ( o, - )• Pour les valeurs supérieures à — on posera

(L) Mémoire cité, p. i63.
(2) Over differentie quotiënten en differentieel quotiënten (Â\ Ak. v.

Wetensch. te Amsterdam, juin 1908, p. 38-45).
( ) Leçons sur Vapproximation des fonctions d'une variable réelle,

p. 7 (Gauthier-Villars).
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(i)n[8,/(&)] ne change évidemment pas, par la substitution (x\\ — a;);
par suite, pour calculer o)rtJ on pourra se borner aux valeurs positives
de h.

Si ƒ (a?) est continue, o>,[8, ƒ (a?)] est son module de continuité.

19. L'étude des propriétés des fonctions (o,t demande quelques
calculs préliminaires.

A. Soit k un entier positif. On a

A?A ƒ (*) = M 2

c'est-a-dire

+ih

De proche en proche, on obtient

ln~k—1

2 ••• 2 AX/C^+I,+. . .+*„*),

ou encore

en posant

A — i A— i A — i / = (* -1} «

Les coefficients Al
n /f sont tous positifs, et leur somme est égale à kn.

Donc, si pour i = o, i , . . . , (k — i)n}\ * 1 £ / ( J ? + ih) \ reste inférieur ou
égal à [L, on a
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B. Calculons maintenant la différence A^ — kn A£. Elle peut s^écrire

1 = 0 ï / = 0

Ce qui donne
Ï = Â — l i n — 1

1 = 0

en posant
i=zk{ — \\n i — ik — l)rt~l

Les coefficients B^ k sont tous positifs. Leur somme est la dérivée,

pour ^ = o? de [ r + - + . . . + -A -1]", elle est égale à nk("k ~^ka-{.

Donc, si pour i = o, i , . . . , ( £ — I ) T I — i ? | A£+ly(;r + r'A) |

ow ^r// à y, on a

C. Soient enfin co(ï) une fonction positive, non décroissante et
bornée dans (o, +00), et r3 0, /»: des constantes positives, la dernière
supérieure à l'unité. Nous allons évaluer un** limite supérieure de la
somme

n

\ kriüd(ak~l) (n et p entiers quelconques, n > p ) .

On peut écrire

kll<ù(alr'i)== f fxritù(aL-i)du<ki f ktuu(ak-°) du.

II vient alors

Le changement de variable, ak~tl= ty donne enfin

(16) ]£À"co(aÀ-<)<a' -r^j f t-r~*tù{t)

M.



3 4 A. MARCHAUD.

De la même manière, on aurait

00

On voit que la série Y A^co^*-') et 1'iutégrale f ir7-'o>(t)dt sont

convergentes ou divergentes en même temps.
De la convergence de l'intégrale précédente, il résulte que le

quotient o"7'co(S) est infiniment petit avec 0. En effet, soit q l'entier
défini par les inégalités

On a

Ce qui donne, en prenant k- = z,

08) â- 'WS)<^

20, Nous pouvons maintenant étudier les propriétés des fonc-
tions CO/îfOj / ( ^ ) ] .

(') 11 faut remarquer que si Ton ne suppose pas <*)(/) non décroissante, l'inté-
grale peut converger, sans que è~r(a(d) tende vers zéro ou même reste borné.
Pour le voir, prenons, par exemple,

où ty(t) est définie de Ja manière suivante : dans (a"""1, 2~"), n = o, 1, . . . ,
tj;(f)=ri sauf sur un intervalle partiel, placé au milieu, de longueur 2~3"~i, où
la fonction est représentée par les côtés d'un triangle isoscèle, dont le sommet
est sur la courbe 1 + r 2 .

tû(t) n'est pas borné. D'autre part / ty(t)dt — - 2~n
9 ce qui prouve la

i/g—»—1 9

convergence de liiitégrale.
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Soit k un nombre naturel. Si k o < -> on a, quel que soit | h | <o,

l^ / (^) l^^^ax |A^/(^-H^) |^ /^ .o>„(S) [no 19, A].

D'où l'on déduit

Si kB^> -y on a

La relation précédente est donc générale.
Soient k! un nombre positif non entier, k — i sa partie entière. On

peut écrire

Cette inégalité est vérifiée a fortiori si V est entier. Faisons-y V o = i,
il viendra

D^ù il résulte que con(S) ne peut être d'ordre supérieur à n sans être
identiquement nul. Nous verrons plus loin (n° 29), que f (ce) se réduit
alors à un polynôme de degré n — i au plus.

On voit que si o~n(i)n(o) est borné, &>„(§) est exactement d'ordre n.
Il est d'ailleurs facile de montrer que, dans ce cas, crlib)tl(o) tend infé-
rieurement vers une limite bien déterminée.

2 1 . On a évidemment to,.+1(8)<2(i)r(o). Je vais montrer que,
inversement, on peut borner wr(S) au moyen de oor+1 (o) et du module
maximum M de f (oc), et plus généralement de o>n(o), n ^> r.

<o. Ona [n°19 , B]

D'où, en faisant z = o, i , . . . ,ƒ> — i , et en a joutant ,
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Ce qui donne, d'après (i6),
r-1

6

Cette inégalité est valable pourjt)>o? à condition que x-j-r2,fio ne
surpasse pas i. Déterminons l'entier p par les inégalités

On a alors

- r ~r =

D'autre part \\'',pUf(x) \ est au plus égal à 2'M. Il vient donc

^ o-ƒ V'-'cw

avec ô< — ^ j car/> est au moins égal à o.

il est facile d'obtenir une relation indépendante de a:. Sup-

posons o < JC < - » on aura pour o < — »

K11 posant ƒ, (a?) = /(i — a?), on aurait dans les mêmes conditions
la même inégalité pour/*,, Mais

Or, si - <" x < 1, i — a: — rh est inférieur à - •

La relation précédente a donc lieu pour o<^a?<i. Il en résulte l'iné-
galité

valable si o< — •
= 3= 3 r

On se débarrasse facilement de cette dernière restriction. Sup-
posons S S i. On a



FONCTIONS DE VARIABLES REELLES.

— ) la limitation précédente,

«M*X*r (8r)'M+ T ~ ƒ t-'-i^r^t)dt\.

Faisons le changement de variable t — En remarquant que

nous obtiendrons, en définitive,

avec

Il est aisé maintenant d'avoir, de proche en proche, une limitation
en fonction de ton(o). On a .

j t~r-l(,>M(t)dt< A(r-hi) M f dt+ f dû f a-'-2w r+2(a)^/L

Si, dans la dernière intégrale, on intervertit Tordre des intégrations,
il vient

TV-— u duï"dt f'«-'—r
! f 1

t/ g »/g t/g

En portant dans (19) on obtient

oj,.(d) < A(r).<5''< M + A ( r - h 1) M -+• ƒ <-' '-1o) r+ t(f ) rff f
l L ^8 J \

' T r 1 ->•-« 1
' l ' 1 Jt r+i j '

On aperçoit la relation générale

i < r r < + A « ô'TM+r'^-'"'6) « rf«i
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dont la vérification est immédiate. En définitive, on peut écrire

(20)
n).àr

= i, 2, . . . , n — i ;

où Ton a posé
n— 1

B(n)=JJ[n-A(i)].
1

Un calcul facile donne
n»

B(/i)<(2, 5)^.(8AOT .

22. Si dans (20) on fait /* == 1, iUvient

D'où il résulte que si ojyi(ô) tend vers zéro avec o? J\OD) est continue
dans (o, 1). On a, en effet,

f t-*tùa(t)dt$tùH(È) f t-*dt<è->^n{è),

r1 r1 -1-
J tr*toa(t)dt%<ùn{i) j t-*dt<& J .û> n( i ) ;

S» S*

et̂  par suite,

De la relation (20) on peut encore tirer un résultat intéressant
relativement à la manière dont varie Tordre de con(o) avec n.

S'il existe un nombre positif £, tel que le quotient "" » > ( r <C / l)î

Y borné, cor (S) e,st nécessairement d'ordre r.

Pour le démontrer, il suffît de remarquer que d'une égalité de la
forme w;l(S) <^/c.Sa, où a est un nombre positif non entier la rela-
tion (20) permet de déduire

ou
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suivant que a est inférieur ou supérieur à r. (La lettre k désigne
indifféremment toute quantité indépendante de S.)

Il résulte de l'hypothèse que con(S) est au moins d'ordre e, par suite
aussi co,(o). Alors coft(S) est au moins d'ordre 2£, par suite
aussi <or(o), On finira par trouver pour (x>tl(o) un ordre supérieur
à r, sans jamais l'égaler, si Ton suppose, comme c'est évidemment
possible, que £ n'est pas une partie aliquote de r. On arrivera donc à

23. Dans les applications on n'aura pas toujours <o/t(o) mais une
inégalité de la forme

Si e(o) est non décroissante^ on a nécessairement

En effet, soit YJ un nombre positif, aussi petit qu'on veut. Étant
donné o, on peut trouver des valeurs de ce et de h, avec o<^/*<§,
telles que | A£/(a?) | surpasse u>n(o) — YJ. Or on a

|A2/(aO|<£(A)^e<3),
d'où

û)a(d)<e(ô)-+-Tn. c. Q. F. D.

24. Pour terminer l'étude des fonctions oort[o, /(a?)], je vais donner
une proposition qui nous sera indispensable pour l'extension des
résultat de ce Chapitre aux fonctions de plusieurs variables.

11 s'agit d'évaluer le module maximum de f (oc) uniquement en f onc-
tion de coft[o, /(&)]; sachant que la fonction s*annulej dans (0,1), sur
un ensemble de n points. Il suffira d'ailleurs de considérer des points
équidistants, comprenant o et 1.

Posons —-— 2Tp= op, et désignons par û , (oA la plus grande des
Tt I

valeurs de | Ag ƒ(jop) |, où7 est un entier positif ou nul tel que

On a, évidemment,
Ö ( 4 ) ^ ( J )
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Par un calcul analogue à celui du n° 21, je vais évaluer ilA en fonc-
tion de 12,,.

Établissons d'abord une formule de récurrence. Comme dans le
calcul cité, on pourra se borner à la première moitié de l'intervalle ;
c'est-à-dire supposer

ce qui donne

On voit alors que j peut se mettre sous la forme

j — a l2' J~ 1 + « 2 ^ " ! + . . . + ot^_22 -h otjy,

où les a sont des entiers inférieurs kn. (Si Ton distingue par v le nombre

pair égal à n— i ou à n, ^ est le reste de la division de j par v, OLP_X

celui de la division de par v, et ainsi de suite. J Dans ces condi-

tions, on a
j dp = a, di + a2 ô2 4 - . . . •+- Up $p0

Posons enfin

&0= o , acxz=zaièu . . . , xp~ xp^% H- ap àpi

et évaluons la différence

dö/= tt A8t_, /(^/_t) - 3rr A5
r
t f(œt)

j?,-_, est un multiple entier de o,. Le module du premier terme est donc

[n° 19, B] au plus égal à - o] rQr^ (o,). D'autre part, comme

ûTi^z a?/_t H-

le module du second est au plus égal à

On a donc
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Mais
P

V Ai. ƒ(*.) - V Ai ƒ(*,)

et
A 3 0 / ( r 0 ) . . £2 , (d 0 ) :=o

11 vient donc

2

On en déduit successivement

Ce qui donne

c^est-à-dirc, en intervertissant l'ordre des sommations

2 2
1 J

Or
p P

On obtient donc

On aperçoit la relation générale

M.
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dont la vérification est immédiate. En définitive, il vient

Un calcul facile donne

(2/1 — J ) ( 2 / 1 ) . . . ( 3 / i — 3 ) < i , 3 [ 2 , 5 x ( n — i ) ] " - 1 .

Soit maintenant ce une valeur quelconque de (o,i). Ecrivons la
partie fractionnaire de (n — i)œ dans le système de base 2. On aura

où h est entier, et les {i sont égaux à o ou i. Si ƒ est continue on peut
écrire

ou encore

D'où, en remplaçant Q,,(o/;) par u>„(op)y qui lui est supérieur, et en
intervertissant Tordre des sommations :

Si enfin on suppose convergente l'intégrale / t~y tùn{t)dt^ f est

continue [nos 19^ C, et 22], et, d'après (i6)3 on a

i , 3 [a ,5 x (n - i ) l — - i — f
/Z I Jo

Les calculs supposent «^>i. Si7i=^i on a

l/(^)l^w,(i),

pourvu que ƒ s'annule en un point. Ce qui donne, d'après (18),
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Dans tous les cas on peut écrire

( 2 I ) avec

n) f t-*vn(

C{n)

sous la seule condition que /(ce) s'1 annule sur Vensemble \a des n points
équidistants ayant pour extrêmes les points oeti. Si n = i , <£n comprend
un seul point, d'ailleurs quelconque.

Grâce à l'identité de Lagrange, on étend facilement la proposition
à un ensemble quelconque. On obtient alors le théorème suivant, dont
nous n'aurons pas à faire usage :

Si f (ce) s** annule sur un ensemble de n points distincts ou non, V ordre
de chacun d'eux étant au plus égal à p , on a

\f{x)\ < E f t-P<*n(t)dt,

où E désigne une constante qui dépend seulement de F ensemble ( ' ).

V. — Existence et continuité des dérivées.

25. Nous allons chercher à déduire de la connaissance de

le plus de renseignements possible sur les dérivées de f\oc).

Supposons convergenteV'm\,ê%Td\e f t^~y t^n{t)dt^ a<^n.

f (ce) est continue [nos 19, C, et 22]. D'autre part, en prenant

9(x, t) = / ( ^ - o — 7 / ( ^ - 2 0 +- n{n
27

J)

{l) Lorsque l'ensemble contient des points multiples, .la démonstration fait
intervenir les résultats du n° 28 .
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on peut appliquer le théorème du nü 14. [La convergence est non
seulement uniforme, mais absolue.] Par suite, /{ce) admet des déri-
vées continues, jusqiCà Tordre a4nclus, pour o<^;r<i. La substitu-
tion x |i — x permet d'aller j'usqiûà Vorigine, en ce qui concerne les
dérivées entières. Nous verrons [n° 28] comment on peut prolonger /
de manière à assurer aussi la continuité des autres eu ce point.

26. La condition précédente n'est pas, nous le savons [n° 14], une
condition nécessaire. Néanmoins si elle n'est pas vérifiée, c'est-à-dire
si o~acon(o) est un infiniment petit d'ordre insuffisant pour assurer la

convergence de l'intégrale ƒ £~a~' ton(t)dt, la dérivée d'ordre a peut

ne pas exister. Je vais le montrer par un exemple, qui nous fera voir
également, que Tordre fourni pour w„(o), par la relation (20), peut
être atteint.

Soit z(i) une fonction positive non décroissante. Considérons Ja
fonction continue

f (oc) = ' £(2"*) sin

et évaluons co, [G, f\x)\ et co2[o, J\x) |.
On a, quel que soit o < />^o,

n

- y
ax **d'où

Ce qui donne, en utilisant l'inégalité (16),

Si maintenant on détermine /i par les inégalités
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il vient

j ^ ƒ r"

On voit immédiatement que le premier terme du second membre est
infiniment grand par rapport au second. Je vais montrer que eu, (o)
est effectivement de Tordre d&ce premier terme. Formons :

Si n est déterminé comme précédemment, on a dans la première
bomme

II vient donc

et, d'après (17)

2l0g2

Comme est comparable à os(o), on voit que to,^o) est bien de

Tordre annoncé.
Pour co2(o), on écrira

n

1

+ 4 2
d'où Ton déduira, comme précédemment :

Ceci posé, prenons pour s(t) un infiniment petit faisant diverger

l'intégrale ƒ r~[ e{t) dt. Alors o^1 [/\o^ —/(,°)] est infiniment grand ;



46 A. MARCHAUD.

ƒ ( # ) admet donc une dérivée infinie, à l'origine, et par suite aussi
en tout point y 2"'n, i et jf désignant des entiers. D'autre part, on voit
comme au n° 22 que o~~' oo2(o) tend vers zéro.

Prenons maintenant z{t) = i .
co4(S) est de l'ordre de'8 logo, ce qui est bien l'ordre fourni par (20),

en prenant co2<^ A. 0, inégalité à laquelle se réduit la précédente
si £ = 1.

27 . Revenons à l'hypothèse du n°25 . La dérivé y <a»(a?) =
est donnée par la relation

f(cc)(x) f trt-ie-'ii — e-'^dt

On aurait pu prendre aussi bien

ty(t) = (1 — e-')" — (1 —

ce qui aurait conduit à

^ 0

On peut séparer les deux intégrales. Mais

Ç £-«-i(i — e~
2t)ndt — 2a T f-*-̂ ! — e-*)ndt,

•-'0 ^0

/ tr*-x b!Utf{x)dt =1* f t-*-i\ltf(x)dt.

II vient alors, en divisant les deux membres par (1 — 2a) :

(22) fw(œ)f t-*-i(i — e-')ttdt= f tr*-*ù£tf(x)d

(i) ƒ est prolongée par zéro à gauche de l'origine.
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Par exemple, si n = 2, a = i , la formule devient

/ (^ ) =7Ï^ ƒ

et si zi = i , a <^ i :

(a3)

28. Occupons-nous maintenant de la continuité à l'origine des
dérivées non entières. Il va falloir, pour cela, évaluer le module de
continuité des dérivés ordinaires.

Observons d'abord qu'on peut supposer n— i<a<^n. Soit, en
effet, r la partie entière de a. Il s'agit de montrer la convergence de

l'intégrale l v^"K co,.̂  (t) du

On a, d'après (20) :

r a - 1 w / + , ( O < B ( n ) ^ M+ f u-r--<ùn(u) du .

Il suffît d'établir que

du/ v-*dt ( u~r-i(ùn(u)
Jh Jt

reste borné. Or, en intervertissant Tordre des intégrations, il vient :

/ u-r~5(ùn{u)du f t'-*dt< ƒ tr*~* tùn(t) du

Supposons donc /i = r + i . f[1]{oc) étant continue, on a

D'autre part le n° 19, B, permet d'écrire

Dans cette inégalité remplaçons successivement S par 2~1 S, 2~2S, . . . ,
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et ajoutons. 11 viendra

On obtient de même :

1 a-' AS/(^r -H 3) — / M

On en déduit :

I / o (a? -H Ô) — ƒ <*•> (a? ) | <; a-r o

c'est-à-dire, en utilisant (16),

% —

Cette relation est valable si .r + / ' + i o < i . La substitution x\i — x

montre qu'il en est de même si o<x — r + i o . Mais lorsque 0 est au

plus égal à —r^—- l'une ou l'autre de ces conditions est satisfaite. On

a donc

_ j t ^

puisque le second membre croît avec o>

On se débarrasse de la restriction o < — en opérant comme au

n° 2 1 . Un calcul facile donne

(24) *>,[*, /<')(a;)]<6r»a' ƒ ^ ' - ' 0 ) ^

Considérons maintenant ƒ tot). La diflerence

admet des dérivées entières continues jusqu'à Tordre r, nulles à l'ori-

gine. Je dis que ara/Qv) est infiniment petit avec x. Il suffit de

montrer que x'~a f{r](cc) l'est.
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On a

< fir2«r srr—OL i f—r—1 , . / / \ •ƒ/
\J i £ H* I l Gt) ;-_(_ | ^ / J Cl Vf

d'où

xr~a f f (r) ( x ) < 6 r2 2 r I ;—*—i w r + 1 ( ̂  ) c/ .̂

Et cette dernière intégrale tend vers zéro.
D'autre part, o)r+,[o, /(x)] est évidemment égal à tor_hi [o, /(&)].

Par suite [n° 12], la dérivée D{*]f(x) est continue dans tout (o , i ) .
Si maintenant on prolongera?), à gauche de Forigine par le poly-

nôme > —/(o!? o n aura :
0

o

" = o, pour x'So j . Ce qui montre que la dérivée d'ordre a, prise
avec a = — i, est continue dans tout (o, i), lorsque f est convenablement
prolongée.

29. En résumé, on a le théorème suivant :

Soit f (x) une f onction bornée dans (o, i). Si Vintègrale

converge, la f onction admet, dans tout l'intervalle, des dérivées continues
jusqu'à l'ordre a inclus. Si tr^tù^t) est supposé seulement infiniment
petit, la dérivée d'oindre a peut ne pas exister.

Nous n'avons pas, dans cet énoncé, reproduit la restriction a<^n.
Elle est, en effet, inutile. Si Fon avait a ̂  n, il résulterait de Fhypothèse
que a>n(S)== o [nos 19, C, et 20]. En prenant r = n — i, on déduirait
alors de ( 24) que f(x) se réduit à un polynôme de degré n — 1 au plus.

M. P. Montel ( ' ) a démontré que si le quotient o~aco/t(8) reste

(4) Mémoire cité, p . , i83 .

M. 7
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borné, les dérivées d'ordre inférieur à a existent et sont continues à
l'intérieur de l'intervalle. D'autre part? M. H. Weyl (1 ) a établi la
même proposition pour n = t. La méthode de M. P. Montel utilise
les propriétés des polynômes d'approximation : c'est pourquoi elle
ne permet pas de conclure pour les bornes de l'intervalle; celle de
M. H. Weyl est directe, et revient au fond à mettre la dérivée sous la
forme (23) ; elle vaut pour tout l'intervalle.

Du théorème précédent et du n° 20, on déduit le corollaire :

Si le quotient ®' ,L> [r<C n<> £ ]> ° ] reste borné, f (ce) admet toutes

les déiivées continues d'ordre inférieur à r-\~ s.

Enfin, une conséquence immédiate de la relation (24) est la suivante :

Si o~"(üft(o) reste borné, la dérivée f [a~x)(x) satisfait à une con-
dition de Lipschitz d'ordre 1, alors, d'après un théorème de M. Lebcsgue,
la dérivée f(n) (ce) existe presque partout.

3 0 . Je vais compléter le théorème, en évaluant le module maximum
et le module de continuité de la dérivée D{

o
a) ƒ (a?). Il sera commode de

passer par l'intermédiaire du cas où Ton a a < i ,
Supposons convergente l'intégrale / r~a~' ios(t)dt. On a

o~aco, (0) est infiniment petit [n° 19, C], par suite

tend vers zéro avec JT. La relation précédente est donc valable dans
tout (o, 1) [n()s12 et 27] .

Remarquons que, dans l'intervalle (—00, 1 — 3), | À s / \ ^ ) | est au
plus égal à w,(o). C'est évident lorsque .ce et œ + 0 sont d'un même
côté de l'origine. Dans le cas contraire, on a

(*) Bernerkungen zum Begriff des Differentialquotienten gebrockener
Ordnung ( Viertetjahrsschrift in Zurich, 1917, p. 297-302).
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On déduit alors de l'expression de la dérivée

et, a fortiori,

(25) î A| DJ»)/ (a?) | < a |« ƒ t-'-i^i

Cette relation peut se simplifier. On a (18)

D'où

| AiDg"/(*) | < 2 (i + jA_) ƒ

et, le second membre étant croissant avec o,

(26) u,[3, D'«)/(ar)]<i4 / l-«-iMl(t)
•^0

Passons maintenant au cas général.
On a? puisque x~* f (x) tend vers zéro,

Appliquons à cette dernière dérivée Tinégalité (25). Tl vient

DS«)/(^)|<2 (a — r ) / ^ a - i w 1 [ f , / f ) (^ ) ] r f£ - i -d ' -« W l [3 , / f

Comme ƒ *'» (j?) = ƒ c) (a?) — / ' » (o), on a (24)

- rl
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D'où

(a / <6r 2 2 r (« — r) j /'-*-1 dt j w^1
 <ÙM{U) du

= 6r s2 r(« — r) ƒ «-'"^w^^MjrfM ƒ /r-*-« ^

ce qui donne, en définitive,

(27) Wl[a, Dgt7(a?)]<a4r*a'-ƒ r-»"1 cor+1 (

Comme D(
o
a) ƒ (a?) s'annule à l'origine, on a aussi

3 1 . En résumé, on voit que si Ton pose

jjL(oe) = i4-h24a 2 2 a
î

on a, dans tous les cas,

(29) Wi[3,Di«>/(tf)]<fjL(a) f tr*->u

(30) |D

où r désigne la partie entière de a, à condition que f et ses dérivées
entières d'ordre au plus égal à a s'annulent à l'origine.

De plus

Dans le cas où l'on connaîtrait seulement wrt ( n > r + 1), ces rela-
tions et (20) fourniraient les limites. On obtiendrait

[JL, (n, a) désignant une fonction de n et a seuls.
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32. Je vais compléter cette étude par une proposition réciproque :
chercher Tordre minimum de wr+1 dans l'hypothèse où la fonction
donnée admet une dérivée d'ordre a soit bornée, soit continue. Pour
simplifier, je supposerai les dérivées D[,*'*ƒ(a?) (o^a ' ^a ) , nulles à
l'origine. Ceci revient à retrancher de ƒ (a?) une expression indéfini-
ment dérivable pour x \> o [n° 4] , On aura alors

f{œ) =Y^

Supposons d'abord f[a)(oo) bornée, et soit Ma son module maximum.
Dans le cas où a = ry on déduit de l'identité

X
x+8 s»fr+S r»<î

<fcP/ dtr_t...

Lorsque a n'est pas entier, il est commode de passer par le cas
intermédiaire r= o. On a alors

-h

Le module de la première intégrale est au plus égal à

M M

fus [(* + a - 0 » — ( * - < ) • ] ? < —
a oc

celui de la seconde à

Ma f (+$ t)*xdt ^ [ ( + a Oa]ï

II vient donc
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Supposons maintenant r^é. o. On a

Mais

On obtient alors, d'après ce qui précède,

|/(r>(ri + d )—/ ( r ) ( f i ) |<4M a â«- r ,
d'où enfin

^ i [ i , / W ] < 4 M « a « .

Relation vérifiée a fortiori si a = r.

33 . Il nous reste à traiter le cas où f{*](x) est continue. Soit e(o)
son module de continuité.

Si a = r, on tire de (32)

Passons au cas r = o, qui servira, comme plus haut, à traiter le cas
général.

Le changement de variable t\x — t donne, à partir de (3i),

(a)tyf(x)= f [(i + i)*-*—t*-i]f(«)(<v—t)dt+ f

Remplaçons x par x + o. Il viendra

En retranchant, on obtient

+ô

(^ H- a—
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Dans la seconde intégrale, x-\- S — t reste compris entre o et S.
Comme/(a)(o) est nul | f{a)(x+ o— t)\ est au plus égal à e(o). On a
donc

[t^~ (t + à) ƒ (

D1où Ton tire

En raisonnant comme plus haut, on arrive, dans le cas général, à

Lorsque a est différent de r, on ne peut espérer avoir une inégalité
de la forme

Car f(0L)(œ) peut satisfaire à une condition de Lipschitz d'ordre
supérieur à r + i — a, ce qui conduirait à un ordre plus grand que
r + i pour &>,+,.

On peut montrer cependant que o"ato/+1(o) est infiniment petit
avec o. La relation (20) donne

cor+1(5)<B(r+ 2)<5r+1 !~M 4- T f-2 4 i a e(0^1 •

II s'agit d'établir que

tend vers zéro avec 0. Posons

r + i-^^p,

j3 est positif. Comme e(t) est non décroissante, on peut écrire
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D'où
èP f < i W*

54. En résumé, posons

i° Si f (oc) admet une dérivée d'ordre a, discontinue et bornée, r\(o)est

borné on ne peut affirmer que ce n'est pas un infiniment petit, en

tout cas l'intégrale f t~x r\(t)dt diverge nécessairement ;

2° Si f (ce) admet une dérivée continue d'ordre a, mais aucune d'ordre
supérieur, r\(o) est un infiniment petit $ ordre inférieur à celui de o£ aussi
petit que soit E.

On peut remplacer r + i p̂ z* &n entier supérieur quelconque.

Cette proposition découle immédiatement des nÜS 55 et 29. Elle
permet, connaissant cort(o) d'ordre inférieur à celui de on, de déter-
miner la limite supérieure de l'ordre des dérivées bornées : c'est la
limite supérieure a, des nombres a' qui font converger l'intégrale

/ £-*-' (ûn(t)d£. Si a fait partie des a;, Dia)/(a?) est continue; dans le

cas contraire on ne peut pas conclure, il faut étudier directement Df*.

VI. — Le théorème de M. L.-E.-J. Brouwer.

5o. On sait que si f (ce) admet, dans (o, i)? des dérivées entières
continues, jusqu'à Tordre /inclus, k~rA'hf(œ) tend uniformément vers
f{1](cc). La réciproque est vraie :

Si le quotient hrT'Al ƒ (oc), où f désigne une fonction bornée ̂  converge
uniformément dans (o, i), vers une limite bien déterminée g (oc), celle-ci
est continue et nest autre que f{r)(cc).

En effet :
En donnant à h une valeur fixe, on voit que g (ce) est bornée; par

suite, hrf'Ar
hf(cc) reste borné, f (ce) est donc continue, et aussi g(x) à
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cause de l'uniforme de la convergence.
Posons

Le quotient h"' A?
hf(x) converge unif or mènent vers ƒ{r) (a?)

On a donc une inégalité de la forme

où Y] désigne un infiniment petit, qu^on peut supposer non décroissant.
On en déduit [n° 20] :

a>r[3, / - / ] = °.

Ce qui achève la démonstration, car la différence ƒ — / se réduit
dans (o, i) à un polynôme (4) [n° 29].

36. Faisons maintenant intervenir le module de continuité de
/ (0(a?), soit £(o). Une identité analogue à (32) montre que Ton a,
dans tout l'intervalle, c'est-à-dire quels que soient :

o g a?, a? + r a + ^ i , o<<5, o < 3',

(35) |AUS/(*)l^ re(*')-

M. L.-E.-J. Brouwer (2) a établi, en supposant la fonction continue,
que cette inégalité, où £ désigne un infiniment petit, est une condition
suffisante. Pour le démontrer, il suffira de faire voir que hr' A7A ƒ (a?) tend
uniformément vers une limite bien déterminée.

11 résulte de l'hypothèse que cor+1(o) est infiniment petit. On peut
donc supposer ƒ seulement bornée. Ceci posé, imitant le procédé
employé, pour r = i , par M. L.-E.-J. Brouwer, formons la diffé-
rence

•' \n J 'in
"

où - désigne une fraction comprise entre o et i.

(*) Remarquons que l'uniformité de la convergence est une condition indis-
pensable. Si, par exemple, on prend pour ra? ) une fonction représentée par
une ligne polygonale, h~*àflf(a?) tend vers zéro partout, sans que/admette
même une dérivée première continue.

(2) Mémoire cité.
M. «



58 A. MARCHAJÜD.

Posons
h — ?l)i,

il viendra

Mais on a [n° 19, A]

) = 2 Aï j\x -h/À) [o </^ (/> - i) r],

la première somme comprenant nr termes, la seconde p7. Le numé-
rateur de CD est donc égal à la somme de (np)r différences :

avec
\il~~jl\<nr\l\ = r\h\.

Comme toujours on peut suppposer t non décroissant. Chacune
de ces différences a, par suite, en vertu de (35), un module inférieur
à|X|\£(r|A|). Et Ton a

\CO\<s(r\h\).

Soit maintenant a un nombre irrationnel compris entre o et i. Il
résulte de la continuité de ƒ que, h étant donné, on peut trouver une

fraction — assez voisine de a, pour que la différence

soit aussi petite qu'on veut. D'autre part, on a

(-«A)-rALo*/(*) = («A)-'A£A/(x

et, par conséquent,

On obtient donc, en définitive,

(36) ] h-'^/ix) — («A-'-) K,J(x) l< ae(r| A |

quel que soit
| |
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II en résulte que hr1 Af
h f{x) converge uniformément vers une limite

quand h tend vers zéro d'une manière quelconque.

37. Si dans (3s) on fait tendre o vers zéro, il vient

Cette dernière inégalité ne suppose pas £ non décroissant. On
obtient alors Fénoncé suivant, qui complète celui de M. L.-E.-J.
Brouwer :

La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f{oc\^
bornée dans (o,, i), y admette des dérivées entières continues jusqu à
Vordre r, la dernière satisfaisant à la condition

où E(O) désigne un infiniment petit, est que Von ait dans Vintervalle

58. Voici une application des résultats précédents :
M. Lebesgue (4) a démontré que si une fonction continue ƒ (a?)

admet, en tout point, une dérivée seconde généralisée :

la quantité §~2À|/"(a?0 — o) reste comprise entre les limites inférieure
et supérieure de <p dans (o?0 — S, cc0 + o).

On en déduit, si ©est bornée, une égalitéde la forme 6 J 2 ( O ) < K.o2.

Il résulte alors du n° 28, que flf(oc) = -j-f'ipo) existe presque partout.

Supposons maintenant <p continue, et soit z(o) son mpdule de
continuité. La fonction ƒ(a?+ o') — f(&) a pour dérivée seconde
généralisée

(') Leçons sur les séries trigo no métriques, p. 6.
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On a, cette fois,

Par suite, fff(x) est continue.
On obtient ainsi la proposition suivante, dont le théorème de

Schwartz est un cas particulier ;

Si une fonction continue admet, en tout point cran intervalle, une
dérivée seconde généralisée bornée [continue]1 la dérivée seconde ordi-
naire existe « presque partout » [partout], et coïncide avec la dérivée
généralisée aux points où elle existe.

39. Nous avons obtenu au n° 14 des conditions nécessaires et
suffisantes pour l'existence de dérivées continues jusqu'à un ordre
donné quelconque a. Le théorème de M. L.-E.-J. Brouwer en fournit
de nouvelles, dans le cas où a est entier. Celles-ci sont, dans le cas
particulier a = r, plus générales, puisqu'elles supposent la fonction
seulement bornée. A un autre point de vue elles sont plus restric-
tives, car elles demandent que Ton connaisse une propriété de la diffé-
rence d'ordre r et non pas d'un ordre supérieur quelconque. On peut
se demander s'il ne serait pas possible d'en faire l'extension au cas où a
est quelconque. 11 faudrait nécessairement considérer les différences
d'ordres non entiers. Ces dernières sont d'un emploi beaucoup
moins simple que les différences ordinaires, et leur étude nous entraî-
nerait en dehors du cadre que nous nous sommes tracé. Voici cepen-
dant quelques résultats qui me paraissent intéressants à signaler.

Posons, avec Liouville (1),

Cette définition implique la convergence de la série du second
membre. Mais si l'on convient, comme plus haut (n° 6), de prolonger
la fonction par zéro à gauche d'un certain point, l'origine par exemple,
AS/'(J?) ne contiendra jamais qu'un nombre fini de termes.

Ceci pose, en remarquant que — y~ \à— a P o u r limite jr;—: *

( l) Mémoire cité.
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quand/» augmente indéfiniment, on démontre facilement que le pro-
duit oaÀfa/(a?), (oc^>o), tend uniformément vers \*]f(x) pourvu
que f (ce) soit bornée et intégrable au sens de Riemann.

Inversement, si o-aAg/(ir)7 (a^>o) converge uniformément vers
une limite bornée g{oc), et si de plus x~*f(x) est bornée, on a

Ainsi on peut, sous certaines conditions très générales, définir les
dérivées et les intégrales par la même opération :

C'est le point de vue opposé à celui adopté dans ce travail, lequel a
l'avantage de ne faire intervenir que les différences entières.

CHAPITRE III.
FONCTIONS DE DEUX VARIABLES RÉELLES.

VII. — Pseudo-polynomes et réseaux.

40. Nous nous occuperons, dans ce Chapitre, des dérivées des
fonctions de deux variables réelles, uniformes et bornées dans le carré

Précisons d'abord quelques notations. Je désignerai par Ifi^f^x, y)
et Djjïfl/(a?, y) l'intégrale et la dérivée d'ordre a par rapport à xy et
de même par I^6/(a?, y) et Dpbf(œ, y) l'intégrale et la dérivée
d'ordre (3 par rapport à y. Enfin on posera

°,a] — Dx*y*; a, b, D ^ , a lDyï b, J — Dy?x' ; 6, a-

Comme dans le cas d'une seule variable, les indices aetb rappellent
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les constantes à partir desquelles sont prises les intégrales. Nous les
supprimerons lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté. Dans ce cas, on
utilisera,, pour les dérivées, la notation plus simple :

Si ƒ est continue, on peut intervertir l'ordre des intégrations succes-
sives \^i et 9 .

Au contraire, les dérivées D^Ç' et D$+ÏJ ne sont pas nécessaire-
ment égales; de plus, Tune peut exister, l'autre pas. On le voit en
prenant, par exemple,

où g désigne une fonction sans dérivée d'aucun ordre. On a

tandis que Dfp\ö n'existe pas.
Cet exemple montre aussi que, à la différence de ce qui se passe

dans le cas d'une seule variable [n° 3 ] , on ne peut modifier les cons-
tantes a et b sans mettre en cause l'existence de la dérivée : La fonc-
tion considérée n'admet pas de dérivée D^js^iV/ '^ a).

Nous indiquerons au n° 47 à quelles conditions on pourra inter-
vertir Tordre des dérivations, ou changer la valeur des constantes.

Remarquons enfin que ces questions ne se posent pas pour les
fonctions ZXY, où X et Y désignent respectivement des fonctions
de x seul et de y seul, lorsque les dérivées D£«,* X et D$J6 Y existent.

4 1 . Avant d'aller plus loin, il est essentiel d'étudier certaines fonc-
tions particulières, qui joueront ici un rôle analogue à celui des
polynômes, dans le cas d'une seule variable. Ce sont les solutions de
l'identité

(37) A(A 6 F( , , y ) = o, j o i x > o i j ) y + p 7 h \ ( ) ;

(l) La notation A^ A?/(^?, y) s'explique d'elle-même. Lorsqu'il n'y aura pas
iy) (r}[

d'ambiguïté nous supprimerons les indices (x) et (y). Alors S et X désigneront
toujours des accroissements données respectivement à x et à j .
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que j'appellerai pseudo-polynomes \d^ordre\(^n^ p). Les propriétés de
ces fonctions sont liées à la notion fondamentale de réseau.

Considérons un système de n parallèles à x = o et de p parallèles
à y = o, dont respectivement les abscisses et les ordonnées appar-
tiennent à l'intervalle (o, i), et supprimons les parties de ces droites
extérieures au carré (A). La figure obtenue est un réseau \d?ordré\{n,'p).

Un réseau peut avoir des droites multiples. D'une manière générale,
un réseau (n, p) sera déterminé par une équation de la forme

R«(a?) §p{y) = o avec )

où R„ et Sp désignent des polynômes respectivement de degrés n et p ,
de racines toutes réelles et appartenant à (o, i).

L'ordre d'une droite -est celui de la racine correspondante. Un
réseau dont toutes les droites sont simples est un réseau simple.

42. Si un pseudo-polynome s'annule sur un réseau simple de même
ordre, il est identiquement nul.

Ceci est presque évident. Soient F(a?,y) une telle fonction, (n, p)
son ordre. Ag F(a?, y), considérée comme fonction de y, se réduit à un
polynôme de degré p — i au plus [n° 29]. Mais celui-ci étant nul
pour p valeurs distinctes de y est identiquement nul ; et ceci quels que
soient

II en résulte que F (a?, y ) , considérée comme fonction de a?, est,
pour o<a?<i, un polynôme de degré n — i au plus, lequel est identi-
quement nul puisque se réduisant à zéro pour n valeurs distinctes de œ.
Cette propriété peut encore s'énoncer :

Un pseudo-polynome est entièrement déterminé par les valeurs qu'il
prend sûr un réseau simple de même ordre.

On va en déduire la forme générale de ces fonctions. Soit F (a?, y)
Tune d'elles, d'ordre (n, p). Donnons-nous un réseau simple
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Je dis que l'on- a, dans (À),

En effet, le second membre, donné par la formule de Lagrange,
coïncide avec F(a?, y) sur le réseau; d'autre part, on vérifie immé-
diatement qu'il satisfait à (37).

Les pseudo-polynomes (n, p) sont donc de la forme

ou les A et les B ̂ onï des f onctions bornées, #£ réciproquement (1 ).
Remarquons enfin que si, dans le second membre de (38), on rem-

place F par une fonction donnée ƒ, on obtient le pseudo-polynome
(n, p) qui coïncide avec elle sur le réseau considéré.

43 . L'identité (38) peut s'écrire
n p

(38'). F<*. ̂ ) = 2 P I ( * ) F ( * I , 7) -H^QyOOFftf, j,) +U(x, y),

où P,- et Q; désignent des polynômes respectivement en x et y, et II un
polynôme à deux variables.

On en déduit immédiatement que : la condition nécessaire et suffi-
sante pour quun pseudo-polynome (n, p) admette, dans

\b\y\i\ ( ° < a ' °<b)f

toutes les dérivées continues

D
; 0 ,0—^P # ar« ' ; 0,0

(*) II faut observer que F ( J ; , j ) étant donnée, les A et les B ne sont pas
complètement déterminés. On peut ajouter à chacun des A un polynôme de
degré p — i, à condition de modifier convenablement les B.
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est qu on puisse trouver un réseau simple (n, p\ tel que les p fonctions
de x

F ( ^ y j ) • ( / = !> 2 , . . . , / > )

et les n fonctions de y

respectivement dans (a1 i) rfe,? dérivées continues D
Sam- (6, i) des dérivées continues D$?0(o < P'< (3).

Pour les dérivées entières, on peut supposer a = b = o, de plus
Tordre des dérivations peut être interverti d'une manière quelconque.

44. Les résultats des deux numéros précédents peuvent être
étendus aux réseaux quelconques. Il faut alors supposer l'existence de
dérivées sur les droites multiples.

En considérant un réseau multiple comme la limite d'un réseau
simple dont certaines droites viennent se confondre, on est conduit à
J<$ déllaiùon suivante : Soient

1

P'
(39)

un réseau donné, et ƒ et 'g deux fonctions admettant

i° Sur chaque droite ce = xi: les dérivées entières

sur chaque droite y = yjy les dérivées entières

2° Aux points de croisement (xt, j y ) , les dérivées entières

M.
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On dira que f et g coïncident sur le réseau, si ces dérivées sont
pour les deux fonctions respectivement égales. Il suffit évidemment
que les premières le soient.

Pour un pseudo-polynome, il est inutile de supposer Texistencç des
dérivées D&'+w aux points de croisement. Ceci résulte de (38y.

Les énoncés du n° 42 s'étendent sans difficulté. Il suffit de répéter
le raisonnement, en le modifiant d'une manière évidente.

Généralisons l'identité (38). Soit

P-\

un pseudo-polynome (n,p) ayant les dérivées indiquées au i°. Posons

CT, considérée comme fonction de cc7 est un polynôme de degré n — i.
En lui appliquant la formule de Lagrange, on obtient

où Ton a posé

R(a?

De même on peut écrire

«o ««,., ,
avec

On en déduit

C ) F ( . , , , = H

ou
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Nous allons calculer ces deux sommes. Remplaçons, dans la pre-
mière, oh par sa valeur tirée de (41)- H s'agit de caluler des termes
de la forme

(y

Mais d'après les hypothèses faites sur F, oh admet, sur œ = cciy des
dérivées par rapport à ce, jusqu'à Tordre £,, car (2L admet évidemment
ces dérivées. D'autre part ûh a des dérivées, par rapport à y, de tous
les ordres. On peut donc écrire, d'après une remarque faite il y a un
instant,

D'où enfin

De la même manière, on aurait pour (D une identité analogue, où
oh serait remplacé par &L.

Si l'on porte dans (4^), en groupant dans la somme C+<£), les
termes deux par deux de manière à remplacer ÖC + d3 par F, on
obtient l'identité définitrve

(43)

F(as,u)

qui généralise (38), et à laquelle elle se réduit lorsque tous les £t et Y];
sont nuls.
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43. De cette dernière relation, on déduit Fextension de la proposi-
tion donnée au n° 43. Pour obtenir un énoncé simple, faisons la con-
vention suivante :

Lorsque les p fonctions de x

auront des dérivées [continues par rapport à ce] D$>0, et les n fonc-
tions de y

des dérivées [continues par rapport à y] D*Ç0, on dira que / ( J ? , y)
admet des dérivées [continues] D^o et Dl^0, sur le réseau.

On obtient alors le théorème général :

La condition nécessaire et suffisante pour qu\in pseudo-poly nome
admette dans

toutes les dérivées continues

est qu'on puisse^ trouver un réseau de même ordre, n ayant pas de paral-
lèle à x — o d'ordre supérieur « a + i, ni de parallèle à y = o d'ordre
supérieur à [3 -\~ T , &>/ ̂ «^ le pseudo-polynome ait sur ce réseau des déri-
vées DJlÏÏ0(o<a/<a) continues dans (a ; i) ^̂  des dérivées D(^0(o5 Jî'^jî)
continues dans (6, î).

Lorsqu'on suppose les a, [3, ar, ^ entiers on peut prendre a = b = o ;
de plus Tordre des dérivations peut être interverti d'une manière
quelconque.

Si Ton ne fait pas la restriction £,< oc, YJ ; <{3, les conditions sont seu-
lement suffisantes.

46. Pour terminer, je vais étendre les propriétés des pseudo-poly-
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nomes aux expressions de la forme

n — 1 p — 1

qui interviendront dans les dérivées mêlées d'ordres non entiers.
Supposons 9 bornée dans (A). x~S) y~w <& (x, y) est un pseudo-poly-

( a < /yt< 1 )nome (re, p) borné dans tout carré = w = L (o <^ a). On peut, dans

un tel carré, lui appliquer l'identité (38), en supposant que le réseau
n'ait pas de côté commun avec xy = o. Après avoir multiplié par xvy™7

on obtient

2 2 (.-
Relation valable dans (À), sauf peut-être sur xy — o. En faisant

successivement 7 = b7 x^o\ x = o, y jé.o\ et enfin x —y = o, on
voit que cette restriction peut être levée.

D'une manière analogue, on ferait l'extension de l'identité (43).
On en conclut immédiatement que les expressions de la forme (44)
possèdent les propriétés énoncées aux nos 43 et 43 , avec la restriction
indiquée plus haut, à savoir que le réseau ne doit pas avoir de droite
sur xy = o.

VIII. — Dérivées mêlées d'une fonction de deux variables réelles.

47. Occupons-nous, pour commencer, de l'interversion de l'ordre
des dérivations.

Soit /(a?, y) une fonction continue dans (A), ayant, dans ce
domaine, une dérivée bornée D^i0, et cette dernière une dérivée Dj$o

continue des deux variables. Pour simplifier, on supprimera les
indices zéro.

Désignons par r et 5, respectivement, les parties entières de a et [3.
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La relation (5)' permet d'écrire successivement

Dj£ ƒ<*, y) = 1$ D££»ƒ(*.y) + j P -
0

) 1

0

en posant

On a évidemment

D(a'-h3') (a+3)D(a-f-3) , __ n(?'-h«') TC« + p) n(a-h P) ƒ _ T ( a - a ' + ? - |3')n(a+ P) f

où
( o<a'<a \

Ces dérivées sont continues.
Si Ton rapproche ce résultat de Ténoncé du n° 4S? appliqué à la

différence ƒ — I'a^D(ÛC^} ƒ [n° 46] , on obtient le théorème suivant :

Si une fonction continue f(x$ y) admet dans (A) une dérivée
bornée D^aJ07 ayant elle-même une dérivée DJ5̂ 0 continue des deux
variables, la condition nécessaire et suf Jîsante pour qu elle possède toutes
les dérivées

continues sauf peut-être pour ccy — o, est quon puisse trouver un
réseau (r, s) [n'ayant pas de parallèle à ^ = o d'ordre supérieur
à a + i, de parallèles à y = o d'ordre supérieur à [3 + i, ni de droite
commune avec aoy = o], ?̂/r lequel la fonction admette des dérivées
DÎpi o continue sauf peut-être pour cc —o y et DJf̂ 0 continue sauf peut-être
pour y = o.

Si l'on suppose a, j3, a', J37 entiers, la continuité a lieu dans tout (À),
pourvu que D£ai0 soit, sur le réseau continue pour x = o, et Dj$o

continue, sur le réseau, pour y = o. De plus, l'ordre des dérivations
peut être interverti d'une fnanière quelconque. Enfin, le réseau peut
avoir des droites sur xy = o.

Remarquons que si Ton voulait assurer seulement l'existence de
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?, j ) , il suffirait de supposer que la fonction admet sur le

réseau une dérivée bornée Dj,'^.

Plus particulièrement : Si les deux dérivées D^yf)00 et DJ§Jf£(0

existent dans (A) elles sont égales pourvu que Vune d'elles soit continue.
[D(P+a) est définie comme la dérivée D$ ) 0 de Djjp|o supposée bornée.]

Passons enfin à l'existence de la dérivée D^7p?^0. On a

La dérivée précédente existera donc si f admet une dérivée conti-

nue Djjp|o on pourra alors dériver sous le signe f h e t pour cela il

suffit qu'elle la possède sur le réseau. Dans ces conditions la déri-
vée T)]$yf)a'h' existera quels que soient a! et b\ o<a'<^x, o < 6 ' < j .

Pour simplifier, nous avons supposé, au début de ce numéro, que
les hypothèses initiales étaient satisfaites dans tout (A). Quand a'et [3
ne sont pas entiers, D*50 et D ^ ô sont en général infinies respective-
ment pour a; = o el ƒ = o. Il y aurait donc lieu de se placer dans le
cas où les hypothèses en question sont vérifiées sauf peut-être xy = o.
Les résultats subsistent; mais les démonstrations sont plus compli-
quées. Il faut utiliser la relation (5)".

48. Si nous cherchons ^généraliser le théorème du n° 14, nous
sommes conduits à considérer l'intégrale

où Ton a posé
i—p f=p'

i=07=0
p

y(«)=f <-«
o



J2, A. MARCHAND.

/ . , i i i * i ( & <&< et, )

f étant de plus suppose continue dans un certain rectangle l b - - ^ >>
et prolongée par zéro en dehors de ce domaine.

Comme dans le cas d'une seule variable, cette dernière convention
a pour but de simplifier l'écriture. On mettra en évidence les domaines
d'intégration dans lesquels l'élément différentiel est différent de zéro,
en écrivant

t — g y— b

; T '' f k} r-«~i,/-f5-i y cj{x - ktt, y — kjii)dtdu

— a y — b

*-'«-M V Cff(x— ktt, y — /,'Ju)dtdu

jf ' f ''
l—P } P' —jT- ^ —f ' f ''

Ceci montre que la convergence de T£ £, ne dépend pas seulement de
la manière dont 9(a?, y\ t, IL) tend vers zéro avec t et a. Supposons
les intégrales

v—a y—b

r jj t~a-1 «-P-1 © (x, y ; t, u)dtdu,

s ' 0

uniformément convergentes dans le rectangle

Dans ces conditions IC£, a une limite 1 continue dans ce domaine.
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Faisons d'abord tendre z vers zéro, en écrivant

On obtient

v = mfju-^du%c'^{x'y- k>)du [nos 10 el 13]-
oxxf^l désigne la dérivée D^a2a/. Mais I0|g, est uniforméjnent conver-
gente. Donc

En faisant d'abord tendre s', on aurait

Par suite f(x* y) admet, dans \ ~ = ' , les dérivées continues
( ^'^7^

On en déduirait ( * ) l'existence et la continuité des dérivées

sauf peut-être sur les droites (oc— af)(y — 6') = o. On peut rem-
placer a et b par des constantes respectivement intérieures aux inter-
valles (a, a1) et (è, &').

Réciproquement, si les dérivées (46) sont continues dans le rec-
tangle précédent, les intégrales Js, J^et J£y sont uniformément conver-
gentes dans tout rectangle intérieur, ayant deux côtés communs
avec x — aK = o, y — è, = o. La démonstration est analogue à celle
que nous avons donnée dans le cas d'une seule variable (n()S 9 et 14).
Il n'y a d'ailleurs à consider que J£,'.

( l ) En a p p l i q u a n t d e u x foU la re la t ion ( 5 ) .
M. tO
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La nécessité de supposer la convergence des intégrales J£ et ~Tt

enlève beaucoup d'intérêt à la proposition directe précédente. Au
contraire, l'extension des résultats du Chapitre I va se faire sans
autre hypothèse supplémentaire que celle, d'ailleurs indispensable, de
l'existence de dérivées sur un certain réseau; et ceci, grâce à la propo-
sition du n° 24.

IX, — Différences mêlées et (Jériyées.

49. Il faut d'abord étendre la définition des fonctions ton(o).
Soit / u n e fonction uniforme et bornée dans le carré

La différence mêlée A£ A£ ƒ (# , y) I est définie pour toutes les valeurs
(y) ir) \

de a?, y\ £, h telles que les points (a?, y) et (j? + nh, y +pk) appar-
tiennent à (A). Si de plus on suppose

n
\k\<l<-,

elle admet une limite supérieure, que je désignerai par

et plus brièvement par co/i/jP(o, A).
C'est une fontion positive, bornée, non décroissante par rapport à

o<o<-
chacune des variables, définie dans le rectangle

prolongera dans l'angle (o>o, X>o), en posant

- = n

o<X<-
=p

On la

<*>n,p(d> ^ ) = - Î À pour - ,

pms

->

pour -
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En procédant dans Tordre inverse, c'est-à-dire en prolongeant

d'abord dans la bande À">-> o<-> on obtiendrait évidemment la
^ p — n

même fonction.
cortJÜ[o, A; ƒ (a?, y)] ne change pas par Tune ou l'autre des substitu-

tions JC\I— x,y\i—y. Par suite, pour calculer cofl)/J, on peut se
borner aux accroissements positifs.

La définition s'étend au cas où l'un des nombres n oup est nul grâce
à la convention A 0 / = ƒ ; to,i0 ne dépend que de o, toQjJ que de X.

On a
(^7) |gco„,,(3, 1).

Le second membre de cette inégalité étant non décroissant par rapport
à chacune des variables, on en déduit (n° 23)

7 )

5 0 . Soient k et h deux nombres naturels. Si

i i
è«' -P9

on a

| àbtff{œ, y) |g k- .rtiax | AJ A£/(* -h là', y) | ̂  A:»U/I>p(â, X).

D'où l'on tire

Gomme dans le cas d'une seule variable, on vérifie que cette inéga-
lité a lieu quels que soient o et X.

De la même manière on obtient

, u n , p ( à , l ) ;
ety par suite,

(48) «„,,,(A «, h\)<LA"hPu„tP{è, A).

Soient maintenant k1 et /z7 deux nombres positifs quelconques, k — i
et h — i leurs parties entières. CXti a
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et enfin
< ù t l t P ( k ' S , / i ' À ) < ( A ' + i ) « ( A ' - h I)P . û ï « , P ( ô , A ) .

Dans celle inégalité faisons k'o = //'A = i. Il viendra

&>„,,(i, *)<(i + oy(i + ïy.ô-"l-Puti,p(d, A)-

De la on déduil que : si pour des valeurs de o et\ appartenant à (o, i ) ,
/<? quotient o~"A~/j>co/;^(o, X) ƒ><?«£ ^//r rendu aussi petit qu'on veut,
<s)/ltfj(i, 1) ro£ nécessairement nul, et par suite aussi £0,^(0, À) ̂ w f̂o ^M<?
soient 0 et A.

Dans la pratique on n'aura pas toujours to/i)/J; mais une inégalité de
la forme

| | ( S , À ) .

Si £(3, A) est non décroissante par rapport à chacune des variables,
on démontre, comme au n° Ü5, la relation

EXISTENCE ET CONTINUITE DES DERIVEES.

o i . Passons à l'extension du théorème du n° 29. Comme nous
l'avons déjà remarqué, on ne pourra se contenter de considérer co,t/J.
D'ailleurs cette fonction ne change pas si l'on ajoute à ƒ (a?, y) un
pseudo-polynome (/*,_/?), qui peut n'admettre aucune dérivée.

Supposons l'intégrale

(49) / / tr*-*u-P-l<ùHtP{ttu)dtdu,

convergente, et plaçons-nous d'abord dans l'hypothèse où la fonction
donnée s'annule sur le réseau (n, p) dl0, dont les droites de même direc-
tion sont équidistantes et comprenant les côtés de (A). (Si n = i la paral-
lèle à Ox sera supposée quelconque ; de même si p = i.)

Pour commencer, il nous faut donner quelques conséquences de la
convergence de l'intégrale précédente. Posons

•= ƒ ƒ u)dtdu.
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Cette fonction est croissante par rapport à chacune des variables.
YJ(O, i) et YJ(I, A) sont des infiniment petits.

De plus, les intégrales

sont uniformément convergentes. Il en résultera les relations

_ rB _M _ rt ^

Démontrons, par exemple, la convergence de YJ, . On a

X I r~a-J u~$-lo*n>p(t, u)dtdu < f f t~$~'Ut-Ci-t(3i„iP(t, a) dtdu.

ï

Comme (o/ip(^, u) est une fonction non décroissante de «, la première
intégrale est supérieure à

On a alors

et, d'après (48),

i) — -o(3' , i ) ] .

Ce qui donne enfin

ƒ ^-«- J a> n ^( / , ^ ) ^ < 2 ^ 1 . ï î ( 3 , I ) . C. Q. F. D.

32. Il est facile maintenant d'établir l'existence et la continuité
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des dérivées

o,o ƒ o<(3'<(3 j "

La fonction de cc A f / ( ^ / ) s'annule sur un ensemble de n points
équidistants comprenant o et i (en un point si n = i). On a,, par
suite,, d'après (21) et (5o),

!*{ƒ<>, y)\<C(n) ft-*<*n.*[tf Mf(x, y)]dt

<C(n) f t-«-iu„,„(t,l)dl = C(n).r,d',ï)-

Nous venons de voir que cette dernière intégrale à un sens. C'est
d'autre part une fonction eroissante de A. On peut donc écrire

et

M-P-'WO^K f(B,y)]du<C{n) ƒ M-

w-P-^^fw, /(a?, y)]du<C{n).'o(uï)-

On aurait de même

Ces deux dernières relations prouvent la continuité de f(x, y)
dans (À). En effet, w1)0(o) et wOJ()O sont des infiniment petits qui
dépendent uniquement de S et "k (n° 22).

Si alors on prend [n° 48]

(r) = 0 , ^ =

on voit immédiatement que les intégrales J£> J^ et J£(&' sont unifor-

mement convergentes dans tout carre » aj>o. Par suite:

dérivées (02) existent et sont continues dans '(A), .y/?/// peut-être
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sur xy = o. Les substitutions oo\\ — x et y 11 —- y permettent d'affirmer
la continuité des dérivées entières dans tout le carré.

L'intégrale (49) reste convergente quand on y remplace a et ^
par a' et [i(> Cette remarque permet d'éviter l'utilisation d'un résultat
que nous n'avons fait qu'énoncer au n° 48*

Le raisonnement suppose a <̂  n et j3 < ĵ», car y(a) et ^ ((3) doivent
avoir un sens. Mais on constate facilement que si l'une de ces condi-
tions n'est pas remplie, ƒ(#, y) se réduit à zéro dans (A). Supposons
par exemple, oi>n.

De la convergence de ƒ tr*-* <ùntP(t, i)dt [n° 51], il résulte

que o~acort }}(oy i) est infiniment petit [n° 18, C]. Or si o<i, on a

On en déduit [n° 50] que ƒ(#, / ) est un pseudo-polynome (n, p).
Celui-ci s'annulant sur un réseau simple de même ordre est nul dans
tout (A).

53. Plaçons-nous maintenant dans l'hypothèse où/n'est plus sup-
posée nulle sur Ôi0. Désignons par Fole pseudo-polynome d'ordre(n,p)
qui coïncide avec ƒ sur ce réseau. La différence ƒ — F o satisfait aux
conditions précédentes, car on a

En se rapportant au n° 45 on obtient alors la proposition suivante :

Si lJintégrale / / r̂ *"1 u~P~l ton p(t, il) dtdu converge, la condition

nécessaire et suffisante pour que la fonction donnée admette toutes les
dérivées

continues dans (A), sauf peut-être sur acy = o, &y£ ̂ 'on puisse trouver
un réseau (n, p) (n'ayant pas de parallèle àa; = o dWdre supérieur
àa + i, ni de parallèle à y = o d'ordre supérieur à p + i), te/ que la
fonction ait sur ce réseau des dérivées D^J0 (o<a'<<^) continues sauf
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peut-être à V origine, et des dérivées D^JP0 continues sauf peut-être à V ori-
gine.

Pour les dérivées entières on peut supprimer la restriction « sauf peut-
être sur xy = o », en supposant les dérivées D^ et D^t continues sur tout
le réseau (r et s désignent respectivement les parties entières de a et [3).
De plus l'ordre des dérivations peut être interverti d'une manière quel-
conque.

En effet, Fo admet sur le réseau les mêmes dérivées que ƒ.

34*. Comme dans le cas d'une seule variable, il est possible de pro-
longer ƒ de manière à faire disparaître la discontinuité des dérivées
non entières sur xy = o.

Je vais le démontrer pour ƒ— Fo, ou, ce qui revient au même, dans
Fhypothèse où ƒ s'annule sur dl0.

Remarquons d'abord qu'on peut supposer n — r-\-i, p = s-\-i.
Il suffira d'établir qu'on peut ramener, par exemple, n à la valeur r + i.

La fonction de x,

s'annule sur un ensemble de n points équidistants ayant pour
extrêmes o et i. On a donc, en combinant les relations (20) et (21),

+J& a>„t ,

où B1 (n) désigne une fonction de n seul, et encore (47)?

" f'

C v-*tontP{v,l)di>+j *-'-*&>„>•,A)rff .

On en déduit que, quels que soient o<^8 '<8 ? o<[X'<X,
| A§,+ I Af,/(*r, y)\ est inférieur au second membre de cette dernière
inégalité. D'où

X)rf?l
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s'agit d'établir la convergence des intégrales

f f tr-*u~?-ldtdu f «-^„„(o, u)dv,

f f V'-^u-^dtdu f v~r-*vtkiP{v, u)dv.

Elle devient évidente, en les écrivant

f f i^a-Mw (P, u)dvdu ƒ t>'-adt,

f u-$~vdu I r- r- swB ) P(p, u)dç j tr-*dt.

Nous supposerons donc /i = r + i , p = jr -h i. De plus nous pose-
rons3 pour simplifier l'écriture,

T(<X) _ t ( a ) T(P) _ T ( P )

D(«) _ D(a)__ .(a) D(S) „ D ( S ) _ .(S)

Formons la différence

o
t s

Je vais montrer que, pour cette fonction, les dérivées (52) sont
continues dans tout (À). On a évidemment

Wf-t-i.j-f-iLê, 1; ƒ ] = a) r_MtJ+1[ô, X; ƒ ] .

Les dérivées entières de f (ce, y), par rapport à y, jusqu'à Tordre J
inclus, s^annulent pour y = o. En appliquant les relations (29) et (3o)
à la fonction de j , À^1 f (ce, / ) , on obtient

M. I l
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La première de ces inégalités donne [(47)1

et, le dernier membre étant une fonction non décroissante de o,

, Ai?P] < fx(p) YI,(3, A) [n° 50 et

La seconde donne

Mais ƒ(*) s'annule ainsi que ses dérivées entières, par rapport à œ7

jusqu'à l'ordre r inclus, pour x = o. On peut alors appliquer aux fonc-
tions de je, ƒ(*) et àlf(s}7 respectivement les inégalités (29) et (3o). En

utilisant les relations précédentes, on obtient alors

. I),

f'x „ft_

car les seconds membres sont des fonctions croissantes de o et X. La
dérivée 7 ^ ^ est donc continue dans (A).

D'autre part,

II en résulte

Si maintenant on remarque que Ton a [n° 51]

J yi x0" J y^ûca ' J " y$ J y5 '

on écrit
ƒ = '•x'y* Jyxa- T

car f^^ étant continu, on peut intervertir Tordre des intégrations.

On en déduit
7 (a)
/ V
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D'où il résulte que ƒ(*) s'annule pour ^ = o? ainsi que ses dérivées
entières jusqu'à l'ordre s inclus.

Il est facile maintenant d'établir et de mesurer la continuité
de ƒ£*•*+•ƒ), car ƒ et J'jg) sont respectivement, comme fonction de oc et
et comme fonction de j , dans les conditions du n° 3 1 . Les relations (29)
et (3o), appliquées à la fonction de x} A*-*-1 ƒ, donneîit

D'où l'on déduit comme plus haut :

Appliquons aux fonctions de y,fj$ et A§y£*>? respectivement les

relations (29) et (3o). Il viendra

, 1).

Inégalités qui prouvent et mesurent la continuité de 7^+P).

On voit immédiatement que cette dérivée s'annule sur xy — o.
Enfin, en se rappelant que

7 „ i(a)7(a) 7 ( a ) _ T(B) J{«+?) [ n« 31 ]

on obtient
J \xi ï) — lo;*y? J x*y$ *

D'où l'on déduit

7 («'-*-?')_ 7 (P'+«') i<a-a'-£?-Pr> ? M*) i °
) O < (3'< ^ } *

Toutes ces dérivées sont continues dans (À) <?£, cfe /)&w, s'annulent
sur xy = o.

Revenons à la fonction ƒ (a?? j ) et prolongeons-la dans la partie du
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carré \ <^<* \ extérieure à (A), par le pseudo-polynome

où les dérivées/^(o, y) et yV.)(a?, o) ont été elles-mêmes prolongées

dans l'intervalle (— i, o), respectivement par les polynômes

On a, dans ces conditions,

D ^ L , , . , ƒ(*, y) - D ^ ; i ( O ƒ (*, r ) + D ^ L , , » , *(*, y)-

Pour démontrer la continuité de cette dérivée dans (À), il suffit
d'établir que les fonctions ƒ ̂ (o, y) et yO*)( ?̂ o), prolongées comme

il vient d'être dit, admettent respectivement des dérivées D(Ç)_i

et D£2 __t continues dans (o, i). Considérons la seconde. La démons-

tration serait pareille pour l'autre.
La fonction de j , A ^ l / ( ^ , y) admet dans (o, i) une dérivée

d'ordre s dont le module de continuité satisfait à l'inégalité

[(24)] a>o [ fi]

<6^a* ƒ a - ^ w ^ ^ i t a , u) du.

Mais Ag"1"1/^, j ) s'annule pour s-\-i valeurs distinctes de y. Par
suite, toutes ses dérivées jusqu'à Tordre s inclus s'annulent à l'intérieur
de (o, i). On a donc

et

d'où
f i).
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De proche en proche on voit que cette dernière quantité borne
toutes les dérivées

I A r + 1 fU) I / ; „ rt T -\

11 en résulte que l'intégrale ƒ t~*~xtùt+Xfi\t,f^)'^dt converge. Ce qui

achève la démonstration, car fV)(a;, o) est prolongée comme il a été

indiqué au n° 2 8 .

APPLICATION AU CAS OU L'ON FAIT DES HYPOTHÈSES SUR Cü„ o ET (ÛOtP.

5 5 . Connaissant (o,i)0(o) etco0>/J(X), on peut obtenir une limitation
pour (jL>rt/J(o, À). On a, en effet,

D'où Ton déduit

et

en désignant par a et è deux nombres positifs quelconques de somme
égale à l'unité.

L'intégrale / / ^~a'"1M~^'~Ico/ï)P(?, u)dtduser& convergente si

— ÇX -«'-1 a — C
Jh rt'° f «A

le sont.
Supposons, par exemple,

Il vient, dans ce cas,
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Ces intégrales seront convergentes si Ton a

c'est-à-dire si

Réciproquement, si cette inégalité est vérifiée, on peut choisir a et 6
satisfaisant aux inégalités précédentes. D'autre part, il résulte du n° 29
que les dérivées D^> et D<Pp') existent et sont continues par rapport à la

variable de dérivation. On a donc la proposition suivante, obtenue
par M. P. Montel ( l)} lorsque le point (a?? y) est intérieur à (A) :

Si les rapports |o~aA£/| et | À ~ ^ A { / | restent bornés, la fonction
admet, dans (A), toutes les dérivées continues

pour lesquelles
a'

Pour les dérivations non entières, ƒ doit être prolongée d'une
manière convenable.

Plus généralement :

Si les intégrales f *-a0-1[wn 0(t)f dt et / tt-pu[(o0 p(u)f du sont

convergentes quel que soit o <̂  6 < i ? on joe«^ supposer

a (3 ~

Pour le voir, il suffit de prendre a'<aa, [3;< èJ3.

GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE M. L . - E . - J . BROUWER.

56. On pourrait, comme dans le cas d'une seule variable [n° 54],

(*) Mémoire cité, p. 191.
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donner des propositions réciproques faciles à énoncer, mais sans intérêt
nouveau.

Je terminerai par Textension du théorème du n° 37.
Si une fonction continue f(oc}y) possède dans (À) toutes les dérivées

continues f{r'+s) °^r
!"

t !> la dérivée ƒ('*+*) satisfaisant à la con-

dition
{£r\* + ^ y + >0 -f%y?k*> y) \$

on a évidemment

e(if
f V).

Réciproquement, supposons cette dernière condition remplie
dans (A) (1), /(«r, y) désignant une fonction bornée^ et E(O? A) un
infiniment petit des deux variables 3 et A.

Considérons la fonction de x,

C'est, pour chaque valeur de fc, une fonction bornée dans (o, i),
satisfaisant à la condition

On peut donc lui appliquer l'inégalité (36), en supposant, ce qui
est toujours possible, e(o\ o) non décroissant. Il vient alors

quel que soit |'a | <̂  î.

De la même manière, on obtiendrait

| / i - ' 7 r - À U i / ( ^ 7 ) - hrr-*àrht%kf(x, y) \ < 2e [o , s\k\],

quel que soit | ̂  | <̂  i.
Remplaçons, dans cette inégalité, h par ah et ajoutons à la précé-

(1) C'est-à-dire quels que soient # ,ƒ , 3,3', X, V positifs et tels que les points
{x, y) et (# -h rô -t- <3', y -H si -h V) appartiennent à (A ).
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dente. Il viendra

p i { x , y)|
< 2 e ( r | A | , o ) 4 - * e ( o , * | A | ) ,

quels que soient | a | < i , | p | < i . D'où il résulte que h~rk-<A'h k%f(x,y)
tend vers une limite bien déterminée gr^(x,y)-> <Iuand- ^ e t * tendent
vers zéro d'une manière quelconque. Si Ton divise les deux membres
de (53) par orX\ on obtient, en faisant tendre o et A vers zéro,

Ce qui prouve la continuité de gr%s. Remarquons qu'il n'est pas néces-
saire ici de faire des hypothèses supplémentaires sur E(O, X).

Considérons maintenant l'intégrale

Cette fonction admet dans (A) toutes les dérivées continues

\o<s'<s

avec

Par suiLe, la différence

{x, y) - sv(,(

converge uniformément vers zéro quand o et X tendent vers zéro
d'une manière quelconque. Il en est donc de même de

Il résulte alors du n° oO que la différence ƒ— g se réduit dans (A) à un
pseudo-polynome (r, s).

En définitive? on aboutit au théorème :

Pour qu une jonction j\x7 y) , uniforme et bornée dans (A), y admette

toutes les dérivées entières continues f(r'+0 pour lesquelles \ = , T f» la
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dérivée f^r^ satisfaisant à la condition

+ §,y + l) -f(^\x, y) | g £(5, l),

o à E(O, X) désigne un infiniment petit avec o et X ; il faut et il suffit :

i° Que Von ait dans (A)

20 Qu'on puisse trouver un réseau (/*, s) sur lequel la f onction donnée
possède des dérivées continues D<r> et D^).

o7. On voit facilement comment les notions de pseudo-polynome
et de réseau, et par suite, les résultats de ce dernier Chapitre, se géné-
ralisent pour un espace à plus de deux dimensions.

Vu et approuvé :

Paris, le 11 mars 1927.

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIKNCES,

C. MAÜRAIN.

Vu et permis d'imprimer :

Paris, le 11 mars 1927.

L E RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS,

S. CHARJJÉTY.

M.
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