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FONCTIONS HARMONIQUES
PRESQUE PERIODIQUES

INTRODUCTION ET RESUME
DE LA THEORIE DES FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES.

1. Dans trois Notes des Comples rendus et dans trois Mémoires
des Acta mathematica (') M. H. Bohr a créé la théorie des fonctions
presque-périodiques (*). Diverses généralisations ont été indiquées
par MM. Stepanoff (*) et Besicovitch (*), enfin M. Bochner (*) a donné

(*) H. Boar, Sur les fonctions presque périodiques (Comptes rendus, t. 177,
1923, p. 737); Sur Uapprozimation des fonctions presque périodiques par des
sommes trigonométrigues (Ibid., t. 177, 1923, p. 1090); Sur les fonctions
presque periodiques d'une variable complexe (1birl., 1. 180, 1925, p. 645);
Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen :1 (Acta mathematica, t. b,
p- 29-127); IL (Lbid , t. 46, 1925, p. 1o1-214); I1L (1bid., t. b7, p. 237-274).

(*) Ges fonctions contiennent, comme cas pacticulier, les fonctions quasi
périodiques de Bohl-Esclangon : Bonr, Magister dissertation, Dorpat, 1893;
Journal de Crelle, 1. 131, 1906, p. 268-321. — Escrancon, Thése, Paris, 1go4;
Annales de I'Observatoire de Bordeaux, 1919.

(*) Sreeaxorr, Sur quelques généralisations des fonctions presque pério-
diques (Comptes rendus, t. 181, 1923, p. go); Uber einige Verallgemeinerun-
gen der fastperiodischen Funktionen (Math. Annalen,v.93, 1926, p. §73-498).

(*) Besicoviten, Sur quelques points de la théorie des fonctions presque
périodiques (Comptes rendus, t. 181, 1925, p. 394).

(") Bocuner, Sur les fonctions presque périodigues de Bohr (Comptes
rendus t. 180, 1925, p. 1156); Beitrdge sur Theorie der fastperiodischen
Funttionen [ Math. Annalen (sous presse)].

FAVARD. 1



2 J. FAVARD.

des propriétés nouvelles des fonctions de M. Bohr ainsi qu’une méthode
de sommation des développements analogue a celle de M. Féjer pour
les fonctions périodiques.

Nous commencerons par exposer briévement la théorie des fenc-
tions de M. Bohr : celle des fonctions continues presque périodiques.

2. Définition. — Une fonction, réelle ou complexe, d’une variable
réelle ¢, définie et continue dans tout I'intervalle — = <1<+ o

Sy =u(t)y+iv(e),

est dite presque périodique lorsqu’a tout nombre ¢ (> o mais aussi
petit que ’on veut) on peut faire correspondre une longueur

l:l(f’ e)>o,

telle, que tout intervalle de longueur (¢, <¢<t, avec t,—t,=1)

contienne au moins une presque période © appartenant a e, c’est-
a-dire un nombre ©( f, ¢) pour lequel on a I'inégalité

f(t+7)—f()] e

dans tout 'intervalle : — oc <t <<+ 0.

Toute fonction presque périodique est bornée et uniformément
continue dans l'intervalle — s < ¢ < + . La somme et le produitde
deux fonctions presque périodiques est encore une fonction presque
périodique, il en est de méme du quotient quand le dénominateur a
son module supérieur a une quantité positive : c’est ce que M. Bohr
exprime en disant que les fonctions presque périodiques forment une
classe.

Avec f(t) les fonctions f(t+ A), c(f(t), |f(t)], |f()|*, u(t)
et ¢(2) sont aussi presque périodiques. Tout polynome exponentiel de
la forme

N

2 i\
hnl
ay et

n=1

ou les ¢, sont des constantes et les A, des constantes réelles, est une
fonction presque périodique.
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La fonction limite d’une suite uniformément convergente, dans
—oo <]t + o,

de fonctions presque périodiques est aussi presque périodique : ainsi
une série uniformément convergente dans tout I'intervalle

—rUI<+=»

®
Z a, ethat

n=\

et de la forme

représente une fonction presque périodique.

3. Pour toute fonction presque périodique f(¢) il existe une valeur

moyenne que nous désignerons par M | /(¢) | et qui est définie de la
facon suivante :

T +T e+t
M! /(&) =hm if f(t)det =lim i,f f(t)dt=1lim ~I—f Sy de,
T—)w' ) l->=c21 -—T ’ l*”TL(

dans la derniére expression c¢ est une constante et sa convergence
vers M | f(z) | a lieu uniformément en c.

Lorsque, dans la suite, nous aurons & effectuer cette opération sur
des fonctions de plusieurs variables f(x, y, 3), nous mettrons en

indice la variable par rapport a4 laquelle la moyenne est faite, par
exemple :

VA
M. g2 (=lim g [ fn y, 2)d
A 2 0 *

D’aprés ce que nous venons de rappeler, si 7(¢) est presque pério-
dique, il en est de méme de £ () e="; par suite,

M| f(0)e™ | =a(})

existe également. A toute fonction presque périodique correspond
une suite seulement dénombrable de nombres A tels que a(A) soit
diffévent de zéro. Désignons par A,, A, ... A, ... les valeurs de A pour
lesquelles a(\) =~ o, Pordre étant d’ailleurs arbitraire (avec A,= o0
si c’est nécessaire) et par Ay, A,, ..., A,,... les valeurs moyennes
corres pondantes. Les nombres .\ sont appelés exposants et les A coef-
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ficients de Fourier de la fonction; formant alors la série

Z Ane“\ n,

nous dirons qu’elle est la série de Fourier de la fonction f(2) et,
pour rappeler la relation entre la fonction et la série, nous écrirons,
suivant la notation d’Hurwitz :

Vit3) NE A, e\,

n==u

Dans le cas des fonctions périodiques, la série de Fourier ainsi formée
est la méme que celle obtenue par la méthode ordinaire. Toute fonc-
tion presque périodique réelle /(2) est susceptible d’un développement
de la forme

o ~ .
St~ 9" +—2‘(oc,, cosl, b+ B, sink,t),

n=jl

ou les a et les 5 sont des constantes réelles et les % des nombres
positifs.

4. Pour une fonction presque périodique on al’ « égalité de Par-
seval », que M. Bohr appelle aussi « théoréme fondamental », qui
exprimée par

9 ﬁ 2
M/ =1 Aal?

n—=u

et pour une fonction réelle

: . ol N R
2MILAO) ] = T+ X (i 83).

Si alors on convient de dire qu’une suite de fonctions presque pério-
diques 9,(t), 9,(2), ..., 9,(t). ... converge en moyenne vers une
fonction presque périodique f(¢) lorsque

i M{ [ f(¢) — 0, (¢) 2] =0

n>wo
(et cela entraine l’existence d’un nombre N, pour tout nombre
donné, tel que si n, et n, > Non ait

I\'I;{(P’h(£>_q)n,(t)|'))‘:\.5.



FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PERIODIQUES. 5

la relation précédente exprime que la somme des N premiers termes
de la série de Fourier de la fonction converge en moyenne vers /()
lorsque N augmente indéfiniment.

De la on déduit facilement le théoréme d’unicité :

Une fonction presque périodique posséde une série de Fourier et
la connaissance de la série suffit pour déterminer la fonction : une
fonction dont la série de Fourier est identiquement nulle est aussi
identiquement nulle; deux fonctions presque périodiques différentes
ont deux séries de Fourier différentes.

De la aussi le calcul formel des séries de Fourier; pour la somme
de deux fonctions le théoréme s’obtient immédiatement & partir du
calcul des coefficients; mais on a aussi les propositions : la série de
Fourier du produit de deux fonctions presque périodiques s’obtient
par multiplication formelle des séries de Fourier de ces deux fonc-
tions; la série de Fourier de la limite d’une suite uniformément con-
vergente de fonctions presque périodiques s’obtient par un passage
a la limite formel.

Avec f (1), la fonction

fH f(t) dt (c constant)

est aussi_presque périodique et sa série de Fourier s’obtient en exé-

t+c
catant formellement 'opération f sur la série de f(¢).
t .

Lorsque P'intégrale indéfinie o (¢) .—_—/f(z) dt d’une fonction presque
périodique est bornée, elle est aussi presque périodique (') (pour
cela 1l est nécessaire, maisnon suffisant, que la série de f(z) n’ait pas

de terme constant) et son développement s’obtient par intégration
formelle :

A
o(8) e+ Y e,

<in

() Bouw, Journal de Crelle. t. 131 ; Bonr, loc. cit., 1.
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De la: si £(¢) a une dérivée presque périodique ('), le développement
de f7(2) s’obtient par dérivation formelle :

fl(t) NZ iAnAn eiA"I-

n==1

Ces faits expriment une propriété de 'opération M que, pour rap-
peler, nous écrirons symboliquement :

' d d
'/M.—:Mf et SM=MZ.

3. La série de Fourier d’une fonction presque périodique ne con-
verge pas en général; il en est cependant ainsiici si tous ses coefficients
sont positifs (ou négatifs) et dans cecas la convergence est absolue (*);

(') Démontrons que si f/(¢) est uniformément continue, elle est aussi presque
périodique. -

Pour cela considérons une suite de nombres &, Ay, ..., A,, ... réels et qui
tendent vers zéro et considérons la suite de fonctions presque périodiques :

97»:(!);”2(-{—_*_—11‘/’;);‘70(‘—):/’(1?—%Gnhn) (o< B, <.

La fonction f/(¢) étant uniformément continue on peut trouver, pour chaque ¢
donné, un nombre d tel que, lorsque | £/ — ¢[ <4, on ait

|1 =/ ()] e

Mais les nombres %, tendent vers zéro, on peut trouver un indice N tel que,
pour 2 N, on ait

| hnl|S9
et alors aussi

[0nhn S0,
A partir de cet indice on aura donc
lon(l) —f'(2) | Ze.

Les fonctions ¢, (¢) tendent donc uniformément vers f/(¢) et ce sont des fonc-
tions presque périodiques, il en est donc de méme de /' (¢).

(?) Bouwr, Kinige Sdtze iiber Fourierreihen fastperiodischen Funktionen
(M ath. Zeitschrife, t. 23, 1925, p. 28-44).
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en particulier, pour une fonction presque périodique réelle dont la
série de Fourier ne contient que des cosinus avec des coefficients po-
sitifs on a

o N
f(t) = ;0 —i—z o, Coshyt,

n=1
%

car la série 2 ®, converge.
n=t1
Il en est également ainsi lorsque les exposants sont linéairement
indépendants (').
On doit & M. Bohr [II] le théoréme général d’approximation
suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f(¢) soit
presque périodique est qu’elle puisse étre approchée par des poly-
nomes exponentiels de la forme

N
2 a, ei)‘,‘l,

n=1

et cela uniformément dans tout 'intervalle — oo < ¢ < + o, avec une
erreur aussi faible que 'on veut; on peut méme choisir les A, uni-
quement dans la suite des exposants de la fonction.

MM. Bohr et Bochner ont donné deux procédés différents d’approxi-
mation : celui de M. Bohr basé sur la considération des fonctions
limites périodiques & une infinité de variables, celuide M. Bochner sur
une généralisation de la méthode que M. Féjer a donnée pour les
fonctions continues périodiques : les séries de Fourier ordinaires. Le
théoréme de M. Bochuer est le suivant :

La fonction presque périodique

S D A et

n=0

(") C’est-a-dire lorsque entre les A, il n’existe aucune relation de la forme
"1A1’+‘ r2A2+- ce rmAm:Oa

ou les » sonl des nombres rationnels.
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peut étre approchée par une suite de polynomes de la forme

N
Sx(t) :2 ri A, eiAnt [rv=1],

n=0

ou les 7" sont des nombres rationnels qui ne dépendent que des expo-
sants A, et non des coefficients A,,.

6. Ftant données une fonction /et la suite A, de ses exposants, a
tout nombre ¢ (>>0) il correspond un entier N et un nombre ¢( < =)
tels que toute solution des N inégalités congruentielles

[ ApT|S0 (mod 27) (n=1,2,...,N)

]

soit une presque période relative a ¢. Réciproquement, & tout ¢
donné on peut faire correspondre ¢ et N (pas les mémes que précé-
demment) tels que les presque périodes de la fonction f(z) relatives
a ¢ solent toutes comprises parmi les solutions des N inéquations con-
gruentielles que nous venons d’écrire.

Supposons maintenant que l’on ait distribué la suite des exposants A
de la fonction en un nombre fini ou infini de classes linéairement
indépendantes entre elles (cela veut dire qu’il n’y a pas de relation
linéaire a coefficients rationnels entre des exposants de classes diffé-
rentes), alors, & chaque classification des exposants correspond une
décomposition et une seule de la fonction en une série absolument et
uniformément convergente de fonctions presque périodiques qui ont
pour exposants ceux des différentes classes :

SO =f1(t) + folt) +. ..

et la série
[y + | fo() |+ ..

est bornée [par la borne supérieure de f(z)]. Ce résultat est dii &
M. Bochner (*). '

(') Au moyen de cette proposition il est bien facile de montrer que toute
fonction réelle presque périodique dont les exposants sont linéairement indé-
pendants est développable suivant une série absolument convergente. Soit en
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7. Un ensemble de fonctions ¢(t) presque périodiques est dit
majorisable s'il posséde les propriétés suivantes :

1° Les fonctions sont également uniformément continues : a tout ¢
donné on peut faire correspondre un nombre ¢ = &(¢) tel que pour
toute fonction de 'ensemble on ait

lo(t) —o(6) |2
dés que
|t —t,| S0,
2° Les fonctions sont également presque périodiques : a tout ¢ il
correspond une longueur /(¢) telle que dans tout intervalle de lon-
gueur / il existe au moins une presque période 7, pour toutes les
fonctions de ’ensemble, relative a ¢,

l9(t+7) —o(1)] Se

effet :

/(t)N? +2 p,LCOS()\,Ll——(p,,) (pn>o, O;S_‘Pn<27z)'

n=1

Puisque les A, sont linéairement indépendants, la série :

)
; +Z an COS(XN[ - Qon) [
est bornée. Or les nombres 2, étant linéairement indépendants, on sait, d’aprés
un théoréme de Kronecker, que I’on peut trouver, quel que soit entier N donné,
un nombre ¢ tel que

< T

]7\,lt—<?n[£'g (moda2m), (n=1, 2,...,N)

et pour cette valeur de ¢ la série précédente est plus grande que

+<P‘+f-’-+...+&>-
2 2

%a Py
2

2

@
e , . N N
Cette série étant bornée, il en est donc de méme de 2‘ ph et 'on a

n=\
=

x Y N
Sy === + X pucos(hnl — 9u)-
n=1

TAYARD. 2
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L’importance d’un tel ensemble de fonctions réside dans la pro-
priété suivante :

Toute suite majorisable de fonctions qui converge en moyenne vers
une limite converge aussi uniformément.

Les fonctions d’un ensemble majorisable ont les mémes exposants
(4 condition, bien entendu, de faire, pour certaines fonctions, quelques
coefficients égaux & zéro, si cela est nécessaire).

L’ensemble constitué par un nombre fini d’ensembles majorisables
est aussi majorisable; en particulier, un nombre fini de fonctions
presque périodiques forme toujours un ensemble majorisable.

Les ensembles majorisables que nous rencontrerons sont les sui-

vants : ils seront composés d’un nombre fini de fonctions f(s, ¢) défi-
nics comme il suit :

S (s, 1) est définie dans la bande — o <t < +; a<s<B, uni-
formément continue, bornée et presque périodique sur chaque droite
de la bande : les deux conditions qui définissent un ensemble majo-
risable sont alors réalisées : la continuité uniforme par hypothése, et
I’¢gale presque périodicité résulte del’égale continuité et de la presque
périodicité sur chaque droite. Etant donné, en effet, un nombre ¢
aussi petit que 'on veut, on peut diviser I'intervalle « <s < en un
nombre N de parties assez grand pour que s et s" étant deux nombres
qui appartiennent a une méme partie on ait

(5 0=/ 055
Choisissant alors N valeurs de s : s,, 5, ..., sy chacune dans une de
cespartieset considérantl’ensemblefinidefonctions f(s,,2), f(s2, 0, . -,
S (s, t) presque périodiques, et par suite majorisable, on peut trouver

€ ‘- . . €
une longueur [ <§) et des presque périodes relatives & ; pour cet

ensemble, alors on aura dans toute la bande a <s < j3

/s, t47)— f(s5, )] <.

Il est d’ailleurs bien facile de montrer que, dans ce cas, on peut
trouver nne suite dénombrable d’exposants A, qui appartiennent a
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toutes les fonctions presque périodiques de ¢ auxquelles la fonc-
tion f(s, ) se réduit lorsqu’on fixe s.
On a en effet :

Mej f(s, t) e — M| f(s', ©) e | = M [ f(s, ) —f (s, £)]e= M5

or,si|s’—s|<0ona

(s, &) —f(s' 1) | 2

donc ‘
M| [f(s, &) —f(s', £)] e | S,

c’est-a-dire que les valeurs moyennes a(s, A) sont des fonctions uni-
formément continues de s.

Par suite, si 'on choisit une suite dénombrable de valeurs de s
partout dense sur lintervalle a <s<@ et si I'on considére l'en-
semble dénombrable des fonctions presque périodiques de ¢ ainsi
obtenues, elles ont dans leur ensemble une suite dénombrable d’ex-
posants; donc, pour une valeur quelconque de s la fonction presque

périodique de ¢ : f(s, ¢) ne saurait en avoir d’autres d’aprés la con-
tinuité de a(s, A).

8. Nous terminerons par une remarque au sujet de I’opération M
et par la démonstration d'un théoréme analogue a celui qui fait
I'objet d’une note du n° 4.

Soit la fonction de deux variables f(s, ) que nous venons de con-

sidérer et dont nous savons de plus qu’elle a une dérivée partielle par

s d.f (s, ¢) . . .
rapport a s : [f)—;——, uniformément continue dans o < s <3, cette

dérivée est aussi presque périodique.
Soit en effet £, k., ..., k,, ... une suite de nombres qui tendent
vers zéro, la suite de fonctions presque périodiques

(?n(S, L) = ﬂ'ij_”k—iz*)'_—/(i"l‘) = gg f(~5 -+ ,J/L /‘~m t) (0 < 6n< I)

. , . ' t .
tend uniformément vers la fonction MJSS’—) On peut en effet trouver

un indice N suffisamment grand pour que

|k, | <o
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dés que nZ N et pour que

Se

2 7Gsh 0= 2 15, 0)

dés que |s' — s{S3; a partir de cet indice on aura

af(s,t)
Js

<

=&

’cp,As,t)—

La convergence de la suite g, (s, 7) vers d—/‘%—) est bien uniforme,

et par cela %—{est presque périodique, les coefficients dfa gc J(s, 1)

s’obtiennent donc par passage a la limite formel, or

a(s+ kny, M)—a(s, 1)

kn ’

Ml 9n(s, ) e =

dODC les fODCtiOﬂS a(s, )\) ontune dérivée par rapport asetlon peut
écrire :
(0 f(s,t) _, 1 J :
NASA) —
M,%——w- ,Se‘ ‘)J%_?l\/]/;f(s, tye M,

c’est dire que, dans ces conditions, on peut intervertir I'ordre des
y e d , e .
opérations M, et —; ce que nous écrirons symboliquement :

Jds
J d
Js M, =M, Js’

9. M. Bochner a également fait la théorie des fonctions presque
périodiques de plusieurs variables et d'une infinit¢ dénombrable de
variables (*). Nous donnerons sa définition dans le cas de deux
variables :

Une fonction réelle ou complexe f(z, y) de deux variables réelles x,
y, définie et continue dans tout le plan xy est presque périodique si
4 tout nombre ¢ donné on peut faire correspondre une longueur /(¢)
telle que tout carré de c6té /, du plan xy et & cotés paralléles aux axes,

(') Je viens d’avoir connaissance d’'un Mémoire de M. Franklin sur le méme
sujet paru dans un journal américain.
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contienne au moins un point £, 7 tel que
' f(z+¢& y+n)—f(= y)|Se.

Toute fonction presque périodique de deux variables = et y est
bornée et uniformément continue, sa section par une droite quel-
conque du plan est une fonction presque périodique d’une variable.

A chaque fonction correspond un développement de la forme

Sz, y) NE E Apn etthmi+m) (Ay==0, py=0)
m=0 n==0

avec
L 21 T
A= M| f(2, gy etterston | =lim . [ [l y)etomerio dudy.
TH>e o Yo
Il y a unicité et le théoréme fondamental est exprimé par

2
1

M f(@ ) Pl=2 X (A

m=0 n -

lopération M ayant le sens que nous venons d’indiquer.
Toute fonction continue presque périodique des deux variables x
et y peul étre approchée uniformément par une suite de polynomes

A N
Y Y appettnr oo
AT ’

m=0 n=0

et réciproquement.

10. Dans son troisitme Mémoire des Acta mathematica, M. Bohr
a créeé Ja théorie des fonctions analytiques presque périodiques d’une
variable complexe = = & + /y, sa définition est la suivante :

Une fonction analytique de = : (<), esl presque périodique dans
une bande paralléle & I'axe des y (2 << < 3) si, a tout ¢ donné, on
peut faire correspondre une longueur,/(<) telle que tout intervalle de
longueur / surl’axe imaginaire contienne au moins une presque période

n(e)

relative au nombre ¢ : pour tout = compris dans la bande « <2 < j
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on a l'inégalité
| f(z+in)—f(5)]|Ze.

Toute fonction presque périodique dans une bande est bornée dans
toute bande intérieure 4 la premiére; les fonctions presque périodiques
dans une bande forment une classe; les dérivées, l'intégrale, si elle est
bornée, sont aussi des fonctions presque périodiques.

A toute fonction presque périodique dans une bande correspond un
développement de Dirichlet composé des séries de Fourier des dif-
férentes fonctions presque périodiques de la variable y anxquelles se
réduit {z) lorsque x est constant :

“f(s) NE A, e,

ou les A, sont des constantes et les A, des nombres réels et il y a
unicite.

Toute fonction presque périodique dans une bande peut étre appro-
chée uniformément dans toute bande intérieure a la premiére par une
suite de polynomes de la forme

N

E a, e)\nz.

n=»n

11. En mettant en évidence la partie réelle et la parlie imaginaire
de /(=) : _
f(z)=ulz,y) +iv(z, y),

on voit que u ety sont des fonctions harmoniques presque périodiques
et le développement de la fonction f fournit un développement pour
les fonctions wet ¢.

Nous nous sommes proposé, dans le présent travail (*), de recher-
cher si toute fonction harmonique presque périodique des deux
variables x et y est susceptible d’un tel développement et si une telle
fonction u(x, y) est toujours fa partie réelle d’'une fonction analy-
tique presque périodique.

(*) Un résumé de ce travail a fait Pobjet d’une Note aux Comptles rendus
présentée par M. Hadamard & la séance du 22 mai 1926.
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Dans le Chapitre II nous montrons qu’a toute fonction harmonique

presque périodique u(x, y) correspond un développement de la
forme

u(z, yY~ka + 1 +E [(A} €T 4 A e 22 ) cosh, ¥
T (B et Bye ) sink,y]
avece

> o,

et nous étudions les propriétés des développements ainsi trouvés ainsi
que celles des fonctions qu’ils définissent.

Dans le Chapitre III nous montrons que, méme dans le cas ou il
n’existe pas de terme en x dans le développement de u, cette fonction
n’est pas toujours la partie réelle d’une fonction analytique presque
périodique : ainsi se manifeste une différence entre les fonctions
périodiques et les fonctions presque périodiques car, pour les pre-
miéres, la condition est suffisante.

Partant d'une fonction presque périodique réelle f(y) de la
variable y et formant la fonction harmonique presque périodique
définie et bornée dans le demi-plan x2 o qui se réduit a £(y) quand x
tend vers zéro, nous étudions la fonction conjuguée de cette fonc-
tion : elle n’est pas toujours presque périodique. En appelant con-
juguée g de f, la limite, si elle existe, de cette fonction conjuguée
lorsque « tend vers zéro, cette fonction g, méme lorsqu'elle est
continue, n’est pas forcément presque périodique; si elle l'est, elle a
le développement conjugué de celui de f :

Fly)m~ .‘3;9 -+~2 (0, €08k y + By sindy y),

n=1
C - . . - ~ -
g(y)n~ 5 ~2 (otn sink,y — B, cOsh,y).
n=1
Un des résultats de notre étude est le suivant :
Si f(y)— 2 satisfait a une condition de Lipschitz et a une inté-
2

grale bornée, et par suite presque periodique, alors g(y) est aussi
presque périodique (pour les fonctions périodiques Iintégrale
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de f(y) — %‘3 est toujours périodique). Si /() a une dérivée seconde

presque périodique, on est conduit & prendre, pour sa fonction con-
juguée, l'intégrale d’une fonction presque périodique.

Daus le Chapitre IV nous faisons la théorie des fonctions harmo-
niques de trois variables presque périodiques par rapport & l'une
d'elles (=) ou par rapport & deux d’entre elles (z et y) et nous éta-
blissons des développements analogues a ceux trouvés pour les fonc-
tions de deux variables.

Enfin le Chapitre I est consacré a I’exposé de quelques propositions
de ‘la théorie des fonctions harmoniques que nous utilisons dans la
suite.

Je ne saurais terminer cette Introduction sans adresser mes remer-
ciments & M. le professeur Harald Bohr pour l'intérét qu’il a bien
voulu porter a mes recherches, I'aide bienveillante et les nombreux
conseils qu’il m’a toujours donnés.

Copenhague, février 1926.

CHAPITRE 1.

QUELQUES PROPOSITIONS DE LA THEORIE DES FONCIIONS HARMONIQUES.

12. Dans ce Chapitre nous nous proposons de rappeler ou d’établir
quelques propositions de la théorie des fonctions harmoniques dont
nous aurons a faire usage dans la suite; nous commencerons par la
théorie des fonctions de deux variables u (., y) qui satisfont a 'équa-
tion de Laplace :

Ru  Pu
(1) Au= o+ = o.

[tant données deux fonctions £ (x, y) et g(=, ¥), ayant des dérivées
partielles au moins jusqu’au second ordre, définies et bornées ainsi
que ces dérivées dans un domaine (D)), limité par une ou plusieurs
courbes fermées (), continues ainsi que leurs dérivées partielles du
premier ordre sur les courbes qui limitent ce domaine, on a la formule
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de Green :

S [ r85—s8r) dway +fw)(f§§ — gL )as=o,

ou ds désigne I'élément d’arc des différents contours que nous prenons

cep d a . e, . . .
positif, 4 o % sont les dérivées des fonctions prises suivant la nor-
dn " dn

male qui pénétre dans le domaine (D), le sens de parcours des
contours n’ayant aucune importance.

En faisant dans cette formule f == u (fonction harmonique)et g =1
on obtient, comme on sait, la relation caractéristique des fonctions

harmoniques
f %—lf ds = o.
(5] n

Si P(£, ) est un point régulier de la fonction %, en appliquant la
formule précédente & un cercle de centre P et de rayon arbitraire r,
mais tout entier contenu dans (D), puis en intégrant, on obtient le
théoréme de la moyenne ou de Gauss :

A2

- 1 I
u(z, n = u(.-;c,vy)(ls:;)—Tr /
R >

>

™
udb,

o

ou 0 est ’angle que fait un rayon du cercle avec 'axe Ox.

De ce théoréme on déduit généralement la non-existence d’un
maximum ou d’'un minimum dans tout domaine ou la fonction est
réguliére.

Dans les mémes conditions que ci-dessus on a

Ju i T

_—= wcosfdb

Jdx T s .

() 2T pOlll‘ :Z‘:C_, y—:q
124 I .

E)} = ;E—l—‘/ u sm@d@

0

De la on peut déduire une borne des dérivées en fonction de la borne
de u sur le cercle : si, sur le cercle, on a |«|=M, il en résulte au
FAVARD, 3
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centre

on peut en conclure aussi 'existence de dérivées de tous ordres et le
fait que toute fonction harmonique est aussi analytique.

Enfin, sil’on donne la succession u(s) des valeurs que prend u sur
les contours qui limitent le domaine (D), la solution du probléme de
Dirichlet, pour des systémes de contours assez généraux, ainsi que
pour des fonctions u(s) pas trop compliquées, est donnée par

1 dg
u(g, n)= b= 'c)ua‘;ﬁl ds,

ou g(@, y; & n) désigne la fonction de Green relative aux contours
(C) et au point (&, 7).

13. Nous allons dire maintenant quelques mots au sujet d’une
équation aux dérivées partielles que nous rencontrerons dansla suite :
il s’agit de I’équation & deux variables

(2) Au—=2Nu (2Zo0).

Il est bien connu qu’une fonction satisfaisant a cette équation,
définie et réguliére a l'intérieur d’un contour, ne peut y avoir ni
maximum positif, ni minimum négatif, et que c’est une fonction analy-
tique des deux variables et . Pour une telle équation, le probléme
de Dirichlet ne peut admettre plus d’une solution et il en a effecti-
vement une pour des contours assez généraux; cette solution est
donnée par

_ 1 (" dg
u(Ev n)“';i, (C)u%ds’

ot g(A|x, y; &, n) (la fonction de Green relative & cette équation)
est définie de la facon suivante :

1° Elle est réguliére a U'intérieur du contour et sur le contour lui-
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méme ot ses dérivées sont bornées, sauf au point (£, n) ou elle devient
. . 1 . . .
infinie comme log ;) (r = distance de (£, 1) & un autre point) ;

2° Elle est égale a la somme de la fonction J(r) qui au point r =e

devient infinie comme log (—}) et qui satisfait & ’équation de Bessel
ey A
r =3 -+ ar 2rJ—=o,

et de l'intégrale de I’équation (2) qui prend les mémes valeurs que
—J(r) sur le contour.

Nous désignerons par C, un contour pour lequel la résolution du
probléme de Dirichlet est possible pour 'équation (2) et toutes les
valeurs de A(Z o).

14. Les fonctions harmoniques de deux variables dont nous nous
occuperons seront réguliéres dans une bande comprise entre deux
paralléles a Vaxedesy : x =2, x = o, (x, > x,).

Le théoréme fondamental est, comme dans le cas des fonctions ana-
lytiques d’une variable complexe réguliéres dans un tel domaine,

celui de Phragmén-Lindelof ().

Tueorime pe PrracMiEN-LixpELOF. — Soit u(x, y) une fonction har-
monique réguliere dans la bande x,Sx<x,, sauf pour|y|=» ou l'on
satt que Cordre de cette fonction est o(y*); st Lon sait de plus que

”liu(xia_V)EM (i:l>2)7
alors cette double inégalité est valable dans toute la bande.

En effet, x> — y* étant une solution particuliére de I'équation de
Laplace, considérons les deux fonctions harmoniques

u{z, y)=u-~ce(x? - 3?),

wuy(z, y) =u—+e(x*— y?),

ou ¢ est un nombre positif arbitrairement choisi.

(*) Sur une extension d'un principe classique de ' Analyse et sur quelques
propriétés des fonctions monogénes dans le voisinage d’un point singulier
(Acta mathematica, t. 31, 1908, p. 381-406).
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Désignons alors par X* le plus grand des deux nombres z; et z;, ou

'un de ces nombres si tous les deux sont égaux, on a
m—eX2Zu, (7, v) .
y (i=1, 2).

ty(x,, y)SM 4+ eX?

Or, d’aprés 'hypothése faite sur I'allure de la fonction lorsque y
augmente indéfiniment, on peut trouver un nombre Y (¢) assez grand
pour que les limitations précédentes soient encore valables dans toute
la bande dés que [y|2 Y. Mais, dans le rectangle défini par les droites
x=uwx, x==2a,, et |y|=1Y, les fonctions u, et u, ne présentent ni
maximum ni minimum, donc les inégalités précédentes sont valables
dans toute la bande et nous en tirons

m—e(\N2— 2+ ¥y Zu(z, ¥)SM 4+ e(X2— a2+ y?)

et ceci quel que soit le nombre ¢ positif choisi ; or, pour un point x, y
donné dans la bande, X* — x* 4 y* est une constante et, par suite, les
inégalités précédentes ne sont possibles que sil'on a

miu(xz, y)SM.

13. Nous allons maintenant établir une proposition, due a
M. Walther, un peu plus précise que celle que nous venons de
démontrer, et qui est a celle-ci ce que le théoréme des trois cercles de
M. Hadamard est au théoréme classique du maximum. Nous donnons
en note (') quelques indications bibliographiques relatives a ce théo-
réme.

(') J.Havamaro, Sur les fonctions entiéres (Bulletin de la Sociéié mathéma-
tique de France, t. XXIV, 1896, p. 186-187). Le théoréme des trois droites pour
les fonctions analytiques a été démontré par M. Deetsch, nous le donnons plus
Join sous la forme ou il nous sera utile. — G. Doxrscn, Ueber die obere Grenze
des absoluten Betrages einer analytischen Funklioné?v\ auf Geraden (Mathe-
matische Zeitschrift, t. VI, 1920, p. 237-240).

Pour le théoréme du texte et d’autres analogues pour les fonctions de deux ou
trois variables, voir A. Wavrner : Zeitschrift fur angewandte Mathematik
und Mechanik, t.1, 1921, p. 336-338; t.1I, 1922, p. 69-71, et Math. Zeit., t. X1,
1921, p. 1537-160; W. Rocosinskt : Zur Theorie der Dirichletschen Reihen
(Math. Zeit., t. XX, 1924, p. 291).
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THiorEME DES TROIS DROITES. — Soit u(x,y) une fonction hdarmonigiie
réguliére et bornée dans la bande x,Sxx,; désignons respectivement
par m(x), M(z) et a(x), la borne inférieure, lu borne supéricure et
enfin la borne supérieure de la valeur absolue de cette fonction sur la
drotte x : alors m(x) est une fonction concace de x, et M (x) et o (x)
en sont des f[onctions consexes.

Nous rappellerons qu’on entend par fonction concave (convexe) de
la variable x, une fonction dont la courbe représentative, dans-tout
intervalle, ou bien se réduit 4 une droite, ou bien est située tout entiére
au-dessus (au-dessous) de la droite qui joint les points représentatifs
de la fonction aux extrémités de l'intervalle; en d’autres termes, la
courbe représentative tourne sa concavité vers le bas (vers le haut);
toute fonction convexe ou concave dans 'intervalle x, <z S, est con-
tinue dans @, < x <x,; si f(x) est concave, — f(x) est convexe.

Etant données deux fonctions convexes de « dans un méme inter-
valle, si I'on définit une nouvelle fonction de = égale en chaque point
a la plus grande des deux fonctions données, cette nouvelle fonction
est encore une fonction convexe de .

Soient £,, £,, &, trois valeurs de « :

228 << <&,

la démonstration de notre théoréme revient donc a établir les inéga-
lités suivantes :

m(z) £ 1

(1) m(zy) & 1 [Zo;
m(Ey) &
M(Ei) ‘21 I

(2) M%) & 1 [Sos
M(Z5) & 1
3]1(51) £ 1

(3) IMU(E) & 1 |So.
I (Z5) & 1

Pour les deux premiéres il suffira d’appliquer le théoréme de
Phragmén-Lindelof a la fonction harmonique

u+ kax,
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ol £ est une constante ; d’aprés cette proposition on peut écrire :

() m(&y) + kE,Zminimum de Sl m(E) + k& m(&)+ ks },
(5) M(%,) + k&S maximum de { M(&) + k&5 M(&)+ k& .
En choisissant convenablement £ dans chacune de ces inégalités on

peut s’arranger pour que les deux quantités placées sous les signes
minimum et maximum soient égales ; il suffit de prendre, dans (4),

f— i) = miE),

3— &1
dans (5), e
b M(E;):g (&)

Eu remplacant £ par ces valeurs dans les inégalités (4) et (5) on
tombe sur (1) et (2) que nous nous proposions d’établir.
Quant a I'inégalité (3), nous remarquerons que l'on a

AN (£) = maximum de { M(x), — m(x) %,

au(x) estle maximum de deux fonctions convexes, c’est donc aussi
une fonction convexe.

16. Le théoréme sur la borne des dérivées que nous avons rappelé
montre que si une fonction harmonique est bornée dans une bande,
ses dérivées sont bornées dans toute bande intérieure. Or, si u est
harmonique, il en est de méme des deux fonctions

du Jdu
kx —— sl
e (dxCOSk‘y+ dy smky>,
ou . du
ka Ly — —
e <d:c sinky dyCOSky>
(ce sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de la
du - du

0w\ 4. T
P Ldy> e >,ets1L\x)des1gne

L. du\? \ 2 .
la borne supérieure de kit R du sur la droite x on a comme
dx dy

fonction analytiquede z = & + iy : (
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précédemment :

Smaximum de {L(£,) et L(E;) efh |,

du du .
i 22 e
e <dx cos/fy+dy smky)
z=t, x=Es
ou ‘ . ,
ie"gﬂ( i smky— 3y cos}f’)’)ié maximum de %L(E,)e"gi, L(&,) e |,

z={, x=%

d’oli, en élevant au carré puis ajoutant,

e“ifg (g_i>2+ <%>2 s; maximum de 3 L2(E,) eh, L2(&y) €8 g

En choisissant £ de maniére que les quantités sous le signe maximum
soient égales on en tire

L(%, )(E,—Eg) L(é, )(EB—E,) L (&, )151—&)5 Iy

ce qui exprime que logL(z) est une fonction convexe de x : c’est le
théoréme de Dwetsch sous la forme que nous utiliserons.

A7. TuiorEME DES VALEURS MOYENNES. — Soit u(zx, y) une fonction
harmonique réguliére et bornée dans une bande x, < x < z, :

1° St la fonction 3“

drotte intérieure @ la bande, elle en a une sur toute autre droite inté-
rieure et cette valeur moyenne est constante, c’est dire que Uon a :

a une valeur moyenne P(I?’ 7'(1])])()/? ay Sur une

du

M, Se b=k

° 8t u a ausst une valeur moyenne sur une droite, elle en a une sur
toute autre droite intérieure et cette valeur moyenne est une fonction
linéaire de x :

M, u(z, y) | = ko +L

Supposons que, dans la bande z, << < x, on ait | #| <M et soit
x =2, la droite sur laquelle on sait que la valeur moyenne existe,
x = &, une autre droite de la bande sur laquelle nous voulons prouver
que la valeur moyenne existe aussi; désignons par r la plus petite des
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distances de ces droites & celles qui limitent la bande, on a d’abord

du

du ul .4 M
ox oy|l== 7’

Soit R le rectangle limité par les droites z =§,, z =§&,; y =o,
v =Y >o0;le long de ce rectangle on a

du
d— ds =o,
c’est-a-dire
Y a3 3
du du ! du du
— — — — =< dx.
, 9oz “ o f [ dy(“c’Y)] *
(r=§) m—E,) &
L . e . SM ., o
e deuxiéme membre de cette égalité est plus petitque - - &, — <,

en valeur absolue, c’est-a-dire borné, par suite :

I Jdu .
Y[ {C)L(hlry) C_Hy)]d)
Yo

en passant a la limite lorsque Y — oo on voit que la valeur moyenne

du premier membre existe et est nulle' or celle de z—u (%,, ¥) existe,

il en est donc de méme de celle de (5,, Y) et ces deux valeurs
moyennes sont les mémes.

b. Appliquons maintenant, sur le contour précédent, la formule de
Green aux deux fonctions harmoniques « et u(«, v), on a, en séparant
comme plus haut les intégrales relatives aux cdtés paralléles a 'axe
des y de celles relatives aux cotés paralléles a 'axe des .,

\ 3
du du
f(, (u——x——)dy [ <u_xd—a—c>dy

(e =§,) (r=§y

_ E::: [Zu( )__(x O)J£i£+ g [u(x, 0)— w(x, Y)]dx.

A
3 -

Cette fois le deuxiéme membre est borné par

(§o—E&)2+ 2M| &,—&, |,

=R AN
~NI=
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donc la valeur moyenne du premier membre existe et est nulle. Mais,

. . ou .
sl # a une valeur moyenne pour z = £,, ainsi que 5 alors trois des

quantités qui figurent sous le signe f au premier membre sur quatre

en ont une, donc la quatriéme en a aussi une. Désignant alors par /,
et /, les valeurs moyennes de u pour x = £, etf, ona

L— ki =1l,— k&,

ce qui exprime que la valeur moyenne de u est une fonction linéaire
de I'abscisse et I’on peut trouver / tel que

My{ u(x. y) } —=kzx + L
Remarque. — Nous avons trouvé que

<

sM,.
;r‘,‘:‘é‘z“‘&ll’

'Y v
du . du )
[ Gy = [ e rdy

|

.
. . S du : , er s \
par suite si f P dy est bornée sur une droite intérieure a ia bande,
0

elle est aussi bornée sur toute autre droite.

18. Nous terminerons ces considérations sur les fonctions de deux
variables par une extension du théoréme de Harnack.

Soit u,, us,..., Uy, ... une suite de fonctions harmoniques définies
dans la bande x,Sx = x,, réguli¢res et bornées; si ces fonctions con-
vergent uniformément vers des limites sur les droites x = x,, x = @,,
alors ces fonctions convergent vers une fonction harmonique bornée
dans 'intérieur de la bande.

Puisque ces fonctions tendent uniformément vers une limite aux
extrémités de la bande, c’est que I'on peut trouver, pour ¢ > o donné
mais aussi petit que I’on veut, un nombre N tel que pour n, et n, >N

on ait
| tn (@i ) — tn, (24, ¥) S (i=1, 2).

Or, par nos hypothéses nous sommes dans les conditions d’appli-
cation du théoréme de Lindelof et cette inégalité est valable dans
toute la bande, la convergence uniforme vers une fonction limite

FAVARD. 4
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u(x, y) est.donc réalisée dans toute cette bande; que cette fonction
est harmonique est un résultat classique qui résulte immédiatement
du fait que nous avons déja fait remarquer : savoir que les dérivées
d’une fonction harmonique sont bornées a l'intérieur d’une bande
uniquement par la distance du point & la frontiére et par les valeurs

de la fonction.

19. Nous arrivons maintenant a la théorie des fonctions u(z, y, z)
harmoniques-de trois variables : il s’agira, dans la suite, de fonctions
réguliéres dans des bandes comprises entre deux plans paralléles au
plan des xy, ou bien dans des cylindres & génératrices paraliéles a
Paxe des z.

Soient deux fonctions f et g des trois variables x, y, z ayant des
dérivées jusqu’'au second ordre au moins et bornées ainsi que ces
dérivées dans un domaine borné (D) limité par une ou plusieurs sur-
faces fermées (X) et continues ainsi que leurs dérivées partielles du
premier ordre sur ces surfaces, on a la formule de Green :

: , dg  d
‘/[/(f:&g_gAf)d\- +f()<fﬁ‘i—gd—lf;>da:o
D) X :

avec
af of  If
=05 T ap T o
. df dg L ., . . . .
et ou —=, —= sont les dérivées prises suivant la direction de la nor-

male intérieure : celle qui pénetre dans (D), dVest I’élément de
volume de ce domaine et ds I’élément de surface qui limite (D).
Pour deux fonctions « et ¢ harmoniques dans (D) on a en parti-

culier
/' av _V‘i‘i>d0_ o
Jim) “ du dn, 7

Si u est harmonique et réguliére dans (D) et si P(%, v, {) désigne
un point quelconque de ce domaine et (S) une sphére de centre (P)
et de rayon r tout entiére contenue dans (D), on a la formule de la

m()yenne :
- I g
[((C', W,C):Aﬂrz\/fuda.
Iy
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En passant en coordonnées polaires, c’est-a-dire en posant sur la

sphére (S)

z=rsinfcosg; ¥y = rsinfsing; z=rcosf; p:\/x2+_y2:rsin9
(0s0sm; oS9lam),
on a
1 27 T
u(P)= [?‘—Tv/‘ [ wusinBdb do.
Puis

()a( )—471 /f u sin?f coso df do,

du(P ff « sin%0 sin o df do,
brr ©

0o( )—An,jfu cos8 sin0 db do,

et par suite en désignant par / une direction quelconque et en sup-
posant |« |<M sur (S),

Lu(P)|SM; ou

<3M
ol 2 7

De la on déduitle fait que Ia fonction # n’a ni maximum ni minimum
et aussi qu'elle est analytique.

20. Visant a la fois la théorie des fonctions presque périodiques
par rapport a 'une des variables et par rapport a4 deux des variables,
nous allons démontrer deux propositions analogues aux théorémes de
Lindelsf et des trois droites. La premiére est due & Walther.

THEOREME DES TROIS PLANS. — 1°Soit u(x, y, 3) une fonction harmo-
nique réguliére dans la bande 3,5 253, sauf pour|p| = o o Uon sait

que son ordre ne dépasse pas o(e*); st L'on a de plus
miu(z,y, 5)SM (i=r, 2),

ces limitations sont valables dans toute la bande.

2° St Uon désigne respectivement par m(z), M(z), on(z) la borne
infeérieure, la borne supérieure, la borne supéricure de la valeur absolue
de la fonction sur le plan z : m(z) est une fonction concase de z, M(z)
et M(z) en sont des fonctions convexes.
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«. Une solution particuliére de I'équation Az = o est en effet
1
gt— (2 + )
nous considérons alors les deux fonctions harmoniques

u(x, v, s)=u(z,y, 5)— a[;z— %(a‘—i—y*)}
. (e >o0).
w7, )=, g 5) e 2= 2wt )] -

On a, sur les plans qui limitent la bande,

m—eZl*Su,(z, v, 5,) (i=1, 2)
w(z, y, 5)SM ez 0D
2= max. (s}, 53).

D’aprés I’hypothése faite sur Yordre de croissance de u, on peut
trouver un nombre R tel, que pour pZR et ¢ donné, les inégalités
précédentes soient encore valables dans toute la bande, alors sur le
cylindre de révolution autour de Oz de rayon R et limité par les deux
plans z, et z,, la valeur de la fonction u, ne surpasse pas une valeur
donnée, elle ne la dépasse donc pas non plus & I'intérieur puisque la
fonction n’a pas de maximum ; en faisant le méme raisonnement sur
u,, on voit que les inégalités précédentes sont valables dans toute la
bande et par suite, quel que soit ¢, on a

m—e[Z’——- 5% 4 é (x’+}'-’)] cu(x, y,5) S M [Z‘z— 5+ —i (2?4 12)].

Pour un point donné dans la bande la quantité entre crochets est
une constante et comme l'on peut choisir ¢ aussi petit que I'on veut,
les inégalités précédentes sont seulement possibles sil'on a

miu(x.y, s)SM.
b. En appliquant cette proposition a la fonction harmonique
w—+ ks

et choisissant convenablement, comme tout & ’heure dans le cas de
deux variables, les valeurs de 4 on arrive au résultat annoncé pour
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m(z) et M(z); celui au sujet de o (z) s’obtient en remarquant que

I (z) = max. de { M(z), — m(z) }.

21. TukoreME DU cYLINDRE. — Soit u(z, y, 5) une fonction harmo-
nique définie et réguliere dans un cylindre a génératrices paralléles a
Uaxe des z, et dont la base, sur le plan des xy, est constituée par un ou
plusteurs contours bornés pour le systéme (C) desquels on sait résoudre le
probléme de Dirichlet.

1° S lon sait que la fonction u est bornée sur la surface du cylindre
miu(z, y,z)SM (pour (z, y) sur (Q)),

et que pour |z| = elle est de Uordre o(z*) dans tout Uintérieur du
cylindre, alors les inégalités précédentes sont ausse valables a Uintérieur;
2° S m (2, y), M(2, y), M (x, y) désignent respecticement les
fonctions harmonigues des deux variables x, y qui, sur (C), prennent
en chaque point la valeur de la borne inférieure, de la borne supérieure,
de la borne supérieure de la valeur absolue de la fonction sur la généra-
trice correspondante du cylindre (en supposant, bien entendu, que ces
fonctions existent), on a (')
m(x, y)Su(x,y,s) S M(x, y),
lu(z, y, s)| SM (2, ¥).

(') Désignons par m(z, y), #(x, y), M(z, y) la borne inférieure, la borne
supérieure et la borne supérieure de la valeur absolue de u sur une droite (z, y)
le théoréme exprime que on a

m(z, y)sm(x, y): MN(z, y)sM(z, y); M(x, y)SOR(x, ).

En adoptant une définition proposée par M. F. Riesz (Acta Universitatis
Franc. Jos., t. 2, p. 87-100), appelons fonction subharmonique de deux va-
riables z, y, une fonction qui, dans le domaine ot elle est définie est conslam-
ment inférieure ou égale a I'intérieur d’un contour limitant une aire intérieure
au domaine, 4 la fonction harmonique qui prend les mémes valeurs qu’elle sur
le contour,

Alors, notre théoréme est le suivant: —m(z, y), M(z, y), M(x, y) sont des
fonctions subharmoniques des deux variables x et y.

Les fonctions subharmoniques généralisentles fonctions convexes d’une variable
et sont conservées par une transformation conforme.
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a. Cette fois nous choisissons, comme fonction harmonique auxi-
liaire, la fonction

1
; (xl +y2) _— zﬂ
et nous considérons les deux fonctions harmoniques

uy(z, y, 5)=u(z, y, 3) — a[%(z”—l—yi’)—z’]
(e > o).
uy(z, y, 3)=u(z, y, 3) +5[§(x’+y’) — 52]

Désignant par R* le maximum de x*+ y2, nous avons sur la sur-

face, pour les mémes raisons que tout a I’heure,
e e
‘ m— ;R"é u,y,
€
u,é M -+ ; Rz.

Mais I'hypothése faite sur l'ordre de grandeur de la fonction
pour |z| = oo montre que cesinégalités sont aussi valables a I'intérieur
du cylindre, le raisonnement s’achéve comme précédemment et I'on

parvient a
mZiu(z,y, 3)SM.

b. Appliquons ce théoréme & la fonction
u(z,y, )+ p(z, )
ou v désigne une fonction harmonique de x, y réguliére dans le
cylindre, on a
(1) u(z, y, 5) + p(z, ¥)2 minimum de { m(z, y) + p(z, 1},
(2) w(z, y, z) + p(x, y)S maximum de { M(z, y) + p(x, ¥) }

Aux deuxiémes membres figurent seulement les valeurs de z, y
relatives au contour (C), prenant alors dans (1)
p(z, y)=—m(z, y),
dans (2) :
p(z, ) =—M(z, y),

on obtient sur les deux premiéres relations que nous nous propasions
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de démontrer, car les seconds membres des égalités (1) et (2) deviennent
égaux a zéro,

m(z, y) 2 u(x, y,2)M(2, y),
d’ou I'on tire
|u(@, v, 5)| Smax. de {M(=, ), — m(=, ) }.
Mais, sur le contour (C), on a

M (z, y) — M(z, ) Zo,
Mz, y) + m(z, y) 2o,

ces inégalités valent donc aussi 4 I'intérieur, et par suite

lu(z, y, 5)| SO (2, ).

22. Quant aux valeurs moyennes, nous avons deux propositions :
I'une pour les bandes, 'autre pour les cylindres.

THEORENE DES VALEURS MOYENNES SUR LES PLANS. — Soiz u(x, y, z) une
Jonction harmonique définie régulicre et bornée dans une bande limitée
par deux plans z, et z, :

- du o e .
1° S 55 ¢ une valeur moyenne sur un plan situé a Uintéricur de la

bande. elle en a une sur tout autre plan ct cette valeur moyenne est
constante ;

2° S, de plus, u(x, y, ) a unc valeur moyenne sur un plan, clle cn
a une sur tout autre plan et cette valeur moyenne est une fonction
linéaire de z.

C’est dire que 'on a

La démonstration est la méme que dans le cas de deux variables, il

faut appliquer la formule de Green a un parallélépipéde, nous n’insis-
terons pas.

23. THEOREME DES VALEURS MOYENNES POUR LE CYLINDRE. — Sout u(x,y,3)
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une fonction harmonique réguliere et bornée dans un cylindre a généra-
trices paralléles a I’axe des z ayant pour base sur le plan des xy un sys-
teme borné de contours (C).

1° Sicette fonction a sur le contour une valeur moyenne sur chaque
génératrice et s'il existe une fonction harmonique A (x, y) prenant les
mémes valeurs que cette valeur moyenne en chaque point du con-
tour (C), alors lu valeur moyenne de la fonction par rapport a 3 existe
sur toute drotte intéricure au cylindre et Uon a

M u(z, y, 5) ) =A(=, y).

2° Les déricées partielles de « ont ausst une valeur moyenne a
Uintérieur et Lon a

ou)_ o

1ox\ ™ oz’
ou|_on

oy oy’
w2l

a. Soient z, y un point intérieur a (C) et g(%, n; z, ¥) la fonction
de Green relative a (C) et a ce point. Autour de (x, )) construisons
un cylindre de révolution (r) de rayon r petit et tout entier contenu
dans (C). Appliquons alors la formule de Green aux deux fonctions u
et g dans le volume compris entre ces deux cylindres, le plan des zy
et un plan paralléle a celui-ci et de cote Z, on a

T A NS N At A At
€y dn cn =0 Y (Cj—1r} (C)—(r)

Les fonctions u et g sont bornées dans le domaine que nous consi-
dérons ainsi que leurs dérivées, les intégrales relatives aux plans s = o
et 5 = Z restent bornées, par suite

[ (o~ s22) = [ (o) | o

Or, sur le contour (C), ona g = o, puis g ne dépend pas de z et
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de plus
s doe =dsds sur (G),

do =rdfds sur ().
par suite,

. vt Ndg)
ll;no\ol f [<Z[ ad..) E{] as
\dg 1 "du |, i .
_/ [( f ud->mﬁg<~7—‘v“ Ed )]/ d@g_

Or, au voisinage du point, (z,y), u est uniformément continue,

u [ . L ., du Jdu .
— est bornée ainsi que les dérivées —— et =, soit m une borne com-
dr dxz = dy

. . . d
mune de leur valeur absolue; g devient infinie comme log ' et d—f

I . . .
comme — - ; donc, si I’on fait tendre 7 vers zéro, on a

2T /
il [ o3[ ) rnlfe

et cela, quel que soit z, uniformément en 7.

2

[ m.rg dGS =o,

[<lim

(=0

Ensuite r = g tendant uniformément vers — 1 lorsque r tend vers

zéro, on a umformement enr

27 x Ryt e
— = . zYydz = o [z ) ~=rdf,
Z[ ulr, v, 3) ,T:)/ <’/J,/" “ )dl"(

et par suite, on peut écrire

7
/ll::;[‘,lr(\/l:[, wds )Z J I.————/ w(x, }',‘.)(L(:o

Or, sur le contour (C), par hypothése, la valeur moyenne de u
oy

existe sur toute droite; donc, pour Z assez grand, ;/ uds diftére
‘Yo

peude M_{uj et la premiére intégrale tend uniformément vers

M. d—l—c/s:znt\(x})
G

. . am [ ) N T .
et la relation précédente montre que — fo u(x, y, ) ds tend unifor-

YAVARD. 5
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mément vers la méme limite, donc M, {u(x, y, =)!| existe et nous
pouvons écrire
M:{u(x, V5 = Az, ).

b. Quant aux valeurs moyennes des dérivées partielles, nous
remarquerons d’abord que 'on a

7
1 [T du T
— ey P . - , .
Z{ ()z(l.-__,/‘)ll(.zﬁ,h),Z) u(a’,),o)%,

“ o
comme u reste bornée nous en déduisons

du )
M;gé—:— } —=o0
Quant aux autres dérivées, nous avons vu que les signes d et M
peuvent élre permutés lorsque les dérivées sont uniformémert conti-
nues, car ¢’est uniquement sur ce fait que repose la démonstration que
nous avons donnée (n° 8) et c’est bien le cas a I'intérieur du cylindre,
par suite on a

du 9 oA
M Gt = sm (L) = 32
Ill _-d ) JA
Mef S =5 (Maf ) = 35

2%. Pour terminer, nous énoncerons l'extension du théoréme de
Harnack que nous avons déja donnée dans le cas de deux variables et
qui se démontre de la méme maniére, on a les résultats suivants :

1° Soit wu,, Uy, ..., U,, ... une suite de fonctions harmoniques
définies, réguliéres et bornées dans une bande z,, x, : si ces fonc-
tions convergent uniformément vers des limites sur les plans z,
et x,, alors elles convergent uniformément vers une fonction harmo-
nique bornée dans I'intérieur de la bande;

2° Siu,, uy, ..., u,, ... est une suite de fonctions harmoniques
définies réguliéres et bornées dans un cylindre borné et si ces fonc-
tions convergent uniformément vers une fonction limite sur la surface
du cylindre, elles convergent uniformément a l'intérieur vers une
fonction harmonique bornée.
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CHAPITRE IIL

LES FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PERVTODIQUES DE DEUX VARIABLES.

Définition et propriétés immeédiates.-

25. Les lettres a, b désignent a partir de maintenant deux nombres
réels différents, finis ou infinis avec, pour fixer les idées, « < b. Nous
dirons d’une fonction u(x, y) des deux variables « et y, qu’elle pos-
séde une certaine propriété dans (a, b) si elle la posseéde sur I'en-
semble des points du plan pour lesquels « < 2 < b; nous dirons qu’elle
posséde une propriété dans [a, b| si elle la posséde dans un ensemble
de points tels que a <a, <z < b, < b; les notations (a, 0] et [a, b)
se comprennent alors d'elles-méines.

Nous définirons alors les fonctions harmoniques presque pério-
diques des deux variables « et y dela facon suivante :

Dermirion. — Une fonction harmonique u(wx, y) régulicre dans la
bande w<x <b seru dite presque périodigie duns (a, b) st a tout €0
donné, mats ausst petit que Uon veut, on peut fuire correspondre unc
longueur (<), telle que tout intervalle de longueur sur Uaxe des 'y con-
tienne au moins une presque peériode 1 correspondant aw nombre €, c’est-
a-dire que, dans (a, b), on a U'inégalité

lu(z, y +0)—u(x,3)! e

Toute fonction harmonique périodique est aussi presque pério-
dique, en particulier les fonctions £z, e**coshy et e”sinhy qui sont
périodiques par rapport & y dans (— o, + ) sont aussi presque
périodiques.

26. Au sujet de ces fonctions nous allons démontrer d’abord
quelques propositions qui légitimeront les eonsidérations développées
dans le précédent Chapitre.
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Tutorime L. — Toute fonction presque periodique harmonique dans
[a, b] y est bornée : a toute bande (a,, b,) intérieure a |a, b) corres-
pond un nombre M (a,, b,) tel que

u(x, y)=M dans (a,, b,).

La fonction étant presque périodique dans (a,, b,), prenons e =1,
alors il existe une longueur /, =/, (a,, b,, 1) telle que tout intervalle
de longueur /, sur ’axe des y contienne au moins une presque période
relative a 1; cela veut dire que, pour toute valeur de y, il existe une
valeur y* comprise dans le segment o, /, et telle que I'on ait

Ju(e, y) —u(z, y*)| 1

dans toute la bande (a,, b,). Soit alors G la borne supérieure
de |u(x, y)| dans le rectangle a, <. <b,, o <y <(l;; GG + 1 peut
étre pris pour valeur de la constante M.

On a en effet

|wu(xe, y)|Sle(e, y*) |+ |ulx, y) —u(z, y*)|2G+1.

Il suit de la, d’aprés les théorémes sur les bornes des dérivées que
nous avons rappelés, qu'une fonction harmonique presque périodique
dans [a, b] est aussi uniformément continue dans [a, b].

D’aprés la définition adoptée plus haut de la presque périodicité, on
voit que, pour chaque valeur de z, la fonction u(x, y) se réduit & une
fonction presque périodique en y; mais si ’on sait d'une fonction har-
monique qu’elle est presque périodique sur chaque droite « dans une
bande [a, b], est-on assuré qu’elle est, par ce fait seul, presque pério-
dique?

Nous ne répondrons qu’en partie a cette question dans le théoréme
suivant et aussi dans le théoréme V et les corollaires qui suivront.

Tutortye II. — Soiz u(x, y) une fonction harmonique régulicre et
bornée dans la bande (a, b), st cette fonction se réduit a une fonction
presque pertodique de y lorsque x = « et lorsque x = b, u(x, y) est alors
presque périodique dans (a, b) (').

(') Le fait qu’'une fouction harmonique est bornée dans une bande et presque
périodique sur une droite seulement de I'intérieur ne suffit pas pour entrainer
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En effet, deux fonctions presque périodiques d’une variable for-
mant toujours un ensemble majorisable, on peut trouver des presque
périodes communes aux deux fonctions u(a, y), u(b, y).

Soit v une telle presque période relative au nombre ¢ auquel cor-
respond la longueur /, considérons alors la fonction harmonique

u(z, y +n)—u(z, y),

elle est bornée dans (a, b), plus petite que ¢ en valeur absolue aux
limites de la bande, donc aussi a l'intérieur : toute presque période
des deux fonctions u(a, y) et u(b, y) relativement a ¢ I'est donc
aussi relativement & la fonction dans (a, b); donc, dans ce domaine,
u(z, y) est presque périodique.

27. Tacorime IlI. — La somme de deux fonctions harmoniques
presque périodiques dans |a, b] est encore harmonique presque pério-
dique; il en est de méme pour la somme d’un nombre fini de telles fonc-
tions; la fonction limite d’une suite de fonctions presque périodiques
harmoniques et uniformément convergente dans [a, b] y est encore har-
monique presque périodique.

Sur deux droites intérieures a [a, b] deux fonctions harmoniques
presque périodiques se réduisent a des fonctions presque périodiques
d’une variable dont la somme est aussi presque périodique; de plus,
comme chacune d’elles est bornée, leur somme 1’est aussi et ¢’est une
fonction harmenique qui est presque périodique aux extrémités de
toute bande intérieure & la premiére, donc aussi presque périodique
dans [a, b]. :

De la on passe sans difficulté & la somme d’un nombre fini de fonc-
tions; en particulier tout polynome

N

u(w, y)= 2 [(ar ehnt 4 @ et ycosh,y + (b e+ by e nr) sink,y],
n=1

la presque périodicité. Il suffit de considérer par exemple & [ﬁ(—ﬂ—)]

5—1)(5+1
qui est bornée dans [—1, +1], identique & o pour 2 — o0, mais non presque
périodique sur une autre droite, car elle tend uniformément vers zéro lorsque
¥ | tend vers P'infini.
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ou les A, sont positifs et les « et les b réels, représente une fonction
harmonique presque périodique dans |—=, + =|. Si de plus a, = o
et b, = o, ce polynome est presque périodique dans | — o=, + o) car
il tend vers zéro uniformément en v lorsque x tend vers + .

Enfin, la fonction limite d’une suite de fonctions harmoniques uni-
formément convergente dans (o, 3) étant aussi harmonique d’aprés le
théoréme de Harnach, il suffira de prouver que, si chaque fonction
de la suite est presque périodique, la limite Iest aussi.

Soient alors u,, u,, ..., u,,... cette suite de fonctions et « la
fonction limite; par hypothése on peut trouver un nombre N tel
que, pour »> N, on ait l'inégalité suivante dans la bande («, )
(a<<a<lB<b):

(e, ))—w, (2, 7)1

. y . . . €
Si v} est une presque période de u, relative & ; on a

w

w(sy +n) —u(w, y)y=lu(r, y+n0)—u(x, ¥y +mn)]
——l u(.L’, > )y— (X, ,)')]
+ Lt (2, y 40— (2, y)]

La valeur absolue de chacune des expressions entre crochets est infé-
. . € . L.
rieure ou égale & 3, par suite nous pouvons écrire

jelr, Yy 1) —uir, y)iie,

ce qui démontre la proposition. On elit pu remarquer que la suite u,
tendant vers une limite bornée u et cela uniformément, u, tend uni-
formément vers une fonction presque périodique de y sur toute droite
intérieure a |a, b], donc « est aussi presque périodique dans [a, b].

Des exemples de fonctions harmoniques presque périodiques seront,
de ce fait, donnés par des séries de la forme

7
~ ; ; N . IR TP
hao -1 »&-Z [(ake'n! 4+ a, e 7)cost, ) + (b, e’ "+ b, e "%)sink,y |

n=1

uniformément convergentes dans [a, b].

28. Turorive IV. - Les dérivées partielles d’une fonction harmo-
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nique presque périodique dans [a, b] (ou (a, b)) sont harmoniques
presque périodiques dans [a, b].

D’abord les dérivéés d’une telle fonction sont aussi harmoniques
dans [a, b] etil sulfira évidemment de prouver notre assertion pour
les dérivées du premier ordre.

Soient alors (a,, 6,) une bande intérieure 4 [a, 6] et » un nombre
positif choisi de telle facon que la bande (a, — r, b, + r) soit encore

contenue dans |«a, ], nous allons montrer qu’il existe des presque
)

- . 3 (oo du Ju
périodes relatives a4 ¢ pour les deux dérivées —— et —— dans la

ox dy
bande (a,, b,).

Pour cela plagons-nous sur une droite x intérieure a (a,, &,) ou
méme sur les limites de cette bande et considérons deux points d’or-
données y et y + v sur cette droite : un cercle de rayon r ayant pour
centre 'un de ces deux points est tout entier contenu dans

{ay—1y by+1)
ou est tangent aux limites de cette bande et I'on a

27
Ju I
3 = nF wcos@do,
x  Tmr ]
19 0

d’on

du(x,y~+ n) . dulz,v)
dx T oz

W IT
1 : . .
= — [ [u(@+rcosb,y+v+rsinf)— u(zr+rcosd, y+ rsinf)lcos5do,
T - :
0

. ¢ s . o T
donc si 7} est une presque période de u relative & , rc dans

+

(ay—r. by+r)
on aura

1()(1(1,)'+r/)__()g(_._r, |
- 3% -

dans les mémes conditions on démontre aussi que

du(zy+n)  dulx¥)
i dy dy

—&.
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v . . . T
Toute presque période de u relative & 7 re dans (a, — 7, b, + 1) est
A

presque période pour ses dérivées premiéres relativement a ¢ dans
(a,, b)), ce qui démontre le théoréme.

N v s . , -, odu du
Tarorime V. — St Uon sait, des dérivées — et ——
dz dy

harmonique qu’elles sont bornées dans [ a, b] et presque pertodiques toutes
deuzx sur la drotte z,, alors elles sont presque périodiques dans [ «, b].

d’une fonction

Soit (4, b)) une bande intérieure 4 la premiére et qui contient
elle-méme la bande (a,, b,) o nous voulons prouver que les dérivées
- partielles sont presque périodiques. Désignons par K la borne supé-

. du\* du\? b
rieure de <%) -+ (@> dans (a,, 6,) et posons
0. L d.[u(x‘. y4+n)—ulz, y)])?
D, y, n)= g— e TS
N } ofu(z. v —l—dvi’) — ulx, )] %‘;

dans (4, &) on a évidemment | D|=2K et nous voulons prouver qu’il
est possible de faire en sorte que |D |<¢ dans (a,, b,). Or, d’aprés ce
que nous avons vu, la borne supérieure de log|D | sur chaque droite
de la bande est une fonction convexe de x; par suite, pour satisfaire
a Ja condition que nousvoulons obtenir, il faut que la borne supérieure
de log| D] sur la droite «, ne surpasse pas un nombre facile a trouver,
soit ¢, la valeur correspondante de |D|.

Par suite si I'on a |D|S¢, pour & = z,, alors | D|S¢ dans toute la
bande (a,, b,); donc toute presque période relative a ¢, pour z = x,

le sera relativement & ¢ dans la méme bande pour gu et 9w,
oz~ dy

CoROLLAIRES : 1° St une fonction harmonique bornée dans|a, b a ses
deux dérivées presque périodiques pour x = x, a U'intérieur de la bande,

alors la fonction elle-méme est presque periodique dans [a, b).

En effet, les dérivées sont presque périodiques dans |a, b] et I'on a
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u :f -(zgd)'_.
J dy -

u est bornée sur chaque droite donc presque périodique;

de plus sur chaque droite

2° S une fonction harmonique bornée dans |a, b] est presque
périodique dans une bande intérieure [c, d], elle est presque périodique

dans [a, b].

Les deux dérivées premiéres de la fonction sont en effet presque
périodiques sur toute droite intérieure a | ¢, d].

Le développement des fonctions harmoniques
presque périodigues.

29. Nous avons vu qu’a chaque fonction presque périodique f(y)
d’une variable réelle correspondait un développement de la forme

o Xl - PR
.f)) )~ ‘;0 +z (e, CoS/p)y + 511 SIN Ay, ))!

n=1

ou les o et {3 sont des nombres réels et les A, des nombres positifs et
que, s1]'on sait d’an tel développement qu'il est celui d’une fonction
presque périodique, il n’existe qu’une telle fonction qui lui appar-
tienne. D’autre part, une fonction harmonique presque périodique se
réduit & une fonction presque périodique de la variable y sur toute
droite x intérieure a4 la bande ol elle est définie; nous allons donc
chercher quelle est la forme des coefficients o et 3 considérés comme
fonctions de x et nous en déduirons un développement analogue &
celui que M. Bohr appelle « développement de Dirichlet » pour les
fonctions analytiques.

En somme, comme chaque terme du développement doit étre lui-
méme harmonique, nous nous proposons de montrer qu’a chaque
fonction harmonique presque périodique correspond un développe-

TAVARD, 6
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ment et un seul de la forme suivante :

w(r,y)yeoha —+ L rz‘ [N el + N\, e 7e ) cosl, ¥
" (B e 4B, e Tty sind, 0],
ou les A et B sont des constantes réelles et les A, des nombres positifs,
et tel aussi que, si 'on sait d’un tel développement qu'il est celui
d’une fonction harmonique presque périodique dans une bande, la
fonction soit déterminée par cela méme d’une fagon univoque.

30. Soit donc u(x, y) la fonction harmonique presque périodique
dans [a, b], dont nous nous proposons de trouver le développement.
Tout d’abord, quant au terme qui ne contient pas y, il est égal sur
chaque droite 2 a4 la valeanr moyenne M, dela fonction sur cette droite.

Or %—Z étant aussi presque périodique, M,%%} existe aussi sur toute

droite et nous avons vu que, dans ces conditions,
3135 ulx, v) { =haw -+ L.

Pour les termes en cosh,y, et sin 4,y, il faut montrer d’abord
qu'une suite dénombrable seulement est nécessaire : cela résulte,
comme nous l'avons vu, de la continuit¢ uniforme de u, mais cela
résultera aussi de la forme des coefficients de ces termes, forme que
nous allons rechercher.

Nous arriverons trés simplement & ce résultat en appliquant la for-

coshy
sinky% le long du

rectangle que nous avons déja eu 'occasion de considérer, et formé
par deux droites intérieures a la bande [q, b]: x =2,, T =x,, et
par y =0 et y =Y, puis en faisant croitre Y indéfiniment; appli-
quons-la par exemple aux deux fonctions u(x, y) et e™* coshy, on a

Y \
fn — / (— lue 7“‘(‘057\')'- e 1t coshy g%) dy

AR

S

mule de Green aux deux fonctions u(x, y) et e*

.
Ty T=1,

e ' Jdu
—/ —|—f (—7‘11 e T sinhy — ¢ '* co~l.y-)1/,r = 0.
Ty 7, d.,) /
V=0 y=\
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. .o .. N | du
Soient K une limitesu périeurede |7« etde l:)—)/

» L une limite supé-
f
rieure de ¢* dans la bande (z,, x,) de largeur / = |z, — «, | ol nous

Tq

opérons, les deux intégralesf sont bornées au moyen de ces trois

xy

nombres, on a en effet

Xy |
—hwe sinkydr|SK.L./

2 [
lf ()—’-I-e‘)”cos).;'fleEK.L.[
o ()y ' |
et, par suite,

Y W,
i3 — e Mooy —e ou
% l /0 L[ ( hue Mceosly—e Icosly(,»@)dyJ

x=ay P=1,

<[Lf‘ll
=Y

. dJu o . Lo
OI‘. pulsque u, — et e A COS)\‘V sont des fODCthIlS presque perio-
2 A 7 dx 1% i

diques de la variable y pour x = x, et x = a,, sous les deux signesf

figurent seulement des fonctions qui ont des valeurs moyennes et
I'inégalité précédente nous montre, par passage a la limite, que ces
valeurs moyennes sont les mémes :

A

) ! = M, Sc*"”v’ cos by <7\ u+ ?—

)

M, %e"-“" coshy (\7‘ w + 37

(vl ()‘;?/ g Pz e, (

. e e ’ du , ,
c’est-a-dire que Myg e coshy (M = -(5;> ; ne dépend pas de x, c’est

seulement une fonction de A que nous désignerons par AA* et nous
écrirons
(1) M,.5 cos).y(l w -+ (?i) [ =7 A+ oo,
il de )y
On obtiendrait de méme par application de la formule de Green
aux deux fonctions u et e cosAy

(2) MJ.; costy (7. w — 3’;) ; =LA e,

En ajoutant les égalités (1) et (2) puis en divisant par 2A(s o) on
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obtient

My ucoshy == - A e/ +A~e 17|

1
et I'on montrerait, d'une facon tont a fait analogue, que ’'on a

M, usinhy! =~ B er - B-e- 2],

00| -

Les A et les B sont des fonctions de A seulement déterminées, bien
entendu, par la fonction «; or, une quantité de la forme de celles qui
figurent dans le denxiéme membre des égalités précédentes ne peut
s’annuler deux fois en . sans étre identiquement nulle; par consé-
quent si A n’est pas exposant pour deux fonctions presque périodiques
de la variable y auxquelles se réduit « pour deux valeurs de x, A ne
sera pas non plus exposant pour toute autre valeur de x; donc les
exposants des diverses fonctions presque périodiques de y aux-
quelles u(z, y) se réduit pour a donné dans la bande [a, &] se
trouvent parmi les exposants qui appartiennent a l’ensemble de deux
fonclions seulement, ces exposants sont donc dénombrables et le
calcul précédent nous montre comment il sera possible de calculer
les A et les B dés que I'on connaitra le développement de la fonction
sur deux droites; les développements surles autres droites proviennent
tous d’'un méme développement de la forme

w(xe, y)y~v ke + 1 —1—2 ; (AL e A e ) eosh,y
= 4 (B} et 4+ B, e="a) sin}, !
que nous appelons développement de la fonction « et nous dirons que
les A, sont les exposants de la-fonction dans la bande [«, b], £, [,
A et B seront appelés les coefficients.

Bien entendu, ung fonction presque périodique dans deux bandes
différentes n’y posséde pas nécessairement deux développements iden-
tiques et alors, comme nous le montrerons plus loin, il est nécessaire,
ou bien que la fonction ait des points singuliers entre les deux bandes
ou bien qu’elle y devienne infinie, mais ce dernier cas est seulement
une possibilité et la question reste ouverte.

Remarquons tout de suite qu'une fonction harmonique périodique,
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de période p a nécessairement un développement de la forme

27

© 27 L
A‘x—l—l—l—zz (A‘,{e"'r’"'—%A;;e ” m>cosn%—)§y
n=1

2T

—a N —

n J 4 . 2T
_+-<Bﬁe P+ Aye 7 >smn-})—y§,

car les exposants des différentes fonctions périodiques obtenues en fai-

' 2
sant @ constant sont tous de la forme n 7“

31. De ce que nous avons déja vu au sujet des fonctions d’'une
variable, et du développement obtenu, nous allons déduire quelques
conséquences.

TuioREME FONDAMENTAL. — Sur chaque droite x de la bande [a, b} on a
Uégalité de Parseval

M, | [u(, )= (k- 1) © 3 [(Af bt Ay e )?
n=1

~+ (B} e + By e Mv)?].

THEOREME D'UNICITE. — ST deux jfonciions harmoniques presque pério-
diques u(x, y) et v(x, y) dans une méme bande [ «, b ont le méme
développement, alors ces deux fonctions sont identiques.

En effet, sur une droite quelconque « intérieure a [a, 6], les fonc-
tions « et v se réduisent & deux fonctions presque périodiques de y qui
ont le méme développement et qui, par suite, coincident; u et ¢ coin-
cident sur toute droite intérieure a [a, b] : elles sont identiques.

D’aprés la méthode méme qui nous a servie & trouver le dévelop-
pement d’une fonction harmonique presque périodique, nous voyons
que, pour obtenir le développement de la somme d'un nombre fini de
telles fonctions, il suffira d’ajouter formellement les développements
de ces fonctions. De méme le développement de la limite « d’une
suite de fonctions harmoniques presque périodiques uniformément
cofivergente u,, Uy, ... l,, ..., s'obtiendra par un passage & la limite
formel, car on peut en effet trouver un nombre N tel que, pour >N



46 J. FAVARD.

on ait | u — u,|Ze dés que ¢ est donné, et cela entraine les inégalités

= am<e,

M, ! (ucoshy — u,cosdy)i|Ze,
1

IMJ{“‘ sindy — u, sinﬂ.y)}lia

qui expriment le théoréme si I'on fait tendre ¢ vers zéro. En particu-
lier toute série uniformément convergente dans [a, &] de la forme
7
ha + 1 —i—E ; (as e’ 4 a; e jcosh,y 4+ (bh el 4 b, e )sink, y |

n=1

est le développement de sa somme car nous savons déja que cette
somme est presque périodique, et le théoréme précédent nous apprend
que son développement ne saurait étre que celui que nous venons
d’écrire.

Enfin les développements des dérivées partielles de u(x, y) s’ob-
tiennent par dérivation formelle du développement de la fonction, il
suffit de le montrer pour les dérivées premiéres et cela est déja une
conséquence de ce que nous avons montré au sujet de la permutation
des signes 0 et M, mais cela peut s’établir facilement par un calcul
direct.

Pour g:—: il suffit de retrancher au lieu d’ajouterles égalités (1) et (2)
qui ont permis de trouver le développement de « et 'on a

du <Y - ‘_,‘ + phd — A
'“ﬁ%@}coz’)‘uy\*—;(A el AT e,

et de méme
M% glf sink y % = 2(34‘ el*— B e—hx)

xr

on a vu de plus, dans le premier Chapitre, que

dul

My d.;‘ \' — A

Quant & ¢ on a d’abord
Jdy

.Y
I du 1

) e

Y A E/d Y[u(x,y)—u(x,u)].
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d’ou, puisque « est bornée,

duy
Al 37)),; =0,

ensuite, en intégrant « cosAy par parties,

\

z / uco<7~)¢[/-—'[‘«usin}\" —if\'dldn‘/ dy
Y V=N Y. gy T

“

et ceci montre que
__7M3:uCus7yf:M,%%l’l sin? ) :,

de méme

My u sm%)'{:M,%%cos? y}.

Ces diverses relations établissent I’exactitude de notre assertion.

A propos de I'ensemble des fonctions presque périodiques de y que
Pon déduit de « en fixant 2, nous savons que cet ensemble est majori-
sable car u(x, y) étant uniformément continue dans [«, b |, ces fonc-
tions sont également uniformément continues et u(z, y) étant presque
périodique, ces fonctions sont également presque périodiques.

De 13 1o théoréme 4% -1 ]

el ywoximation

¢ Lacoreme ¢ apg ximm (

THEOREME D’APPROXIMATION. — S0t 1 (2, ) une fonction harmonique
réguliére dans [a, b, pour qu’elle y soit aussi presque périodique, il est
nécessaire et suffisant qu’on puisse I approcher uniformément dans [a, b]
par des polynomes de la forme

N

—~ N N R N -
Ax+l+2‘ [(an e+ az et ) cosk, ) + (bie' "+ b,e’»")ysini, y].

1

On peut méme choisir les polynomes d’approximation lels que
leurs exposants soient parmi ceux de la fonction u(x, y) que l'on se
propose d’approcher.

Que la condition est suffisante, cela résulte immédiatement du fait
que les polynomes d’approximation que nous avons choisis sont eux-
mémes des fonctions harmoniques presque périodiques et du fait que
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la fonction limite d’une telle suite de fonctions qui converge uniformé-
menl dans [a, b] est aussi presque périodique.
Que la condition est nécessaire, va résulter du fait que 'ensemble
des fonctions de y auxquelles « se réduit pour x donné est majorisable.
Nous savons, en effet, qu'on peut approcher toutes les fonctions
d’un tel ensémble uniformément dans tout l'intervalle — oo <l rvy<l+=
et avec la méme erreur par des polynomes de la forme

N
kz + 1+2 ra(@¥i cosh, y + b sind, y),

n=1

ou les «,” et les 6 désignent, pour abréger I'écriture, les fonctions
de 2 que nous avons déja trouvées et ol les r, sont des nombres ration-
nels réels qui ne dépendent que de Papproximation ¢ demandée, du
nombre N des termes du polynome et de la bande («,, 0,) intérieure
a[a, b] ol nous nous sommes proposé de faive Papproximation, mais
non des fonctions en particulier.

Mais cela veut dire que, dans toute bande («,, b,) mtérieure afa, 0]
on a

N
u(x.yy—(hax+1) —2 [r,,( (A €M 4= Ay e=7n) cosh, y
i

4+ (Bj et + Bye ) sin),,y)] <e,

et cette inégalité achéve la démonstration.

32. Jusqu'ici nous avons seulement trou é le développement d’une
fonction harmonique presque périodique u(x, y) et nous ne nous
sommes pas préoccupé¢ de savoir si ce développement convergeait : en
géncéral il n’en est rvien et tout ce que l'on peut affirmer c’est la con-
vergence en moyenne d’un tel développement, au sens que nous avons
donné a cette expression dans 'introduction.

Nous allons cependant indiquer quelques cas ot 'on peut conclure
a la convergence.

En premier lieu, il y a celui o le développement ne contient que
des termes en coshy et ol les coefficients de ces termes sont tous posi-
tifs dans une bande intérieure a celle ot le développement est valable;
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il y a également le cas ou les 7, sont linéairement indépendants, la
convergence ahsolue est également assurée.

Un autre cas est celui ou I'on sait que le développement converge
sur deux droites x, et x, intérieures a la bande ou ce développement
est valable, alors on peut trouver un nombre N tel que, pour n2N
on ait

n
u(z,y »)— (ka,+ l)——-z (aitecost,y ~bsml, 1 )|ve
1
(¢ =1, 2),

et par suite la fonction harmonique presque périodique

"
u(a, y)— (kxz + 1) ——2 (a'yrcost,y + bllisinl,y)
1
est plus petite que ¢ en valeur absolue pour r=.r, et x — r,, cette
limite est donc auss: valable dans (z,, @,).
Nous indiquerons enfin un autre cas qui contient celui des fonctions
périodiques comme cas particulier : ¢’est celui ol la séric

2 e

est convergente pour tout ¢ positif.

Soient en effet 2, une droite quelconque intérieure a [a, 6], 2 >0
un nombre el que la bande (x,— 4, r,+ 2) soit contenue dans [a, 6]
et M = M(x,, o) une limite supérieure de la valeur absolue des déri-
vées du premicr ordre de « dans (.x,— ¢, @, + 0).

Alors, ne lenant pas compte du terme en £z~ qui n’altére en
rien la convergence, on a, dans (z,— 5, 2o+ 2) :

(A e~ A, e 7o) =™,
[7a(AG e — Age ) S M,

d’ot
M
JA; e |20,
n
M
A e | 27—

FAVARD. 7
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. . .o, P 2
En faisant x = @, + ¢ dans la premiére de ces inégalités et x =2y — ¢

dans la deuxiéme, on a

2 M

|A,f ehno lé _7\_8-1,,6,
n

I A; e—hu¥o ] é E)L'i e—! 0

,
et le méme raisonnement montre que
| B, ehnto | < e e—tnb

l B; e/ nto |§ L e_:,.,,a

Or, d’aprés 'hypothése de la convergence de la série Ze=", les A,
ne sauraient avolr aucun point limite a distance finie, et la série est
absolument convergente dans [a, b]. Il est nécessaire et suffisant pour

.

n

log

cela que, les A, étanl rangés.en une suite croissante augmente
) ? n

indéfiniment avec n.

53. Ftant donné un développement d’une fonction u(z, y) harmo-
nique presque périodique, nous ne nous sommes pas encore demandés
dans quelle bande il étail valable : car il est valable dans [a, 6] mais
peut étre valable dans une autre bande plus grande et nous savons
qu’il vaut dans toute bande, contenant la premiére, ou la fonction
reste presque périodique.

Une fonction donnée peut, nous I'avons déja dit, avoir plusieurs
développements valables dans différentes bandes qui n’empiétent pas
les unes sur les autres : c’est ce qui aura lieu, par exemple, si la fonc-
tion posséde des points singuliers distribués entre deux bandes ou elle
esl presque périodique et les fonctions périodiques fournissent facile-
ment, comme on le sait, des exemples de cette possibilité. Une autre
éventualité, mais dont la possibilité n’est pas prouvée, est celle ou la
fonction, quoique réguliére dans une bande, est bornée et presque
périodique dans deux bandes attenantes & celle-ci : il est nécessaire
alors que la fonction ne soit pas bornée dans la premiére bande. Nous
allons cependant démontrer que, dans ce cas, la fonction a nécessaire-
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ment deux développements différents dans les deux bandes ot elle est
presque périodique. Pour cela il nous sera nécessairve d’établir d’abord
la proposition aux limites que voici :

THEOREME. — St, sur les deux droites x = x, et x = a, on donne deux
Sonctions presque périodiques de y = [\(y) et [,(y), il existe alors une
fonction harmonique bornée et une seule qui est régulicre dans la bande
(@4, @y) et qui prend sur les drottes x, et x, les valeurs [,(y) et f.(y)
et cette [onction est presque périodigue.

Cette fouction existe et est unique : ¢’est un résultat bien connu et
qui se démontre facilement; en effet, une transformation conforme de
la forme ¢+ transforme la bande (2, 2,) en un demi-plan, puis
une inversion transforme ce demi-plan en un cercle et le probléme que
Pon a a résoudre sur ce cercle est le suivant : Trouver une fonction
harmonique bornée dans le cercle et qui prenne sur sa circonférence
les mémes valeurs qu'une fonction donnée bornée et continue sauf en
deux points. Ce probléme est un cas particulier de 1'un de ceux qu’a
résolus M. Fatou (') et il n’a qu'une solution. Cette fonction est
unique : cela peut aussi étre démontré au moyen du théoréme de Lin-
delof car, s'il existait deux fonctions de cetie sorie, leur différence
serait nulle pour x =wx, et x=uw, et bornée daus l'intérieur de la
bande, donc nulle partout. Cette fonction est presque périodique, en
effel une presque période commune aux deux fonctions de y a
laquelle “elle se réduit pour x ==z, et x = x,, relativement & ¢, I'est
aussi relativement a ¢ dans toute la bande (théoréme II).

De ce théoréme nous allons donner une autre démonstration : une
construction effective de la fonction que nous cherchons. Pour cela
nous supposerons, ce que I’on peut toujours faire a condition de sup-
poser cerlains cocfficients égaux a zéro, que les fonctions f,(y)
et f5(y), auxquelles la fonction doit se réduire pour z = x, et & = ,,

(") P. Farou, Séries trigonométrigues et séries de Taylor (Acta math.,
t. 30, 1906, p. 335-400).
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ont les mémes exposants ct les développements suivants :

(1) Fi(y) oy - X AL cosh, v+ Bl Usind, v,
n=1
N 5 B .
(2) Soly )~ oy +Z Af2 cosd,y + B{Psind, y,

n=1
et nous déterminerons d’abord les constantes £, /; A}, A} ; B}, B, par
les équations suivantes :
; kxi+ l=0a,
(3) 4 A;e)'"v"*‘Au e—)\"r,:AV‘ ([.:'72;'12'72; --’)9
N BY

ce qui est teujours possible car, lorsque @, 7 @, aucun des détermi-
nanls des systémes de deux équations que 'on a arésoudre ne s’annule.
Je dis alors que le développement

«
ha + L +2 [(Aseln + Ay e ) cost, y + (B em¥ 4 By e~ ) sinl, y ]
n=]1
est celul d'une fonction harmonique presque périodique : la fonction

annonceée.
En effet, deux fonctions formant Loujours un ensemble majorisable,

on peut les approcher uniformément par deux suites de polynomes :

N
o () = o+ X (A, coslyy + B! sini, y),

n=1

N
oM (y) =y -4—2 MN(A2 cosh, y + B2 sing, y).
n=1
Formons alors les polynomes harmoniques trigonéinétriques suivants:
N
-l N
N, y)=haz-+ [""24 PN (A e+ A, e cosh,

n=1

+ (Bi et 4+ B, e 1»®)sinl, y].

Chacun de ces polynomes veprésente une fonction harmonique
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presque périodique bornée dans (x,, x,) par les valeurs qu’elle prend
aux extrémités de la bande et qui sont précisément, & cause des rela-
tions (3) ¢V et 0. Donc, les polynomes u™(z, y) forment une suite
de fonctions harmoniques qui converge uniformément vers f, et f,
pour x=uz, et x=2a,; ils convergent donc uniformément dans toute
la bande vers une fonction harmonique et cette fonction est presque
périodique : cela résulte du théoréme sur la convergence des suites, ou
bien, si I'on veut, du fait que la fonction se réduit 4 deux fonctions
presque périodiques de y aux extrémités de la bande.

Arrivons maintenant au théoréme que nous avions en vue et que
M. Bohr, pour les fonctions analytiques, appelle théoréme d’unicité
généralisé :

TrroriME. — Soient, duns deux bandes [ a, b] et [c, d] qui ne chevau-
chent pas (c’est-a-dire que U'on a, par exemple, « < b < ¢ < d), deux
fonctions harmoniques presque périodiques u,(z, y) et uy(z, y). qui ont
respectivement dans chacune de ces bandes deux développements formel-
lement identiques : ces fonctions proviennent d’une méme fonction
harmonique réguliére et presque périodique dans toute la bande [ a, d].

Choisissons dans [@, ] une droite x, et dans [¢, d] une droite x,
toutes les deux intérieures a4 chacune des bandes. Formons alors la
fonction harmonique presque périodique dans (,, 2,) qui, aux extré-
mités de la bande, se véduit & u,(x,, y) el uy(2,, y); son développe-
ment sera précisément celui qui est commun aux deux fonctions «,
et u, car la détermination de ces coefficients doit étre faite au moyen
d’équations analogues au systéme (3) et cette détermination se fait
d’une facon univoque : les A et B déterminés de cette fagon seront
précisément ceux qui sont communs aux deux fonctions.

La troisieme fonction «(z, y) ainsi obtenue a le méme développe-
ment que «, dans (x,, b] el par suite, coincide avec cette fonction
dans toute cette bande, donc aussi dans tout le domaine d’existence
de u, et réciproquement : le domaine d’existence de « est domaine
d’existence de «,; de méme u(z, y) comcide avec u, dans [ ¢, z,). Par
suite u, et u, sont le prolongement I'une de I'autre ct la fonction «
définie seulement dans (., x,) peut étre prolongée dans | a, d].

Ainsi, étant donnée une fonction harmonique presque périodique



54 J. FAVARD.

dans une bande, le développement qu'elle y posséde la représente
dans une bande maxima ou elle est presque périodique. En dehors de
cette bande, ou bien la fonetion présente des points singulicrs, ou bien
devient infinie (') lorsque

y| augmente indéfiniment, ou bien cesse
d’exister; si elle redevient presque périodique c'est avec un dévelop-
pement différent du premier.

34. En voe du probléme de la décomposition, dont nous allons
nous préoccuper maintenant, et de ’étude de la fonction conjuguée
d’une fonction harmonique presque périodique qui fera I'objet du
Chapitre suivant, nous allons traiter le probléme aux limites qui con-
site & déterminer une fonction harmonique presque périodigue bornée
dans un demi-plan et se réduisant a une founction presque périodique
donnée sur une droite. Nous démontrerons le théoréme suivant :

THEOREME. — Soit

f(ry~A +2 (A, cosk, ¥ + B, sinz, y)
n=i
une fonction presque périodique réelle de la variable y, il existe une
Jfonction harmonique presque périodique u(x, y) continue pour x 2o,
réguliére pour x > o, qui se réduit & f(y) pourx =o ct reste bornée

(') Nous présentons ici une remarque a propos de cette éventualité.

Soit « une fonction harmonique presque périodique dans [@, &] etdans [¢,d ]
(a << b<<c<<d) et qui n’est pas bornée, quoique réguliére, dans (b, c¢). Nous
choisissons deux droites z, et x, intérieures a [a, b] et a [¢, d] et nous cons-
truisons la fonction harmonique presque périodique qui pour x =z, et z =z,
se réduit a u (2, y) et u (&,, y), soit u (z, y) cette fonction. Considérons la
différence

Uz, y)=u(zx, y) —uix, v),

c’est une fonction harmonique réguliére dans (., x,) et nulle pour z = z, et
Z = w,, elle peut donc étre prolongée au dela de ces droites par la méthode des
1mages et nous voyons que :

U est une fonction harmonique entiére périodique par rapport a x et presque
périodique par rapport & v dans des bandes telles que (z,, b] et [c, 2,) : cest
un exemple d’une telle fonction qu'il suffirait de donner pour prouver la possi-
bilité de I’éventualité dont nous nous occupons.
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dans le demi-plan des x positifs. De plus cette fonction tend unifor-
mément vers A lorsque x augmente indéfiniment et son désveloppement
est donné par

u(z, y)~A +Z (A, e cosd,y + B, e sink, ).

. n=1

Cette fonction, si elle existe, est unique, car, sil en existait deux,
leur différence serait harmonique, réguliére pour x >> o, continue
pour x2 o, nulle pour # = o et bornée dans tout le demi-plan > o;
on pourrait alors la prolonger par le principe des images dans le demi-
plan @ < o et 'on obtiendrait ainsi une fonction harmonique réguliére
dans tout le plan et bornée, donc une constante qui serait nulle puisque
la fonction est précisément nulle pour z =o0. Clest aussi une consé-
quence de la convexité de N () car cette fonction est bornée quel que
soit = § trés grand et nulle pour z = o, donc
I (E).

M (z)sz Fo

pour = donné on peut prendre & assez grand pour que le deuxiéme
membre de cette inégalité soit aussi faible que 'on veut, par suite
M (x)=o0. Que cette fonction existe est un fait bien connu dont nous
allons donner deux différentes démonstrations :

1° D’aprés le théoréme sur ’approximation des fonctions presque
périodiques, nous pouvons trouver une suité de polynomes
Nimi

om(¥)=A-+ X (@ cosk, y + b sink, y)

n=i

qui converge uniformément vers f(y) lorsque 7 augmente indéfini-
ment.

Formons la suite de polynomes harmoniques trigonométriques :
N

N . .
U (2, ) =A +2‘ e~ tx(alt cosh, y + b sind, y)

n=1

qui tendent uniformément vers .\ lorsque .x augmente indéfiniment.
D’aprés le théoréme sur la convexité de la borne supérieure de la
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valeur absolue d’une fonction harmonique, on peut écrire :

borne sup. | tt,,, — Uy, | = borne sup. |9, — O, |-
x20 Lyl 4o

I suit de la que les polynomes «,, lendent uniformément vers une
limite « quand m tend vers l'infini ct dans tout le demi-plan 2o :
c’est la fonction que nous cherchions. Elle tend en effet vers f(y)
lorsque  tend vers zéro et vers A lorsque .x tend vers - o puisque u,,
tend lui-méme vers \ ; de plus c’est la limite d’une suite de fonctions
harmoniques bornées dans tout le demi-plan et qui tendent uniformé-
ment vers des limites presque périodiques pour x=o et lorsque x
augmente indéfiniment : c’est donc aussi une fonction harmonique
presque périodique.

Quant a son développement, il s’obtient a partir de la suite des
polynomes u,, par passage a la limite, or @) et b}," tendent respecti-
vement vers A, et B, puisque ¢,, tend vers f(y): c’est donc bien celui
que nous avions annonce.

2* l.a démonstration que nous donnons ci-dessous est destinée a
préparer les raisonnements du prochain Chapitre.

A partir de la fonction donnée /() formons l'intégrale suivante :

o zdn
f T =y

Elle a un sens pour toute valeur de x et de y puisque f(7) est
bornée et elle représente une fonction harmonique en zety, je dis que
pour x > o c’est la fonction u(x, y).

a. Elle est en effet réguliére pour x> o0 et bornée dans tout le
demi-plan @ > o par la borne G de la valeur absolie de f (y),

b. Lorsque x tend vers zéro, elle tend vers f(y) : c’est aussi un fait
bien connu dont la démonstration tient en quelques lignes.

Par une transformation linéaire évideunte, nous avons, en effet :

wa, )= =2 [T fen -

—
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f étant uniformément continue on peut trouver un nombre & tel que
pour |y — y|<c on ait
SO =S ]2e

quel que soit le nombre ¢ donné, désignons alors par v, un nombre

positif tel que
2G
’ﬂ."fh

8

et cholsissons x assez petit pour que
20 < d.

Partageons alors I'intervalle d’intégration en trois autres comme il
suit :

. — +® +7 .,
u(xy)—f(y)——ﬁ%f +f +f [flza+v)—fly)] d“(

Dans l'intervalle — v, v, on a

|zn| <39,
donc
) [fzn+y)—f(¥)|Ze
et par suile

| ' My l
—_ i <o
B /___f” L/ + ) — F) oy <e
dans les deux autres intervalles on a
e T e
’r[ p—

pour la méme raison

-+ ®

A

€,

Al -

hatl

et par suite
lu(z, y) —f(y)<3e,

c’est-a-dire que cette différence est plus petite qu'un nombre arbitraire
dés que z est assez petit.

3° Cette fonction est presque périodique. Soit en effet Y une

FAVARD, 8
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presque période de f(v) relative & ¢, on a

-+ R d
u(x,y+Y)—u(x,)')=%f Sy -+ Y>—/(7)3x—217y—n_,ﬁz

et de
[f(r+Y)—f(y)|Ze,

on conclut immédiatement que
lu(e, y +Y)—u(z, y)[Ze;

que cette fonction tend uniformément vers une limite quand x aug-
mente indéfiniment, cela parait plus difficile 4 démontrer au moyen
de cette seule expression.

Du théoréme que nous venons de démontrer, découle immédiatement
la proposition suivante : Si le développement d’une fonction harmo-
nique presque périodique dans une bande [ «, 6| n’a que des exposants
négatifs (positifs), alors la fonction existe et est presque périodique
dans tout le demi-plan |, ) ((— =, b]) et elle tend uniformément
soit vers une limite, soit vers I'infini lorsque 2 tend vers + s (— ).

Occupons-nous seulement du cas des exposants tous négatifs et
débarrassons-nous d’abord du terme en hx —+ 5’1l existe, 1l restera
alors un développement ne contenant plus que des termes en e~ cos Ay
et e*¥sin7.y; soit &, une droite de la bande [«, b], considérons la
fonction u(x,, y) et formons ainsi que nous venons de le faire la fonc-
tion «,(x, ) qui, pour x =z, se réduit & u(x,, y):

Si

2 e n* (A, cosh, v + B, sind, y)

n=1
est le développement de u(x, y) dans[«, b}, celuide v, dans (z,, + )
sera le méme car ce sera

2 ety e—)»,(.r_:ca)(A” cos 7\"}/ + B, sin )_"y),

n=1

Les deux fonctions u et u, ont le méme développement dans (x,, b},
elles coincident donc daus cette bande et par suite dans tout leur
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domaine d’existence : c’est-a-dire que u existe et est presque périodique
dans [ a, + o).

35. Quant a l'allure a l'infini, d’aprés ce que nous avons montré,
la fonction u, (#, y) tend vers zéro lorsque « tend vers l'infini et, par
suite, la fonction d’oli nous sommes partis tend uniformément, soit
vers une constante, soit vers l'infini comme £z.

Nous allons maintenant établir les réciproques de ces propositions
en démontrant le théoréme suivant :

TreoriMe. — Soit u(x, y) une fonction harmonique presque pério-
dique dans [x,, + «], alors trots cas peuvent se présenter :

A. u(x, y) tend vers une limite finie lorsque x tend vers Uinfini;
B. u(x, y) tend vers U'infini comme kx ;
C. u(x, y) prend toute valeur donnée a lavance;

ils correspondent aux trois éventualités suivantes :

«. les exposants de u(x, y) sont tous négatifs et vl n’y a pas de terme
enx;

B. les exposants sont tous négatifs mais il y a un terme en x;

Y. i y a des exposants positifs.

Nous avons vu que les cas (A) et (B) sont effectivement possibles et
réalisés dans les éventualités («) et (3), 1l reste @ montrer qu’en dehors
de ces cas, le cas (C), seul, est possible.

Pour cela nous choisissons un nombre M et nous supposons que la
fonction ne prend pas la valeur M dans le demi-plan > x, : c’est-
a-dire qu’elle restera constamment ou bien supérieure ou bien infé-
rieure a M. Supposons que ce soit la premiére éventualité qui se pré-

sente, alors on a
z(x,y)—MZo (z > z).

Cela posé, formons la quantité

M, - | -+ A+ ha A- —Ax
yi(1Excoshy)[u(z, y) —M]|=kz+1—-M=x et e .

Que l'on prenne le signe + ou le signe — devant cosiy, la quantité



6o J. FAVARD.

qui figure sous le signe M, est toujours non négative dans tout le
demi-plan z >> x,, sa valeur moyenne elle aussi est non négative; or,

. A~ : :
dans le deuxiéme membre le terme — ¢ '~ tend vers zéro lorsque

tend vers l'infini, on peut donc choisir & assez grand pour que, ¢ étant
donné, on ait

._-__ e—)x

2 <€

et alors, il est nécessaire que 'on ait a partir de cette valeur de x

-

2

hae 46—\ — ez — g,

et cela n’est possible que si, pour toute valeur de %, on a A*=o0. On
montrerail de wéme gue on doit avoir B* = o, par suite la fonc-
tion u (@, y)— Mn’a que des exposants négatifs et elle tend vers I'in-
fini comme k2 ou vers une constante quand x tend vers linfini. Le
cas ot I'on aurait constamment «(x, y)— M <o se traite de la méme
facon, scul le cas (C) est donc possible et les raisonnements que nous
venons de faire montrent de plus qu’il est effectivement réalisé lorsque,
parmi les exposants, il s’en trouve de positifs. Les trois hypothéses
s’excluant mutuellement, le théoréme est complétement établi.

36. Pour clore ce Chapitre il nous reste a parler d’un probléme
auquel nous avons déja fait allusion et qui est le suivant :

Etant donnée une fonction presque périodique de y surladroitez =«
et une autre sur la droite x =5b(a<b), on a vu quil existait
deux fonctions bornées harmoniques presque périodiques, l'une
dans (a, 4 o), 'autre dans (— oo, ) et la somme de ces deux fone-
tions est harmonique presque périodique dans (a, b); si, inversement,
nous nous donnons une fonction harmonique presque périodique
dans («, b) nous sommes conduits a nous demander si elle est décom-
posable en la somme de deux fonctions de cette sorte (*).

Retranchant d’abord, si cela est nécessaire, le terme en kx + [, le

(*) Pour une fonction harmonique périodique, on sait que cette décomposition
est toujours possible (théoréme de Laurent).
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probléme revient a trouver deux fonctions harmoniques s’annulant
I'une pour &> —+ o, l'autre pour x— —oo. L’une de ces fonctions
n’aura que les exposants négatifs de la fonction dont nous sommes
partis, I'autre que les exposants positifs. Afin de simplifier I'écriture
nous supposerons que a=o gl b =1, cas auquel on peut toujours se
ramener par une transformation linéaire sur z et y qui conserve les
fonctions harmoniques : une translation et une homothélie.

Soient alors £, et £, les fonctions presque périodiques de y auxquelles
se réduit la fonction que nous nous proposons de décomposer
pourx =o et z =1 : le problémerevient alors a rechercher s'il existe
deux autres fonctions presque périodiques o,(y) et o, (y) telles que

%(J’)”*‘;I“::f;°° o1 (¢) )2 = fol¥).

dt
I+ (y—t¢t
' dt
‘Pn(,‘)ﬂ-%/‘_°° %(l)l—&-(y_—l)“’:f'(y)'

Par addition et soustraction on tire.de ces deux équations

) = o)+ fi ()

' . ot
SRy OO e

Pt}

o (N —ai())—= [ [ea(t) —9:(0)]

' —w

al
(=) = fo(¥)—fi(¥)-

Nous sommes ainsi conduits a I'étude de ’équation intégrale

- —+

d
o =1 [ o0 = IO,

pour A ===1 el il se trouve que précisément A = — 1 est valeur sin-
guliére et c’est méme la plus petite en valeur absolue. Toutes les
valeurs de A supérieures & 1 sont aussi valeurs singuliéres et les solu-
tions quiy correspondent sont de la forme cos(ay + 3), ot « =log?..
Ce noyau a donc les mémes propriétés que le noyau de M. Picard,
mais son étude est facilitée par la représentation de l'intégrale au
moyen des fonctions harmoniques. Notre intention n’est pas de faire
ici 'étude de I'équation intégrale a laquelle nous sommes arrivés;
mais il nous a paru intéressant de la signaler; nous allons entre-
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prendre le probléme de la réduction par des raisonnements d'un tout
autre ordre. Nous donnons en note quelques indicalions relatives au
noyau (').

(') La méthode des approximations successives converge, lorsque f (y) étant
bornée et continue, A est plus petit que 1 en valeur absolue. Posant, en effet,

o(¥) =Sy +2fO)+ 12O (y)+...+ 12 (y) +...,

on a .
f‘")(}'):%f_w f("—')(t);_*_—(;f__—[)“z'
Si G est la borne supérieure de [ /] on a alors
lf“’{;:G, RN |26, ceey

et, par suite, le développement de ¢ converge dés que | 2| < 1.
A partir de f(y) construisons la fonction harmonique « (z, ¥) qui se réduit
a f(y) pour z = o et est bornée dans le demi-plan 2 > o0, on a

SO =) SO =, ) =y,
rom=umn=2 [ F0

nt+ (y—t)y )
En posant, comme d’habitude,
1

K(f,y): m)

le n*me noyau itéré est

n

K (¢ —_—
) ni4-(y —t)?

A = 1 est une valeur singuliére a laquelle correspond la fonction fondamen-
tale ¢ = 1.

2 = —1 n’est pas valeur singuliére, car construisant la fonction « (=, y) a
partir de la solution ¢ de I’équation sans second membre, on en déduit

u(o, yy=—u(1, y),

d’oun, puisque « peut tout aussi bien étre définie par les valeurs qu’elle prend
sur la droite x — 1,

u(z, yy=—u(z+1,y)=u(x+2,y),

u est harmonique, bornée dans le demi-plan positif et périodique par rapport
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63
37. Nous allons montrer que si u(x, y) n'est pas décomposable,
en tout cas 2% Pest.
ox

Pour cela, dans la bande [«, 6] ol u(x, y) est définie nous choisis-
sons deux droites intérieures D, et D, d’abscisses d, et d, (d,<d,)
et nous rappelons que ’on a dans la bande (d,, d,) :

Ju 1 [Idlogr du u 0 (dlogr d
dz ~ 277]» dzxz Jdzx ().z:< da K
? \xr=dy) (x=dg}
i ["[dlogr du d (dlogr )
-5 Dl[——dl’ ~()—‘;——ua—’v< e >Jdn.
(2 =d,)

(v =dg)

Or, l'intégrale

1 dlogr
;7;\/,;,“ dr dn

(v=d,)

représente la fonction harmonique qui dans le demi-plan 2 >> d, reste
bornée et se réduit & u(d,, y) pour & = d,, I'intégrale

i 90 [dlogr\ .
5‘1; V[ll ()“‘z‘( dx > (1[)

x —=dj

converge donc egalement dans tout un demi-pian et elie est égale a la
dérivée par rapport & = de la fonction dont nous venons de parler ou

a z, c’est donc une constante qui doil étre nulle pour que I'on ait

w(z, y)=—u(z+1,y).
A > 1 est aussi valeur singuliére, car pour

¢ (y)=cos(ay +{)

on a, d’aprés la théorie des fonctions harmoniques,

L de —e *cos(a )
7_5_[_& COS(dy+ﬁ)m—e ‘}’—i—ﬁ,

il suffit alors de prendre « —log A pour se convaincre que A est valeur singu-
liére.
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a cette dérivée changée de signe. Remarquons aussi que

dlogr  dlogr
oz~ dxr ’
{x=da

donc l'intégrale

1 dlogr du
;'rfb Jx cﬁdﬂ

) ) .0 .
a un sens et reste bornée dans tout demi-plan puisque ()—;— est bornée
dans [«, b]. Donc 'intégrale

1 dlogr du 0 (dlogr
é?r-'n’[ oz %“"a‘x( dz )]d*’

(t=4d,) (x =dy)

a un sens dans tout le demi-plan &'< d, et y représente une fonction
harmonique bornée, soit U,(x, y), de méme, 'intégrale relative a D,
représente une fonction harmonique dans le demi-plan « > d,, soit U,
cette fonction changée de signe, nous avons

du
d_.i = 31(1 -+ “2,
la décomposition est effectuée.
Si u est elle-méme décomposable en deux fonctions u, et u, on devra
avoir :
U= u;+ u,,
du du
— =1, s R TI
Jdx dx
Partant d’une fonction harmonique presque périodique, les inté-
grales dont nous avons parlé représentent toutes, elles aussi, des fonc-
tions presque périodiques et ¥, et U, sont presque périodiques.
Si u, et u, sont bornées, alors elles sonl aussi presque périodiques;
démontrons-le par exemple pour u,, soit ¥, la fonction conjuguée
Rt A \ ) du .
de U, définie a une constante prés par — 0—},‘ =1, elle est aussi
bornée dans le demi-plan x> d, et nous verrons, dans le Chapitre
suivant, que, dans ce cas, elle est aussi presque périodique; or on a

¥
tq(x,_y):—-f Y,(z, y) dy + fonction de z;
0
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: .
done dire que «, est bornée équivant a dire que [ ¥, (x, y)dy est
Jo .

bornée; sous le signe [ figure une fonction presque périodique qui a,
par hypothése anc intégrale. bornée, donc aussi presque périodique
et u, est presque périodique sur toute droite.

Remarquons aussi que, si 'on se propose de résoudre le probléme
au moyen des équations intégrales que nous avons signalées en se pla-
cant sur des droites intérieures a [a, b] et que si 'on trouve des solu-
tions bornées pour ces équations, ces solutions seront presque pério-
diques : c’est un résultat qu'il semble difficile de démontrer a priori.

Un criterium permettant d’affirmer que la décomposition est
possible est le suivant : si les exposants A, n’ont pas zéro pour point
limite, la décomposition est toujours possible.

Considérons en effet la fonction analylique presque périodique

Ju Ou

oz~ 9y’
ses exposants n'ont pas zéro pour point limite et M. Bohr (III) a
démontré que, dans ce cas, ses intégrales sont aussi presque pério-
diques ; en choisissant bien entendu les intégrales qui n’ont pas de
terme constant, on voit que « est la dérivée d’unc fonclion harmonique
presque périodique, donc elle est décomposable.

38. 1l nous reste'a donner un exemple de fonction harmonique
presque périodique et indécomposable. M. Bohr a déja donné un
exemple de fonction analytique indécomposable, la partie réelle de la
fonction qu'il a construite est aussi indécomposable.

Nous allons donner ici un exemple que nous reprendrons dans le
prochain Chapitre.

Soit la fonction

ulz, y) =2 [A (€M7~ e™T)cosh, y + B, (&M — ") sink, y],

n=t
ot les X, sont linéairement indépendants et tendent vers zéro; pour
qu'elle représente une fonction presque périodique dans (—1, -+ 1),

FAVARD, 9
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il faut que la série

DAL+ B, (]sh2,

"=\

converge, ce qui permet en méme temps d’écrire le signe = au lieudu
signe ~.

Je dis que cette fonction est indécomposable lorsque X[
diverge.

Si elle 'était, ce serait en effet, en la somme des deux fonctions

A+ 1B.]

@

2 erv (A, cos b,y + B,sinl, y)

n=—i{

et

E

2 e (A, cos),y + B, sink, y).

n=t

Mais aucune de ces séries n’est celle d’une fonction presque pério-
dique, car, pour « = o elles réduisent toutes deux a

2 (A, cosk,y + B,sinl, y)

Ne=1

et ce développement ne peut étre celui d’une fonction presque pério-
dique de y que si la série X[|A,| + [B,|] converge, puisque les %, sont
linéairement indépendants, et cela est contraire a I'hypothése.

CHAPITRE 1.

LES FONCTIONS CONJUGUEES DES FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PERIODIQUES.

39. Nous arrivons maintenant au prohléme qui a donné lien a ces
recherches el qui est, comme nous I'avons déja dit, de voir si les fonc-
tions harmoniques presque périodiques peuvent toujours étre consi-
dérées comme étant la partie réelle des fonctions analytiques presque
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périodiques, nous montrerons qu’il n'en est vien, ce (ui justifie les
recherchies du précédent Chapitve.

Nous nous occuperons aussi du probléme suivant : une fonction
presque périodique /(y)étant donnée,nous avons formé lafonction har-
monique presque périodique bornée parle demi-plan 2o et se rédui-
sant & f(y) pour & = o3 nous rechercherons alors dans quelles condi-
tions la fonction conjuguée de cette fonction est presque périodique et
aussi dans quelles conditions la limite de cette fonction, lorsque 2 tend
vers zéro, est presque périodique. Ce probléme est, comme on va le
voir, intimement lié a celui de D'intégration el nous formerons des
exemples des diverses éventualités dont la discussion mettra en évi-
dence la possibilité.

En somme, les problémes (ne nous allons aborder sont les suinants:

Soit u(,y) unefonction harmonique presque périodique dans|a, b]:

() w(r,y )y~ ha 41 —|—2 [(A, & + A e ") cosd, ¥
n=1
+ (B} e+ B;e ) sink, y].
Le développement de cette fonction est la partie rvéelle d’un déve-
loppement, purcment formel, en s =ax + 7y.
. W . N _ . Y. =
ks (L4 ik) + Y [(A, —iB)) e+ (A;+iB,) e,
n=1
ce développement est-il celui d’une fonction analytique presque
périodique dans une bande intérieave i [a, b]? 11 faut d’abord ¢u’il
n’y ait pas de terme en = dans le développement, mais nous verrons
que cela n’est pas suffisant; dans le cas o cela a lieu, alors la, partie
imaginairve ¢ de la fonetion dont nous avons écrit le développement
a le développement suivant :

(2) v(z,y)~h +2 [(A, ett — Ay e M%) sink, y
n=1
— (B e'nt— B e M ycosk, y ],
et nous montrerons que si ¢(z, v) est presque périodique, elle a effec-
tivement le développement que nous venons d’écrive.
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Quant au deuxiéme probléme, il se pose de la facon suivante :
A partir de

(7Y~ As+ X (A, cosh,y + Bysink,y),

n.=1

nous formons

u(zx, y)yrv A0+2 e (A, cosh, y + B, sink, y);

=1

alovs si la fonction conjuguée ¢(x, v) de u est presque périodique, elle
aura pour développement

v(z, ¥)~C —-2 e~M(A, sink,y — B, cosh, ),

=3

et le probléme auquel nous nous attacherons surtout sera de recon-
naitre si le développement

C ——2 (A, sin2, y — B, cosh,y)

n=1

est celui d’une fonction presque périodique.

40. Soit u(z, y)une fonction harmonique presque périodique dans
une bande [, b} (ou (a, b)), sa fonction conjuguée ¢(x,y ) est définie
a une constante prés par les équations

o __du 0 _du
dxz~ 9y’ dy ~ Ox

et elle est réguliéve elle aussi dans [, 6] ou (a, b). Au sujet de cette
fonction nous allons démontrer le théoréme (ue nous avions annoncé
au sujet de son développement.

TaEorEME. — St la fonction ¢ (2, y) est presque périodique, le déve-
loppement de u (x,y) ne contient pus de terme en x et le développement
de ¢ est le conjugué de celui de u :

En effet, pour une fouction presque périodique harmouique, telle
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que ¢, on doit avoir:

dv du
Mot = {5t
Or nous avons vu que
du
Myg o

=k,

ce qui nécessite £ = o.
Ensuite, d’aprés la propriété de permutation des signes M et J,
on a

?

J \ {coshy| de
(T'L—‘M"g‘)?sinlsy\’ M"{’(-)-.i-

coshy ( du (coshy '
sinhoy) Myi— dy | sindy
e Ay [smAy

et ces égalités nous montrent immédiatement que si « a le développe-
ment (1) dans | a, b], ¢ ne saurait en avoir d’autre que (2) si elle est
presque périodigue dans une bande intérieure a [a. b]. Si ¢(x,y) est
presque périodique dans une bande intévienrve a |a,b], elle y est
bornée sur toute droite, or, pour x =, on a

' a
v (Zg, y) :fagdhy,

{r=1)
, oA . (Ou -, e e
et nous avons vu (n°17) que si 5z est bornée sur une droite inté-

renre ala,b], elle est bornée sur toute autre droite de la bande; de
du , e 4 . .,
plus, 55 Ctant presque périodique dans| «, b], sonintégrale sur chaque
droite est ausst presque périodique, si elle est bornée; done (@ est
l__ ’ L ) )
yresque périodique dans | a, 6] dés qu’elle est, ou bien bornée, ou bien
’ b b

presque périodique sur une droite de Vintérieur.

41. Quels sont les cas ou I'on pourra affirmer qu’il en est ainsi ?

Si la série formée formellement converge uniformément, il en -sera
bien ainsi.

Dans le cas ol les exposants sont tels que Ze—"* converge quel que
soit ¢ positif, nous avons montré gque les termes | A=eh | | BEe*ho|
étaient plus petits (ue ceux d’une séric convergente; par suite la série
conjuguée de celle de u sera elle-méme absolument convergente et
représentera la fonction ¢(z, ¥) conjuguée de u.

Nous allons démountrer que, plus généralement, si les exposants 7,

—kn0
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n'ont pas zéro pour un de leurs points limites, ¢(a,y) est aussi
presque périodique.

Nous avons vu, en effet, que, dans ces conditions, la fonction est
décomposable en deux autres : 1'une définie dans (— =, 6] et autre
dans [a,+ o) et il en est de méme de la fonction analylique
dezs=a+1y:

r@=2 % =) (),

ou f~(z) est réguliére el presque périodique dans (—oe,b] et n’a que
des exposants positifs qui n'ont pas zéro pour un de leurs points
limites; mais, dans ces conditions, M. Bohr (III) a démontré

que f/—(:) dz est bornée et presque périodique elle aussi dans (—ae,b].

Le raisonnement est le méme pour /*+(3) et alors on voit (ue

w(@. y) + iv(x,y):ﬂz):ff'(z)dz :f[f-(s>+f+<s)]dz

est presque périodique dans[a,b], il est donc nécessaire pour cela
que ¢(z, y) soil aussi presque périodique.

Y
Nous citerons également le cas ou l'intégrale f u(z, y)dy est

bornée et par suite presque périodique, sur deux droites de la
bande [a, b] (et par suite dans toute la bande comme nous allons le
voir). La fonction harmonique

— y 7 ’ ’ 7 ()u i
U )= [ ute)dr = [ e—niie o @

a pour dérivées partielles :

ouU

()‘y _u(x, )/))

U Y du " du .

o9z — | %d}’—/; '53—,(5, o0)de¢=v(z, y)— ¢(x, 0).

,
Or la fonction f u(x,y)dy est presque périodique sur deux droites
o

a Pintérieur de la bande; U(az, y) est donc presque périodique
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dans la bande formée par ces deux droites, il en est de méme de ses
dérivées partielles et de ¢(a, y) dans cette méme bande, par suite
dans toute la bande [a,b]. La fonction U a ses dérivées presque

L N , 0U
périodiques dans [a, 6] et par suile bornées, et comme f@— dy est

bornée dans une bande, U est bornée dans [ «, 6], donc presque pério-
dique et nous avons le résultat que nous avions annoncé concer-

nant j.u(cc, y)dy.

42. 11 ne nous reste plus qu’a donner un exemple de fonction indé-
composable dont la fonction conjuguée n’est pas presque périodique,
car, dans la suile, nous aurons I'occasion de donner des exemples de
ce genre pour les fonctions définies dans un demi-plan.

Reprenons a cet effet la fonction que nous avons considérée aun® 38 :

u(z, y) =N, (e—e=u) (A, coshyy + Bsink, ),

n=1

ol les %, sont linéairement indépendants et ou la série

DALl +{B,|]shd,

n=1

conmverge, alors la fonction précédente est presque périodique
dans (— 1, +1); nous avons vu qu’elle est indécomposable lorsque

DA +B.]]

diverge, mais, dans ces conditions, si sa fonction conjuguée ¢(x,y)
était presque périodique on aurait

v(z, y) ::2 (ehw* 4 e~7n¢) (A, sind, y — B, cos}, v);

n=1

pour & = o ce développement devrait converger absolument, ce qui
est en contradiction avec nos hypothéses.
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A3. Venons maintenant au deaxieme probleme : nous donnons
une fonction f(y) presque périodique sur 'axe des y; nous.avons
déja montré qu'il existe une scule fonction harmonique presque
périodique dans le demi-pian positif, uniformément hornée el se rédui-
sant a_f(y) pour z =o.

Nous avons trouvé :

wepy =" [ 10 T

. 2t (v —
et si
f()’) ~ AO"‘Z (Au COS)‘H}’ -+ Bu Sin)‘n }’),
=1
alors

u(z, y)yn A°+2 e~*"(A, cosh, y + B,sink, y)

n=lI

si e(x, y) est aussi presque périodique, son développement sera

v(z, y)~C —2 e~*«"(A, sinl, y —B, cosk,y),
n=1
ou la constaute C est indéterminée. Nous allons exprimer une fonction
conjuguée au moyen d’une intégrale, ce qui facilitera la discussion et
la recherche des conditions pour que ¢(x, y) soil presque périodique.
Pour cela choisissons un nombre ¢ quelconqgue positif et définissons
deux nouvelles fonctions f, () et f, (y) par les conditions suivantes :

_{f(yy pour|y]
S =07 pour ||

| pour |y| = p,
BOV=1 1) pour | y|>p.

L) =Loly) +11(¥)-

Cela posé, considérons les deux expressions

P
23

VAR

On a évidemment

d
0o, ) = . j_ Ao 0

o,(m,y):%_‘[—w fl(t)[aT—:[(_t—-{—‘-y?_%_ dt.
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La premiére définit une fonction hornée sur toute droite d’abscisse
positive. Soil en effet G une limite supérieure de | /(¢)], on a :

P t—y|dt
oot 2] [ e eI

e 2 (t—y)

Si y est dans I'intervalle — 5, 4 5, on voit que

PR t— _ 2 Gp? P
oot 152 [ e U as 288 (pnyry),

-2
Pour v ereur § 1 valle — ¢ 5 :
our y exterieur a bintervalle ¢, +s,ona:

~

9o, ¥)|2 P max

ot (p—y)t 1 x2+(p+y)’$ (| <—p
glngz—i—(,O—!-y)z’2logx‘2+(P""}’)l )"> o

< G log <\/_1fl "_*"iif’) .
I3 x

Ensuite cette fonction est harmonique dans tout le demi-plan
positif, car elle v a vigiblement des dérinvées de tous ordres et le

Y

noyan ———2—
Y e =y

est la partic imaginaire de la fonction analy-

. I yo* ’
tique T dont est la période réelle.

x
@+ (L—y )
i.a deuxiéme expression détinit également une fonction harmonique

dans le demi-plan positif car le noyau est la partie imaginaire de

I I j<4

—ataT (= —it)’
et alors, pour |z|2R, ona:

K R
—
ali— |
]

‘ L—y ___I_l< .
G S N ]

1A

Or, &, v étant donnés, on peut choisir | 2] de facon que

R

m<1—a (o<<a<<y)

dés que z surpasse une certaine valeur, ceci nous montre, puisque f(¢)
est bornée, que I'imtégrale qui définit ¢, (2, y)a un sens: le méme pro-

FAVARD. 10
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cédé montre aussi qu’elle a des dérivées de Lous les ordres, elle est par
suite harmonique puisque le noyau lest.
Montrons que la fonction

v(z, y)=vi(z,y)+0i(2,7)

est I'une des fonclions conjuguées de la fonction u(z, y).

o . I 2 .
Les fonctions - el — ont toutes deux pour partie
s — 1 (s —1t)
réelle ——————, par conséquent les fonctions
P+ (y —¢)
-+ =
I z dt
uy(z, v)y= - ) ————
@=L 0 m

+
1 x dt
u,(x = = f £y ————
1( 3)/) 'l—fv/__“ fl( )Jfﬂ-i"()"‘-‘)'
ont respectivement pour l'une de leurs conjuguées ¢, et ¢, et d’autre

part on a évidemment
U=ty U,

el par suite une fonction conjuguée de u sera
PE TR

Indiquons 'expression suivante de v :

4
v(m,}):% S()K(¢t; =, y)dte
avec
t—y
2T+ (L — y)?
t—y 1
T (i—g)r 1

pour [1] < g,
K(t; 2, y)=
pour |t|>p.

Nous avons déja montré que si ¢ est bornée, elle est aussi presque
périodique et nous avons vu que ¢, esl bornée sur toute droite du
demi-plan positif, par suite; pour que ¢ soit bornée, il faudra que ¢, le
soit et il suffira méme qu’elle le soit sur une seule droite.

44. Un cas particulier simple est celui ou la fonction /(¢) a une
dérivée bornée [ce serale cas si, aulieu de partir de f(¢), nous partous
de la valeur de u(a,y) pour @ positif quelconque], ou méme si la
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fonction satisfait & une condition de Lipschitz d’ovdre « (0o < xZ1);
¢'est-a-dire si I'on peut trouver un nombre ¢ et une constante M tels que

| f(t) = F(e) M| t— 1, |
dés que
}t2_ t,l;a

Faisant tendre alors ¢ vers zéro on pourra écrire :

o(,y) = -,‘;f_+”f(t)[;,+—(j—ﬁ—) — 7}

en entendant que
Y —p .4,,,‘
f — lim ¢ f —i—f .
L p—)n 17 g

Car, quel que soit 5, 'expression que nous avons obtenue précédem-
ment définit une fonction conjuguée de « et, d’apreés les limitations
obtenues pour ¢,(x, y), cette derniére fonction tend uniformément
vers zéro dans tout demi-plan z > @, (2, > 0).

Alors, dans ce cas, I'intégrale

g(y)f:%/_‘w S )[——Z]dt

existe également (en prenant, au voisinage de ¢ = o et ¢ = y les valeurs
principales de cette intégrale comme nous 'avons fait pour v, c'est-
a-dire que, en supposant par exemple y positif, nous posouns

- y—¢ o
g(y)-:limi[f S J
p">'°1t —~0 P Y }~p:

— xdt
(t—nlz"+ (t—yy]

Or, on a

v —g=1[ s

et cette fonction est bornée sur toute droite du demi-plan positif car
o RN ¢ LY ae
z, y)—g(y)= §j_w S +}’)(m -y

SRR

(0 <p59),
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mais

et

La condition nécessaire et suffisante pour que v'(z, v) soil bornée dans
le demi-plan des & positifs est donc que g(y) le soit également.

Remarquons maintenant qu’étant donné un nombre positif = quel-
conque, on peut trouver les nombres x et ¢ de fagon & satisfaire a la
fois aux inégalités

o<psad,

d'ou _
[o(z, y)—g(¥)Ze

et d’apres la forme de ces inégalilés nous voyons que si elles sont
satisfaites pour une certaine valeur de x positive, elles le seront pour
les valeurs plus petites. Par suite ¢(a, y) tend unmformément vers g(y)
lorsque 2 lend verszéro. De plus, i g(y) est bornée, elle est presque
périodique, car, sur la droite  que nous avons déterminéc par les iné-
galités précédentes, v (z, y)est presque périodique; soil v; une de ses
presque périodes rclative & ¢, on aura

l8(y +m) — (M) :lg(y +0) — o (2, y+ )]
+] (@ y +n)—v(z, y)| +1o(@ y) —g(y)]| =3,
7 est une presque période de g(y) relative a 3z, nombre arhitraire-

ment petil.
Soit alors

v(z, y)~GC ——2 et (A, sink, y — B, cosk, v)

n=i

le développement de ¢, les fonctions presque périodiques de y
auxquelles cette fonction se réduit pour des valeurs de  qui tendent
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vers zéro, tendent uniformément vers g(y), donc

g(ry~C— 2 (A, sin), y — B, cos2, y).

n=t

Nous appellerons fonction conjuguée g(y) de la fonction f(y), la
limite (définie a une constante pres), si elle cxiste, de la fonction har-
monique (x, y) lorsque x tend vers zéro.

Le résullat Lrouvé peul s’énoncer ainsi :

St f(y) satisfait a une condition de Lipschitz, la condition nécessaire
et suffisante pour que v(x,y) soit presque périodique est que sa fonction
conjuguée g(y) soit elle ausst presque périodique.

45. Nous signalerons également un autre cas stmple, celui oilf
°

—p
I3 . . -, . y .
et f J—t(?l dt existenl qui, combiné avec le résultal précédent, nous

fournira un criterium nous permettant d’affirmer que la fonction
conjuguée de f(y) esl aussi presque périodique.

Dans les conditions ol nous nous plagons maintenant, les précau-
lions que nous avons prises pour mettre ¢(z, y) sous forme d’inté-
grale ne sont plus nécessaires. Nous avons lrouvé

+ oo
o =2 [ fOK(E 2 ) di;

mais dans ce cas I'intégrale

1 (t—y)
E'\/—w S()

Py

a un sens et la différence entre cetle fonction de.@ et y et la fonction ¢

est
0 o
f +f '—f—(tt—)dz,
-— P

c’est-a-dire une constante; alors la deuxiéme inlégrale que nous
venons d’écrire est aussi une fonction conjuguée de u, c’est celle que
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nous choisirons maintenant ct nous écrirons, car il ne peut y avoir

ambiguité,

=1 [ oG a=l [ e

zt+ (t—

-0
Quand les intégralesf ° f f( )dt auront-elles un sens? Cela

arrivera lorsque f(¢) a une mtegrdle bornee ou si, plus généralement,
[raoya=oep=y  (o<aln,

et pour cela il est nécessaire que f(¢) ait une valeur moyenne nulle
mais cela n’est nullement suffisant ainsi que nous le verrons sur des
exemples et nons aurons en meme temps le résultat suivant :

Si petit que soit le nombre positif «, il est possible de déterminer
des fonctions presque périodiques f(¢) & une valeur moyenne nulle et
telles que leurs intégrales ne restent pas toujours inférieures a |z|'~*.

Remarquons aussi que nous pouvons toujours supposer que la
valeur moyenne de f(t) est nulle; cela revient simplement a retrancher
une constante a la fonction w(x, y) el cela a un effel semblable
sur ¢(x, ¥).

Placons-nous donc dans le cas ot ¢(x, y) peut étre mise sous la
forme précédente et cherchons la condition nécessaire ct suffisante
pour que ¢(x, y) soit bornée.

Posons

1 had 4 , vt
/z(y):E[f ‘f(t#)dl—kj —f—(ij_—y)dt] (p > o0).
. . _

< [T fe . . >
blf f———(t ) dt a un sens, il en est de méme def &—T—Z—) dt car, en
¢ g '

posant

F(¢) =ff(t)dt,

on a

f"f(t+y)—f(t)d,:f F(e+y)—F(0) ., Flp+y)—F(p),
0 ¢ o £ p
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Or on a vu dans I'Introduction que

L+
F(t+y)—F(t):f F()de

est presque périodique, 'intégrale du deuxiéme membre de cette éga-
lité a donc un sens et le méme raisonnement montre que

f_"f“ﬂ)dz

¢

—m

a aussl un sens, ce qui prouve I'existence de la fonction A(y).
Mais la fonction

v (z, y)-h(z’o) .. »
:%[f_“'.;.fp‘ f(t+y)<xT_l;_—F-—%)dzq—f_;f(z—;-y)ﬁ—:_sz]

est bornée sur chaque droite x ~> 0, car on a

v F i ot z?
_j ou —f j——log(l—f—'—i),
TJ_ . TJ, T p
et
+e 2
7S 2)
TJ_, s

d’ot il suit que

| v(, v)——/l(y)l< '°g [( p:> <' * ifi’)]’

ce (ue nous énoncerons :
AG)] ( ) Tt ) ( )
Lorsque les intégrales dt el j’ dt ont un sens, la con-

dition nécessaire et suffisante pom que la iouctlon ¢(,y) soil presque
périodique est que A(y) reste bornée.

Cette derniére condilion est réalisée lorsque f(z) a une intégrale
bornée, car on a

—° i 1 ({F(y — 7
hoy=1 3f Pty f !T(Lt;tﬂdt}+E§ =0 _Foro)

Si|F(2)|]<Hona
hiy)<

ERESN
o | @
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Nous donnons, dans la suite, un exemple de fonction pour laquelle
h(y) existe sans étre bornée.

Enfin, si /(t) satisfait & une condition de Lipschitz, la condition
peut s’énoncer en disant que

g)="1 _:”&T_y)w Uj:'»([““f)]

doit étre bornée, car sil'on a pris ¢ <2, on a

lf-haf_.(_ij—i)d;
_ ¢

2Mg*
m

-
™.

<

[(y)—8g(y) =

e

et 'on démontre, comme dans le numéro précédent, que g(y) est la
limite de of{z, ) lorsgue @ tond vers zdro el gue cotic fonction est
presque périodique si elle est bornée.

Nous donuerons un exemple de fouction pour laquelle /(y) est
bornée sans que g(y) soit presque périodique.

Nous avons vu que A(y) est bornée lorsque f(2) a une inlégrale
bornée, nous avons donc le résultat suivant :

St unes fonction presque périodique « une intégrale bornée et si elle
satis fait & une condition de Lipschitz, sa série conjuguée est celle d’une
Jonction presque périodigue.

Si une fonction presque périodique f(y) a une dérivée presque
périodique /7(y), partant de /'(y) on peut rvefaive les raisonnements
que nous avons faits, mais une fouction qui salisfail a une condition
de Lipschitz est uniformément continue, pav suite st f7(y) satisfait
4 une condilion de cette nature, clle est aussi presque périodique,
douc :

1 St une fonction presque périodique posséde une déricée vérifiant
une condition de Lipschitz, on est conduit a lut attribuer pour fonction
conjuguce l'intégrale d’une fonction presque périodique ;

2° St une [onction presque périodique a des déricées bornées jusqu’a
Cordre n (ou st sa dérivée d’ordre n — 1 satisfait a une condition de
Lipschitz) sa fonction conjuguée a des dérivées presque périodiques
Jusqu'a Uordre n — 1 comme la fonction elle-méme.
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Nous termincrons ici 'étude générale des fonclions conjuguées et
avant de passer aux exemples, nous voulons indiquer un crilerium
pérmettant de reconnaitre si une fonction presque périodique a une
intégrale bornée; 'importance de ce cas tst mise c¢n évidence par
les considérations précédentes.

A6. Tuiorime. — Une, fonction presque périodique réelle a valeur
moyenne nulle

(y) NZ (A, cosd, y + B, sind, y),

n=1 .

dont les exposants ), n'ont pas zéro pour une de leurs limites, a une
intégrale presque périodique elle ausst.

Formant en cffet la fonction harmonique presque périodique
dans (o0, «©)

w(z, y) NZ e (A, cosh, ¥y + B, sind, y),
n=1
nous avons vu dans la premiére partie de ce Chapitre qu’elle a pour
conjuguée dans (o, ) une fonction presque périodique; soit

v(wx, .)’) ~ _‘2 e—‘l\"r(An sind, Y — B, cosk, Y)
n=t
celle qui tend vers zéro lorsque 2 tend vers Pinfini.

D’apres le résultat de M. Bohr, que nous avons rappelé, plusicurs
fois déja, la fonction analytique

J(z)=u(x,y)+iv(z,y)

a une intégrale presque périodique dans (o, ) soit F(5), celle qui
s’annule a I'infim
. oU oV
P =Ula 0 +iViay) (5 =ugy=r)
et dont le développement s'obtient par intégration formelle de celui
de f(z) sans introduire de terme counslant. Pour z positif donné,
U(z, y) se réduit a une fonction presque périodique de y; d’autre
FAVARD. II
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Part, on a
Ju
U(.z*z,y)—U(w,,y):($2—$1)d'—x(’év.}')
[EIG‘Z‘I‘F(I——'O)J:Q; 0<9([D“ xﬁay)<l]'

Or puisque
JdU
gm =
on a
|5 |slroize,
donc

[ U y) — U2y, y) S 2, — 2 |G,

et cette mcégalité montre que U (x, ¥) tend uniformément vers une
limite lorsque & tend vers zéro, cette limite cst donc une fonction
presque périodique qui, ayant fc déyeloppement limite de ceiui de U
lorsque « tend vers zéro, a celul qui se déduit de celui de f(y) par
intégration formelle : c’est dirc que f(y) a une intégrale presque
périodique.

A7. Nous donnons ici quelques exemples deslinés a illustrer les
différents cas dont la discussion a mis la possibilité en évidence.

- e (T S() )
1. Exemples de fonctions telles que ‘fp — dt n’ait pas de sens. —

Nous donnerons deux exemples :

Premier exemple. — Considérons la fonction presque périodique
définie par la séric absolument convergente

f(t) :2 (An COSZ,LC -+ Bn sin 7\/1 C)

n=t1

avec

.l N -
2‘ AR+ B | ; convergente et ll-(:l 1= 0;
n 0

n=1

il sera en oulre commode de supposer A, > o et la discussion mettra
en évidence la condition que la séric dont le terme général
est A, ]log7,| doit étre divergente.
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On a

Ji0) f coshyt , /‘T sink, ¢
f dz_z w = de 4 J B, ~ - dt

n=1

AAn T

costi At sint
-Z{ / ik dt—!—Bn/ o
¢ g ¢

n=1

———

Or, on sait qu'il existe une constante K telle que
An B

" sint
/ —dt
v

n0

<K

-

@ .
Ly sint . .
et que les intégrales f — dt ont un scns, par suite les termes qui
tap
proviennent des sinus dans I'opération que nous faisons convergent

uniformément vers des limites, ainsi que leur somme, lorsque T
augmente indéfiniment et ’on peut écrirve

limEBf S"“di_ZBuj S‘_“‘dz_l, |L|<K2|B”|

T> o
n=1 n=1

Il reste seulement & s’occuper des termes en cosinus; puisque les X,

r . . . . . ’TE
tendent vers zéro,.on aura, & partir d'un certain indice n, 2,0 < 3

T l_3. 1, T
cosh,t *cost
f n dz:f +f cost
, ¢ VA ¢

3

. . s . :
Or, pour les indices n tels que 2, T > 3, on peut délerminer une

alors

constante K,, indépendante de T et telle que
AT

f E‘i‘dt <K,.
™

3
. - T 1 s
Mais, pour ces indices, on a de A,p & 3> cosz2 > d’ou il suil

’

3 T

cost 3 1 1 T
-—c[ t> —lo — ] = 1 ( ) + - |0°'< >-
‘[ g ;\HP )‘u 39

np
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Done, lorsque
hp <73 SR,

on peut déterminer une constante K, positive (ui dépend sculement

de ¢ et telle que
T -
S0k,
f coshnl di> 2
. t 2

o
v

Iogk,,l —K,.

T
Pour les autres termes tels que 4, T <3, on a

1 Ial
cos?, t "' cost
R dt = —dt )

. nf
el par sulte

") "

n=1 n=1
ol le signe £* indique la sommation faite pour toutes les valcurs de n
telles que

7\11 P < ; 7\71 T,

w| ]

et, st I'on fail croitre T indéfinimeni, cetle somme contiendra un

¢ oan )
nombre de termes de plus en plus grand ct comme Id série A, log<)\—>
n

1
. ., ¢ P
diverge, I'intégrale / %—) dt augmente ind¢finiment avec T.
Cependant cette fonction a pour conjuguée une fonclion presque
périodique
g(t) :—Z (A, sind, ¢t —B, cosh, ).
n=1

Deuxreme exemple. — Considérons la somme

£ (t)_sint+sin2t+sin3£+ +sinmt
mATITT 2 3 m

on sait que I'on a
T .
sing
TAGIEY R e
]

ceci quels que soient 'entier m et la valeur de Ja variable réelle .
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Considérons alors la fonction presque périodique représentée par
la série absolument convergente

®

f(t)y= 2 €m fm{hmt) <2 [&m | convergente) .

m=1

Nous allons montrer qu'il est possible de choisir les 4, de telle sorte
que l'intégrale dont nous nous occupons n’ait pas de sens.

La fonction f étant mise sous la forme d’une série uniformément
convergente, I'intégration peut étre faite terme a terme et I'on a

T - T
f f—(t)(lt: E e,,,f ————fm()\mt?dl
. ¢ . ¢

v m=1

- .
StnA,, L
:Zsm[f — e de+
Yo

m=1
T . T . N
1 sinah,,t 1 [ sinmi,,t
+ - " ldt 4.+ — | —m g ]
2 o 12 m 0 ¢

D’abord la fonction ne doit pas avoir d’intégrale bornée; c’est-a-dire
que la série

Em (cos)\mt . cos2 A, ¢ R cosmlm_t)

Am 1 2?2
m=—1

m?2

ne doit pas étre le développement d’une fonction presque périodique,
si alors nous supposons que ¢,, est positif et que les 2, sont linéairement
indépendants afin d’éviter les réduclions dans ce développement,
celui-ci ne contient que des termes en cosinus avec des coefficients
positifs; pour &tre celui d’une fonction presque périodique il doit con-
Em

R oo
verger absolument et, pour que cela n’ait pas lieu il faut que 2)—‘;

diverge car

De plus, nous allons étre amenés & faire tendre les A, vers zéro et
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alors, a partir d’un certain indice on aura

Tsink, ¢ "nT sint Tsint
f tn dtl: f ____dt|§f _S'_dt;
0 M [ | o ® [

pour que la limite de I'intégrale n’existe pas il faut que

I 1
ze,,,(l+_+_..+_)
2 n

m=1

diverge et nous avons finalement les conditions

Em - .
€n>>0; E €,, converge; 2 7‘—”—' diverge; 2 e, logm diverge.

m

Pour simplifier encore, nous allons nous arranger de fagon qu'il soit
possible de substituer o a la limite inférieure ¢ que nous avions primi-
tivement choisie. On a, si toutefois les opérations que nous faisons ont
un sens :

7""°sint 1 ﬂ"‘"’sint I mImP Gin ¢
:E Em —dt+ - —dt+...+ — ——dti;
o 1A 2/, t mJ, 2

int
en remarquant que 's'—?— l <1ona
iG] 2’”
0<f —dt<p mh,ems
0 t m=1 l

.
pour que soit légitime ce que nous venons de faire, il suffira que m2,,
soit borné, d’ou la nouvelle condition

mk, <K,

et dans ce cas il est loisible de prendre o pour limite inférieure de 1'in-
tégrale au lieu de p, c’est ce quenous ferons. Alors tous les termes qui
figurent dans I'intégrale que nous étudions sont maintenant positifs.

T . ¢ . . .
D’autre part f i’—;‘— dt tend vers -;—r lorsque 7 augmente indéfiniment et
0
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I'on peut trouver un nombre @ tel que, pour 720 on ait

et, puisque nous supposons que les 2, tendent vers zéro, pour tout
nombre entier M, on peut trouver T tel que 2,,T > @ lorsque m<M,
alors on aura

T M M
VAQ) ( LI RASEAN

/; ; dt>2£,,, 1+2+3+...+m >2‘e,,,]ogm
m=1 m=1

qui grandit au dela de toute limite en vertu de nos hypothéses.
Remarquons que la fonction /(z) n’a pas pour conjuguée une fonc-
tion presque périodique car celle-ci aurait alors pour développement :

Z 8m(coslmz‘ + cos2h,,t . cosml,nt>’

I 2 m
m=1
série en cosinus a coefficients positifs qui n’est pas absolument conver-
gente, donc ne peut représenter une fonction presque périodique.
De méme si, a partir de f(¢), nous construisons la fonction u(z,y),
puis la fonction conjuguée ¢ de u, ¢ n’est pas non plus presque pério-
dique, car son développcemenl serait

—2\ _—
e 2T cos2h,, ¥ g & T cOS Ny Y )
2 m

V(“V }’) NZ Em [eﬁ)\"ﬂ: cos )'m.y -+

m=1

et cette série n'est absolument convergente pour aucune valeur

de @ puisque mi,, < K.

. e , Tf(e -
II. Fonctions aintégrale non bornée, telles que f f(—z) dt ait un sens
o

et @ h(y) bornée. — Nous donnerons encore deux exemples, le premier
d’une fonction telle que non seulement A(y) est bornée mais encore
telle que g(y) est hornée, le deuxiéme d’une fonction telle que A(y)
est bornée sans que g(y) le soit.

Premier exemple. — Fonction & g(y) bornée.
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Nous prenons la fonction définie par la série absolument conver-
gente

f(e) =2 (A, cosh, t+ B, sink,t),

n=1

et ol nous supposons les %, linéairement indépendants et tendant vers
zéro lorsque n augmente indéfiniment. Cette fonction a bien une fonc-
tion conjuguée bornée

gt)= —2 (A, sin),t—B, cosd, ¢).

n=1

En reprenant le calcul fait tout a I'heure a propos du premier
exemple, on voit que la convergence ou la divergence de

[0
{J

est donnée par les termes en

or, comme |cosz| <1, on a

T
/" costdt<]0g<1r 1 )
- 5 . S b
S 3p 4,

donc si|A,].|log7,] est le terme général d'une série convergente, alors

f:f(l_‘)dc

a un sens et 1l en est de méme de

f_:p f%—)-dt.

Pour que f() n’ait pas d’intégrale bornée, il faudra de plus que
2 7

ha
soit divergente; en définitive les conditions a réaliser sont les sui-

An

T
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vantes :
2 {IA.]+|B,|{ convergente,

Z | A} |logh,| convergente,

2 A, B,

Ml
Un calcul immédiat prouve d’ailleurs que, dans ce cas, g(y) est
bornée et I'on trouve précisément la série conjuguée.

divergente.

Deuxiéme exemple. — h(y) est bornée mais g(y) n’est pas presque
périodique.

Il suffit de prendre pour f(y) une fonction périodique dont la fonc-
tion conjuguée n'est pas continue, dans ce cas A(y) est bornée
mais g(y) n’existe pas; ce sera aussi le cas pour la fonction

»

f6) :2 EmSm (hnt) <avec Em20; 2 & convergenle),

m=1

et ot les A, sont tous plus grands qu’une constante A3 dans ce cas la
fonction a une intégrale bornée, c’est tinc conséquence du théoréme
que nous avons démontré a ce sujet ou, aussi, du fait que

3
E )T"i converge.
. n
Si

2 ey logm divergente,

2 Em &m(hmt)

ne saurait étre le développement d’une fonction presque périodique.

alors

v . . “f(t . . ,
Ill. Fonction a f 'ﬂt—) existant et @ h(y) non bornée. — Nous
P , . ,
reprenons la fonction définie par la série

»

FO= enfn(lnt)

FAVARD. 12
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avec

Z |en| conveigente

et

2 | & | logm divergente.

Nous supposons de plus que les |z, | forment une suite monotoue
ainsi que les |, |logm ct que les ¢, ont des signes alternés, par
exemple :

) >o0 sim—ap—+1,
c'"{ <o  si m=oap,

alors

? €. logm convergente.
Al -

Nous avons vu que, pourvu que les 7,, tendent assez rapidement
vers zéro, il était loisible de prendre o au lieu de ¢ pour himite infé-
rieure de I'intégrale dont nous nous occupons.

Or, d’autre part, il est facile de montrer qu'a partir d’une certaine

valeur A on a
t .
™ sini
_ _f LU
2 1A

il est donc possible de trouver une suite monotone de quantité A,
supérieure a A et tendant vers 'infini de fagon que

Anz [ €|

n+41

<2 (@>n),

tende vers zéro :

Ap> Av An+l > Arn lim An: 0,

nywo
lim A, Z len| = o,
ny>r
41
et alors si les A, tendent vers zéro :

A-u An.+l li An .

— ) m —=—— == ocC,

/‘n 7‘rL+l ny>w 7\n
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Al A- A
Supposons que T tombe entre =2 et =2 on a
l 7‘n )\n+1

['rlgﬁ dt:i s,,,[1———f"‘(?'“”dz

m=1

:,» - el 1'
n t i )\ l
" E"“f fnﬂ_(_;,‘._.f_’_)_ dt + Z s”‘f f’_’(.;i"__) de.
0 0

ni==n+42
Oron a

.

n T n
Snnt) , T LA !
ZE”’/O' ¢ dl—;zem l+;+“.+;’£ +Hn(T)

m=1 m=t >
avece
n l l
€ 1 I
R rlw < 22 k m (l 4+ — + . + —
| Ba(T) ] Ap T 22 m?
n=1 .
" | " I\
1:2 Em | 7t2 I Z ’1
- —_ - - s —_—
<3 27,7 <3 K& <E,
m=1 m=1 ,
Puis

v
Srr1(Rnart) 1 ! )
e,,+,f0 n dt| <<|ep+ | 1+2+...+n_\_‘ i

< K, |ept [log(n + 1),

L) ’l ~ <
Z Em [‘ '&L(“Z\L{l dt| < Z [ €m | m 2o T.
<y

m=n+2 m=n-+2
Nous choisirons maintenant les %, tels que

(m + !))\m-ﬂ s 7‘01'
Alors

s

” T -
fm(’-mt)
g, LAl dt < A;z+ € |-
E n[ ¢ 1 Z | '

m=n 42 m=n-+2

Finalement on a

T v
SOy —™N . (it L ;
\/0‘ -—t—- d[——2‘2*—;)1(1+2+ et m +“RH(T)

m=1
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avec
K @
|Ru(T)| < g2+ Kalepai | 10g(n +1) + Asy X [eals
n
m=n+2

lorsque T augmente indéfiniment il en est de méme de n et &,(T)
tend vers zéro, donc : .

IOPHEE RS 1 i
[ -t—dt_EZs,,, |+§+...+m s

m=1

car la convergence de la série qui figure au deuxiéme membre est
assurée par la convergence simultanée des deux séries
Niel et Ye,logm.
had ' e T
Si la fonction ¢(a,)) était presque périodique, elle aurait pour
développement

v(z,y)r~ é € (e‘ tm¥ cosh,, ¥ + e———‘ﬂmrc:sg)\my 4.+ e.—_m)\mr (;Zs m)‘"‘y).
m=1
Introduisons encore la condition nouvelle que les A, sont linéaire-
ment indépendants, alors d’aprés le théoréme de M. Bochner (n° 6),
pour toute valeur posilive de «, la série des valeurs absolues des
termes devrait étre bornée; c’est-a-dire que, pour y = o, la série sui-
vante devrait étre convergente :

f; e—)« m?t e—2hm? e~ mhmr
Z lew || = + + ..+ .

1 2 m
m=1

Or m7., <K et la série

\ 1 1
Ze—"xlsm|<r+—+...+ —>
2 m

m=1

a termes plus petits serait aussi convergente, ce qui est en contradic-
tion avec nos hypothéses.

Par suite ¢(a, y) n'est pas presque périodique et A(y) ne saurait
étre bornée.



FONCTIONS HARMONIQUES PRESQUE PERIODIQUES. 93

CHAPITRE [V.

LES FONCTIIONS HARMONIQUES PRESQUE PERIODIQUES DE TROIS VARIABLES.

Les fonctions presque périodiques
par rapport & la variable s seulement.

48. Nous nous occuperons d’abord des fonctions harmoniques
presque périodiques par rapport a la variable = seulement, et nous les
supposons définies dans un cylindre borné D a génératrices paralléles
alaxe des 5 limité par une surface dont la trace sur le plan des xy
est un contour (C) formé par une ou plusieurs courbes fermées.

Nous dirons d’une fonction qu’elle posséde une certaine propriété
dans le cylindre (D) lorsqu’elle la poss¢de & I'intérieur de Dj nous
dirons qu’elle posséde une propriété dans le cylindre [D ] lorsqu’elle la
poss¢de dans tout cylindre (D,) intérieur & D et tel que la distance de
tout point de D, & la surface de D soit au moins égale a d, et ceci quel
(ue soit d.

Nous adopterons la définition suivante :

Définition. — Unc fonction harmonique u(x,y, z) réguli¢re dans
an cylindre (D) sera dite presque périodique dans ce cylindre si a
tout nombre ¢ positif donné, mais aussi petit que 1'on veut, correspond
une longucur (e) telle que toul intervalle de longueur ! sur axe
des z contienne au moins une presque période { relative & ¢ et a la
fonction u dans tout le cylindre (D) : c’est-a-dire que dans (D) on
doit avoir

|w(z, ¥y, 2+ ) — u(z, y, 5)| e

Nous dirons qu’unc fonction est presque périodique dans [D] si,
quel que soit d, elle est presque périodique dans (D).

Toute fonction harmonique périodique dans (D) y est aussi presque
périodique, en particulier les fonctions

Ay(z, y)coshz et By(z, y)sinks,
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ot A et B sount des solutions de I'équation (IF) (ne 43) réguliéres

dans (C) :
(I AU(x, y)y=11r*U(x, ).

Les mémes propositions que nous avons démontrées, dans le cas
de deux variables, peuvent étre élendues ici et les démonstrations sont
les ménies; toutefois nous ne possédons pas de théoréme analogue au
théoréme de Deetsch @il nous sera parv suite impossible de démontrer
gqu'une fonction harmonique bornée dans | D] et presque périodique
dans un cylindre (D*) intéricur au premier est aussi presque pério-

dique dans [D ].

Taeorime 1 — Toute fonction harmonigue vresque périodique en z
dans un cylindre | D | y est bornée : ¢’est-a-dire qu’a tout cylindre D,
intérieur a | D] i correspond un nombre N (d) tel que Lon ait duns (D)

fu(e, y, 3) 12K(a).

l.e raisonnement se fait comme dans le cas de deux variables en
choisissant ¢ =1 ¢l en appliquant le principe de la non-existence du
maximuim.

Considérons ensuite la fonction dans un cylindre (D,3); on a vu
que, dans ce cylindre, les dérivées de la fonction étaient bornées en

.,3 K . i .
valeur absolue par la quantité > =, pav suite : toute fonction harmo-
nique presque périodique cn z dans un exlindre [D ]y est uniformé-
ment continue.

Tutoreme [1. — Soit u(x, y, 2) une fonction harmonique réguliére et
bornée dans le cylindre (D), si cette fonction se réduit ¢ une fonction
presque périodique sur la surface de (D), elle est presque périodique
dans tout le cylindre.

Prenons d’abord le cas ou le contour (C) se réduit & une seule
courbe fermée et soit s une abscisse curyviligne sur ce contour, alors,
sur (C), u(z,y, 3)se réduil ivune fonction u(s; ) que nous supposons
presque périodique en z : c'est dire qu'on peul trouver des presque
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périodes  relatives & toul nombre ¢ et telles que, pour les s :
w(s; s 4+8) —u(s; s)|Ze,

mais la fonction harmonique
u(x,y, s+ 8§)—u(r, y, )

est bornée dans (D), donc la limitation précédente vaut dans tout
Dintérieur.

Supposons maintenant que le contour (C) se compose de plusieurs
courbes fermées en nombre fini : (¢,), (¢,),..., (¢,); sur ces contours
la fonction « se véduit & n fonctions : u(s,; 3), u(ss3 3), ..., w(8,32)
el nous avons vu qu'il est possible de trouver des presque périodes
relatives a tout nombre ¢, communes a ces n fonctions; le théoréme
est done également vrai dans ce cas.

Tueorkve L. — La somme d’un nombre fini de fonctions harmo-
niques presque pértodiques en s dans un cylindre | 1) | est encore presque
periodique; la fonction Limite d’unc suite de fonctions harmoniques
presque peériodiques en 5 dans [D] et uniformément convergente est
encore presque périodique en s dans | D .

Deux fonctions w«, el w,, par exemple, sur la surface d'un
cylindre (Dy), se réduisent & deax fonclions w,(s33) et uy(s33)
presque périodiques par rapport & 55 leur somme est aussi presque
périodique cn 3 ¢t nous sommes ramenés au théoreme précédent.

Par suile loute fonction de la forme

N

u(z, y, 5) :E[A;‘"(x, y)cosh,s + By, (2, y)sink,z],

n=1

on les A et les B sont des fonctions régulicres dans (C) el lelles que

A,

| A,
A =
| By, B;

‘nd

Je

est une fonction presque périodique.
Pour la fonction limite d’une suite de fouctions harmoniques
presque périodiques uniformément convergente, la démonstration est
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tout a fait la méme que celle que nous avons donnée dans le cas de
deux variables, en utilisanlt ici, bien entendu, I’extension du théoréme
de Harnack donnée dans le cas de trois variables.

Donc, toute série uniformément convergente dans un cylindre [D]
et de la forme

Z [Ay,(x, y)cosk,s + By (x, y)sink,z]
n=1
représente une fonction presque périodique dans ce cylindre.
Tukorime 1V. — Les dérivées partielles d'une fonction harmonique
presque périodique en z dans | D | sont ausst presque périodiques dans[D ).

— W e . . du
IFaisons par exemple la demonstiration pOllF —_—
- Jdx

Dans le cylindre (Dg,,) cetle dérivée a pour expression (n° 19) :
2 TC 27
z%::[jr—"/ f u sin®f cos ¢ df do,
0 0

du(xa Y 5_+C) . du(‘z‘* Y :)
dz dx

9 27
:ﬁfrrf f [u(x + rsinfcosq, y -+ rsinfsing, z 4+ { -+ r cosb)
0 [

— u(x + rsinf cosy, y + rsindsing, z + rcosf)]
< sin26 cos ¢ d do.

d’ott

Si I'on choisit { presque période de « dans (D,) relativement
. 3
a = re, on aura
2
du(x, y, z+8) du(z y,s)
oz ox

Se,

ce qui démontre le théoréme.
Le développement des fonctions harmoniques de trois variables
presque périodiques par rapport a la seule variable z.

49. Ainsi que nous!’avons fail pour les fonctions de deux variables,
nous allons chercher pour les fonctions dont nous venons de parler un
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développement de la forme

w(z,r,3)rv A0+Z|_A,"(.L‘, y)cosh,s + By (&, y)sink, 3}

n=0
avec
(I) AAy(z, y)=o,
A, N Ay,
IT A "=12 "
() g B, % B,.,

el avee unicité comme nous 'avons expliqué & propos des fonctions
de deux varables.

Sur toute droite (@, y) intérieure an cylindre [ D] ol la fonction
est définie, la fonction « se réduit & une fonction presque périodigue
de la seule variable z ct, grace & la continuit¢ uniforme de « dans | D],
Pensemble de ces fonctions d’une variable est majorisable, doue une
suite sculement dénombrable d'exposants A, sera nécessaire pour le
développement de ces diverses fonclions et les coetlicients de ces expo-
sants satisferont a I'équation (II) ainsi que nous allons le montrer.

Nous avons déja montré (u° 23). que A\, est une fonetion harmo-
nique de z et de y; cherchons la forme du coefficient de cos As.

Pour cela choisissons un cylindre (@) intérieur a [D] et limité par
un contour (€) et apphquons la formule de Green a la fone-
Lion u(x, y, s)coshz et a la fouction g(x|& n; a, y) relative au
point (£, v) el a (€) & Iintérieur du cylindre limité pac les deux
plans z =o0 et z =7, par la surface du cvlindve (@) et par la surface
d’un cylindre de révolution (), de vayon tees petit r, autour de la
droite (&, 1) comme axe.

On a
. + ucos)wzé’—r——rrd————-(ucnsxsf do
@) " “dn ~° dn
L
(D)=

Occupons-nous d’abord de I'mtégrale triple, on a. puisque g ne
dépend pas de z :
J

fj*[(;g)—(r) 03

2
FAVARD. 1o

(esin23)dV =o.

e

A

~

(wsinAz)dV _—_ff ahgu(a, y, L)sinhZdedy.
(C)—)
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Soient G(7) une limite supérieure du module de g et G celle de u
dans le domaine ol nous opérons, on a évidemment en désignant
par 8 l'aire de (&)

ff[ 2hg 2 (usinhz)dVSahG(r)GS
-.((D)—(l) 0=

Lorsque I'on fera tendre r vers zéro il n’en résultera aucune diffi-
culté car, dans le cylindre (), on a

I
g =log <8
et par suite 'intégrale triple reste bornée; alors, lorsque nous ferons

croitre 5 indéfiniment, la valeur moyenne de cette intégrale sera nulle
et I'on a par suite

Lo i .. dg d(ucbskz)]
Ll;ulZ; ff@)tucosl\..d R de
—l—fju lucosAh‘z% gﬂﬁg);—sf—z—)Jdo}:o.

Or, sur la surface de (@), on a

ac —=dsdz
et sur celle de (7)
do —=rdbds,

en remarquant tout de suite que g = o sur le contour (C) et effectuant
d’abord I'intégration par rapport 4 z, puis passant 4 la limite comme
nous l'avons déja fait au n° 23 :

] rdf.

. d 27 d
ﬁ@MJucosAziﬁds:—f [Mzgucoshz:a%—gl\'lz

Passant ensuite a la limite pour »= o, il vient :

du
9z

2 (€, n, v)coslzl—— M, ‘ucosls}‘—iids
©

et cette relation nous montre que la Valeur moyenne de u(x,y, z)cosAz,
sur chaque droite (2, y) intérieure & (@), est une fonctiondexetdey
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qui salisfait & 'équation (1I). Le raisonnement peut étre conduil de
la méme fagon pour M.{usiniz}, et si I'on pose

M.} ucoshs | = % Az, y),

M.{usinkz| = -;B)\(x,y),

on voit que la fonction « est susceptible d’un développement tel que
celui que nous avions announcé.

830. Sur chaque droite (z, y)onale théoréme fondamental et I'éga-
lité de Parseval s’écrit ici :

Mefut (e, y, 2) | = A3z, 3) + - D Al (2, 5) +Bl(2, ),
n=1\

de 1a le théoréme d’unicité :

THEOREME D’UNICITE. — St deux fonctions harmoniques des trots va-
riables x, y, z, presque périodiques en s dans un cylindre [D] ont le
méme développement, elles sont identiques.

Elles coincident, en effel, sur chaque droite (., y) de I'intérieur.

Le développement de la somme de plusieurs fonctions s’obtient par
addition formelle des développements; le développement de la limite
d'une suite uniformément convergente s'obtient par un passage a la
limite formel; les développemenls des dérivées partielles s’obtiennent
par dérivation formelle grace aux régles signalées de permutation des
signes d et M.

Nous avons vu que I'ensemble des fonctions de z auxquelles « se
réduit lorsqu’on fixe x el y est majorisable dans le cylindre [D], par
suite on peut approcher simultanément et uniformément ces fonctions
par des polynomes de la forme

N
Ao+2 r;. (A, cosd,z + By sink,z),

n=—1

et nous obtenons la proposition :
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THEOREME D’APPROXIMATION. — La condition nécessatre et suffisante
pour qu’une fonction harmonique bornée dans un cylindre || y soit
ausst presque périodique par rapport & z est que U'on puisse Uapprocher
uni formément dans tout cylindre intérieur au premier par des polynomes

de la forme
N

Ao+ Z (Moy, €Oty s + 11‘.;;‘,1 sink,z),

n=1

ou les ok et les w satisfont a 'équation (11) et sont régualicres dans (€).

Nous venons de voir que la condition est nécessaire, elle est aussi
suffisante, d’apres la proposition sur la limite d’une suite de fonctions
uniformément convergente lelles que celles que nous venons d’écrive.

Les cas de convergence du développement sont les mémes que pour
les fonctions d'une variable : ceux ol I'on peut conclure a la conver-
gence ahsolue; c’est, par exemple, le cas ol les 2, sont linéairement
indépendants; ce sera aussi le cas ou les %, possédent un exposant de
convergence p; car, puisque les dérivées de « sont aussi presque pério-
diques, si 'on désigne par M, une limite supérieure de la valeur absolue

oPu . . e . .
de = dans un cylindre intéricur a [D] on a évidemment

()l'u‘coﬁs) 1. sA) )
M-‘__, i — X5 <M
gl D7 | sintz (‘ 2" | B, P
d’oti
| Ay | - 2M,
[ By| = 27
et
S . < 4M
2& : | A"" | + I b}':: 152 4;\,,,7'
n=l| n=1| t

En particulier le développement d'une fonction périodique en s et
harmonique dans [D] y converge absolument.

Remarquous enfin que la convergence du développement sur la
surface d’un cylindre entraine sa convergence a I'intérieur, car alors, a
tout ¢ donné, correspond un nombre N tel que, sur la surface du
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cylindre on ait
N
W . <
u(x, y,s)— A0~2‘ (A, cosh,z -+ By sind,z)| e,

n=—=t

mais la fonclion que nous venons d’écrire est bornée, parce que
presque périodique, sa valenr absolue est moindre que ¢ sur la surface
u cylindre, donc aussi a I'intérieur.

du cyhindre, d ssial

31. Au sujet de ces fonctions nous allons encore résoudre le pro-
bléme aux limites suivant :

THEOREME. — Sur la surface d’un cylindre (D) on donne une suite
majorisable de fonctions presque périodiques en = : u(sy )5 alors, st le
probléme de Dirichlet, pour Uéquation (1), peut étre résolu pour la
base (C) du cylindre (D) et pour les fonctions qui figurent dans ln
démonstration, il existe une fonction harmonique presque pértodique
en s 1 u(x,y, 3), régulicre dans (D) et qui se réduit & u(sy =) sur
la surface. '

Soit en effet

u(s; s)~vA(S) +2 [A,, (s)cost,z+ By (s)sink,s]

n=1

la suite majorisable donnée; ces fonctions peuvent étre approchées
uniformément par des polynomes

N
P (s; 8) =A,(s) +2 rMA; (8)cosh,z +B, (s)sind,z].

n=1

Construisons maintenant les fonctions A, (x, y) et B, (&, y) régu-
licres dans (C) ct se réduisant sur le contour aux fonctions A; (s)
et B, _(s) et considérons les polynomes

N

PN(x, Y, 5) == Ao(.’l), .}’) “"Z r‘,ﬁ'[A,‘"(x, }’) 0057%:‘ -+ B)\”(ar;, )’) Sin)\nz];

n—\
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ce sont des fonctions harmoniques presque périodiques qui se réduisent
a P,(s; z) sur la surface du cylindre (D); or, dés que n, et n, sont
supéricurs a un certain nombre N, on a

| Pr,(s55) — Py, (s; 5) | Z¢,
et par suite aussi dans (D)
|Pn.(x,ys Z)—Pn,(w,)’, 5)'28,

la suite P (x, y, z) converge donc uniformément dans (D) vers une
fonclion harmonique presque périodique en z.

Les fonctions harmoniques presque périodiques
par rapport & deux des variables : x et y.

82. Définition. — Une fonction harmonique u(x, y, ), régu-
litre dans une bande limitée par deux plans paralleles a celui
des xy(s, <3< 3,), scra dite presque périodique par rapport aux
deux variables x et y si, & tout ¢ positif donné, on peut faire corres-
pondre une longueur /(¢) telle que, dans une bande intéricure a la
premicre, et dans tout carré de cotés paralléles aux axes des z ct des y
et de longueur /, il existe au moins un point £, 7 tel que I'on ait

| M('T+£sy+nv 5)—u(z, , S)IEE

dans toule la bande intérieure choisie.

Pour chaque valeur de z, la fonction u se réduit 4 une fonction
presque périodique des deux variables & cl y et est susceptible d’un
développement de la forme

wu(ax, y, z)~vAg(3) + 2 2 A, 0 () ehmTEitay (|2 |+ || >0).
m=1 n=1

Cette fois, nous conservons le dévcloppement sous la forme imagi-
naire qui est plus simple que le développement complel en termes
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réels qui exigerait de longues écritures, mais, bien entendu, les expo-
sants A et p. peuvent étre positifs ou négatifs.

Tous les théorémes précédemment démontrés sont valables pour ces
fonctions. Toute fonction harmonique presque périodique par rapport
aux deux variables & et y et dansune bande [z,, z,] y est bornée et
uniformément continue, ses dérivées partielles y sont elles-mémes
presque périodiques; la somme de plusieurs fonctions, la limite d’une
suite uniformément convergente de telles fonctions, est encore harmo-
nique presque périodique; toute fonction harmonique réguliére et
bornée dans une bande (s,, 5,) qui se réduit & unc fonction presque
périodique des deux variables @ et y pour z =z, et 2 =z, esl presque
périodique dans toute la bande.

Les démonstrations sont les mémes que dans le cas précédent, nous
n’insisterons pas et nous allons nous attacher a la détermination des
fonctions A, ,(z).

Pour A,(z) qui est la valeur moyenune de la fonction par rapport
ax el y, nous avons déja montré (n° 22) que

Ag(z) =k=z+ L.

Pour la recherche des autres fonctions, il ne sera pas nécessaire ici
de prendre autant de précautions que dans le cas du cylindre, il nous
suffira d’appliquer la formule de Green aux deux fonctions u et
e—Viwpia—d-wy dans un parallélépipéde rectangle limité par les deux
plans z et z’ et dont la base sur un plan paralléle a @y sera un carré de
cOtés paralléles aux axes des « et des y et de longueur L. et dont un
sommet sera sur 'axe des z.

On trouve, par passage a la limite, comme dans le cas de deux
variables,

lim —Lf/[— VAt — %?] eV rpii-da—wydy dy = — A+ A+ 2,

U w L2
c’est-a-dire

M-’l’_}'g (u \/m+ g_f) e——f).x—-zp.\ %:__ A+ \/m e\’)h}—p.lz}
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On trouve de méme, par application de la formule de Green dans
le méme domaine aux fonctions « et evVirrpiz—a—iuy,

M“.g (avhF i ) eminem § = A eV,

d’ou, par addition,

Mgy | wemthr—ity | = A+ oV iTts 4 A= e VR,

ot A et A7 sont des quantités qui dépendent seulement de A et de u,
par suite

— At Py T - —Vipls
A n,n( 5) = m,n e\/ T Am,n 4 e,

el nous arrivons ainst a un développement de la fonction qut nous
permet, comme tout & heure, d'établiv les regles de caleul formel et
de démontrer un théoréme d'unicité et un théoréme d’approxima-
tion.

33. Nous terminerons en vésolvant, pour ces fouctions, deux pro-
blémes aux limites, 'un d’eux nous fourniva, comme covollaire, le
théoréme dunicilé généralisé.

Tutoreme 1. — Sur les deux plans z =13, et 3=23, on donne deux
Jonctions presque périodiques des dewx varwables x et y @ il existe une
Jonction harmonique presque périodique des deux variables x ety, régu-
liere dans (3,, z.) et se réduisant aux dewx fonctions données aux
linutes de cette bande.

Comme nous l'avons fait dans le cas de deux variables, nous
déterminons d’abord les constantes £, /; A~ et A - par les équations
suivantes ou Al désignent les cocflicients des fonctions données
pours = 3;:

ksi+1=AD (i;l,z),

. E) 2y — A2 3, ; .
Ar’n,n e\// it 3 A€ \/A'“*—y"”— A‘nll',n (l =1.2),
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et nous formons le développement

ks + l+2 2 [A;z,n 6‘/)‘ +p?,:+ Ar—n,/z e.-\’)\%,+u?,:.] el‘hml‘-’—lp»,,\’

m=1 n=1

c’est celui de la fonction cherchée.
En effet, les deux fonctions que nous avons données peuvent étre

approchées simultanément et uniformément par une suite de polynomes
de la forme
M N
PSQN (z, )= A(oi) +2 2 L AL, ey

m=1 n=1

Alors les polynomes

M N
})M,N(xv y, ,G) _ /{5 -+ { +E Z r()’,M[A"*"’,n e\/)\?n‘l'u?;‘ 4+ Ar_n,n e"J) 3!4'!-"715_] e”\m vtifhny

m,n

m=1 n=1

sont des fonctions harmoniques presque périodiques par rapport aux

deux variables x ct y. D’autre part, par hypothé¢se, on peut trouver
deux nombres M et N tels que

|P}rlx),,n,(a'sy)_Pgilz),,n,(xvy)iéa (i—_—l,Q),
dés que

et alors on aura, dans toute la bande (=, 3,),
iPmnm(xv Yy 3)— Pm«m"s(‘z" Y ) |§6

Donc les polynomes P, y(x, y, =) tendent uniformément vers unc
limite dans cette bande : vers la fonction harmonique presque pério-
dique annoncée. _

ILa généralisation du théoréme de Lindelof que nous avons donnée
montre de plus que c’est la seule fonction harmonique bornée régu-
liére dans (z,, 2,) et se réduisant aux fonctions données pour z =5,
et 3 = 3,.

Ce théoréme va nous donner le théoréme d'unicité généralisé.

FAVARD. 14
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THEOREME D UNICITE GENERALISE. — Soient w, el iy deux fonctions har-
moniques presque périodiques par rapport awx deuz variables z ety dans
deux bandes qui r'empictent pas Uune sur Uawtre [a, b] et [c, d]
(a<b< e d), et qui ont respecticement dans chacune de ces bandes
le méme déceloppement (cela veut dure les mémes valeurs de k, I, A+, B*,
A, B, alors ces fonctions sont le prolongement l'une de U autre et pro-
viennent d’une méme fonction presque périodique dans [a, d] avec le

développement commun.

Choisissant cn clfet deux valeurs de z, o ct § telles que : a la<lb
el ¢ < B<d, u, el u, sc réduisent vespectivement pour 3 = o et 3 =3
a deux fouctions presque périodiques des deux variables z et y. For-
mons alors la fonction u qui se réduit a celles-ci pour 5 =ua et 3=
cl qui est harmonique presque périodique dans («, 3); les constantes £, 7,
A+ A=) B, B~ que Pon déterminera ainsi sont précis¢ément celles qui
sont communes aux deax fouctions wu, et u,. Dans («, b)les deux fonc-
tions «, ¢t « ont le méme développement, douc elles y coincident et
par suile elles coincident partout; de méme les fonctions wu, et u coin-
cident dans [¢, 3], donc partout, donc les fonctions u, et u, sont les
mémes et le développement est valable dans toute la bande [, d].

Tutorime 1. — Dans le plan z = o, on donne une fonction f(z, y)
presque-périodiqne par rapport aux deuz variables x et y; il existe une
Jonction harmonique réguliére et bornée pour z > o, tendant vers f(x,y)
lorsque =z tend vers zéro et vers une limute lorsque s tend vers Uinfing.

Soit cn effet
S@ 7)o Agt B X A it

m=1 n=1

la fonction donnée, formons le développement

£ . ®
N N2 3 )
u(x, y, sy~ A+ 2 2 A, € VWt s Tty

m=1 n=1

je dis que c’est celui d'une fonction harmonique presque périodique.
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Formons en effet une suite de polynomes d’approximation de

S(@,y)

M hY
P p— A \) ~(M,N) ¢\ it v,y
,\I,N(xr .)’) = Ao+ 'lit:/z m,n €

m=1 n=1
et la suite de fonctions harmoniques

M N
21 N - 2 IR
PM,N(‘T! y$ Z) = A0+ \‘ rtl?::?z) Am,n e ‘/)‘"ﬁ'p" ...+l/\,,,7c+1p.,,y-

= n=1
. m 1

Pour z =0, Py, (x, y, z)seréduit a Py (z, y) quitend vers f(x,y)
lorsque M et N augmentent indéfimmment ct lorsque z augmente indé-
1 ) que 8
finiment Py y(, y, ) tend uniformément vers A,.
Or, on peut trouver un couple de nombres M et N tels que

[ Progn (2, ¥) = Py, (2, ¥) | S,
dés que
my n
M, ‘>N,
m, n,
Mais, la fonction

Pmnn:(x’ Y Z) - Pms;":(x7 Y, Z)

est bornée dans le demi-espace = > o0 et tend vers zéro lorsque s
augmente indéfiniment; donc, on a aussi, dans tout le demi-espace = > o,
grice a la convexité de la borne supérieure de la valeur absolue,

[ Pon (2, ¥y 5) —Puyn,(x, ¥, 2)| e

Par conséquent les polynomes Py y(z, y, z) tendent vers unc fonc-
tion harmonique u(z, y, z) presque périodique par rapport aux deux
variables @ et y et qui, elle-méme, tend vers /2, y) lorsque = tend vers
zéro; son développement s’obtient a partic de ceux de Py (2, y, 3),
par passage & la limite; c’est celui que nous avons éerit plus haut.

Cetle fonction est la seule fonction harmonique régulicre ct bornée
dans le demi-espace = > o0 et qui tend vers f(.r, y) lorsque = tend
vers zéro, comme dans le cas de deux variables, ce fait est une consé-
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quence du principe des images ou de la convexité de la fonction I (z).
Les résultats précédents s’obtiennent aussi en partant de ’expression
de u sous forme d’intégrale

wz oy, = [ pe 2 _dt do.
Ml" f” (2 =22+ (y —n)+ 2]




