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I’HYDRODYNAMIQUE ET LA THEORIE
CINETIQUE DES GAZ

Par Yvis ROCARD

INTRODUCTION

Il v a en réalité deux théories des gaz : I'une, que l'on
powirait appeler théorie statistique des gaz, introduit & tout
propos des grandeurs « moyennes » comme le libre parcours
moyen, intervalle moyen entre deux chocs, etc..., 'autre au
contraire, que nous nommerons la théorie dynamique des
gaz, analyse plus profondément un cas particulier de rencon-
tre moléculaire ot se produit le phénomene étudié (transport
d’énergie, transport de quantité de mouvement, etc...) et fait
la somme des résultats de tous les cas particuliers semblahles
en tenant compte de leur probabilité relative.

I} est & peine besoin de rappeler que la théorie statistique
ne peul guére prétendre 4 la rigueur, se fondant sur des
notions dont la signification est plus intuitive que réelle;
comme méthode de découverte, elle a cependant fourni de
brillants résultats, mais ces résultats ont tous eu besoin de
retouches : témoin les formules obtenues pour le coefficient
de diffusion ; Boltzmann, qui les a dénombrées, en a compté
dix-neuf, dont aucune ne peut étre présumée valable plutot
qu’une autre.

La théorie dynamique (nous empruntons cette dénomina-
tion au litre du traité de Jeans) elle, dispose de moyens

mathématiques plus sérieux mais d’un usage plus ardu. Son
1
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développement date de la détermination de la fonction de
distribution des vitesses par Maxwell (1), relative au cas d’un
gaz en équilibre. Dans le cas d’'un gaz non uniforme par la
composition, par la vitesse moyenne, ou par l’énergie, cette
fonction de distribution est beaucoup plus compliquée et se
présente sous forme de solution de I'équation intégro-diffé-
rentielle de Boltzmann (2). Il est facile de montrer que de la
connaissance de la fonction de distribution découlent avec
facilité tous les paramétres physiques d’un gaz quin’est pas en
équilibre (coefficients de diffusion, de viscosité, de conducti-
bilité ¢hermique, etc...) mais il a fallu attendre jusqu’en ces
derniéres années la détermination de cette fonction. En effet,
c’est seulement en 1911 qu’Enskog (*) a doriné une méthode
de résolution numérique de I'équation de Boltzmann, tandis
qu'en 1gr2 Hilbert (*) démontrait I'existence de la solution
dans le cas ou les molécules sont des sphéres élastiques rigi-
des, restriction qui a été levée ensuite assez aisément par
Lunn et Pidduk (*). On pouvait dés lors traiter quelques pro-
blemes particuliers : ainsi S. Chapman () cherche & étendre
les résultats de Maxwell & un type quelconque de molécules
sphériques, mais en employant encore une fonction de distri-
bution simplifiée. Pidduck lui-méme traite (loc. cit.) un pro-
bl¢me particulier de diffusion des ions. Lorentz (") aupara-
vant réussit dtraiter le probléme de la diffusion des électrons
par un usage direct de I'équation de Boltzmann, mais les
simplifications parliculiéres & ce probléme par suite de la
faible masse des électrons excluent toute généralisation.
Mais c’est seulement en 1916 et 1917 dans un travail de

(*) MaxweLL, Se. Papers, 1, p. 377, II, p. 23.

(2) BoLtzmaNN, Legons sur la théorie des gaz, 1.

(?) Exskoe, Phys. Zeitsch., 12, 1911, p. 58.

(*) HiLeERT, Math. Ann., 1912. .

(%) Piopuck, Proc. London math. Soc., 15, 1915, p. 8g.
(°) S. Cnaeman, Phil. Trans, A. 211, 1911, p. 433.

(") H. A. Lore~tz, Theory of electrons.
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S. Chapman (1) et en 1917 dans U'Inaugural Dissertation de
Enskog (%) que se trouve déterminée la fonction de distribu-
tion des vitesses, dans des mémoires qui fixent véritablement
une étape dans le développement de la théorie cinétique.

On peut d’ailleurs faire remonter I'origine de ces derniers
travaux & un mémoire de M. Langevin (3) ou cet auteur réus-
sit, dans un probléme de diffusion, & effectuer les intégra-
tions pour une loi de force assez générale mais seulement
pour la distribution des vitesses de Maxwel.

Auparavant, cependant, Maxwell lui-méme par une sorte
de divination avait entreva les simplifications spéciales
qu’entrainait la supposition des molécules ponctuelles

avec une loi de force en —i- et avait donné une théorie
"

compléte allant de la détermination du coefficient de visco-
sité jusqu’au calcul des tensions dans un gaz raréfié, théorie
a4 laquelle rien n'a été ajouté jusqu’ici. Il arrivait a construire
la fonction de distribution par une méthode entiérement
originale, celle des équations de transfert, qui se trouve aussi
employée par Chapman. On doit mentionner que Rey-
nolds (*) était arrivé aussi & la détermination des tensions
dans les gaz raréfiés par une méthode originale. M. Bril-
louin (*) a dans cet ordre d’idées publié un mémoire trés
important, ot il énumére, &4 l'aide de considérations d'inva-
riance dans les changements de coordonnées, les termes qui
peuvent figurer dans le développement de la fonction de dis-
tribution des vitesses, considérée uniquement en tant que
solution de I'équation intégro-différentielle de Boltzmanu.
Ces termes figuraient bien entendu avec des coefficients
numériques indéterminés car & l'époque ou a paru ce

(*) S. CGuapman, Phil. Trans. A. 216, p. 279 et A. 217, p. 115,
(%) Enskos, /naug. diss. Upsala, 1917.

(%) Lanervin, Ann. de phys., 1905.

(*) Reynowvs, Sc. papers, 1, p. 367,

(°) M. BriLLouiN, Annales de chimie et de vhysique, 1goo.
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mémoire, les méthodes de résolution des équations intégra-
les n’étaient pas ¢onnues. Si M. Brillouin avait comparé ses
résultats & ceux que fournit I'équation de transfert, il aurait
pu en déduire les coefficients de son développement et pousser
la théorie jusqu’aux nombres. C'est au fond le travail qu’ont
fait S. Chapman (*) et Jones (2), ce dernier dans le cas des
gaz raréliés, ltandis que Enskog (*) retrouvait des résultats
analogues par une méthode directe d’intégration.

On voit que la métlrade qu’a fait connaitre en rgoo M. Bril-
louin trouve son complet développement dans les travaux de
Chapman et d’Enskog. Le mémoire d’Enskog, plus satisfai-
sant au point de vue théorique, est cependantrédigé dans un
esprit puiement mathématique et les résultats numériques
qu'il donne pour des modéles moléculaires particuliers

. . 1 oy
(molecules ponctuelles, loi de force en Tﬁ) sont peu utilisa-

bles pour le physicien. Chapman au contraire prend soin
d’envisager des modéles moléculaires avec lesquels il y a
quelque espoir de représenter & peu prés la réalité, de sorte
que nous utilisons de préférence ses résultats : ils sont
cependant moins sirs que ceux d’Enskog; ainsi une erreur
entache sa détermination de la constante de Sutherland,
erreur signalée par Enskog et corrigée par James (*) ; une
autre erreur figure dans son équation de transfert de ’éner-
gie () nous la corrigeons & la fin de la quatriéme partie de
ce travail.

On peut remarquer, dans lous les travaux que nous avons
cités et surtout dans les plus modernes, une tendance trés
netle & éviter le langage des anciennes théories, ce qui pour-
rait faire croire dans une certaine mesure que les résultats

() S. Caapman, Loc. cit.

(%) Jones, Phil. trans. A. 223, 1922, p. 1-33.

(%) Enskroe, Loc. cit.

(*) James, Proc, Cambridg. Phil. 20, 1921, pp. 447-454.

(*) S. Cmapman, Loc. cit. Phil. Trans. A. 211, 1916, p. 337.
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macroscopiques fournis par la théorie cinétique des gaz ne
rentrent pas dans le cadre général de la théorie de I'élasticité
ou de I'hydrodynamique : dans la premicre partie de ce tra-
vail, qui sert en quelque sorte d’introduction aux autres,
nous avons cherché au contraire & effacer cette impression et
a tirer de la théorie cinétique des gaz des renseignements
utilisables pour Uhydrodynamique, nous avons été amenés
ainsi a écrive dans les équations du mouvement qui corres-
pondent & 'approximation de Jones (loc. cit.) les termes qui
dépendent du coefficient de conductibilité thermique. La
encore nous restons dans le cadre des résultats prévus par
M. Brillouin.

Nous nous sommes proposé ensuite de reprendre 'analyse
qui conduit aux équations du mouvement dans le cas d’un
gaz comprimé : aucun autcur ne semble jusqu'ici avoir
envisagé ce probléme ; cependant si l'on se restreint au cas
du gaz de Van der Waals-Boltzmann & molécules rigides
élastiques, et si l'on utilise les résultats de Chapman et
d’Enskog relatifs & la fonction de distribution des vitesses,
aucune difficulté de principe n’apparait. Pour intégrer com-
plétement le mouvement d’un gaz, il faut connaitre son équa-~
tion d’étal : le probléme relativement simple de la détermi-
nation de l'équation d’état nous fournit une excellente
occasion de préciser l'ordre de grandeur de l'approximation
qu’on peut obtenir dans ce genre de théorie; nous 'avons
traité dans la deuxiéme partie.

Dans la troisiéme partie nous envisageons & proprement
parler I'hydrodynamique des gaz comprimés : un premier
probléme est celui de la détermination de la fonction de dis-
tribution des vitesses dans un tel gaz; on verra qu'on la
déduit aisément de celle de Ghapman. Vient ensutte 'analyse
de deux modes nouveaux de transport de la quantitéde mou-
vement dans le gaz, l'un consistant dans effet des forces
intermoléculaires, I'autre consistant daus le transport brus-
que dc gnantité de mouvement apportée dans I'élément de
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volume d.cdyds par le choc d’'une molécule extérieure 4 cet
élément sur une molécule intérieure. Ces deux phénomeénes
nouveaux, qu’'on négligeait dans le cas du gaz parfait, condui-
sent 4 une modification du coefficient de viscosité et aussi a
_P:'E
v
du gaz parfaiten la pression P = f(V, T) du gaz comprimé,
mettant ainst d’accord I'hvdrodynamique et la théorie cinéti-
que. — Nous avons reconnu qu’un tel transport de la quan-
tité de mouvement du centre d’une molécule sur le centre de
'autre au moment du choc avait déja été envisagé sous une
autre forme par G. Jager (19oo) pour rendre compte de la
viscosité des liquides, mais cet adteur, se basant sur des
considérations de chemin moyen, ne pouvait prétendre a la
rigueur. M. Brillouin a reproduit le méme type d’explica-
tion dans ses « Legons sur la viscosité ».

des corrections transformant précisément la pression P =

Enfin dans la quatriéme partie nous étudions le transfert
de la chaleur dans les gaz comprimés, en tenant compte des
modes nouveaux de transfert que vientde nous révéler I'étude
des phénomeénes de viscosité et qui se traduisent : @) par une
modification au coefficient de conductibilité thermique ;
b) par des termes nouveaux dans I'équation de transfert pro-
prement dite.

Il serait trés désirable d’avoir des résultats analogues pour
un modeéle moléculaire quelconque et non plus seulement
pour le gaz de Van der Waals, mais cela parait malheureu-
sement impossible. On peut toutefois aboutir & quelques
résultats en attribuant aux molécules une force d’attraction
trés intense agissant dans un domaine trés étroit. Ce point
de vue qui permet d'obtenir des formules, pour le coeffi-
cient de viscosité notamment, irés comparables a l'expé-
rience, est envisagé dans la derniére partie.

C’est pour nous un agréable devoir de remercier ici
MM. E. Bloch et M. Brillouin, & qui nous devons de con-
naitre les mémoires de Chapman, et dont la critique bien-



L'HYDRODYNAMIQUE ET LA THEORIE CINETIQUE DES GAZ 7

veillante en ce qui concerne notre travail nous a été un pré-
cieux encouragement.

Tableau général des notations et des principales
formules de définition.

Dans ce tableau, nous no>us sommes attaché & rassembler
les notations qui intervicnnent en plusieurs endroits de
I'cxposé, avec leur signification ou leur formule de défini-
tion ; nous espérons qu'il aidera a la lecture du texte.

T température ; Ta température critique.
P pression; PL. pression interne de Van der Waals,
v  volume.
h quantité définie par J_ . RT
2h N
(.  ==chaleur spécifique sous volume constant.

R constante des gaz parfaits PV =RT.

N nombre d’Avogadro.

v nombre de molécules par unité de volume.
o densité.

m masse d'une molécule (sphérique).

M masse moléculaire.

¢ diameéire d’'une molécule.

b covolume b= %W soit quatre fois le volume total des
molécules.

7 ou n, coefficient de viscosité d'un gaz parfait.

", coefficient de viscosité d'un gaz non parfait sous le
volume v.

6 ou 0 coefficient de conductibilité thermique d'un gaz
parfait.

0 coefficient de conductibilité thermique d’au gaz non par-
{ait sous le volume v.

rdistance de deux molécules, ou parfois indice de som-

mation.
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p,ecoordonnées polaires dans un certain plan diamétral
d’une molécule.

t temps.

—(ét_ dérivation par rapport au temps, dérivation d’Euler.

F(r) force entre deux molécules & la distance r.
Jf(r) force de percussion au choc de deux molécules.
dS élément d’aire sur une sphére de protection moléculaire.
a, B,+ direction normale & dS.
uvw vitesse absolue d’une molécule.
uvw, u'v'w vitesses de deux molécules avant le choc.
oWy, u:v:w: vitesses de ces deux molécules apreés le choc.
UVW vitesse d'une molécule relative & un petit élément de
gaz : U=u—u,, etc...
C2=U2 4 V2 4 W2,
uyvyw, vitesse du gaz en un point.
yxyetUVW) ou vf fonction générale de distribution des
vitesses.
S =AxystCV'WY; fi(xeystU,V, W)
Si=flxystUV W),
vfo = fonction de distribution des vitesses de Maxwell.

Q= ff/Qfdudvdw:valeur moyenne de Q.
[0 = ffofodudvdw: valeur moyenne dans la distri-

bution de Maxwell.

XYZ = force par unité de masse agissant sur les molécules,

Q == vitesse relative de deux molécules venant se choquer.

S entropie statistique.

W extension en phase.

K(s) = facteur tenant compte du phénoméne de protection
mutuelle des molécules pour les chocs dans les gaz com-
primés.
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P P P
zX Ly £
P,,‘L. PW Pyz systéme des tensions.
P P P
2.0 zy g

w_w»_,elc.., systéme de tensions particuliéres provenant
wx Y

des impu]sions dans les chocs moléculaires.

¥ aua, U, duy, ( 3( LA iy
- o e— e T s == —_— -
re da QY dg 754 . 0T /i
Gy ey ¢ — 3/ awy + -2y,
uy h/l hN A YonTT \ dx Qg
C Qwy Ay __Auy G —3 L) -+ _any, )
= ] .
Yoz 22 s Yl ry 2y o

Formules fréquemment employées et principaux
résultats obtenus.

Fonction de distribution des vitesses de Chapman pour un
gaz unique :

— hm(?
SOV W)= (") e

hyeg Yy bl

B, hyd 2T oT
Pt (U——{— vl w )

S (shm)”
ahm or
Z 1.3 o (2r 30 B _ G

r=1

— Co2lem(CG U 4 CWV‘2 +G_ W2

s
£3
1

7 CAWITLLC TV
-+ (‘y:V“ + (‘w“ U (‘Lryl, V)
g‘ﬁ : (z/un)r _ “(:2,.
bt 1.3 {20+ B) p
r=o

Relations de By, G, § , vy avec les coefficients de viscosité
r’ e

et de conductibilité thermigue du gaz parfait considéré :
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Fonction de distribution des vitesses pour un gaz com-
primé (molécules rigides élastiques) :

Méme fonction f(17, V, W) que pour un gaz parfait, ou 'on
remplace B, et C, respectivement par :

Ba C,
K(s) et Kig)
Valeur théorique de K(o) :
P — L (L—x,o?zﬁg—b—j-—l—.“
K(o’) == 8 v v
RN
v 16 v}

Coefficient de viscosité d'un gaz comprimé :

1 b -
‘ ‘ [ I+T — Ko J
r;u: f‘x K(G)

avec :
x r-41
335 E 'l"—“32 (Zl'r—;—f)) ‘?\I‘)‘,’r
I_]: r=o0 e ees
%,
2,
r=o0
et :

p=r :

v (2r—apj! (ar—ap4alr—p42)—(r—p+1)

o)=Y =t ETETEE :
p=0

Coefficient de conductibilité thermique d’'un gaz com-
primé :

Oo ::/v’,‘vcu
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avec :

15 b 2
'+ (75-3-5—) TK(a)nE [ F(n,
fv: 2,525 —

1 +—:—DK(5),H

et :

p=n
F(”)__ (n—1)!{n41)! Z 2”’(271«—?1}—}-2)! i
_ (2n 4 3} ! n—p)iP
p=o

Equation de transfert de la chaleur daus les gaz compri-
més

e a\f _S aaz < ‘U-u 3‘?)
—?()T<1+—[’—K(c)><% + 20 B )

+ 5 e [+ K]

[2S(2)—+ (sa“") +s<°"" +50)]

S ¢tant un signe de sommation par rapport aux trois axes
de coordonnées.




CHAPITRE PREMIER

L’hydrodynamigue des gaz parfaits
d’aprés la théorie cinétique.

4. Notations. — Nous appellerons «, v, w, les trois compo-
santes de la vitesse absolue d’une molécule, de coordonnées x,
Y, 25 Uy, Uy, Wy, la vitesse d’ensemble, ou vitesse du centre
de gravité d’un petit élément du gaz au point x, y, 5. Si l'on
désigne par A la valeur moyvenne, pour toutes les molécules
d’un certain volume, d’une quantité A attachée a chaque molé-
cule, on a :

wy =1t Uy 2z U "y == W

o sera la densité du gaz, m la masse d'une molécule, v sera
le nombre de molécules par unité de volume. Ces trois gran-
deurs sont lides par la relation :

P

——y

m

Nous introduirons encore les vitesses d'une molécule rela-
tives au centre de gravité du petit élément de gaz qui l'en-
toure. Soient U, V, W ces vitesses. On a:

Ur=u— u, V=0 —un, W=uw —w,.

Tous les calculs qui vont suivre reposent sur la conuais-
sance de la fonction de distribution des vitesses flax, y. s,
t, U, V, W) telle que le nombre v de molécules de I'élément
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dxdyde dont les composantes de vitesses soient comprises
entre u et u + du, vetv + dv, w et w + dw [Nous dirons
parfois pour abréger : molécules u, u + du, etc..., ouencore:
molécules dudvdw] soit donné par :

dv=9flx, y, 2, {, U, V, WYAUdVdW dxdydz

veprésente ici le temps.

Cette fonction se présente comme satisfaisant & une équa-
tion intégrale bien connue, formée autrefois par Boltzmann
"Legons sur la théorie des gaz] et qui suffit & en imposer la
forme grace a l'intégration de I'équation.

2. L’équation intégrale de Boltzmann. — Pour la clarté ct
la simplicité de I’exposé, nous croyons devoir établir rapide-
ment cette équation, car nous aurons par la suite & étudier
les modifications qu’il faut lui faire subir dansle cas d’un
gaz comprimé,

Supposons les molécules soumises & un champ de forces
permanent et appelons XYZ la force par unité de masse. Les
équations du mouvement d’'unc molécule, tant qu’elle ne
subit pas de chocs, sont donc :

du dv - dw
—E,—_—; X -d—{' = 1 "’F == Z.
Considérons les molécules qui, & linstant 7, se trouvent
dans I'élément de volume dxdydgz autour du point xysz et
qui de plus ont des composantes de vitesse comprises entre

uetu 4 du, vetv 4+ dv, wetw 4+ dw : leur nombre est
donné par :

(1-1) vfle, y, £, 1, U, V, W)dxdydz dudvdw.
(on observera qu'on peut écrire indifféremment dudvdw
ou dUdVdW).

Laissons les molécules poursuivre leur mouvement pen-

dant le temps df, en supposant d’abord qu’il n’y ait pas eu
de choc pendant cet intervalle de temps. Les composantes uvw
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de vitesse de chaque molécule auront augmenté pendant ce
temps des quantités respectives du = Xdt, dv = Ydi,
dw =Zdt. Quant aux coordannées xye elles auront augmenté
de méme de : udt, vdt, wdt.

Les molécules que nous considérons, et dont le nombre
n’a pas varié, voient maintenant leur nombre déterminé par
I'expression :

(1-2) I{_f?x + udl, y + vdt, s + wdt,
u+ Xdt, v + Ydt, w + Zdt, t + dt)
dudvdw dxdyds.

On observera que la véritable fonction & considérer est v/,
et non pas f, v pouvant en effet &tre variable d’un point &
un autre du gaz, ce que nous représentons par le signe con-
ventionnel [vf(......).

Les deux expressions (1-1) et (1-2) doivent étre identiques.
En développant (2) par rapport & df et en ne considérant que
la premiére puissance de df, on arrive, en égalant & zéro
I'accroissement trouvé, a :

3 O
2 2 2 3 2 2
:“[XE‘F Yo+ 4, tagg oy, + wa—g](vf).

Mais en général il se produira des chocs, ou rencontres, ou
collisions, pendant lesquelles des forces d'une nature spéciale
s'exerceront et pendant lesquels, par conséquent, les équa-

. d 7
tions TL:—_— X, etc..., ne seront plus valables (X, etc..., dési-

gnant les composantes du champ de forces général).
Désignons par :

[ 0]

. collisions

ai (vf) produite par les chocs. En combi-

la contribution é-a—
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nant les deux causes de changement de v/ nous obtenons
I'équation générale :

(-8 37 0f)
v 2 -2 2 2 p) 2
Z—P&’a;—!—i3;+43—w+uﬁ+v—@+wa—;]
b
o + [Z 6]

coll.

3. Analyse des choes moléculaires. — La détermination

du terme [% (af)] constitue un probléme tout spécial,
- coll.

dont la difficulté varie beaucoup suivant le modtle molécu-
laire envisagé. C’est celte détermination que nous appelle-
rons U'Analyse des chocs moléculaires. Nous allons l'effec-
tuer dans le cas de molécules ayant la symétrie de la sphére,
et pour un gaz ou les chocs ou rencontres de trois molé-
cules sont ahsolument négligeables devant les chocs ou
rencontres deux & deux. Nous verrons qu'un tel gaz peut étre
assimilé & un gaz « parfait » (chapitre troisi¢éme). Ce calcul
est classique depuis que Boltzmann V'a effectué pour des
molécules sphériques élastiques, et Maxwell pour des cen-
ires ponctuels se repoussant comme l'inverse de la cinquiéme
puissance de la distance : nous nc I'exposons & nouveau que
pour la clarté, car nous aurons plus tard & le modifier et
généraliser pour un gaz comprimé.

Nous envisageons donc la rencontre de deux molécules,
dont les vitesses longtemps avant le choc sont u, v, w et
a', v, w' respectivement. La vitesse relative avant le choc
sera Q et on aura :

Q= (z— P+ (v— V)4 (w— 1w

Dans la figure 1 le point O veprésente le centre de la
premiére molécule se déplagant suivant une direction QO
avec une vitesse u, v, w, et MNP représente le parcours décrit
relativement a O par la seconde molécule, avant que le choc
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ait commencé, la vitesse relative étant Q. Lorsque la seconde
molécule vient & une distance de O telle que Paction entre
les deux molécules devienne appréciable, elle sera déviée de
sa trajectoire suivant MNS, courbe bien entendu située danx
le plan MNPO puisque, supposant aux molécules la symétrie
sphérigue, les forces qui s’exercent entre elles sont centrales.

Soit ROP un plan passant par O et perpendiculaire & MN,
MN rencontre ce plan en P ; soient p et ¢ des coordonnées
polaires de P dans ce plan. Envisageons les chocs qui se
produisent dans les circonstances suivantes : la seconde
molécule a une vitesse de composantes comprises entre ' ct
w4 da', v et v 4+ duv'y w' et w' + dw', sa trajectoire avant
le choc est lelle que p et e soil compris entre pet p 4 dp et
entre & et ¢ + de. Pour qu'un choc ait lien dans ces condi-
tions, MP doit rencontrer le plan ROP dans l'intéricur d’un
petit élément d’aire pdpdz. Le nombre de chocs pendant le
temps ¢! sera donc égal au nombhre de molécules qni a un
certain moment se trouvent dans le petit volume pdpd:Qdt
ct qui sont de la catégorie u', u' 4 du', ', 0" 4 dv' el w',
w' 4 dw'. Ce nombre de molécules est :

Jfldv'w") du'dv'dw' pdpd=Qdt.
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Or, le nombre de molécules de la catégorie u, u + du;
0,0+ dv; w, w + dw par unité de volume étant vf(uvw)
dudvdw, le nombre des chocs de V'espéce envisagé sera :

V2 fuvw) fu'v'w') dudvdw du'dv'dw’ pdpdsdiQ.

Ces molécules de la catégorie u, u + du, etc..., qui ont subi
un tel choc changent évidemment de vitesse et quittent pré-
cisément la catégorie u, u 4+ du. En intégrant par rapport a
p, &, u', v, w',on aura la mesure des pertes de molécules subie
dans les chocs par la catégorie u, u + du, etc... Mais il y
aura aussi des chocs qui communiqueront aux deux molécules
qu’ils intéressent précisément des vitesses u, u + du, etc...,
et u', u' + du, ete..., qui seront alors des vitesses aprés les
chocs. Appelons uyv,w, et u:v;w; les vitesses correspondantes

avant les chocs : le nombre de ces chocs sera :
V2 fluo,w,) fawpw,) du,dv,dw, dudv,dw, pdpd:Qdt.
Or on établit aisément (conséquence du théoréme de Liou-
ville) que du,dv,dw, du;dv:dw: = dudvdw du'dv'dw'.

Il s’ensuit alors en intégrant :
P
5 [F )]

:‘//‘f‘//;?(j;f: — ffRdu'dv'dw' pdpds

formule ot f désigne f{u, v, w), f* désigne f(u', V', 10') tandis
, v '
que f' par exemple représente f(u,, v, w,)

4. — Avec le modele moléculaire (assez général d’ailleurs)
que nous avons choisi, 'égquation caractéristique satisfaite
par fest dont la suivante :

> .
5 )
. 2 2
(1:6)§ +[ X% + Y35+

du

hl hl d hl o
o +u5;+057+wa—z]'/

—jnffff’z(faf: — ffRdu'dv'dw' pdpds.
2
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Dans le cas ot Uon aurait envisagé des molécules consti-
tuées par des sphéres élastiques rigides de diamétres, il est
facile de voir que le facteur pdpde peut se remplacer par
a?cos fdw ; dw étant I'élément d’angle solide correspondant &
I'élément de surface de la sphére de protection, élément
hachuré sur la figure 2, et dont la projection sur un plan

Fig. a.

perpendiculaire & Q est précisément pdpd:. 6 est Pangle que
fait {fig. 2) la vitesse relative avec la ligne des centres au
moment du choc.

I’équation (6), dite équation intégrale de Boltzmann, déter-
mine complétement la forme de la fonction de distribution f.
Cependant on ne sait l'intégrer complétement que dans
le cas trés simple du gaz en équilibre, ot les deux membres
sont séparément nuls. On a alors la solution dite de Max-
well. Dans le cas oa le gaz n'est pas en équilibre, ou il s’y
produit par exemple un transport de quantité de mouvement
(viscosité) ou de chaleur (conductibilité thermique) la solu-
tion s’écarte de celle de Maxwell pour I’équilibre. On n’a pu
traiter jusqu’ici que le cas d'un gaz infiniment voisin de
Vétat d’équilibre ou I'on suppose que la fonction f se pré-
sente sous la forme f'= f,(1 + ¢), f, étant Ja fonction de dis-
tribution de Maxwell et ¢ un terme supposé petit.
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Dans les remarquables travaux de Chapman et de ses
éleves d’une part, d’Enskog d’autre part, déja cités dans l'in-
troduction, la détermination de ce terme correctif < se trouve
effectuée. Nous renvoyons expressément aux mémoires de
Chapman & ce sujet, et ce sont les résultats de Chapman que
nous utiliserons constamment.

5. Les équations du mouvement d’un gaz parfait. — Cette
fonction de distribution, telle qu’elle nous est connue & pré-
sent peut nous servir & décrire la plupart des propriétés du
gaz envisagé. En particulier, elle comporte quelques consé-
quences hydrodynamiques sur lesquelles on n’a pas encore
attiré Vattention. Nous allons montrer rapidement comment,
d’aprés Maxwell, on peut & l'aide de la fonction de distri-
bution des vitesses déterminer les équations du mouvement
d’un gaz parfait. Ensuite nous verrons que si les résultats de
Chapman nous raménent aux équations des fluides visqueux
ordinaires, ceux de Jones, qui fournissent 'approximation
suivante, donnent des équations de I’hydrodynamique com-
pliquées & coup sir mais fournissant quant 4 la naissance
des toarbillons et & la disparition du potentiel des vitesses des
renseignements qui valentla peine détre signalés au moment
ou de tous cotés on cherche (mais toujours dans le cadre des
ancienres équations) & mettre d'accord 'hydrodynamique et
la réalité.

Les points qui vont &tre mis en évidence sont d’ailleurs
tous implicitement contenus dans les travaux de Chapman et
de Jones, sinon méme de Maxwell et Reynolds. Nous ne
faisons que les présenter sous I'aspect hydrodynamique clas-
sique, dont les auteurs qui traitent de la théorie cinétique
des gaz semblent en général s’écarter.

Dans la théorie cinétique, I'équation hydrodynamique de
continuité d’un gaz parfait s’établit & peu prés comme celle
d’un milieu continu et ne mérite pas qu'on s’y arréte. Le<
équations du mouvement sont,au contraire différentes, parce
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que plus générales : elles s’établissent par la considération
du transport de la quantité de mouvement tandis que celles
d’un milieu continu reposent d’une fagon plus directe sur le
principe de d’Alembert. Maxwell, qui les a le premier for-
mées en 18068, les faisait dériver de ses équations de trans-
fert, tandis que Hilbert (loc cit.) a montré qu’elles se liaient
a Vintégration de I'équation de Boltzmann, au moins dans le
cas des sphéres élastiques. On peut toutefois les établir direc-
tement, ce que nous allons faire en suivant Jeans :

6. Equations générales du mouvement des gaz. — Soit £,
7, { le centre d'un élément d.xdyde limité par les plans :

. 1 1 1
xzt,i—z-dx y:vr,i—;dy Z:Ci—z—-a’z.
Le nombre des molécules u,u + du, etc. .., qui traversent
le plan £ = § — —;— dx pour entrer dansl’élément de volume

pendant le temps df sera (1) :
ffW(“’Ua w, L — —dz, y, £) dydzdudvdwudt

ou lintégration est relative & y et & 2 et prise entre les
limites :

_1/=v1i—;—dy z:ii—;—dz.

Cette expression peut s’écrire en négligeant des infini-
ments petits du 2° ordre :

?(u, v,w, t — —;— dx, 1, C)dydzdudvdwudl.

De méme le nombre de molécules u, v + du, etc. .., qui

sortent de 1'élément de volume par le plan £ 4 —;—dac est

(!) Pour la signification du symbole Ff, voir § 2.
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I A . ‘ ;. 1
r la méme expression ou 'on remplace ¢ — — dx
donné par | 1 2

1 . .
par £ 4+ —- dx. Par soustraction on en tire la perte des molé-
cules u, u + du, etc. .. causée par le mouvement des molé-

cules & travers les deux faces perpendiculaires & ’axe des x :

= [4f (@, v, w)dedydzdudvdwudt.

La perte totale de ces molécules & travers toutes les faces
sera :

(9) (025 + 02 40 2]/ (w0, w) dudvdwdadydsd.

Or la perte de chacune de ces molécules dans I'élément
représente une perte de quantité de mouvement paralléle &
I'axe des x et égale & mu :

La perte totale de cette quantité de mouvement pendant le
temps dt est d’aprés (1-7) :

nzdxdydzdtfff<112 a—aaZ + uu% + uw %)

[vf (v, v, w}]dudvdw

qu'on peut encore écrire :

(-8)  mdadydzdt [ 2 () + = (viw) + & (aw) |

dx

en posant :

F:fffu%f(u, v, w)dudvdw
E):fffuvf(u, v, w)dudvdw.

1l 'y a aussi un gain de quantité de mouvement, dd &
I'action des forces s’exercant sur les molécules. Le gain de
quantité de mouvement paralléle & 'axe des x dansle temps
dt sera 2Xd¢, ¥ s'étendant sur toutes les molécules de 1'é1é-
ment dedydes au début de U'intervalle dt.
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D’autre part la quantité de mouvement totale, relalive &
I'axe des &, a 'intérieur de 1'¢lément dzdyds au temps ¢ est
mouydxdyds. Par conséquent le gain dans letemps dt sera :

—dt.lT (vuy)ymdxdydedt.

En égalant les deux expressions trouvées pour le gain de
la quantité de mouvement, on a :

(1-9) _El(gt— (vay)ymdxdydsdt =
[ZX — mdxdyds (59; (vﬁ) + —a?y—(u;z) + —;7 (vﬁ))] X dt.

L’équation (1-g), et celles qu’on en déduit pour les axes oy
et oz, sont les équations hydrodynamiques générales des gaz.
Au moyende quelques transformations, nous allons les rame-
ner 4 une forme plus commode.

Si nous avons affaire & un gaz parfait, ou les molécules
sont en moyenne suffisamment écartées pour que les chocs
solent rares, X se réduit aux forces extérieures. Si nous
appelons précisément X la force par unité de masse, on a
alors :

X = Xvmdzdyd:=.

7. Transformation des équations. — Introduisons les
vitesses relatives UVW en posant :

z=u, + U etc... U=o0 u=u,
on en déduit :
u = ugvy -+ UV ete...
donc :
: 2 (=3 P e Y 2/ s 2
(110) & () + 2 () & o) == o) + & o)

+ 3= Cgog) + 35 (VT) + 35 (GTV) 4 32 (JUW).
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En utilisant I'équation de continuité :

I
(1-11) o+ g () + o () + iy (wg) = o

On a:
. d
(1-12) -7 (18g) = d(l;t" +u d'
(Iu,n
=v—gr— U [ (’wo)]

et en additionnant membre & membre (1-10) et (1-12) nous
avous :

d d > — 2 e
< o) + 5 () + 2 ) 12, am)

d
dr

—

-~

Q 2> Q
+ Iloa—‘lc‘*— 00'707/+w0§ 2

A, ; N s\
+ 5 (0 + JOW).

'J

Or le premier membre de cette équation se retrouve dans
I'équation (9), ce qui nous permet d’écrire cette derniére
ainsi (en divisant par mdxdydzs).

d 2 B 2
(1-13) '(’Eﬁ + 4y 57 + o 39 +w, 3?) Ug

X — o (O — 3 (0V) — 2 (TW).

Nous allons voir que vC?, UV, oUW représentent préci-
sément les pressions et tensions que l'on considére dans
I'établissement des équations du mouvement d’un milieu
continu, de sorte que l'équation (13) est formellement com-
parable aux équations hydrodynamiques ordinaires. Au lieu
du nombre de molécules par unité de volume v nous intro-
duirons plutét la densité o et écrirons :
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o e
= PX —= (9U2> — %y (pUV) — 57 (oTW)
e DDL;“ Pl 2)2 +e av(. + Wo aa’:!
(1) — Y2 @UV)—;—}/—(W) — 2 (,TW)
M + et ZI‘;Q P Dau ot aw”:“
=02 — 2 (p0W) — 5 (VW) — 5= (¢W?)-

Telles sont les équations obtenues pour la premiére fois
par Maxwell (1868). Il faut y joindre I’équation de conti-
nuité (11), 'équation d’état PV = RT, et aussi 'équation
des adiabatiques.

8. Equations du mouvement explicitées. — La connais-
sance de la fonction de distribution des vitesses doit alors
permettre de calculer les quantités (6 U_V, etc... et d’écrire
les équations | 1-14) sous forme explicite.

Prenons tout d’abord pour fla fonction de distribution
de Maxwell, celle qui correspond & I'état d’équilibre : on
trouve aisément :

(1-15)  pUP=D2L =P  UV=p0W =elc... =

(P désignant la pression).
d’ou I'équation :

Qu 2 h) 2 oP
P 11. ﬂ+ u,,_'_ \V uo PX__}_

aa

ou encore :

(x-16)

@ =pX.

Cette équation, et celles analogues en vy, w,, qu'on peut
résumer dans I'équation vectorielle :
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> >
(1-17) \o%—i— grad P = pF

se trouvent identiques aux équations de I'hydrodynamique
des fluides parfaits.

9. Premiére approximation. — Prenons maintenant pour f
la fonction de distribution avec les termes correctifs compre-
nant les dérivées premieéres d'espace et de temps de la tem-
pérature et de la vitesse du gaz, telle que I'a déterminé
Chapman, dans son travail déja cité. Nous en déduisons
aisément les pressions et les tensions pU?, pUV, oUW, elc...,
Champman d'ailleurs a fait lui-méme ce calcul qui con-
duita :

/ pUz e xsz—*g‘ C,\"x"}
- C.
(1-18) 3 UV =Py = — ;” n
[ oUW =Py = — %,
iy P — L xz — -3 4l

ou 7 désigne un certain coefficient que Chapman calcule
d’aprés le modele moléculaire choisi pour le gaz et qui n’est
autre que le coefficient de viscosité du gaz.

Les quantités Cyx, Cxy, Czz, elc... ont les valeurs sui-
vantes :

2 , "
Crxzz‘-—l—’i)._a_liﬁ_bl_"" Cyz:?)(al" 3:0)

o oy < de y

W0 dwa_ U __g (2w 4 dm

(1-19) Cyy=02 2 . Y Cip==1 (_a»c + Y

d b
szzzm_w_m‘ ny:3 t_l’_o_+__f_vo>

og da Y oy 2z

En faisant le calcul, on trouve alors pour les équations du
mouvement :

>
— n P H
(120) Pt _.pX-}--g-[a—xdlv V0+3Auo]
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>
V, est le vecteur de projections uy, vy, w,. Ce sont l& comme
on le voit les équations classiques de Navier et Poisson. On
peut les résumer par la formule vectorielle :

-
dV, =2 0 = >
(1-21) o —— + grad P=oF + + [grad divV, + 3AV0]

10. Seconde approximation. — Nous pourrions mainte-
nant, pour obtenir 'approximation suivante, cousidérer une
fonction de distribution de vitesse plus approchée de la
solution compléte que celle de Chapman, qui contiendrait
par exemple, en plus des termes indiqués par Chapman, les
termes fonction des dérivées secondes d’espace et de temps
de la vitesse du gaz et de la température. Malheureusement,
ce nombre de termes est extrémement grand, et la fonction
de distribution correspondante fort compliquée, comme on
peut le voir en se rapportant par exemple au mémoire de
M. Brillouin de rgoo. Aussi, cette fonction de distribution
n'a-t-elle pas encore été explicitée. Par contre, Jones [Phil.
Trans. A., 223 (1922), p. 1] par une méthode basée sur la
comparaison des équations de transfert et de 'équation inté-
grale de Boltzmann, méthode ne comportant pas 'emploi de
la fonction de distribution, a pu calculer le systéme de pres-

sions et tensions va, P_, etc..., en tenant compte des déri-

Xy’
vées secondes. Il a trouvé :

[ P =P—GuC +(53)
& (=% )T (FK)Faey
| Pom O VRS
+ 5 ar (Cy)
Po= -4 C.+ ()7 ()
+ 5 Far (€
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0 est le coefficient de conductibilité thermique, tel que le
définit et le calcule Chapman (loc. c¢it.], 5 el K sont des
nombres pars, dépendant uniquement du modeéle molécu-
laire choisi. Jones forme leurs expressions dans des cas
assez généraux : ils sont égaux tous deux & 1 dans le cas des
molécules Maxwelliennes (points matériels se repoussant
suivant 'inverse de la 5¢ puissance de leur distance), et égaux
respectivement & 0,8 et 1,013 pour des sphéres élastiques
rigides. On sait du reste que Maxwell avait déja déterminé,
pour le cas particulier de ses molécules, les tensions

P _, P _, etc.., & lapproximation des dérivées sccondes.
e’ Ty

Jones a su montrer que, dans le cas général, infinimeut
plus compliqué, la solution gardait la méme forme, et il a
fourni la méthode permelttant le calcul de J et de K, en
d’autres termes, permettant de pousser la théorie jusqu’aux
nombres.

On remarquera encore sur les équations (22) que les ter-

PeeTars
1110

U3
(4]

ontenant ceés déinvées secoudes sont d’autant pius
importants que la pression est plus faible (il la faut cepen-
dant assez forte pour que le libre parcours soit petit devant
les dimensions du vase contenant le gaz, faute de quoi les
méthodes employées ne seraient plus valables). C’est dans la
considération de ces termes que réside U'explication des for-
ces radiométriques, comme Maxwell I'a autrefois montré.

De (22) on tire alors, tous calculs faits, de nouvelles équa-
tions du mouvement :

du, P n Kn d
e a e =X+ 5 (=5
->
. 2 div V, s . 8Y 70 JAT
(1-23) (2 + Baw, ) — 5 A

. . . . . . . . . . . . .

gu'on peut résumer par la formule vectorielle :
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->
dv | . > o f Kr, d
oty ) T +grad P=ol 4 5 (1 — 5 57)
> -> 8 . 49 \
(graddivV +3aV) — —J »'P— grad AT.
11. Nature des approximations faites. — KEn donnant ce

résultat, nous devons insister un peu sur son caractére
approximatif. Dépendant des calculs de Jones, il est bien évi-
dent qu’il comporte au moins les mémes approximations que
ceux-ci. Nous rappellerons par conséquent que Chapman,
qui ne considére que les dérivées premiéres d’espace et de
temps des grandeurs caractéristiques du gaz, néglige les
dérivées d’ordre plus élevé : il le fait d’ailleurs non parce
qu’il les croit négligeables, mais parce qu’elles apparais-
saient avec un coefficient dont la valeur numérique est
négligeable, sauf aux trés faibles pressions, comme cela
apparait dans le travail de Jones, qui considére bien les
dérivées secondes mais continue & ignorer pour la méme
raison les dérivées d'ordre plus élevé. En revanche, Chap-
man et Jones considérent uniquement des états du gaz infi-
ment voisins de 1'état d’équilibre; en d’autres termes, pour
eux, les dérivées premiéres et secondes, qui figurent dans
leurs formules de tensions et pressions, sont des infiniment
petits du premier ordre. Les produits de ces mémes dérivées
sont des infiniment petits du second ordre et comme tels
sont négligés. Si 'on voulait perfectionner tous ces résultats
en tenant compte par exemple des produits de deux dérivées
premiéres (qui seraient les seuls importants pour un gaz pas
trop raréfié) il faudrait d’abord reprendre la détermination
delafonction dedistribution, pour ajouter aux Pxx, ny,etc...,
les termes correspondants, et ensuite dans le calcul des
P P
2 ' dy
comme nous l'avons fait jusqu’ici.

Prenons par exemple le Pm de Chapman :

, etc., ne pas négliger les produits de dérivées
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P —P— =-C__.u.

aN 3 Tax

Sans méme tenir compte des termes supplémentaires qui

pourraient s’y ajouter, il faudrait cerire :

. . , . o,
7 en eflel varie avec la température et la pression et%l—

peut étre & considérer.
De méme, dans le PW de Jones, nous trouvons le terme :

2 2 d

3 K5 3 G
P_.
N

S5~ on aura donc les termes :

Dans

(-05) 52 (F) o+ 5 I C

XX

dansg le caleul passer des furmules (1-22) aux
formules (1-23). Nous avons négligé le premier de ces termes
comme étant un produit de dérivées. Quand au second, nous

P’avons remplacé par :

2 Kr? d (acxx>

= P dt \ oz

d
T dt
consiste en des produits de dérivées comme on peut le voir

e 2
en remarquant que la différence entre ——
aisément.

42. — 11 est donc incontestable que dans nos équations il
manque encore beaucoup de termes, sinon une infinité. I1
est vrai qu’on peut soutenir avec quelque apparence de rai-

-1, . 2 QT
son que la considération du terme—- C .

7 G, 55 par exemple,

n’est guére susceptible d’expliquer un grand écart entre la
théorie et I'expérience. Mais il nous semble, en revanche,
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gue dans la considération des dérivées du second ordre, des
termes, tels que le premier terme de Vexpression (1-25), qui

. 2P
contiennent par exemple le facteur ;:;, peuvent étre fort

importants pour cerlains mouvements et pour certaines
régions singuliéres.

On notera que quand nous employons les expressions :
dérivée premiére, dérivée seconde, nous voulons parler des
dérivées qui figurent dans les différentes expressions des
pressions et tensions. Ces dérivées premiéres et secondes
donneront respectivement des dérivées secondes et troisitmes
dans les équations hydrodynamiques du mouvement qui
s’ensuivent.

Nous devons encore faire remarquer que les termes con-
tenant des produits de dérivées, que nous avons négligés,
sont également négligés en hydrodynamique classique dans
le raisonnement qui fournit les équations du mouvement, et
pour des raisons entiérement analogues. Cependant on peut,
a la rigueur, en tenir compte. On peut aussi généraliser un
peu les résultats en supposant que les termes de viscosité
n'entrent pas de fagon linéaire dans lexpression des ten-
sions : c'est le point de vue de Dubem ; ce point de vue ne
s’est peut-étre pas montré aussi fécond qu'on aurait pu
croire, et notamment, sur une guestion capitale, savoir sur
la naissance ultérieure des tourbillons dans un fluide ot le
mouvement est dans une région donnée et 4 un instant
donné irrotationnel, il n'a fourni aucun moyen nouveau
d’échapper au théoréme de Lagrange.

13. Le théoréeme de Lagrange. — Au contraire, les termes
quenous ajoutons aux termes classiques dans I'équation (1-24)
ne sont pas compris dans les généralisations de Duhem. lls
ne pouvaient d’ailleurs étre inspirés que d’une théorie cinéti-
que, une théorie apportant une hypotheése constructive dans
le fluide, puisqu’ils contiennent des nombres J et K dépen-
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dant essentiellement du modéle moléculaire choisi. De plus,
comme nous allons le montrer, ils mettent loujours en
défaut 12 théoréme de Lagrange sur la conservation du
potenticl des vitesses, qui ne sera plus vrai que pour des
mouvements extrémement simples ().

14. Calcul de la circulation. — Suivant la méthode de
Thomson et Tait, calculons la circulation I' = /(? d_;))
1.

.., drl . )
et sa dérivée ~ - en suivaut la ligne L dans son mouvement

4 travers le fluide.
Nous aurons :

%: L}%(_V)'g):f(dv ;§>+J( T dos

Nous allons montrer qu'on peut intervertir les signes d
et & : autrement dit que :

dds = 8ds.
L’élément MM,(7) de L est venu en M'M| au temps ¢ + dt
( MM, = 85 MM, = (V 4+ 3V) dt
(MM, = Vdi  M'M, = 3s + d(3s)
éerivons que :
— — —> -
MM, + MM = MM + M-
Nous avons :
8s + (V + VY di =Vdt + 3s + dds, ou :  dds = 8V.dt¢

Donc la seconde intégrale s’écrit simplement :

() Déja pour un fluide visqueux ordinaire, la présence des
parois oblige le mouvement & étre rotationnel prés de la paroi,
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/'(_{6-;) ou /':l(uSu + vdv 4 wiw) = /‘LS (\T)

11 vient alors :

T ' Ve a grad P ' b, d
U= A — N5t i _—h e
dl—“‘/h)(z)_‘_‘[;([l 0 +3p([ P (e't)

(grad div V + 3aV) — ﬁ) e B

> >
(AVE;)

:J16<\~2) +ﬁ?ﬁ§)- LEPE_}_%/LEHU‘;'V)_F.G‘[ ;

2

8 .. BAT  Kt? 0 fd o 1N L 2
_ lﬁé)qﬂu/LP?— 3 {.l_’,o (xﬁ[gladdlvv-}—ﬁAv_,Ss).

S

o
%)
S
3
e X

~

Fig. 3.

Occupons-nous spécialement de la derniére intégrale : le
terme correspondant a cette intégrale dans la premiére des

équations cartésiennes du mouvement est :

K2 d [ 22Cx T aCyy . aC,,
3P " di\ or Y s )°

By

15. Si¢ lon néglige les produits de dérivées (tels que

oo Z; par exemple : tout ce qui précéde et notamment la
o
détermination de la fonction de distribution, a été fait dans
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cette hypothese) on peut montrer alors qu’on peut interver-
tir les signes d et 3, tout comme les signes d et .

d b 2 2 2
Rappelons que - =-> 4+ u = 4 v = ——)
( arp que g = T U5 ay+ ae
Ainsi :

h dC.\'x 2 [ bc‘.\x Dcx\" RASIEN Dcxc ]

Qe dt T dwe ot +u Qe +o Y +w dr .
Pux g gy X ) P .
dadt dad dady Qade

el :

d DU\‘A") _D-’C‘\,x +u BRI ) chx L D“‘Ux\*__ ks d(:.\‘x> .

dr \or /T ardt d.ct 222y dras T\ dt

Nous avons & former le produit scalaire :
d_topad divV 4+ 31V, 3s) :
(ngmc(n + s s).

il estégal &:

a [_3_(_‘"& NI LA >—1— 33(1]6x+...+...(terme>

dt | dx au Ay ar

analogues).

??/‘('58_( S, +l‘.".>)6x—_—.—\——d (...)8x

xr \ dw dy ds 2 dl
EEAREEIEY) .
2 df ot ot 2
= - : = F— L8,
ac L + 2y + s Sz hY dis e

Ajoutons les termes analogues. nous obtenons !

v
3( div ’_~) .
dt

De méme :

d P d hat) he hEls
) —_ O = = | —
3 - (Au).0x h ( s + o + by S

2 { du o d du d d dQu N
= 3[.3_ Rty ) 2o dqypuy 2 d 0 ;
Qe dt ( RES + oy dt \ oy + ¢ df \ ds ox

— ¢ [ du " 2 [ du a du \7s
*3[am2(w)+—‘ay= (E‘) Sl —dt")]m
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Ajoutons les termes semblables, nous obtenons :

>
dv ->
3(8 G % )-

G . s dr
La dernitre intégrale qui figure dans 'expression de —
peut donc s’écrire :

. dv ~ AR o

e odxv(-—-) <A(_ , 8 )

K, f dt K'r" \ di ) .
3 L Po Jou

Sil'on remarque que:

> > > >
grad div V 4 3AV = rot rot V 4 4AVY,

ona:
> >
ar __ pave + [(ss)— 8P, ,(rotrot V,ds)
dat 2 f e * _3_'/ )
K#? (d N 8, ' AT
-d—f‘mrotrotV,ds ) B7 = Jrﬁ/ B
>
>
> > (A_"_V_,Ss )
+ b, (AV,8s )  4K«? dt
3 o 3 . Po

16. — On sait que le théoréme de Lagrange est lié au fait
que % est nul quand on suituneligne dans son mouvement:

en etfet, s’il y a potentiel de vitesses a I'instant {;,ona'=o
le long d'une ligne fermée. A linstant ¢, + d¢, T, a la
valeur dI', qui est nulle, etc... T reste donc constamment nul,
et U'on en déduit que le potentiel des vitesses se conserve.

Supposons p fonction de P seulement, supposons un poten-
tiel ® des forces, et un potentiel des vitesses U a un instant
donné ¢, :

Alors :

> > 1
(AV 8¢ ) =3.AU et (Aﬂas):aﬂ_".
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Qa
t

Ona:
AU\ 8 AT
(4)u=— 0w [(42)
I
</ dU
+£‘ [SA[? 4K f°A<'ET>
3 0 3 Po

o

-+ des termes qui s’annulent le long d’une ligne fermée.

On pourrait 4 la rigueur annuler la seconde intégrale dans
Uhypothése d’un fluide incompressible (p = Gte). Mais la pre-
miére et la troisiéme ne peuvent absolument pas s’annuler
en général, par suite de la présence de P en dénominateur

dans les expressions sous le signe /

Ces calculs ne sont naturellement valables que dans e cas
d'un gaz parfait. Dans ce cas on peut, toujours dans I'hypo-
thése des produits de dérivées négligeables, évaluer T en
fonction de P et de o par la foarmule P —=RTp_ On en tire aisé-
ment :

AT = - [aP — -f:_ A()].

Sans méme faire cette transformation, 1l est absolument

évident sur la formule qui donne (Z—lt )z que les trois termes
0

mis en, évidence ne s’annulent pas. Donc le théoréme de
Lagrange, avec cette nouvelle approximation des équations
de Phydrodynamique, n’a plus lieu.

Dans le cas oa Pon n’a plus affaire 4 un gaz parfait, les
termes que nous rajoutons sont trés certainement inexacts
mais on peut fort bien admetire U'existence de termes pro-
portionnels & ceux-ci, car la présence dans les équations de
telle ou lelle dérivée seconde tient & des propriétés d’inva-
riance géométrique, I'influence du modéle moléculaire choisi
ne portant que sur les coefficients. D’aprés cela, pour un
fluide incompressible, les trois intégrales suivantes seraient
en évidence.
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L I 1
3(AP) 81AU) 3 - (AU)
JoFe 2 —F

Seule la deuxitme f s’annule. La premictre et la troisiéme

ne s’annuleront que pour des mouvements trés particuliers
par suite de la présence de P en dénominateur.

17. L’hydrodynamique des mélanges gazeux. — Sans
aucune complication nouvelle, la théorie cinétique des gaz
nous permet d’établiv les équations du mouvementde tous les
constituants d’un mélange, ct aussi celles du mélange lui-
méme considéré comme un fluide défini ; seulement, dans le
cas d’'un mélange & n constituants, I'état du fluide en chaque
point sera défini par n — 1 variables de plus, savoir les pro-
portions relatives des constituants. Il est visible en effet que
I'analyse du transportde la quantité de mouvement qui nous
a fourni les équations hydrodynamiques d’un gaz simple
est encore valable pour un seul constituant d’un mélange.
Quand on aura, au moyen de ces ¢quations, 'expression des
da; dv; dw; . . . .

- T a@T de chaque constituant 7, une simple régle des

élanges d 1 do - dv - dw du mélange lui-méme
mélanges donnera les — , -, — du ange lui-méme,

uvw étant les composantes de vitesse d’un petit élément du
mélange, el ceci au moyen d'expressions qui seront si I’on
veut les équations hydrodynamiques du mélange gazeux lui-
méme. Le seul probléme nouveau que nous ayons & résoudre
est en somme la détermination de la fonction de distribution
des vitesses d’un gaz dans un mélange de gaz, laquelle fonc-
tion se présentera comme solution d'une nouvelle équation
intégrale du méme type que I'équation (1-6).

Il est d’ailleurs évident que le premier membre de cette
nouvelle équation sera identique au premier membre de
I'équation (1-6). Quant au second membre, fourni par I'ana-
lyse des chocs moléculaires, au lieu d’un seul terme
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f/ff vff — fF)edu'dv'dw pdpd:

il en contiendra n, relatifs & 'analyse des chocs des molécules
de l'espéce k considérée avec les molécules de I'espéce /& elles-
mémes, avec celles des espéces a, b,... n, respectivement ;
appellons f; la fonction de distribution pour les molécules
d’espéce ¢ et désignons a I'aide ¢ _ an-
deurs se rapportant aux molécules ¢, nous aurons pour les
molécules d’espece & une fonction de distribution définie par
I'équation :

bl . bl A Q
';)T({/)K“’[XK Quy, YK QU + ZK QW

> 2 R} :
2 2 26
(1-26) + ux dQx + UK ha/] + wx hE {/)K
=X [l =St Ydugio dw ppe
{ (i=a,b, ...k . n).

18. Pour la simplicité de 'exposé, nous nous bornerons au
cas d’'un mélange de deux gaz. Dans ce cas, Chapman
“loc. cit.] a donné la fonction de distribution solution de
I'équation (1-26) & 'approximation qu’il avait déja adoptée
pour un gaz simple.

Nous attribuerons I'indice 1 aux quantilés qui se rappor-
tent au premier composant, I'indice 2 au second composant,
lindice o au mélange. Ainsi v, v, seront les nombres de
molécules par unité de volume des gaz 1 et 2 respectivement,
vy sera le nombre total de molécules par unité de volume,
abstraction faite de leur nature; m, sera la masse d’une molé-
cule d’espéce 1, etc..

Ceci dit, on pose :
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Sotent X, X, les forces agissant sur les molécules d'espéce
1 et 2 respectivement. On définira X, par :

H Xy 4 v Xy = v X,

-
et my par :

mX, ——-—-r'— X',
m, W o
ensuite on pose :
!
m =7, —my) =—dy(m, —my)
et enfin :
T S
7 o 2k, 2o o vy T
avec :
Y Vs Mo
po‘_zn + 22—2110
Ceci étant, ona :
- /.om.Ci

— 5 2hom,By( U,

(1-28) {

S U, Ve W)= <

™

homs

Trymy B
SUV,W,) = (-'ﬂ—;"— )

[1— & ahgm A (UZ + Vo, + WERL(CD
>

Ty
X

2Ty

>2_

[t — 7 2homoA (U, + .. JFo(CY)

—_ -%— 2h0m,BO<U

2

+ .. >G1(Cj) "‘7?_5‘ 2higm Gy

2 N ~2 37\“, at
(€U + . H,(C) =D 2 a(C))]

3
— Ly CE

+ . )GolCh) — 75 2homyCo

* N a)‘o ] b3
(CxUs + . OH(C)— D, D_th(c,)]
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Dauns ces formules (), on pose toujours : C, = U} + V:

+ Wiet C="U, + V, + W,. Quant aux fonctions F, G,
H, J, elles se définissent comme suit :

{ N < (2hm y Qr 2 N (2}”712)
Fi(C) = Z‘*r 1.3.5...(;r+3)C‘ Fy(G)= Z“-1 735773 Ca.

r=0 r=0

o (ahm)T  op NN (2hm)y"
'(C B? 1.3..(2r + 3)7’C‘ G2(C=)“‘le—m.3
—0

7 r=0

. (er+3)r

(2hm," (zhm-.) ;
H,(C) = ZYr 3o wi+ 5 Gt Hy(C)) ZY—N ) C3

r=0

N (shmy)"  ~ar o (shmy)"
3,(G) —‘281’1.3‘..(”—#1)01 (C) Zb—n R (2’r‘+1)c

r=0

Le signe X' signifie que, de la sommation qu’il indique, il
faut exclure la valeur » = 0. Nous devons encore spécifier
que les Gxx , Cx'y ,ete..., qui figurent dans les formules (3) se

définissent comme pour un gaz simple, et qu'ils se ;'appor-
tent au mélange total et non & I'un de ses constituants. Les
quantités « , B ... §_, dépendent du modéle moléculaive

choisie pour les deux constituants, et leur mode de calcul est
indiqué par Chapman dans son travail.
Nous pouvons alors calculer a l'aide des équations (3) les

(') Dans certaines des formules ou figurent des formes linéai-
res ou quadratiques invariantes, il nous arrivera souvent de
n’écrire que les premiers termes, les autres se déduisant par
permutation ou changement d’axes ; ainsi dans (1-28) :

T,
Qx

U,

représente la combinaison :

3T, 2T, 2T,
20 4y W, 2o
132 T Vigy +Wigg
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9 .
quantités U U V.. U W,, etc...qui vont nous donner ensuite
les equatlons hydlod}namlques. On trouve :

(] _ 2 5} 1Ny (2hymy)”
[U] = 2hom, C o 2T 5 (21 5)

(CuUicF ]+ ¢, [CivieT]
+ o, [TT))

1-30

(1-30) p, 22 3, uh::: r o
R e N
U,W, (Wi=— 2/L07N Cy C 2‘ 1 3”‘/’(Zﬁ12|_5 [Uﬂ/z(,. ]

ete., ete

Dans ces formules, (®(U, V, W) signifie : valeur moyenne
de ®(U, V, W) obtenue en adoptant la fonction de distribu-
tion des vitesses de Maxwell, d’aprés laquelle on a aisément
les résultats suivants :

[T~ 7] [T [
(130 ¢ [ovier ] =L [e77 7]
( ”’] =1.3.5... (ar 4+ 1)(2hym,)”

d’ou 'on tire :

< (2hgmy) " ey
ZO Yo rsr (Cu UICT ]
r=

+C [ uivicy | + ¢_[Giwicy )

vy

— " 2 )
15 (ahgmy) R
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puisque 'ona: C_ + ny + C,_=o d’apres les équations
de définition de ces quantités.

De méme on aurait trouvé :
o

{ahgmn,) —_ 1
X b G LUKT | = Sty Z(zr+3)8

r=0 r=20

49. Nous allons alors pouvoir mettre sous forme explicite
les équations du mouvement, dont la premiére, relative au
gaz 1, s’écrit comme suit :

du,

ps 7s Pl —
o =Xy — oo (PIUI)—'W“ (psUsVy)

hY [
(1-32) — 5z (eUiWy)

Si, comme on duit le faire, on neégiige les produits de
1 o]
dérivées, on trouve :

any _DV(
P dt _P‘X’ T or \ 9/0177, ) +- 5 1T /,Om.

( aC ac 2t DS(2r + 36, > (ak'>

XX Xy X o
of

{2 D.‘L‘_+ Dly + hY %‘H’i 3(nhymy)

Le calcul montre que :

ALY 2C G
Max X1 xz D le V
5%+ 2 + 5= + SA a

2

>
en appelant V (u, v, w) la vitesse du mélange.

On peut encore introduire le coefficient de viscosité du
mélange qui, d’aprés Chapman, est donné par :

r = w

(1-33) Ny = B 45 2/i Z(V‘Y + vy )

r=20
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On a alors :
du P Ty
o1 77 1 = Pixa — Sz + 5
9
YTy F 2div Vv
(1-34) <'Ty'T*’ET>< w1 3“)

N
+ P z,(zr + 5)8 5 3

Pour le gaz (2) on aurait une équation analogue (*). Si
- . . —} I3
maintenant on envisage la vitesse V (u, v, ) du mélange,
définie par les équations :
P1lly + Palla==0Ul  10; + PV == QU 04y F Pallz == PWO

on obtient par simple addition de (9) avec I'équation analo-
gue se rapportant au gaz (2) :

du 2P Ty [ 2 div V.
0 = oX — 4 + 3au
(1_35) At olc 3 < )
RSN
+ - 3 D-Lbol (PiX(2r + 3)3 4 P:Y(2r 4 3)3_ ).
20. — On voit que la ditférence avec 'hydrodynamique

ordinaire réside daans le dernier terme écrit :

DO 2 < 37\(,7 ) 8 N
3 3 \oz [PIE(ZP -+ 3) R + PgZ(Zl‘ + S)O—r]

Or, si l'on se référe & la définition de ):0 et aux équations
qui définissent le coefficient de diffusion D, des deux gaz

I’un dans l'autre, soit :
k]

by
V‘(ul ——Ilo):—-DFl?:? ou VQ(UQ—UQ)-—_——D

2)\‘:
12 2z

(!) Dans la formule (1-34) et dans celles qui vont suivre, le
signe 2 indique toujours une sommationder = od r=—occ.
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indifféremment, on voit que ce dernier terme représente
I'influence sur le mouvement de la variation daus le temps

07\'
< ) du phénomene de diffusion ( >par le moyen duquel

s’effectue le changement de composition du mélange en un
point. Ce terme disparait si la diffusion n’a pas lieu ou si
elle est stationnaire, mais en général il faut le considérer.
Nous allons alors montrer que sa présence dans les équa-
tions suflfit pour dter toute sa généralité au théoréme de
Lagrange et pour le mettre en défaut le plus souvent.
Bornons-nous a I'un des deux composants du mélange, et
partons de I'équation (1-34). Nous employons la méme
méthode que pour un gaz simple (I Partie, § 14).
Calculons :

ar = ) @i (V139)
->
e -> 2
Aa /l 3s \ + (Vl fjb—sx
as JL at / L at /

(en effet, nous suivons une ligne L dans son mouvement &
travers le gaz 1, on a donc bien %_—_ V,; en général sila
ligne L considérée comme appartenant au gaz 1 devient la
ligne L 4+ dyL au temps dt, considérée comme appartenant
au gaz 2 elle deviendra au méme temps d¢ une nouvelle
ligne L + d,L différente de L 4+ d,L))

d’ou :

aqr® >
dv 6V TAT S
e[ (Ea) e fomim [ (5

Or =

(d\,’1 Ss ) das +dw sy 4 o dl.lh 51
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v

2 > x his ) i~y
i.l? O.Z’:—_-‘\‘Ox a2 PR 7"'|_ y
A h 21 QX : 3wy iy
r —_
2 divy
2 div , .
( 29V S 43 ‘.\IlO.L")
\ QL ;
D o . P, 2 A
+ ?‘— }.\2F+3)0r . ‘; o <£An”>,)x.
{ at

En faisant la somme on trouve :

du, 5 Adv a duwy 5 ~ Py
— dx ar —!¥g==0b — =+
dt + dt y -+ dt o1

fgp "1(277,) . _? e
+ — [W] (8 divV 4 33A07)

x!

Di [5ar+3)8 1P 5 20

—L Ty X LA )

+ 5 (Ber 433,128

ot ® désigne le potentiel des forces et U le potentiel des
vitesses supposé exister & un instant donné.

Or on ne voit pas que l'intégrale du dernier terme de la
formule précédente puisse s'annuler le long d’une courbe
, . N , dar ’r
fermée L, ceci suffit par conséquent pour que< dt )L n’étant
pas nul, le potentiel des vitesses disparaisse. (iependant,
dans le cas d’un mouvement stationnaire on aurait identi-

¢ 37\0
uement —— — 9.
1 ar — °



CHAPITRE II

L’équation d’état des gaz dans les hypothéses de
Van der Waals-Boltzmann.
Etude de 'approximation obtenue par
développement en série.

21. Généralités. — Nous allons revenir sur ce probleme
depuis longtemps traité de main de maitre par Boltzmann,
pour montrer sur un exemple particulier a quel ordre de
grandeur prés les développements en séries utilisés cons-
tamment eu théorie cinétique constituent des approximations
satisfaisantes non pas de la réalité mais de la représentation
qu'en donne un modéle moléculaire plus ou moins com-
pliqué.

L’équation d’état de Boltzmann constitue en somme, sous
sa forme de développement en série & termes positifs, une
approximation par défaut de 'équation d’état: Nous allons
chercher 4 détermiaer au contraire des approximations par
excés, et nous pourrons ensuite faire la comparaison des dif-
férentes équations d’état oblenues. Auparavant, rappelons
brievement les deux seules méthodes irréprochables dont on
dispose en théorie cinétique pour calculer la pression en
fonction du volume et de la température :

La méthode dite de l'entropie statistique est due au fond
4 Boltzmann ! Lecons sur la théorie des gas” mais c'est sur-
tout Lorentz qui en a exposé avec clarté les principes [Les
théories stalistiques en thermodynamigue (1g15)]. Elle est
basée =ur I'usage des deux relations suivantes :



B
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(2-1) S=2log W A’_

S est l'entropie statistique, W l'extension en phase de
I'ensemble des N molécules formant le gaz considéré, carac-
térisé par sa pression P, sa température T, son volume v.
A partir d’'un modéle moléculaire déterminé, on peut calcu-
2S

Péguation d'état symholisée par la seconde équation (2-1),
thermodynamiquement évidente car elle exprime le principe

ler W et par conséquent S. Le calcul de fournit alors

de Carnot, qui s’établit en toute sécurité en théorique cinéti-
que. La premiére équation (2 1) constitue plus précisément
le « principe de Boltzmann » qui découle naturellement de
son célebre théoréme de H.

L’autre méthode repose sur la théorie du viriel et consiste
en définitive a utiliser I'équation :

(2-2) PV=RT + % Lrfr) + ——13~ IrF(r)

r est la distance de deux molécules, f{r) est la percussion
ou la force trés rapidement variable qui s’exerce dans un
choc ou dans une rencontre moléculaire, F(r) est la force
d’attraction qui s’exerce & une distance r; le signe % doit-
étre étendu & tous les couples de molécules.

Dans ces deux méthodes, la valeur de la pression résulte
d'un calcul & faire, et la détermination de I’équation d’état
ne souléve plus que des difficultés mathématiques. Dans
toutes les autres méthodes dites « directes », employées par
Van der Waals et son école, il faut recomposer la notion de
grand nombre de cor-
rections successives & I'équation PV = RT : on ne peut le

pression et, ce faisant, introduire un

plus souvent prouver jusqu’a quel point elles sont soit néces-
saires, soit indépendantes les unes des autres, ce qui améne
parfois & en oublier, parfois a effectuer deux fois la méme.
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22. Méthode du viriel. — Elle a été souvent utilisée et déve-
loppée, notamment par Lord Rayleigh qui a soutenu & I’épo-
que avec raison qu’elle constituait la seule méthode certaine
de recherche de I'équation d’état. Reinganum en a égale-
ment tiré des résultats remarquables dans le cas des forces
de cohésion quelconques.

St lon écrit :

P ____Ij\l‘ + er\l’ + ...;I’F(I')
v Jv
on sait que le terme ‘r;(’) est identifiable & — —v(i— , et que

2 » . .y - . RTSH
le terme—iﬂcondmt en premiére approximation & —-
30 v

Jependant ce dernier résultat suppose que la probabilité du
choc de deux molécules données n’est modifiée en aucune
fagon par la présence des autres molécules. Si on comprime
le gaz, ces derniéres interviennent pour modifier cette pro-
babilité, et il faut mn]hnlmr le covelume £ par un cortain
facteur K (o), ¢ étant le dlametre d’une molécule. L’équation
d’état déduite du viriel s’'écrit donc :

(2-3) P_RT[ +2 K(c)]

Nous retrouverons ce facteur K(s) dans une question plus
difficile (recherche de la fonction de distribution des vitesses
dans un gaz comprimé, voir 3¢ partie), il sera défini et cal-
culé 4 ce moment au moyen de P'analyse des chocs molécu-
laires dans les gaz comprimés.

23. Méthode de ’entropie statistique. — Elle utilise les équa-
tions (2-1). Toute la difficulté du probléme consiste dans le
calcul de I'extension en phase W. Soient z y 2 les coordon-

nées de la n® des N molécules et u v ses composantes de
vitesses. Posons :

do =dx dy ds et db — du dv dw
n n n n n n n n



48 YVES ROCARD

On sait que 'on a :

() W= [ [ [dov,...dos,.... dods.

Les limites des intégrales étant fixées par les conditions
géométriques et mécaniques-du probléme (dimensions du
récipient contenant le gaz, loi de distribution des vites-
ses, etc...).

Dans le cas général des forces de cohésion quelconques, la
répartition spatiale des molécules dépend évidemment de ces
frrees de cohésion; il a jusqu'ici été impossible de tireralors
parti de la méthode de l'enlropie slatistique. Au contraire
cette méthode se montre féconde et relativement élégante si
Ion fait les hypothéses de Boltzmann-Van der Waals : les
forces d’attraction moléculaire s'exercent dans un rayon
d’action grand par rapport au libre parcours moyen (défini
plus ou moins grossiérement) ; dec plus ces forces ne varieat
que d'une fagon insensible avec la distance, cessant au con-
traive brusquement au dela de leur rayon d’action. Clest
Boltzmann qui a le premier reconnu la nécessité absolue de
ces hypothéses pour légitimer I’équation de Van der Waals,
qu’une discussion rigoureuse montre ainsi beaucoup moins
générale que ne le présumait son auteur; quand on les
adopte, il est aisé de voir que les forces intermoléculaires
n’influeront plus sur la distribution spatiale des molécules :
en ce cas 'extension en phase devient le produit de 'exten-

R
sion en configuration J .. .‘/‘a’ol .. doV par 'extension en
vitesse f . .A/‘de1 ... db . Le calcul de I'extension en con-

figuration qu'on peut poser égale & (wv)',  désignant un
nombre inférieur & 1, devient alors un probleme de géomé-
trie pure, tandis que toutes les difficultés sont rassemblées
dans le calcul de l'extension en vitesse. Si nous désignons
par P, la quantité définie pav :
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2 log (o0)"

A P R
(2-9) TSN o0

que nous appellerons dans la suite « pression cinétique »,
on montre assez simplement (Ornstein, Thése de Leyde,
1908) que l'introduction des forces de cohésion de Van der
Waals dans I'extension en vitesse conduit & une pression P,
que nous appellerons « pression interne » et qui a pour

. a A . ’
expression ——-, ce terme devant étre considéré comme

rigoureux dans les hypothéses de Van der Waals, a étant
indépendant de la température si la force F(r) lest elle-
méme.

Occupons-nous maintenant du calcul de P, : 'extension en

. N A L P :
configuration (wv)” peut éire considérée comme le produit

/doi,fd% . .‘/dov. Si nous appelons ,,, Y,.q £,44 les

coordonnées du centre de la (n + 1)¢ molécule :

/idonH :J J j dx,, dy, ., d2,. est simplement égal au
volume ¢,,, disponible pour placer le centre de la (n + 1)e
molécule dans le volumeV ol I'on en a déjaplacé n.Le calcul
de ¢,.,, effectué par Boltzmann (Legons sur la théorie des
gaz) et Van Laar (Arch. Teyler, V1), a donné :

n?

- n 17 b = n? b
(2-6) ¢, =0 —-2b-R,- + o, T

ol P

Le calcul du second terme est immédiat, celui du troisiéme
assez simple, celui du quatriéme fort compliqué, enfin la
détermination d’autres termes correctifs semble & 'beure
actuelle une impossibilité absolue : j’ai pu montrer tout au
plus que le nombre total des termes correctifs (4 ajouter au
premier terme v) est 12, car il nepeut yavoir plusde 12 molé-
cules dont les sphéres de protection aient un volume com-
mun, sans que les molécules elles-mémes se pénétrent.

Nous avons donc, en désignant par [T un signe de produit,
&
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n=N—1

(2-7) (w0)” = I_IO -

9.+, €tant inférieur & v, on voit clairement que w est un
nombre inférieur & 1. On a alors par un développement en
série facile :

r b 5 b b3
(2-8) P,=P + “;i;: T[l ++t5 5 +0,2869 — +]

(Boltzmann, (Euvres, 111, p. 65g). Ce développement consti-
tue une approximation par défaut de P,.

Nous nous proposons au contraire de chercher des approxi-
mations par exces : en effet il est important d’obtenir pour P,
des fonctions qui deviennent infinies pour une valeur dew
différente de zéro, pour étre & peu prés d’accord avec I'expé-
rience. )

Premiére approximalion. — Nous pouvons écrire identi-
quement en développant le produit II :

()" =o[(v = o) + B — 20) + 45]. ..

en posant :

)
Sl

o=

4

et 2 variant légérement d'un terme & l'autre, soit :

v—(N—1ja

SPIURTE |

v— (N —2)x

(19) (@) =o(0—2) ... fo— (S — 1l -+ s8]
L
!

(=)

W désignant le produit des crochets de la forme 1 + ¢ dans
la formule (2-g).

Employant la formule de Stirling : n! = ne—\2=nn, on
obtient parle calcul qu’indique la formule (2-5):

dlog¥ T
P, = - Log 5= + RT-=52— .
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L’approximation consiste & négliger le deuxiéme terme et
& ¢éerive :

R b
(210) Py= o Log—r =0 [ 1 4 4 + 4 5+ .

v

C’est en somme le résultat qu'on obtient en faisant p = o,
¢’est-a-dire en supposant que deux sphéres de protection n’ont
jamais de volume commun. Ce résultat est moins approché
que celui de Van der Waals, car :

RT RT

(2-13) P, = = [ +—+ b +. ]

se rapproche davantage que la formule (10) du développe-
ment théorique (8). Signalons que Planck [Sitzungsber,
Berlin, 1908, p. 633] avait déja obtenu la formule (2-10) par
un autre procédé dans la recherche d'une équation d’état
« canonique » reliant 'entropie & I’énergie etau volume.

Deuxiéme approximation. — On remarque que :
n=Nt n 17 n* & |
o ("—2b.\—v+,—evz—,+---)
(2-12) .
n=N-1 n 2
= 1l [(““W”) + 75 7 s <’+~>]
n=90 v

._.
I—J
| -
—
2
=) |
“——"
(S
+
&

d’ou, en effectuant le calcul indiqué par la formule (5) :

2 (v 1 dlog/ ]
P, :RT[-,; Log (= >—7



D2 YVES ROCARD

Comme précédemment, V'approximation consiste 4 négli-

ger les variations de y et & écrire :

) P =1 [ 23]

:£[1+%+%—"‘;+...}

’

. . . , e dlogy N
J'ai caleulé le premier terme négligé dans £987 °

>/ ; il a
T O — =
le développement théorigue. Cette fois, la formule (2-13)
constitue une approximation meilleure que celle de Van der
Waals.

1l est impossible de perfectionner cette méthode d’approxi-

mation. — En effet, nous trouvons en définitive des fone-

oo] o

pour valeur : — , on retrouve bien

tions P, devenant infinies pour une valeur de v différente de
zéro uniquement parce ue nous prenons pour Pt | des

)2

expressions approximatives, savoir v — 2b puxs qui
s’annulent pour des valeurs de v non nulles. Or si noustenons
compte des termes connus suivants de 9. ,» DOUS trouvons
1
une fonction ¢ qui ne s’annule jamais, ¢’est-a-dire une
N1
fonction P, qui ne devient pas infinie : ce fait est bien di &
notre ignorance du reste du développement de »_ , car il
by N
est évident que A s’annule effectivement quand les molé-

cules sont empilées comme des piles de boulets, auquel cas

32/: b = 0,337626 soit—g

approximativement ; il est donc établi que les fonctions P,
que nous pourrions avoir ainsi ne seraient pas des majorantes
de la série définie par la formule (2-8). Tout ce que nous
pouvons faire consiste & essayer la formule :

on a par un calcul facile v =

Pa—':( RTVI:)3:§{;£[I +‘%+%%+ii+ ]
\

v= g




(2-19)
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formule un peu plus satisfaisante que (2-13) pour les grands
volumes et, d’aprés ce qui précéde, satisfaisante également
pour les faibles volumes.

24. — En résumé, les hypothéses de Boltzmann-Van der
Waals nous ont conduits selon la méthode employée aux
équations d'état suivantes :

! RT b £
(@P="F 144 g

b - - - -

I

\
40,2869 Tlﬁ_l_ % (Boltzmann) | 1,77 2,95 1,816 2,60

RT v
(b)P:-;Flog (UA:;I))
— -l% (Planck) | 4 2,5 1,38 4

RT
v-—b

(d)P:RT[%log(_;{—b)

r 172
(e)P=RT 7——=

(o—2) "

(¢ P= =, — = (Vander Waals) 3 2,671,5 3,37 05

— L—I A 2,414 2,77 1,57 2,914 0,5
v v?

2,09 2,83 1,70 2,78 0,5

(f) moyenne des résultatsde(a)et (¢) | 1,85 2,90 1,75 2,70 0,5

e — e —

(g) expérience (Argon) 2,70 3,42 1,53 2,44 0,54

Nous avons donné dans ce tableau les valeurs de cing quan-
tités invariantes (c’est-a-dire sauns dimensions et comme telles
indépendantes des valeurs spéciales qu’on peut donner aux
constantes ¢, b, R), et qui nous semblent bien caractériser les
qualités d’une équation d’état au point de vue de la comparai-
son avec l'expérience. Ces quantités sont définies par

v, . RTc VC aP
N S > (4T )
(2-16) -
P VIR
T, Ts
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I'indice ¢ désigne 'état critique. T,, désigne la température
ou le gaz est parfait pour P=o (température métacritique).
T, est la température pour laquelle 'effet Joule-Thomson,
s’annule aux basses pressions.

Dans ce travail théorique, nous ne nous arréterons pas a
une comparaison détaillée des résultats du calcul avec I'ex-
périence. Disons simplement que pour un certain nombre de
raisons, seuls les corps monoatomiques peuvent servir a des
comparaisons. L’étude de I'argon donne en particulier :

v RT \%
- C

c c ’aP) .
= = 2,70 T, = 3,42 T( 5?' - 1,03
¢ N [
Dosonh Io—o54
TC lz

On doit ici calculer & & partir des expériences de viscosité,
car il n’est évidemment pasraisonnable de tirer 6 de mesures
de pressions et volumes interprétées par une équation d’état

R aT

s

v, \
. . . )z aP
pour ensuite justifier d'autres équations d’état. ——~ (-l- )
c

se calcule en remarquant qu’a I'état critique on a :

" oP dP
(S-T—) = (IT)
4 <

les d étant pris le long de la courbe de saturation, trés bien
connue.

Ceci dit, I'examen du tableau (2-15) nous montre que les
résultats fournis par la meilleure approximation par excés (d)
ou (e) et par la meilleure approximation par défaut {*) sont
en somme assez voisins, et assez différents de ceux de Van der
Waals ; on voit donc dans quelle mesure il y aintérét & perfec-
tionner approximation mathématique. La comparaison avec
I'expérience nous montre que nos différentes approximations

v \
2P .
encadrent la valeur de -—59 et celle de _RC"<TF ) mais que l'on
Yt e
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7 RT
Ty . c s
trouve constamment T, trop petit, ————Pcvc trop petit également,

Ty
et T trop grand.

L3 B . I . oo RT a
Or si 'on prend I'équation générale P = — f(v) ——

R e e b .
S(v) étant une série entiere en —':— , on peut montrer (Cf. Hap-

pel, Ann. der Physik, 19o8) qu1l s’ensuit nécessairement

RTc

$v—<<3. On peut voir aussi que l'on a constamment
c C

. RT
r , , T . .
——r' =0,9, alors que I'expérience indique toujours ——Pcvcc >3

T - e L .
et?'—> 0,5. Ces faits condamnent évidemment les hypothe-
; A
ses de Van der Waals.
Nous devons mentionner ici les équations du type Diete-
rici : elles consistent en des équations du type précédent, ou

a
a _ 2
Pon remplace le terme — — parle facteur &  RTY . Jeans a

montré dans sa « théorie dynamique des gaz » que l'on pou-

vait effectivement conduire le calcul de fagon a faire apparai-
a
tre ce facteur ¢ BTV mais sa méthode me parait soulever

des difficultés de principe. Quoi qu’il en soit, nous obtenons
ainsi les équations :
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°
o

0,5

RT b 5 b - - -
(@)P==[r4+ 5+ 55
b _— _?T“ 4
+o,2869—07]e RTv - - - -
a
| RT v - e
(6') P =~ log (U — 2b)e RT»
(Sahﬂ’ 1918) 3,166 3,53 0,76 5/{36 0,5
R'l‘ —?—
(cYP= — e RTv (Dieterici) 2 3,69 0,81 4
. - 2 " ST
(d)P=RT [+ log { 72
' a
_ .;_]e— RTo | 1,63 3,4 0,87 3,23
RTuot =
(e"YP= _Li;—ﬁ e RTv 0,91 3,830,097 2,49
1)
(/") expérience (Argon) 2,75 3,42 1,33 2,44

Comme on le voit, on retrouve d’excellentes valeurs pour
RT, .
5 : celaest enrelation avecle fait connu que I'équation de

¢ C

Dieterici représente bien les isothermes. Mais on a des valeurs
\ . Vc oP . . .

trés mauvaises de —- ( T )C. — Nous persistons d’ailleurs &

considérer ces équations comme semi-empiriques.

En tout cas les formules (2-15) et (2-17) semblent renfermer
tout ce que 'on peut tirer des hypothéses de Boltzmann-Van
der Waals, elles peuvent nous servir & établir différentes
formules pour la quantité K(s) (3), qui nous sera utile par la
suite, en identifiant P'équation (2-3) avec une quelconque des
équations (2-13), par exemple :

(') équation (a') ne donne méme pas de point critique.
() Cf. équation (2-3).
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([ K@=+

v -0

(2-18) I{(G):Z%[% log(v-i—z)—xl

\ K(s) = %[<UTU%—>3 — 1] etc...

sans préjudice de la formule donnant K(s) comme quotient
de deux développements en série, que nous adoptons de préfé-

rence dans la 3¢ partie :

Nous pouvons maintenant entreprendre l'analyse détaillée
de 'hydrodynamique des gaz comprimés : les formules (2-18)
jointes aux résultats de la discussion des équations (2-15) et

57

(2-17) sont maintenant la pour préciser & nos yeux le caractere

des approximations que nous allons obtenir.



CHAPITRE III

Hydrodynamique des gaz comprimés
Les équations du mouvement.

25. — Généralités. — Nous allons entreprendre pour le cas
des gaz comprimés une étude analogue 4 celle que nous
venons de faire pour les gaz parfaits, [l est indispensabletout
d’abord de préciser les caractéres de ce que nous appelons
« gaz comprimé ». Du point de vue statique, un gaz parfait
est un gaz qui satisfait & 'équation PV = RT ; si 'vnadopte
pour un tel gaz un modéle moléculaire comportant des mo-
lécules de dimensions fintes et munies de forces d’attraction,
il y a en quelque sorte contradiction entre cette conception et
la notion de gaz parfait. Nous obtenons alors un gaz (ue
nous appellerons un « gaz réel » bien qu'il ne s’agisse que
d'une représentation de la réalité Ce gazréel a une équation
d’état de la forime :

(3-1) PV =RT[: o - ]

et il est visible qu'il ne peut étre considéré comme parfait
qu'a la limite, quand sa pression tend vers zéro tandis que
son volume tend vers I'infini. Du point de vue hydrodynami-
que nous cherchons & rendre compte & la fois du mouvement
d’ensemble et des phévomenes accessoives de viscosité,
conductibilité thermique, diffusion, ce qui ne peut se faire
quau moyven d’'un modéle moléculaire correspondant & un
gaz réel. Ov, il est inliniment plus simple de rendre compte
par la théorie de ces phénomcnes secondaires de viscosité, ete.
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dans le cas ou la pression du gaz est trés faible que dans le
cas général ot cette pression est quelconque. On obtient ainsi
une théorie de la viscosité, de la conductibilité thermique, etc.
d’un gaz parfait. Au premier abord il semble qu’il y ait con-
tradiction, puisque les phénoménes considérés dépendent
des chocs moléculaires, et que le gaz devenant parfait les
chocs moléculaives deviennent infiniment rares. Cette con-
tradiction est levée par la remarque suivante : la viscosité,
pac exemple, est un transport de quantité de mouvement d’un
plan daus un autre par les molécules; si les chocs intermo-
léculaires se raréfient, la distance parcourue entre deux choes
par la molécule-support de la quantité de mouvement croft
en proportion, de sorte que le transport total de gquantité de
mouvement dans les chocs moléculaires est indépendant de
la pression, comme I'a montré Maxwell. En particulier, la
pression et le nombre des chocs tendant vers zéro, les phé-
nomeénes de transport restent finis, mais simultanément
I'équation d’état tend vers PV =RT, ce qui permet d’édifier
une théoric hydrodynamique des gaz parfaits envisagés
comme des fluides visqueux. C’est 1a trés exaclement le point
de vue de Maxwell, de Chapmann, d’Enskog, et de tous les
auteurs ayant adopté la conception de lathéorie « dynamique »
des gaz.

Cependant, si la pression devient trop faible, des difficul-
tés spéciales naissent : dans 'expression des pressions et ten-
sions, les termes visqueux consistent en premiére approxi-
mation en des dérivés premiéres de vitesse. En seconde
approximation on trouve (') des lermes proportionnels & des
dérivées secondes, avec un coefficient qui contient P en déno-
minateur et qui numériquement négligeable aux pressions
ordinaires devient considérable et prépondérant aux faibles
pressions :'nous avons écrit dans le premier chapitre les ter-
mex correspondants dans les équations du mouvement. Sila

(v) Cf. Maxwews, loc. cit. et Joses, loc. cit,
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pression devient plus faible encore, les chocs intermolécu-
laires deviennent négligeables devant les chocs & la paroi,
et le gaz n’a plus de propriétés hydrodynamiques. Si'on vou-
lait approfondir Pétude de la transition entre ce cas extréme
et le cas qui reléve de I'hydrodynamique, on pourrait trou-
ver des indications dans une étude d’Einstein (), et aussi
dans une courte note de M. Drzewicki (*) ot cet auteur par
une méthode dynamique originale montre comment le fait
que le libre parcours a une valeur finie vient fausser les for-
mules obtenues par une voie hydrodynamique ou thermody-
namique générale dans un probléme particulier. Pour toutes
ces raisons, Chapman, par exemple, restreint explicitement
ses recherches au cas des gaz « modérément comprimés et
satisfaisanta I'équation PV = RT ».

Envisageons maintenant le cas des gaz suffisamment com-
primés pour que le voisinage de deux molécules soit fré-
quent;ilenrésulte des corrections connues a I'éguation d’état,
nous verrons qu'il en résulte aussi un nouveau mécanisme de
transport de la quantité de mouvement, que nous étudierons.
D’autre partle nombre des rencontres moléculaires multiples
et spécialement trois a trois n’est plus négligeable devant le
nombre des rencontres deux & deux : il enrésulte évidemment
une nouvelle analyse des chocs moléculaires qui se traduira
par une modification de la fonction de distribution des vites-
ses et par suite par une modification du coefficient de visco-
sité. Parv suite de difficultés de calcul relevant du probléme
des trois corps, il parait actuellement impossible d’effectuer
cette analyse générale des chocs moléculaires. Nous n'y par-
viendrons que dans le cas simple od les molécules ne pré-
sentent que des forces de cohésion de Van der Waals dont
les cavactéristiques ont été exposées dans le chapitre II et
qui permeltent précisément de traiter les rencontres molécu-
laives comme si les forces de cohésion n’existaient pas.

(") BixsteIN, Zeits  f. Physile, vol. 27 (1924), p. 1.
() S. Drzewirckl, €. 2., t. 183, p. 770 (1926).
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26. — La fonction de distribution des vitesses dans les gaz
comprimés. — Kssayous de reprendre pour le cas d’un gaz
comprimé le raisonnement qui nous a servi 4 établir I'équa-
tion intégrale de Boltzmann dans le premier chapitre de ce
travail (§ 2) : nous voyons que le premier membre :

’D—(‘{f)—l—[XD—i- +Y2 4z

(3'2) ot 20 R da

+ 0 % + 0l ](‘{f)

h¥4

reste évidemment inchangé. Quant au sccond, fourni par
Panalyse des chocs moléculaires, il va étre modifié par plu-
sieurs circonstances dont il faut maintenant tenir compte :

1) Dans un gaz comprimé, assez souvent deux molécules
seront suffisamment proches pour que les deux sphéres de
protection empiftent 'ane sur lavtre : ce phénoméne va mo-
difier, et méme diminuer, la probabilité qu’a une troisi¢tme
molécule de venir rencontrer la premicre des deux molécules
considérées par exemple. D’autre part la présence d’un grand
nombre de sphéres de protection dans les environs diminue
le volume libre pour le centrc de la troisiéme molécule en
question : cette circonstance augmente la probabilité du choc
envisagé plus haut. :

2) Dans le petit volume dxdyds nousn’envisagions dans le
cas du gaz « parfait » que les chocs de deux molécules intérieu-
res & ce volume : dans le cas présent, il peut y avoir des chocs
enire une molécule intérieure (¢’est-a-dire : ayant son centre
intérieur) & 1'¢lément dxdyde et une molécule extérieure a
I’élément. Ces chocs sont il est vrai peu nombreux devant les
premiers, et il suffit d’augmenter le volume dxdyds pour
faire disparaitre leur importance. On doit donc effectivement
les négliger. Dans d’autres problémes il se pourrait, au con-
traire que ces chocs soient & considérer ; nous en verrons un
exemple dans Fétude deséquations hydrodynamiques des gaz
comprimés : dans ce cas, les chocs intérieurs apportent une
contribution nulle au phénomene étudié (variation dela quan-



6o TVES ROCARD

tité de mouvement), et les chocs intérieurs-extérieurs sont au
contraire les seuls & considéret.

Revenons donc au premier phénomeéne signalé et évaluons
quantitativement son importance.

27. — Analyse des chocs moléculaires dans les gaz compri-
més. — Reprenons cette analyse suivant lJa méme méthode
que dans le chapitre premier et, adoptant les mémes nota-
tions, faisons la transformation :

(3-3, pdpds = s® cos 6 dw

la deuxi¢me forme étant plus commode dans le cas qui nous
occupe (molécules sphériques ¢lastiques). La seule modifi-
cation & apporter con-iste & réévaluer la probabilité qu’a unc
molécule de venir rencontrer la molé-
cule considérée en arrivant sur I'élément
de surface de la sphére de protection
correspondant & dw. Pour cela, multi-

\
\
\
H
H
!
;
/
/

plions dw par la surface libre sur la
sphére de protection d’'une molécule, et
divisons par la surface libre sur une
sphére égale située n’importe ou dans
le gaz, mais pas spécialement autour
d’une molécule.

B Voici ce qu'il faut entendre par sur-

Fig. 4. face libre : la molécule B (fig. 4) voi-

sine dela molécule A interdit aux autres

molécules la surface «8y de sa sphére de protection : afysecra

la surface libre de cette sphére de protection dans ce cas.

Nous considérerons alors toutes les positions-possibles de B
par rapport 4 A, chacune avec leur probabilité relative :

Soit ¢ le diamitre moléculaive, égal au vayon de la sphére

de protection. Soit r la distance des centres AB. On voit aisé-

ment que la calotte sphérique «fy a pour surface :



L’HYDRODYNAMIQUE ET LA THEORIE CINETIQUE DES GAaz 63
" . r
2m?< 1+ -'—) tandis que la calotte ady vaut 21:52( 1 — .2?>; le
27

nombre de molécules B situées & une distance de A comprise
entrz 7 ¢t r 4 dr est: fmridr. La somme des surfaces ady
qu’elles interdisent vaut donc :

/

23 N
/’_ v.hmridr(ane®) (1 — i-)

23
g
.

27

SOitZ[;TCGZXEV a®, O[‘V:iet%ﬁNG:’:b

I_l
8 v
b étant le covolume des molécules.
Nous trouvons donc pour la surface interdite :

/ma? X

ol

11
3
la surface libre est donc :

b
(3-4) 2me? [1 — %—U + ]

Considérons une sphére égale & notre sphére de pro-
tection mais située n’importe ou dans lintérieur-du gaz,
c’est-a-dire, n’entourant pas spécialement une molécule. On
calcule de méme la surface interdite, qui a la méme expres-
sion que précédemment ; cependant les limites de l'intégrale
sont alors o et 25 et non plus ¢ et 25. On trouve comme sur-
face libre :

b
(3-5) hest 1 — 5+ .
Désignons par K(o) le rapport :

surface hibre sur unc sphére de protection
surface libte sur une sphere egale dans U'intéricur du gaz *

K(s) =

On voit que 'on a :

(3-6) Ko)= —> 2
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Au lieu de faire le calcul divect de K(s) nous pouvons
ramener ce calcul & la détermination de I’équation d’état qui
a déja été faite & une plus grande approximation. Cherchons
en effet 4 déterminer I'équation d’état par la méthode du
viriel, nous avons (cf. chapitre II) :

(3-6) P+ 35 T0A) + 55 3relr)

__RT

3-7, P=""[1 + - K] —P,

Mais, comme on I'a vu dans le chapitre 11, la « Pression
cinétique » :
RT b
Py="0 0+ ) K@)

v

a été obtenue ot développée en série par des méthodes plus
expéditives, et notamment par la méthode de 'entropie sta-
tistique, qui a donné & Boltzmann :

38) P=RT[ g 2B a8ty ] =G

vs

d’ont par identification :
, 5 & b2
(3-9) K(o)=1 4+ 5 - +0,2869 ;- + ...

On peut d’ailleurs, en utilisant les mémes résultats de
Boltzmann, Van Laar (*), P. Kohnstamm, donner & K(q) la
forme suivante (2) :

=L b _ 1,0369 L + .
N S, 8 v v?
(3-10) K(o)= RTINS
P ‘1)—_}-_1_6_"1!-‘ o

(*) BoLrzMANN, Gesammelte Werke.

Van Laar, Arch. Teyler, vol. VI.

P. Kounsramm, Journ. ch. phys., vol. I,

(2) Comparer aux valeurs de K(s) déduites des équations d'état
dans le chapitre IL,
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réalisant peut-étre une meilleure approximation ue le déve-
loppement en série pure et simple.

Reprenant alors 'analyse des chocs moléculaires, nous
voyons qu'il suffit de remplacer dw par K(s)dw, ou, ce qui
revient au méme, de vemplacer 62 par ¢2.K(s). Cette fagon de
procéder a Pavantage de ne rien modifier aux intégrations :
seuls seront modifiés les résultats ou figure o, Ainsi, le
coefficient de viscosité 4, relatit au gaz parfait était propor-

. LI . , . o
tionnel & : il sera donc remplacé par un certain coeffi-

cient :

(3-11) P

Ou pourrait croire que 7, va étre purement et simplement
le coefficienl de viscosilé du gaz comprimé: il n’en est rien,
car au mécanisme classique de la viscosité viennent s’ajouter
dans les équations des termes nouveaux ayant aussi le carac-
tére du « frottement visqueux ».

En résumé, nous pouvons dire simplerent que la fonction
de distribution des vitesses du gaz comprimé se déduit de
celle du gaz parfait en y remplagant ¢* par ¢®.K(s) partout on
il y a lieu ().

28. — Termes nouveaux apparaissant dans les équations
hydrodynamiques des gaz comprimés. — Dans la premiére
partie de ce travail (§§ 6 el 7) nous avons montré que, sans
aucune restriction sur I'état du gaz (pourvu toutefois qu’il y
ait suffisamment de molécules présentes pour que ensem-
Lle ait les propriétés d’un fluide) le mouvement du gaz était
régi par 'équation :

- g —{2’7 (vugymdxdydsdt = X — mdxdydzdl
-12) «

( [ 62 + 2 i) + 3, (o)

() Cest-a-dire dans les coefficients B, et C, introduits par
Cuarxax dans son mémoire fondamental,
5
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et par deux autres semblables relatives aux autres axes de
coordonnées, X représentant dans cette équation la somme
des composantes sur l'axe des a des [orces agissant sur les
molécules de I'élément dxdydz considéré. Dans le cas des
gaz parfaits, nous admeltions, sans trop éu chercher la rai-
son, que les forces X pouvaient se véduire & des forces géné-
rales extérieures et qu'on pouvait faire abstvaction des forces
d’origine intermoléculaire. Ces forces extérieures variant
nécessairement peua sur une longueur telle que dx (bien que
ce dx soit beaucoup plus grand que le libre parcours moyen,
par hypothése), on pouvait alors écrire :
IX = Xvmdxdyds

en appelant plus précisément X la force par unité de masse.

Si nous envisageons maintenant un gaz comprimé, il sera
caractérisé au point de vue hydrodynaniique par ce fait que
la contribution des actions intermoléculaires aux forces
agissant sur l'élément de volume dxdyde cessera d’étre
négligeable. Ces forces intermoléculaives se divisenta priori
en deux catégories: les forces & grand rayon d’action (ici,
« grand » signifie : notablement plus grand que le libre par-
cours moyen Nous avons vu que la force qui produil la
pression interne de Van der Waals est de ce type). Ces forces
se manifesteront s'il y a des variations de densité du gaz
autour de I'élément. C’est & peu prés la méme force qui agit
sur deux faces opposées de l'élément dadydz, donc cette
force va rentrer dans le type des forces extérieures X, Y, Z; il
nous sera d’ailleurs facile d’en écrire I'expression formelle.

Ensuite, les forces & faible rayon d’action : s1 nous envisa-
geons uniquement des molécules de Van der Waals, ces for-
ces se réduisent & des percussions dans les chocs. Ces forces
sont du type des pressions et tensions comme nous le mon-
trerons.

29. — Termes provenant des forces & grand rayon d’action.
— Sur la figure ci-contre on a indiqué par une spheére Q le
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domaine ol s'exercent les forces intermoléculaires agissant
sur ['élément dv, supposé trées petit devant Q. Si F est la
force qui s’'exerce entre deux molécules, et si, pour une

molécule A donnée, cette force varie peu dans le petit élé-

\
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;F \
/ \
i d k
/ v \
! \
H 4
| oLy ;
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\ \ ;
\ \r i
Y \ /
. \ 'I
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Fig. b.

ment dv, les composantes de la force par unité de volume
qui s'ensuit seront :

_ . x v == nombre
¢x~u/f/1(xyz) r Fdv x v(xoyo?u‘

’ A
(3-14) q)y:/'f Vg T Fdv X v

de molécu-

les par
(%oYo20) .,
A . unité de
Q)z :\/-4/ fv(xZU)T Fdv X V(xoyozo) volume.

ces trois gquantités n'élant différentes de zéro que si
. (xyzy
n'est pas distribué symétriquement autour du point o.

Ces trois [orces <I’\'<I>'l<b~ vont venir s’ajouter dans les équa-
tions hydrodynamigues vespectivement a ¢X, oY, pZ, qui
sont les furces extérieares par unité de volume.

La forme intégrale compliquée de ‘l’\fbufl)q disparait si en
premiére approximation nous supposons que Yieysy B differe
de v

LD d’une quantité du premier ordre ; ainsi on
0Y0%0 *
posera :
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V(x;:):v" + [a)(%)o +y (%)0 ts ( ?: >o] o
d’ou :
o (eSS (0% v
-15
+ f/t/l< %)ovo f‘i Fdv + ...

Il est nécessaire d’admeltre que notre force centrale

s’exerce en moyenne dans toutes les directions avec la méme

intensité ; il s’ensuit que :

/.ff'—:l«‘dvzo /‘/‘f%[“du:u,ctc...
[ 2y [ [ [ wa
d’ott :

(3-10) 0, =%(%) [ [ [ rFd

’ . h)
& ot ®° s’endéduiront en changeant (—‘—9) en (ﬂ> et (ﬂ
y o \ o \ 2y \ 2o

respectivement.
Nous allons voir que <i>“<l)y‘b~ se relient trés simplement &

la « pression interne ». On sait en effet que d'aprés le théo-
réme du viriel. cette pression interne est donnée par 'expres-
sion :

P — 2rF(r)

i 3v

F(r) étant la force d’attraction qui s’exerce entre deux molé-
cules a la distance r, la somme X s’étendant a tous les cou-
ples de molécules.

Si nous considérons une molécule donnée, la somme =
étendue pour cette molécule & toutes les autres molécules

vaut :
ErF—_—vffferv
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et pour les N molécules de la molécule-gramme, on aurait :

Nv J / f rFdv,

mais par ce procédé chaque couple de molécules a été compté
deux fois.
On trouve donc seulement :

ZrF::—I?—‘/‘f‘/erv
d'ou :
Pi:b‘:—vwffferuzz_infferU

il est visible que 'on a :

® 2P,

xT Dz

3P,

3—1 b — L
(3-17) =
o — oP,

z h34

Comme nous le verrons, ces termes, joints a ceux qui
dérivent des percussions dans les chocs, sont précisément

., 2 .
ceux qui s’ajoutant au terme __ (pUz) envisagé pour les gaz
2

parfaits mettent d’accord la théorie cinétique et '’hydrody-
namique (voir § 7).

30. — Termes provenant des percussions dans les choes. —
Les chocs que subissent les molécules intérieures (') a4 1'élé-
ment dxdyds se divisent en deux catégories.

Premiérement, les chocs dans lesquels interviennent deux

(}) Par molécules intérieures ou extérieures i un élément de
volume, il faut entendre de fagon plus précise les molécules qui
ont leur centre de gravité a4 l'intérieur ou a extérieur de cel
élément.
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molécules contenues toutes deux dans l'élément; dans ces
chocs, les vitesses des molécules suivaut leur ligue des cen-
tres s’échangent, tandis que les vitesses dans des directions
perpendiculaires se conservent, et il ne s’cnsuit évidemment
aucun changement dans la quantité de mouvement totale
contenue dans ’élément.

Deuxi¢tmement, les chocs dans lesquels une molécule qui
a son centre intérieur a I'élément dv {donc, qui appartient a
cet élément par définition) est rencontrée par une molécule
extérieure & I'élément.

Si nous considérons I'élément dedyds dans son ensemble,
ces chocs se traduisent par des transports de quantité de mou-
vement de I'extérieur & l'intérieur de dv et réciproquement,
ils équivalent donc & un systéme de pressions et tensions qui
viendra s'ajouter au systtme pu?, puv, puw, ete..., qui consti-
tuait les tensions et pressions dans un gaz parfait. Nous
désignerons par T T

,®_, etc..., ces tensions, et nous
xy’ Nz

allons en entreprendre le calcul, en nous restreignant tou-
jours au gaz de Van der Waals, cest-d-dire, dans un caleul
de ce genre, en faisant complétement abstraction des forces
intermoléculaires.

Sur les sphéres de protection des molécules qui nous inté-
ressent (c’est-a-dire les molécules intérieures & 1'élément
dxdyds mais suffisamment prés de ses parois pour pouvoir
étre choquées par des molécules extérieures a I'élément)
nous considérerons un petit élément de surface dS dans une
direction fixe par rapport aux axes f{ixes, et nous convien-
drons de prendre de nouveaux axes fixes tels que l'axe
des x, donc aussi 'axe des vitesses u, soit normal & S.

Cela étant, un choc de deux molécules tel que la ligne des
centres ait la direction ox pourra évidemment se remplacer
par un simple choc du centre de I'une des molécules sur la
sphére de protection de l'autre, et, plus précisément, sur
I’élément dS. Au moment du choc les vitesses ne font que
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s’échanger suivant la ligne des centres : si u, v, w est la vitesse
absolue de la molécule A, ', v/, w' étant la vitesse absolue
de la molécule B (sur la figure, A est représenté par sa sphére

Fig. 6.

de protection et B par un point matériel) 'impulsion mise en
jeu dans le choc sera :

(3-18) m(u' — u)

D’autre part, le nombre de molécules telles que B, dont
les composantes de vitesse sont comprises entre u’, V', w' et
a4+ du', v + dv', w + dw', et qui viennent rencontrer A
sur dS dans le temps dt est :

(3-19) v(a' —a)flw, v, wdwdv'dw'dSdt,

comme on le voit sans peine en reprenant un raisonnement
analogue a celul qui conduit au calcul de la pression dans
un gaz parfait.

Envisageons maintenant toutes les molécules de la caté-
gorie A (vitesses comprises entre u et « + du, vetv + dv,
w et w -+ dw), elles sont au nombre de :

vflu, v, w)dudvdw dans I'unité de volume.
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L’ensemble des impulsions sur la surface dS sur toutes les
molécules considérées se traduira donc en moyenne par une
force dont la valeur sera :

o v [ L L Lo

X (e — u)f(u’u'w')vf(uvu))du'dv’c[w'dudvdw] X dS.

Les intégrations devant étre étendues & toutes les vitesses
possibles, avec cependant cette condition que les molécules A
et B doiveni se rencontrer, c’est-a-dire aller l'une vers
Pautre et non s’écarter, ce qui exige :

u—u<o
soit:

u' < u, les vitesses u, v, w, v/, w' s'intégreront ensuite de
— ood + ®.

34. — Cas d’un gaz en équilibre. — La fonction de distribu-
tion des vitesses est celle de Maxwell :

3
, N
2

r=(t)

o~ hin(U2 4- V2 - W?2) dUdVdW.

™

. R . —hm(G-utn hin
(3-21) Posonsl= (U-U")?e dUdU’' x (?\
U <u) /
(La condition «' < u revient en cftet & U' < U), on voit
aisément que 'on a :

(3-22) F = m»ldS
en effectuant les intégrations en V, W, V'W', qui sont clas-
siques.
Galculons I : pour cela, posons
U= Ui + %

(3-23)
U="U(,— _,,;_
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dUdU' est alors égal & dU, da, et l'on a :

*90‘;5-30 .
— 2th2 -2 hmar
(3-24) I = ale vo2 dU;d=

Ur=— owa=0

On est ramené a des intégrales connues, et 'on trouve :

= —— avec : L RY
 Tshm ’ v 2h T N

(3-25) d'on F=m»?ldS= —m—\g— BT gs = NdS RT.
v* Nm v?

Cette quantité F que nous avons introduite est la force
totale exercée sur une surface égale & vdS, puisque mnous
avons considéré toutes les molécules u, v, w. 1l nous sera
plus commode désormais d’appeler F la force exercée sur la
surface dS d’une seule molécule moyenne. Nous trouvons
alors en divisant 'expression précédente par v :

(3-26) ¥ = % ds.

Si maintenant nous voulons tirer de la valeur de F la
valeur de la pression qui, grace aux chocs moléculaires envi-
sagés, va s’exercer de l'extérieur sur 1’élément dxdydz, il
faut que nous fassions la somme de toutes les surfaces dS
qui interviennent sur une face dxdy par exemple de 1'¢lé-
ment dxdydsz, et que aprés les avoir projetées sur le plan
dxdy nous divisions la force totale par la surface dxdy sur
laquelle elle s’exerce, d’ou :

e BT 25

v dzdy
w étant précisément la quantité que nous cherchions a cal-
culer : ici I'on a en effet :

T =
xx Yy 2z

I
g
l
I

©
Xy yz
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Quant au calcul de =S, 1l consiste & sommer les portions
de surface des sphéres de protection des molécules de I'élé-
ment dxdydz qui sont en dehors de la face dxdy, ces sur-
laces étant projetées sur la face dedy elle-méme. Le calcul
est purement géométrique, cf. plusloin, § 39, et il conduit a:

5dS = —:’— dady.

Si l'on veut tenir compte du phénomeéne de voisinage des
molécules et des empiétements des sphéres de protection, on
trouve alors conformément au § 27.

(3-27) £dS = L K(s)dxdy

K (o) étant le facteur introduit dans ’analyse des chocs molé-
culaires. Ce résultat s’obtient en faisant abstraction de la
direction dans le calcul de dS ce qui est légitime, puisque
nous avons irouvé w indépendant de la direction consi-
dérée.

Nous trouvons donc :

(3-28) T =

b .
= .Kie).

On remarquera encore (ue nous serions parvenus au méme
résultat en supposant la surface dS prise sur une molécule
immobile : autrement dit, la pression moyenne exercée par
les autres molécules sur une molécule en mouvement dans le
gaz ost égale & la pression qui s’exercerait sur une molécule
immobile.

On peut se demander, si plus généralement, pour un gaz
en mouvement, le systéme de pressions et de tensions
moyennes exercée sur une molécule en mouvement dans ce
gaz est équivalent au systeme de pressions et de tensions
exercé sur une molécule immobile : la répouse est négative,
comme un calcul direct nous le montrera plus loin.

Enfin, derniére remarque : le résultat de notre culcul dew
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montre que les nouveaux termes ® 2B .. que nous envi-

zy
sageons sont précisément ceux qui sont nécessaires en leur
adjoignant les termes correspondants @ la pression interne
déja trouvés pour melire d’accord la théorie cinétique et
les équations de 'hydrodynamique.

En effet, w nous apporte précisément la correction voulue
pour que le pU?, qui figure dans les équations du mouvement
des gaz, se transforme par I'adjonction de , en la pression P
qui figure dans les équations hydrodynamiques : au terme

Dpl:'T . . ) s Pial

= Vient en effet s’ajouter ——.

Or:
y = RT RT b
(ag) 0 +o=2L 4 2L Lk

= RUT [1 +le‘K(5)]'

C’est précisément la pression cinétique telle que nous la
donne la théorie du viriel : & la pression —l:‘l-)-]— du gaz parfait,
nous devons ajouter dans I'étude du mouvement la correc-
tion caractéristique du gaz comprimé.

Nous devons nous demander pourquol nous ne retrouvons
pas la pression interne a cet endroit. Cela vient de cc que,
dans le “paragraphe qui traitait des termes dus aux forces
intermoléculaires, nous avons supposé que le rayon d’action
des forces moléculaires ¢tait grand devant les dimensions
de l'élément dxdydz : alors les forces correspondantes
étaient du type des forces extérieures ; nous entendons par
I qu’elle ne changeait pas de sens en passant ('une face &
Pautre de P'élément, conlrairement & ce qui arrive pour les
pressions que nous venons de calculer plus haut.

Si au contraire on suppose que le rayon d’action des for-
ces intermoléculaires est petit devant les dimensions de I'élé-
ment dxdydz, on retrouve exactement la pression interne
agissant avec un caractére de force intérieure, c’est-a-dire
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analogue aux pressions dans les chocs, changeant de sens en
passant d’une face & I'autre de I'élément .

Il est inutile de développer ce calcul trés simple. D’une
facon comme de autre, la pression interne vient s'ajouter
a la pression cinétique et contribue & former le terme com-
2P . . . .

7 qui rend les équations du mouvement des gaz iden-

plet

tiques aux équations de ’hydrodynamique.

32. Termes provenant des percussions dans les choes — cas
ou le gaz n’est pas en équilibre. — La pression unique résnl-
tante west alors remplacée par un systéme de pressions et
tensions T Py

@ w  etc...Nous allons entreprendre le
yoNz oy

calcul de w__ simplement. On endéduiram_ = . en sebasant
X Xy Xy )

- sur I'invariance de la fonction de distribution.
Comme nous l'avons vu, la connaissance de la pression T .
exige d’abord le calcul de V'intégrale :

g0 1= [ [ [ | [0y

w1 dUdVdWdU'dV'dW'.
intégrée pour toutes valeurs des vitesses, avec la restriction
U U
Nous posons :
F=fU0V,W) F=f(Uu,yv,w

Nous prenons naturellement la fonction de distribution de
Chapman, sous la forme :

FVW) = (1 )i e

: e,

avec |

G102 + V2 + Wz’
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® étant un terme correctif supposé infiniment petit, de sorte

que le produit ff" se réduit &

hun (3 ——hm(ci.;("z
(e

9

(3-31) 14+ ¢+

Et nous savons que ® a la valeur suivante :

b RO v

AN {2hm)" 0 (w:""
i T3 D L (2rB)r Tt
(3-32) m
— (Jozlzm[C\‘xU“ + (‘yy\’? + G W2+ (‘y:V“

) (ahm )T N2
+C UW + €UV ¥ e v G
r

avec :

Py Q0 Uy - - s sdui
— e —— uisant,
C.=2%% 37 YRl Lyy et G s'en déc

w v ) , .
C = 3( GC__et G <’en déduisant.
4 Ly 2 {7 T Wy

Y

I;'otre intégrale générale T va donc se ramener & une
somme de deux séries d’intégrales les unes ayant les y
comme coefficients et les autres ayant les 8. 1l y aura en
plus I'intégrale correspondant a 1 dahs le crochet{1 + & 4 @'}
celle-ci pous conduira & la quantité = que nous avons déja
calculée.

Considérons les mtemalm qun aulont comme coefficient;
celles ou figureront V et W sous les signes ./ sont évidem-
ment nulles. Restent celles ot figurent U et U’ sous les

signes / : elles seront de la forme :

(3-33) ;f; f f f jf e +ue™)

'? 1,.
e e+ C U VAW AU AV AW .
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2r 2r oo L .
Développant €7 et G on pourra faire les intégrations
en V, W, VW' sans difficulté et on se raménera & des inté-
grales de la forme :

I(n) :f! [U.Uﬁn + U’,U’?n: e—}umUﬂ-i--U’*‘dUdU,.
(U'<0)

On fera le changement de variable qui nous a déja servi
dans le calcul de = :

U=U, +—
(3-13)

vy %
U=1", 3
U, s'intégrantde — 20 4 4+ o ctadeoa + =.

Le crochet deviendra :

(3-34) [P 4 (on 4+ OYUP = 4.
+ [f‘f"_H—-(zn + I)U?n —Z—- 4+ .. J

Dans ce crochet, tous les termes ou « a un exposant
impair disparaissent, les termes restant sont tous de degré
impair en U, : comme on intégreen U, de — w0 & 40,
I(n) est identiquement nul.

Conclusion : toutes les intégrales comportant un des & en
facteur sont nulles.

Quant aux intégrales comportant un des y en facteur, celles
d’entre elles qui portent sur des expressions ayant en fac-
teur VW WU ou UV ou les termes correspondants en
U',V’,i\”, son évidemment nulles. Nous pouvons done, pour
notre but actuel, réduire @ & Vexpression :

(3-35) & == — Cy2hm[C,, U2 + Gy, V2 + C,, W2

(:zhm)r C?r
Z 13..13r+6) 1r~
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33. Caleul général de w . — Reprenons le caleul de Vinté-
grale fondamentale :

(336) 1= [ [ [ [ [ [ms(u'— Uy fFdUavaw
' dU'dV'dW'
Posons :
(3-37) I=1, + Al
I, étant le terme qui correspond au gaz en équilibre, et
que nous avons déja calculé. En utilisant les simplilications
signalées dans le paragraphe précédent on a :

w21 LS L1

— G, 2hm g [CMUE + ny\” 4 CZZ\\"]

A 2
(3-38) x 2. e,

27‘-:.

+ [(* UG Vet czzw'z’]

(2hm)" o g " .
E By G (U =Up
x e~ Mm@ +C gUavdw dU'dV'd W'

soit :

| e hm M_
(3-39) Al =— mv < ) C 2/17712‘ T3oer 5T, 8
=0

en posant :
I AL = / / f f f f (€U + G, Ve + ¢, we)er
(3-4o) +(C Ut +C Ve 4 C wWee)
x (U'— Uy e~ "M+ ) gugyaw.

Les intégrales étant comme toujours étendues & toutes les
vitesses, avec la restriction U’ < U.
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Nous développerons et 0 par la formule du binéme
en laissant groupé V2 4 W2 : ainsi :

a

C)r — (UQ + ye + \\72\))': G

(3-41) g PRI

(V24 W2)

Nous poserons :

f// /(V" \Vop — (V4 WE 4 V2 W

dVdWdV'dW' = Gp

. ' VIV YW P AV W VW
(3-42) f f f J )
AVAWAV'dW' =3

A2 4 |2k U LY\ — hmn (U2 + 1%
jU Jlu I

< 0

- 1

dUdU' = L
K

On trouve aisément :

-2
3" 3} G = —-“‘—‘- )!
( 4 ’ p (hm)p+2[

(3-44) Iy = ———(p + 1)!

')(Iun)

Le calcul de LK n’est pas absolument classique.

Posons :
(3-/45) \Z??LU:;I? \7%[."_—_3,
> = ————-I o 2K 215
(3-!'()) Lx - (hm)K +4./‘f(ac " + ]/21)

y<u
PSS 2
(y — x)re” " oy dxdy.

Nous poserons : Yy ==psin =g cos b

les limites de U'intégrale seront alors : 0 et & pourg,
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— % ~ et 4 % pour 6 : ainsi nous satisfaisons bien 4 la con-

dition y < &, comme on l'indique sur la figure 7, d’ou :

0 Q) 2 — p?
LK:‘—I——:-f 9K+ e dePXFK
0

h—

Fig. 7.
en posant :
=
3-47) FK = 4 (cos % + sin BQK)(cos 6 — sin 0)%d6.
_3r
A

0 g Lo 2
ﬁ ph+oe ¢ pdpétantégalél(—lgt—m,on aura :

Lo ®+ul

K a(hm)© T 2

On trouve ensuite aprés quelques intégrations par parties :

N (9K — 1){2K — 3)....3.1
(3-48) FK T 2K.(2K — 2)..4.2

X 2w

ou :

F — (aK) !

27
X Q‘ZK(K %
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et :

(K 4 1).(2K)! 2T
3- L = .
(3-49) T WAk (am<T?

Nous pouvons maintenant exprimer Air en fonction d’'inté-
grales des types G, 3, et L [Cf. (3-42)] :

En développant C¥ et ¢ comme nous 'avons indiqué
plus haut [Cf. (3-40)], on trouve :

a8 =C_[GiL ,, + PGL
rl )
— .o+ G
(3-50) i —pn Ger—p+1 Tt ’rL‘J
+(C,, +C ) [aL, +
rl
+ plir—p)! :’p—{—lLr—p REREE 51‘+1L°]
Ona:
rl amd
pr—p) P TTPHLT )" O
r—p+2 1 rli{ar — 2p + a)!
r—p+41 e {(r—p)]?
r! am®  (r— p 4 1)rllap — ap)!

—_3 L
pllr —p)t PHEUT=PT (g0 =W ppe

Dans I'expression de Ai_on peut utiliser I'identité :
G, + ny +C,,=o0

et remplacer ny + G, par — C_, ce qui permet de grouper

deux 4 deux les termes correspondants 4 la méme valeur
de p, soit :

r!
= (Ol ™3l

___2m®  ri2r —ap)!
C(m) S r — pytp 27T

X [(2r —2p + 1)r—p +2)—(r—p+1)]
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am3pl (ar —2p)!
(3-b1) M,w’" (hm) T8 \xz Tr=pTF -

(2r——2p+ 1{r —p4-2) —(r—p41)
2‘2r—9p+9

On aura ensuite 'expression générale de Al : pour cela,
remarquons que :

T+ p=r

(2hm) A rla “s'cxx Z (2r — 2p)
1.3,.(2r +5) == 1 3.. (27 L b)lhmp 0[(7' —-pit2
p:

ler—apt1)ir—p4a)—{r—p+1)

2‘21‘——‘29 +2
donr ¢
&y S e
( 2C 2 rlp(r
(3-52) Al=—mv. - Z 5T+ 5) Tr O
r==0

en posant :

p=r ( I ) ) )
3-53 d(r) = 2r —2p)l (2r—ap +1)(r—p+a)r—p-+1
( ) ( ) 7,220 HI‘—P)!F 2‘21‘—9})4-2

Nous avons alors dans w . un terme correspondant & Al :

(3-54) Amm =3XAl.dS

34. Changements d’axes. — Le signe ¥ indique ici une
opération assezcomplexe : Nous avons obtenu la valeur de Al
pour des petites surfaces dS orientées de fagon donnée en
faisant un choix d’axes particuliers, 'axe « & » (auquel cor-
respond C_ ) étant normal 4 dS. Il nous faut maintenant

faire un changement d’axes pour évaluer AldS en fonction
de C_C ... C_ rapportés aux anciens axes fixes. Ceci
XX Yy zy

fait, il faudra pour obtenir Aw faire la somme pour toutes
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les portions de surface dS des sphéres de protection des
molécules intérieures & 1'élément dadyde, les portions en
question étant extérieures & cet élément. — C’est ce que
nous indiquons par le signe .

Nous donnerons désormais I'indice 1 au systtme 1ié & ¢S
employé dans le calcul qui préceéde :

Soit «fy la direction de-la normale & dS par rapport aux
anciens axes nyg, ¢’est la direction de I'axe « & » de notre

nouveau systéme, celui par rapport auquel on considére C_ .

Soit u, la projection de la vitesse u, sur cetaxe, ona :

0l ) _ Qi Vs dwy duy (Du, hN duwy >
( xx/1 T T d&y dyy de1 Y Ay 2, 3y 224
Or:
h%: 2 by QW Uy Qo Dwo
bl + Y der T dx + +

comme étant invariant.

du .
Pour Km—' le calcul direct donne :
1

%_ ’auo+9’w" ‘2Dwu+ ﬁ(gu_O_‘__a_E.,_)
+a}<awo auo>+p (avu })_u;'o_)
2y
On a donc :

duy 0 Rz Wy
S -To- dS =% SatdS 4 3 $p%dS + 0 ydS
(3-55) + (32 + °“°),.apds + (2 4 °"° 2 )Zayas

g

+ ( U, awn )2_@*{()’8.

Si nous étendons les sommes £ aux moléeules sur la face
dydz de I'élément de volume, nous voyons que seul a sera
constamment positif pour le choc avec une molécule exté-
rieure, tandis que B ety seront indifféremment positifs ou
négatifs. Il s’ensuit que :
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SafdS = ZaydS = EBydS =o
2dS — Z23dS

2

$62dS = SydS =

(puisque l'on a : a2 + B2 4 y*=1).
Le calcul de Za2dS et de £dS ne présente pas de difficultés.
On trouve, cf. plus loin, § 39 :

SdS= L dyds,  Y0dS =y dyds,
d'ou :
v

1 b. Do a() 2 (] b
(3:56) X(C_)dS= _[ P N _w_] i

par unité de surface pour la face dyds.
Si nous avions tenu compte du phénoméne de protection

, . N T b .
des molécules, nous aurions di multlplxerTIJar‘ e fac-

teur K(o) (cf. § 27).

Tenant compte de ce résultat, on trouve aisément :

e
l
rEO (9" t 5, T K&
. - —Kia
- w K9
Z
r=0
®©
C2Y
Or. Vex - o FPa 7 le 3 "o . jé
T, Lexpression g~ estprécisement egale a7 5 Mo de-

signant le coefficient de viscosité du gaz sous un volume
infini. Si nous avions tenu compte du phénoméne de protec-

~

(') au lieu de C, et

tion des molécules, nous aurions eu Ko

M?) au lieu de = —P_ d'ou :
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2 b
Amxxz__:‘}- C.\*x‘q“’('[v*)
£ P R Y
(3-58) 2358 Sy 00,
g,
r=07"T

- P .
. 2 ‘)"°r2=‘ P P wAU
(3-39) H= =
v,
r=0

En comparant les valeurs de m _{dont nous n’avons pas
récrit le premier terme déterminé en (3-28)] et de pU?, on voit
que 'on a au total comme valeur de la tension :

g RT b s/
P =»_+,02=— {x + T'{(c)]

XX XX

(3-60) . < 14 [I; _I:}_ K(s).H >
7, \ e |

- _1;; C.\‘x K(s)

Et nous voyons que cette expression sera formellement

Iy

identique & la tension Pw de I'hydrodynamique si l'on

pose :

- ZI;T K(s).1
(3-61) M, =M T Ko}
i, étant le coefficient du gaz comprimé 4 un volume v,

1, Gtant le coeflicient de viscosité du gaz parfait.

En résumé, nous voyons que 'étude du transport de la
quantité de mouvement dans un gaz comprimé nous a amené
& ¢éerire dans les équations du mouvement de nouveaux ter-

mes (ceux correspondanta w_ , = _,w_, elc...) maisces nou-
axt Tay' xz

. s

. R RT .
veaux termes sont proporuonnels tantot a~~v—-tantot a
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C

e’ Cay? Caz? etc..., de sorte qu’ils ne font que modifier la

valeur du coefficient de viscosité e

En d’autres termes, nous pouvons dire que notre étude se
réduit & une théorie de la variation du coefficient de visco-
sité avec la pression, mais, envisagée comme nous ’avons
fait, cette théorie rentre dans le cadre de la théorie « dyna-
mique » des gaz [fondée sur I'analyse directe des chocs molé-
culaires et évitant 'emploi de la méthode statistique] et est
comme telle rigoureuse. En particulier, elle est en contradic-
tion avec un ancien résultat de Jager (') d’aprés lequel on
aurait simplement :

. i1 b
f)D——-fzw<I+T‘;' .

Pour des molécules quelconques avec une loi de force
générale, les deux types de corrections que nous avons envi-
sagés (phénomeéne de protection des molécules conduisant
au facteur K(s) et existence du systéme de tensions »__,
© etc...) nous conduiraient 4, des complications insurmon-

tables mais, @ priori, le résultat garderait la forme :

b
't

n, =1, — X

K(s)H

K(s) et H ayant des valeurs différentes de celles qu’ils avaient
dans les calculs précédents.

Ce serait cette formule générale qu’il faudrait substituer
au résultat de Maxwell d’aprés lequel le coefficient de visco-
sité d’'un gaz ne dépend pas de la pression.

Remarque — Les termes nouveaux que nous avons con-
sidérés, T Py etc..., représentent I'influence sur le mou-

vement d’'un nouveau mode de transport de la quantité de

(!) G. Jzeer, Uber den Einfluss der Molecular volumens auf
die innere Reibung der gase, Wien Ber., 108, p. 447 et 109,
p- 74 (1900).
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mouvement, savoir le fait que dans un choc moléculaire,
une portion de la quantité de mouvement passe brusque-
ment du centre d’une molécule au centre de 'autre ; ce méca-
nisme, négligeable pour les gaz parfaits, avait été signalé
autrefois comme seul important pour les liquides par
G. Jager. M. Brillouin I'a repris et envisagé concurremment
avec le mécanisme classique de Maxwell dans la dernicre
partie de son livre Legons sar la viscosité. La grande com-
plexité du cas des liquides d’une part et I'ignorance des
résultats modernes de Chapman sur la fonction de distri-
bution des vitesses d’autre part empéchait cependant que l'on
piit obtenir des résutats rigoureux dans cette voie. Quant &
la méthode adoptée ici par nous, si elle est adoptée au cas
des gaz faiblement comprimés, elle I'est en revanche peu au
cas des liquides. Cependant nous avons en quelque sorte
réduit le probleme & la détermination de K(o) dans tous les
cas. Pour le cas des liquides notamment, on peut tirer la
valeur de K(o) d’une équation d’état quelconque P = f{v, T)
en 'identifiant avec 'éyuatron d’état du viriel :

P="1 14 LK) - &

comme nous ’avons indiqué dans la IIe Partie (1).
Mais les équations d’état actuellement connues manquent
de rigueur quand on les applique aux liquides.

36.— Calculs numériques relatifs an coefficient de viscosité.
— Dauns son travail, Chapman, qui n’a 4 envisager quele cal-

cul de E Y,, lobtient par une méthode spéciale. Il montre
r=0

() Nous devons signaler un travail récent de M. J. Dumgr
[Journal de Physique] consacré a la viscosité des liquides. Cet
auteur reprend, si nous l'avons bien compris, le point de vue
de JzGER.
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cependant que pour avoir cette méme quantité & 1/1000 prés
il suffit de considérer les quatre premiers termes vy, ¥, Y,
et v;. Nous avons de méme entrepris le calcul des quatre pre-
miers termes de H :
Ce caleul, consistant & effectuer les sommations indiguées
dans la valeur de H, nous a doun¢ :
9 46 201
Yo+ Nir T ks Bt
Yo+Ti+Yo+Ys+ e

(3-62)  H==

En adoptant les valeurs de Chapman (loc. cif.).

(3-63) Yo = 1,3663 v, = — 0,5263
Y, == 0,2218 Y; = — 0,00457,
on trouve :
(3-64) H=— i:)?Zi = 1,149 (par exces).
d’ou I'expression théorique compleéte du coefficient de visco-
sité :
b
_ 14 I,IAQ—A_: K(s)
(3-65) My == Moo (o)
en posant:
11 b b?
1 — — e— =~ 1,036g — +...
\ 8 v [ 2
K(s) = 2b 17 O
1— + w6 + ...

5 b 2
=1 +—§—u-+o,2869~bv—,-+...

Si 'on veutdével érie par 3
110onveutaeve Opperen serie pal I'dpp()[‘t a ‘l‘)“ , 0N tI'OuVe:

(3-66) h, == "y, [I —0,3378-2‘ + 0y1037 —bv:_] .



CHAPITRE 1V

L’éguation de transfert de la chaleur dans les gaz
comprimés. — Application a la détermination du
coefficient de conductikilité thermique d’'un gaz
comprimé.

37. — liquation générale de transfert. Le transfert de la
quantité d’énergie dans le gaz, gradce au mouvement des
molécules, peut s’étudier par les mémes méthodes que
le transfert de la quantité de mouvement, qui conduit aux
équations hydrodynamiques. Pour I’énergie, on aboutit &
une équation de transfert d’énergie, dont la prise en con-
sidération détermine complétement los problémes d’hy-
drodynamique : en effet dans ces problémes on a pour
inconnues les trois composantes de vitesse du fluide, la pres-
sion, le volume et la température que 'on désire connaitre en
fonction des coordonnées de chaque point et du temps et
aussi en fonction de certaines données initiales. Or jusqu’ici
nous n’avons envisagé que cinq équations, déterminant ces
quantités, savoir : les trois équations du mouvement, I’équa-
tion de continuité, 'équation d’état reliant le volume et la
température & la pression. Nous savons donc comment les
variations de vitesse et de volume spécifique se propagent
dans le gaz, il nous reste 4 déterminer les variations de tem-
pérature. Nous y arriverons par l'équation de transfert de la
chaleur. De méme les équations hydrodynamiques et I'équa-
tion de continuité n’étaient au fond que les équations de
transfert de la quantité de mouvement et de la densité res-
pectivement : c’est a ce point de vue que s'était placé Max-
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well dans ses recherches sur la théorie cinétique des gaz. Il
parait actuellement plus commode de passer par I'intermé-
diaire de la fonction de distribution des vitesses, grice &
laquelle on retrouve trés aisément tous les résultats obtenus
par la méthode de Maxwell. Mais, de méme que les équa-
tions du mouvement, I'équation de transfert de la chaleur
n'avait jusqu’ici été explicitée que dans le cas des gaz par-
faits : nous nous proposons de déterminer les modifications
qu’elle subit dans le cas des gaz comprimés.

Soit Q une quantité fonction des vitesses u,v,w d’une
molécule, la somme des quantités Q pour les molécules de
'élément drdyds est * vQdxdyds. Dans le temps dt, cette
quantité subit 'accroissement :

; 2(vQ)
dxdydzdt —;— .

Or on peut évaluerséparément les variations de vQdxdydz
dues & diverses causes (chocs moléculaires, entrée et sortie
des molécules, etc...) et 'on trouve (1) :

dxdydsdt %t@

=[AQ—Z 20+ Y 2x (2 )]da:dy./zdb

xyz ~yz

<4—1>Z

AQdxdydsedt représentant le gain total en quantité Q qui
se produit dans les chocs moléculaires concernant les molé-~
cules de 1'élément dxdyds daus le temps di ;

daedydsdt — (vuQ)

représentant la perte en quantité Q due a l'entrée et & la
sortie des molécules dans I'élément dxdydz par les faces
dyds perpendiculaires & dx pendant le temps d¢ ;

d:):;ddedf. % X(i__g )

(') Cf. Jeans, Théorie dynamique des gaz, p. 267 (trad. fr.).
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représeutant le gain en quantité Q dd aux accélérations
moléculaires produites par la force X agissant sur les molé-
cules de V'élément.

D’ol I'équation générale de transfert :
L 29Q) 2 / \
b2) =3 =AQ— r Q)+ X (X T))-

xyz !

Pour avoir en particulier PPéquation générale de transfert
de la chaleur, il suffit de poser :

(‘:-_(u —|—U2 + w?).

Cette quantité représentant ’énergie cinétique d’une molé-
cule de masse m animée d’une vitesse u, v, w.

Dans le cas d’un gaz pavfait, Chapmaun [/oc. cit.] raisonne
comme suit.

Dans les chocs moléculaires, l'énergie se conserve :
donc AQ = o. Eusuite on peuat faire un choix particulier
d’axes tels que, 1y, vy, w, étant la vitesse d’ensemble du gaz,
on ait uy = 0, v, = 0, w, = o. Ceci annule le dernier terme
de I'équation de transfert, car on a:

(4-3) Q———E (u? 4 v? -+ w?), 39—--171 i—gzmuozo.

o
S S 2 == Ry
Reste alors a effectuer Z—-——(an). Pour cela on utilise
oz
xyz
la fonction de distribution des vitesses et 'on trouve aprés
quelques transformations (%) :

( T / T 2 hy? 7
{\P%—t'—saz‘\jq;.z)_?PT[% 0+%L%n]

(4-4)2 a2 l S “"°> ; (nglé) —I—S(\vo au )]

M est la masse moléculaire du gaz, R la constante des gaz
parfaits, = le coefficient de viscosité dugaz (supposé parfait).

(*) Dorénavant, pour éviter la confusion possible avec les ¥ des
développements en série, nous désignerons par S les sommalions par
rapport aux trois axes de coordonnées.
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Dans le coefficient du dernier terme de cette formule, nous
corrigeons une erreur faite par Chapman dans sa for-
mule (246), errcur consistant & laisser v en dénominateur
dans ce coefficient, et aussi une faute de signe devant le der-
nier terme du crochet.

Eofin fest un coefficient introduit et calculé par Chap-
man dans son mémoire et égal & 2,525 pour des molécules
rigides élastiques.

38. Cas des gaz comprimés. — Passons maintenant au cas
des gaz comprimés. Nous avons & envisager un nouveau

0 ~ __’____'_____M____(,_____ da

Fig. 8.

mode d’entrée ou de sortie de la force vive dans 1’é]1ément
daxdyds, savoir le choc d'une molécule intérieure & I'élément
avec une molécule extérieure ; dans un tel choc en effet une
partie de la force vive totale des deux molécules passe de
I'une & V'autre, elle peut par conséquent entrer ou sortir de
I'élément dxdydz. La méme chose se produisail pour la
quantité de mouvement, et le calcul correspondant, qui
déterminait les équations du mouvement en tenant compte
de ce phénoméne, a fait I'objet des §§ 32 a 35.
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Nous allons développer le calcul de fagon analogue.

Soit H(Q) Vaccroissement de la force vive Q d’une molé-
cule intérieure de composantes de vitesse u, v, w qui vient
heurter une moléculede composantes de vitesse ', v', w0’ exté-
rieure & I'élément dxdydsz av moment du choc. Soient aly
les cosinus directeurs de la ligne des centres au moment du
choc. SoitdS un élément de surface pris sur la sphére de pro-
tection d’une des molicules autour de la dirvection x3v. Le
nombre des molécules de vitesse comprise entre u', v/, w' et
w4+ du', v+ dv',w' + dw' qui viennent rencontrer un é1é-
ment ¢S donné dans le temps df et :

Wz’ 4+ 80 + yw')

— (au + Bv + yw)! f(u', 0, w)du'dv'dw' dSdt.

Appelons maintenant XdS la somme des éléments de sur-
face tels que S pourtoutes les molécules de I'élément dxedydz
qui sont suffisamment proches de la face dydz pour que
les éléments dS en question soient & "extérieur de 'élément :
la somme 2dS étendue seulement aux molécules de vitesse
comprise entre u,v, w et u + du, v 4+ dv, w + dw vautalors:

2dS X flu,v, w)dudvdiw

d’'ou Paccroissement total H(Q) provenant des chocs dans la
direction (aPy) dans le temps dt :

-5 0Q),, = [ [ [ [ [ [ (zasyanQ)

fa(u' — u) + B(v' — v) + y(1' — w)| ff'dudvdivd ' dv'dw’

les intégrales relatives aux vitesses devant étre étendues seu-
lement aux cas ou il y a choe, c'est-a-dire pour a(u’ — u)
+ B — v) + y(w' — w) K o. 1l faudra ensuite faire la
somme de H(Q) pour toutes les directions afy pour avoir la
force vive entrée dans 'élément duedyds 4 la faveur des
chocs moléculaires.

La question prend un aspect beaucoup plus simple si I’on
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utilise les propriétés d’invariance de la fonctiorr de distribu-
tion. Faisons d’abord « == 1 § == y== o, c’est-a-dire prenons
provisoi-rement un axe des & suivant la direction de choc
considérée. On a alors danx ce cas :

H(Q) =" (u* —u?)

{en effet, dans le choc, les vitesses suivant la ligne des cen-
tres s’échangent, les autres se conservent et la force vive de
la molécule intérieure, qui était :

%(02 + v? 4 w?), devient ™ (a'? 4 p? + w?)]

2

SH—(Q-)ZthdSf./f/:/‘jmv%l(u'a—uﬂ)
(

d'ou :

(4_6) w <u)

(0'—u) ff dudvdwda’dv'dw'.

Considérons l'intégrale figurant dans (4-6). En introdui-
sant la fonction de distribution des vitesses de Chapman,
elle s’écrit (1) :

(2L L[ e
(U’ <)

(U —U) o hm(C2 + G [[ — Co2Am(CxxU2 + .. )
(2lzml') (197'__ C 2hm(C U™ + )
L T3 ) 40 e
(4=7) 0

g

(2hm)" ar B N (2hm)"
Y gy PO =2 Y
1

ied ! 3... (20 + D) 1.3.. {2r +3p Tr—t
0

“y7 2T aT T i
LUQ+V@+w—W

+(U S +V W c’”‘]]

(1) Les formes linéaires et quadratiques invariantes n’étant indi-
quées que par leur premier terme.



96 YVES ROC\ARD

Elle se décompose en une somme d’intégrales parmi les-
quelles sont nulles :

— les intégrales cmnpoltant—u et— en facteur.
— les intégrales comportant C__, (I , G_ en facteur.
Y Yz Ty

De plus, Yensemble des termes on ligure w7, s"¢erit :

(4-8) uy / / / f / [m(U—UyfdCdY WALV,

Cette intégrale a été évaluée & propos des équations du
mouvement des gaz comprimés, nous n’y reviendrons pas.
Restent alors des terme- tels que :

C‘“‘»/‘ f f f f f (C+U)(U—U)2 gm0+
(<< Uy
(U?(JQH + U:g(:?"’)dUdVd\'V L dU AV dW'.

Développant " = U2 4 (V2 4+ W2)]" par la formule du
binéme, on sépare les intégrales en V, W, V', W' des inté-
grales du type :

f (U 4 U) (U — Uyre™ "+ Uy oy
U<
Or ces dernieres sont nulles, comme on le voit en posant
3w,

U:=p cost, U =p sin b et en intégrant en 6 de — T a % s

ce qui exprime bien la condition U'<C U (cf. § 33).
Tous les termes tels que (4-9) disparaissent donc. Seuls
restent & envisager dans (4-7) les termes du tyvpe :

R e
— Gt 4G

e+ UCTe dU....dW".

Il faut tout d’abord séparver les intégrales en V, W, V', W' :
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n
( =n Q n!
J

_ 12\2P oy ray?
ﬁzf);wk__m(Lz) (V2 Wy
p..:

Posons alors, comme en (3-42).

P —hm(Ve4 W4 V'24 W)
L =/ f S f (VE+W2) e dVdWdN'dW'.

On aura :

A = ,_; n! 1 __ By ot
n id Dl (n—p)t P ( T .‘.\:L')
p=0

/‘/’ (U + U,)(U, _uUp an —2p 41 + U,?n — 2 i:l
e U uaur,

Posons U = p cos 6, U = p sin 8, Pintégrale double
devient, avec les mémes limites pour 0 que dans (3-47) :

- @ -
WM —=AP~ 3 —hmp2
0 ¥ e de .

i
X f (cos B — sin 0)? [sin?n =2+ + cost Tt %
_ 3=
4
+ co" =P g 4+ sin 9" 2 1 os 6:|d0

I'intégrale en p vaut:
¥
T (n—p+2)!

2(hm)”

Vintégrale cn 0 vaut @

n—p 1 X 9% X fon — ap + 1)(2n—ap —1)... 3 1
n—p+a ; (2n — 2p + 2)i2n —2p)... 4 2

Enfin l'on a:

pc
T

A !
Lp Mm)pJ'_2 P
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d’ou aprés quelques transformations pour introduire les
factorielles :

By 0T nlme (2n —2p 43!
(&-Il) An:“ T 'u' \n+oz 2n—9p+2 lin —p)tR

Pour avoir le terme correspondant de l'intégrale initiale

n
(4-7), multiphons par (hm)3 . puis pdr_ﬂﬂ__ Bt

3o.len43)n 't
N=n
wm By oT 1 (m—1)l@a+1)! V alan — 2p + 2)|
'_—27‘—,' Yy (lim)? \2ﬂ+3)! n—1 p"'_"o ((ﬂ—}) l)_‘i
Posons :

=n
_ " _(n—0)!(n~1}! p(:m—ap—+ 2} !
(4 ‘2) P(n)_ (2n+3)! Z l]

et rappelons-nous la valeur de B, en fonction de 7, donnée
par Champman (loc. cit.):

B_(,:'%.mimn”.
P2y
0o r

Ici, B, n'a pas cette valeur, car la fonction de distribution
du gaz comprimé se trouve modifiée par l'introduction du
facteur de protection des molécules {Cf. chapitre III, Analyse
des chocs moléculaires dans les gaz comprimés), mais,
tenant compte de ce facteur de protection K(s) on a :

lmz (
7, \
0

{@

(/}-13) BC =

7\3

p
”

1 Mg

Nous savons donc évaluer chaque terme de Pintégrale ini-
tiale (4-7). Cette intégrale vaut :

_4_5 T R .’*11" q" nid
2 K6 Fom ow” % (n).8,_
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Nous trouvons donc en résumé :

s [ [ [ [%

[ZE VA

(0 — ) u' — u) ff'dudodwdu'dv'dw’

> Ki3) gy, oM2T

t/‘./‘:/lf,/ﬂfvm(U'_U)Q,/f‘f'dlldvdwdu'du'dwl §

X dt T dS.

etPona(!):

wf [ [ [ [ [omu—Cysravavaw

(4-15) di'dV'd'W

"RT 2 Moo
=1 lT -7 C./J.c K(s) H]

39. — Changement d’axes. Le passage de ce résultat (4-14)
valable pour des axes particuliers (axe des  normal & dS)
au résultat général concernant la chaleur transmise par choc
& travers la face dydzg se {ait de la fagon suivante :

Appellons maintenant x, y, £ les axes fixes initiaux et x, la

dirvection de la normale & dS. On notera par exemple (c.m\ la
quanlité me relative aux axes particuliers ulilisés dans lex

formules du type (4-14). La quantité de chaleur transportée
par les chocs sur dS dans Punité de temps sera :

¥

YF(n)?
. 45 1y R ) n—1 AT
dS| — 3 K(s) M 2.4

(4-16)

RT 2, T
+ 4 (T — 3 K H)

(1) CGf. § 32 et suivants, équations (3-25), (3-58), (3-59).
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Soit afy les cosinus de la direction z,. On aura :

2T :)T 2T
GEem e R
(4-17) {u, = ou, + oy + i,
Yy — duy hn dwr o d dlog o
( et T 2 3y T dyy 2 Y dt

en notant y,, =, deux directions formant avec x, un tri¢dre
trirectangle. Dans celte derniére formule, nous avons appli-
qué I'équation de continuité solis la forme :

day hit dwg dlogps
hN dy dg dt —
du ., -
Cherchons alors la valeur de == : (Cf. 3¢ partie, éq. (3-54) et
A QT
suivantes).
duy [ Qo DUO Dwo ]
A N 20
pled] L
- dup "Uu awu
+ p[a dy =+ {
dup 0 ‘\vo hY7
(4-18) EE E ]

'\"‘c D ay i

-{-a( dry ‘u">+o<“’° ﬂ)

A dy
Faisons alors les sommes :
- T |
(4-19) N2 ds  sudS  3a,(C)dS

étendues pour les molécules de I'élément dxdydz 4 tous les
éléments de surface des spheéres de protection qui sont al’ex-
térieur de la face dyde : Les sommes (4-19) comportent visi-
blement une sommation pour toutes les molécules et une
sommation pour toutes les directions telles que « soit positif,

i Q0T
Considérons 2.(3.1'1 dS,

on a ;.
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2T
pl4)

2T ~ 2T 2T Q

28dS = %ydS = o vu la symétrie de répartition des direc-
tions B, y.

Calculons donc £xdS :

adS est la projection de la surface dS sur la face dydz,
donc Z2dS est la somme des sections planes des sphéres de

Fig 9.

protection moléculaires des molécules intérieures & I'élément,
par la face dydz.
L’aire d’une telle section plane est :

(o? — $2)
d’ou :
L =G
ZadS :/ n(e® — £ )vdydz.dx

&£ =0
32

ne’vdyds — -g— dydsz

o
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donc :

YO gg b DL de sust
Ry S = 5 - 53 bour P'unité¢ de surface.

(4'20) 2

Considérons de méme :
SaydS
Su,dS = ugladS + v, 28dS + w Evdd

b ., .
= u,—; pour I'unité de surface.

Considérons enfin i, (C__)dS. On trouve en appliquant les
L

formules (4-17) et (4-18) et en n’écrivant que les termes qui
ne s’annulent pas :

Eul(Um)ldS —u ;un (Sa?dS) + u, ( dun + ‘\wn>

2y

(h-21) (XB3%d8)

oo (32 + 32 ) + oo (32 + 32 opras)

(on a en effet la relation 2afdS = Xay?dS)
Le calcul de 2a*dS donne :

N 3 b "
YaddS = 5 7 par unité de surface.

On en tire Yap3dS en remarquant que :
Ya(a? 4 P2 + v2)dS = Za3dS + 2Zaf?dS = LadS

d’ou finalement :

Saf2dS = =. b

5 v
d’ou :

. 1 b u, dvo dwy
(/ ) ...ui(Cm;)idS =357 [2(10 (2 L\.avo —_ -:\T —_— ‘_D—Z— )
4-22 .
QU hJ QW QU
- 3”"( T >+ 3w°< -+ 0)]

pour L'unité de surface.
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Comparant (4 22) & (4-16), on a pour laquantité de chaleur
transportée par les chocs moléculaires par unité de surface
normale & ox, dans I'unité de temps, des molécules & gauche
de la surface sur les molécules & droite de celle-ci :

»
TF(n)3
LA 4 me R 1 nely
Q=7 Ke)| = R e 5w
Tn
RT 2 o dua dup YN
a3 {+u it - ey [ (2 55 — 5 — 52°)

+ 80y (3 + ) + 3w (S + 5]

Appliquons ce résultat a l'entrée et & la sortie de la chaleur
par chocs moléculaires & travers les faces AA’ de notre élé-
ment dzxdydg : On trouve que la chaleur perdue au total 4
travers les faces A et A’ dans le temps d/, est :

A
dadyds 8Q(a + di) — 3Q(a)] = didedyds 22
donc :
2{2Q) 2(AQ), 2(A0)
(["'24) i + Y + 2

T 2y oz

donne la totalité de la chaleur perdue de ce fait dans I'unité
de volume et de temps : c’est cette quantité qu’il faat retran-
cher du second membre de I'équation de transfert pour les
gaz parfaits pour avoir 'équation de transfert des gaz com-
primés.

40. — Le coefficient de conductibilité thermique des gaz
comprimés. Occupons-nous du terme qu’on obtiendrait dans
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s oT aT T .
(A-24) en v portant les termes en 3 57 2% de (4-23) et des

quantités (AQ)’/, (AQ)_ qui s’en déduisent :

o0
v r n
_l}‘
45 [ b K te R 1 e - s 2T 2°T %
— 2 l? (G>]K(a) ™M < [Dm‘-‘ + Ry RYS]
2,
0

En multipliant les deux membres de 'équation de trans-
fert (4-2) par —;- —i;—i- , il est visible que’on transformea(;'%_) en
2
0 Da_—'f Faisous cette transformation pour nous ramener i la
forme de Chapman, nous trouverons :

e n=S=(/faz )+

\ /

xyz
- o0
(4-25) . , §Fm);n -t
~ {52 fio gt
+ S e 15 v K(s) X K(s) 2 ’ (aa:>
xyz ;7
o " )

A représentant I'ensemble des termes dépendants des déri-
vées de vitesse.

Supposant qu’il n’y ait pas mouvement on trouve simple-
ment :

2T 3
P =05
XYz
(4-26) § d
/"r,>o - b 1 (%)"n —1 2T
( S K@ Ty e Ty 2w
-~y
\ 0o " ]

et comparant a I’équation de Fourier :

U S R %1

xyz
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C, désiguant la chaleur spécifique sous volume constant du
gaz, et 0 désignant le coefficient de conductibilité thermi-

que, on voit que ce coefficient, pour le gaz comprimé con-
sidéré, est donué par :

o
YF

i
| (n)‘“n -1

—C " b
([‘ 28) ev - (JU v/. Ig(:) + 15 _:; oo

DR
0
relation qu’on pourra écrire (*) :
(4-29) 01) :‘/.U(‘I)Y‘U

en posant :

(430) S =f.

H étant le coefficient numérique introduit & propos du coef-
ficient de viscosité. -

41. — Calculs numériques. — Rappelons qu'on a :

H = 1,149 [ ==2,02b

o0

Zynz 1,016

0

Calculons F_ . d'aprés la formule (4-12). On a :
(n)
F(1) = -5 5,= 1,6230
F(2) = ?I’—:) B, = — 0,9432

S

(*) GI. la valear de o, donnée cn (3-61).
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FE3) =3 B, = 0,4328
F4) = 17—535 s = — 0,0875

Les valeurs de 3,5,3,53; sout empruntées & Chapman (/oc.
cit.) d'on ¢

11 63 720

8 ~
Fho b bl g P+ == 10,6890
d'on :
b
’ .1+ 4,032 TI{(G)
(4-31) = S
1+ 1,149 [‘—DK(G)
d’ol :
, . 1+ 4,032:5-’ K(s)
(4-32) f == 2,525 .

v b
1 40,2872 > K{s)

La valeur de K(q) a été donnée daus la 3¢ partie :

11 b 36 2
1 — = — 1,000Q —5 + ...
8 v v
K(o‘) 2b 17 b
(4-33) ettt

=1 +-Z—TI)’-+ 0,2869%2—-%—‘..

42. — Equation de transfert de la chaleur dansles gaz com-

.

primés. — Revenons maintenant & Pexpression générale
(4-23) multiplions les quantités (AQ} et (AQ)y, (AQ), quis’en

Ve M , .
déduisent, par -3— & Pour nous ramener & la forme de Chap-

man, effectuons 'opération :

a0 n amg)y n A0,

o og

hivs

g
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Nous trouvons I'équation de transfert compléte sous la
forme :

e =S5z S 3z )
__%§%1+L%K@»<§?+;£_+a£>
5 g w5 K]

[=S(5% ) —+ (S )+ S(5 + 5]

le signe S désignant une sommation par rapport aax axes

(4-34)

de coordounées, et la quantité H étant définie par I'équation

(3-59).



CHAPITRE V

Sur un modséle moléculaire
mieux adapté i la réalité.

43. — L’hypothése commode des [orces de cohésion de Van
der Waals, malgré son importance historique, s’accorde par-
fois bien mal avec la réalité. De cette réalité, on peut considé-
rer & I'heure actuelle qu'on a une image assez exacte dans le
modéle d’atome de Landé, dans lequel les huit électrons des
couches électroniques stables sont situés sur des trajectoires
localisées autour des sommets d’un octaédre régulier. Ce
modele d’atome rend compte des forces d’attraction par un
procédé statistique : considérons par exemple deux atomes
d’argon, fixons leur centre, et ovientons-les de toutes les
fagons possibles: faisant abstraction des couples et des forces
d’origine électromagnétique, la force électrostatique résul-
tante est tantot une attraction, tantdt une répulsion, et s’an-
nule en moyenne. Cependant, libérons nos deux atomes :
d’aprés Debye, le champ émis par 'un va créer un moment
électrique proportionnel dans l'autre, qui provoquera tou-
jours une attraction. D’autre part, Jeans a remarqué que, sans
méme considérer 'effet Debye, dans le cas ou la rencontre
moléculaire correspond 4 une attraction, la durée de la « ren-
contre » est toutes choses égales d’ailleurs plus grande que
dans le cas ou ily a répulsion, de sorte que, statistiquement,
les attractions I'emporteront. Keesom a basé sur le principe
de Boltzmann une explication qui est au fond identique et l'a
développée dans une suite de mémoires ot il munit ses mo-
lécules tantot de dipols, tantdt de quadrupols, mais les cal-
culs ne peuvent se développer qu’a condition d’exclure comme
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tout & fait improbables les rencontres de plus de deux molé-
cules. ‘

C’est évidemment dans cetle voie qu'il faudrait faire pro-
gresser la théorie des gaz comprimés si l'on voulait obtenir
des résultats utiles au physicien, mais le probléme des trois
corps auquel on se heurte dés 'abord montre qu'une telle
voie est impraticable

Cependant, il nous semble apercevoir un modéle molécu-
laire qui, tout arbitraire qu'il est, se préte aisément au calcul
et refléte sans trop d’inexactitude la principale caractéristi-
que de la loi de force intermoléculaire moyenne d’étre trés
rapidement décroissante avec la distance : ce modele consiste
en une molécule sphérique de diamétre o, élastique, capa-
ble d’exercer une force constante dans un domaine sphérique
trés étroit, de rayon as, o étant une quantité & peine supé-
rieure & 1. Dans bien des cas il sera en outre commode de
faire tendre a vers 1, en réduisant a rien le domaine d’action
tandis que la force d'attraction tendra vers l'infini, de ma-
niére & conserver constant le potentiel de cette force d’attrac-
tion poar deux molécules au contact. On peut alors par cet
artifice traiter les rencontres des molécules trois & trois comme
si la loi de force n’intervenait qu'au contact de deux d'entre
elles, de sorte que les méthodes employées pour le gaz de
Van der Waals-Boltzmann sont encore valables. Cependant, en
faisant tendre le domaine d’action vers zéro, il nous arrivera
quelquefois de supprimer & la limite le pouvoir d'explication
de notre loi de force, qui ne fournira pas-de résultats diffé-
rents de ceux qu’on obtient avec les molécules rigides élas-
tigucs sans loi de force : ceci «e prodnit par exemple si I'on
cherche le nombre de molécules situées & une distance » d’'une
molécule donnée. Pour I'éviter nous garderons alors dans
certains termes un volume d’action fini, et dans d’autres nous
ferons tendre le volume d’action verszéro, pour aboutir & des
simplifications mathématiques : les calculs numériques
montrent que ce point de vue est suffisamment justifié,
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44. Quelques résultats. — Vu le peu de valeur mathéma-
tique de ces considérations, nous n’avons pas I'intention de
développer les calculs, mais simplement de montrer que
I introduction d’une loi de force appropriée, quelque arbi-
traire et peu satisfaisante pour Uesprit qu’elle puisse paraitre,
suftit pour accorder nos résultats avec la réalité.

Soit ¢ une constante, Tc la température eritique. On trouve

b . .. .
que le - du théoréme du viriel devient :

('Tc
- b T
(D'I ) —U" e

Le facteur K(s) reste inchangé.
. . a - -
En dehors de la pression interne — = de Van der Waals,

que Pon peut conserver (1), il s'introduit une autre pression
interne

(5-2) 5 BRT T

qui coincide avec lexpression introduite par M. Leduc,
pour rendre compte de constutations empiriques sur la pres-
siun interne thermodynamique, et gui représente trés bien
les faits. ). représente 'expression

-3 x4t 4o
(5:3) EREELE

de sovte que Péquation d’état prend la forme :
o1,
,__RT b
P="114 e " K@)

It
(5-4) ) T,
B PR Y § (O R

v* vt

(1) Si 'on conserve les forces de Vax pEr Waars supplémen-
taires.
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Evidemment, en disposant de deux nouvelles constantes %
et ¢ on arrivera & une honne représentation des expériences.
Notamment le travail de M. Leduc sur la pression interne
nous oblige & prendre ¢ ==1,38 :

ec::: A.

Le coefficient de viscosité ", devient :

(5-6) ng =L -

S désignant la constante de Sutherland. Dans la formule
précédente, le coefficient 1,149 n'est d’ailleurs plus qu'ap-
proximatif pour notre nouveau modéle moléculaire.

Le coefficient de conductibilité thermigque devient :

(5-7) 0 =frc

v e

45. Application au coefficient de viscosité du gaz carboni-
que. — Le gaz carbonique est, semble-t-il, le seul gaz pour
lequel on ait mesuré le coefficient de viscosité aux pressions
plus grandes qu'une atmosphére. Nous disposons des expé-
riences de Warburg recalculées par M. Brillouin {Zegons
sar la viscosité] et de celles plus récentes de Philipps
[Proc. Roy. Soc., 1912, tome LXXXIV]. Occupons-nous
plus spécialement de la température critique T=T_. On
On doit avoir & cette température :
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b .
1+ 1,149 . K(s)
M= TTRE

Calculons b & partir du diamétre moléculaire ¢ déterminé
par des mesures de viscosité aux faibles pressions :

c=4,62 10~% cm.

On trouve alors aisément :
b
— =2,80p
o désignant la densité du gaz carbonique.

D’oti, développant en série de fagon & ne garder que le
terme du premier degré en p, et tenant compte de 'expres-
sion connue de K(s) :

~qv = My [I -+ I,l]()p + ...]

pour T=232° C. environ.
Or, les expériences de Warburg nous donnent aux faibles
densités :
0, =", (141,35 +...%

Celles de Phillips donnent, quoique plus récentes, des
écarts bien plus grands entre elles aux faibles pressions : le
coefficient de variation avec la densité qu’elles semhlent
indiquer & 32° est compris entre 1,36 et 1,47.

Or, nous venons de le voir, la théorie nous a donné 1,/o0.

Malgré Vextrapolation audacieuse de notre loi de force,
nous avons donc pu, sans introduire aucune coustante nou-
velle (¢=1,38 est 1mposé par V'étude de 1'équation d'état,
s =4,62 10~% cm. résulte d’expériences de viscosité i faible
pression) rendre compte théoriquement des variations de la
viscosilé avec la pression pour les gaz comprimés.

46. Application au coefficient de conductibilité thermique.
— Nous n’avons pas trouvé dans la littérature de détermina-
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tions expérimentales de conductibilité thermique de gaz
sous pression. La formule que nous avons donnée au para-
graphe précédent pour 6 peut simplement nous servir &

faire quelques prédictions. Il nous parait toutefois prudent
de ne I'appliquer qu’aux gaz monoatomiques car seuls ceux~
ci conduisent pour le coefficient /" & des valeurs voisines de
la valeur 2,525 fournie par la théorie cinétique pour des
molécules sphériques.

Considérons par exemple le Xénon qui a une température
critique de 14°7 &4 laquelle il serait assez aisé de faire les
mesures ; le diameétre de la molécule est 3,5410—% cm.
d’apres la formule de Sutherland appliquée a la viscosité, ce
qui conduit & la relation :

b .
- = 0,436 p.
("= [1 + 0,229¢]
b,= 2,02 'r,vcu[l + 6,57 p].

Pour pouvoir faire une prédiction numérique compléte,
il faudrait encore conunaitre la variation de la chaleur spéci-
fique ¢, avec le volume. Notre modéle moléculaire nous en

donne le moyen.

47. Théorie de la chaleur spécifique des gaz sous volume
constant. — Nous pouvons expliquer ses variations avec la
pression de la fagon suivante : le nombre de couples de
molécules dont la distance des centres est comprise entre 7
et r 4 dr est, d’aprés le principe de Boltzmann :

eN2P2 e 2/
dn = —{Tu—r e 211/'(")517',
x(r) étant le potentiel de la force d’attraction intermolécu-

laire. Si l'on chauffe 8T sous volume constant, ce nombre
varie de :

ddn — Ny(r) anN&f e—-'xhz(t‘)d

RT * o rdT.
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Pour écarter ces molécules, il a fallu fournir un certain
travail 8d%. Intégrant par rapport a r, divisant par 8T et par
I'équivalent mécanique de la chaleur g, et ajoutant & la déri-
vée de I'énérgie de chaque degré de liherté dans la théorie
classique, nous aurons ¢ . Une difficulté se présente dans ce
calcul : quand on chauffe le gaz, le nomhre total de molé-
cules dans le gaz n’a pas varié, on devrait done avoir :

r——oe

f ddx=o,

r—g

ce qui ne se produira évidemment pas pour toutes les tem-
pératures avec une forme quelconque de potentiel (7). Cette
difficulté¢ disparait avec une loi de force s’éteignant rigou-
reusement & une certaine distance de la molécule : il suffit de
remarquer en eftet que les molécules expulsées des domainex
d’action moléculaire par agitation thermique quand on éléve
la température se répandent dans le volume ol n’agit pas de
farces d’attraction.

Faisons le calcul en posant y(r) = — K(as— r), la force
ayant donc la valeur constante :

)k

ar
On vérifie qu'il vient :
3 [ R
e, =n+@—1 (%)
T

¢

- zeT[—pr'II-‘i+2(a~2)+2(o:2—6a+ 6)71‘[,7-
+ 12(a —1)(2 — ) (L%Y + aly(a— 1) < ’ie )a]
—02 [a2 ;c + Bafa—1) (C—',II‘,C—Y + ,2(1_1)2< (;c >3]§

n désignant le nombre de degrés de liberté des molécules,
qui est égal & 3 pour les corps monoatomiques.

[
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48. Application numérique. — L’équation d’état 15-4) repré-
sente trés bien les expériences aux basses pressions (& 2 o/o
prés par exemple pour la pente des isothermes PV = f(P)
pour P=0) s1 lon y fait :

h=12,31,
ce qui conduit a :
o= 1,60.
On en tire :
- b
Cu: n+ 8,5 Y

par molécule-gramme pour T=T,
Pour un gaz mounoatomique, 2=3 :
¢,=3[c+28 %]
v ’ v
et pour le cas particulier du Xénon :

60:3[1 + 1,20p]

pour la molécule-gramme et T =14°C.
Se reportant A la formule (5-7) on est amené & prévoir

pour le coefticient de conductibilité thermique :
Gv:f)wh + 0,22p][1 4 1,26p {1 + 6,579,

solt &

60: 6,(1 + 8,0p].







TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION. . . . . .

TABLEAU GENERAL DES NOTATIONS

FORMULES FREQUEMMENT EMPLOYEES ET PRINCIPAUX RESULTATS
OBTENUS . .

. . . . . .

»

CHAPITRE PREMIER, - L’h/drodﬂzamzque des ga~ parfau!s
d’aprés la théorie cmelzque

Notations

L’équation mtegrale de Bollzmann

Analyse des chocs moléculaires

Les équations du mouvement d’un gaz parfaxt
Equations générales du mouvement des gaz
Transformation des équations .

Equations du mouvement expl:cxtces
Premiére approximation

Seconde approximation .

Le théoréme de Lagrange.

Calcul de la circulation

L’hydrodynamique des melanges gaze\n

Cuarrrre I, — L'éguation d’état des gaz dans les hypothé-
ses de Van der Waals-Boltzmann.— Etude de l’appl 0xi-
mation obtenue par développement en série .

Généraliteés. .
Méthode du viriel
Méthode de ’entropie statlsthuc

Cuaritre I, — Hydrodynamique des gaz comprimés. Les
équations du mouvement .o Lo

Généralités. . k

La fonction de distribution des vitesses dans les gaz
comprimés . . . . . . .

Pages

12

12
13
15
19
20
22
24
2D
26
3o
31

45
45
47
47

58
58

61



118 TABLE DES MATIERES

Pages
Analyse des chocs moléculaires dans les gaz com-
primés . . . . 62
Termes nouveaux appamlssant dans les equatlons
hydrodynamiques des gaz compmmes . . 65
Termes provenant des forces a grand rayon d’dclnon 76
Termes provenant des percussions dans les choes . 69
Cas d’un gaz ean équilibre . . . . . . . . . 72
Cas ou le gaz n’est pas en équilibre . . . . . . 76
Calcul généralde & e e e 79
xx
Changements d’axes . . . . . 83
Calculs numériques relatif au coefﬁclentqde v150051tc 88
Cuanitre IV, — L'équalion de transferé de la chaleur dans
les gaz comprimés. — Application & la détermination du
coefficient de conductibilité thermique d’'un gaz com-
primé . . . . . . . . . . . .« . . . . Qo
L’équation générale de transfert . . . . .. 9o
Transfert de la chaleur — cas des gaz compmmcs . 92
Changement d’axes . . 99
Le coefficient de conductibilité thcrmlque des gaa
compmmes T L
Calculs numériques . . . . . . . 105
Equation de transfert de la chaleur dans les gaz com-
primés . . . . . . . . . . . . . . 106
CraritRE V. — Sur un modéle moléculaire mieax adapté ¢
laréalité . . . . . . . . . . . . . . . 108
Quelques résultats . | .+« . . 110
Application au coefficient de viscosité du gaz carboni-
que . . 11
Application au coefﬁclent de conductibilité l.hermu-
que . . 112
Théorie de la chalcur spemﬁquc des gaz sous volume
copstant, . . . . . . . . . . . . . 113

Application numérique . . . . . . . . . . 11D



