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PREMIERE THESE

ETUDE

sur les

Transcendantes Fourier-Bessel a plusieurs variables

PREMIERE PARTIE

I. — Origine des fonctions de Bessel de n variables

Les fonctions de Bessel a plusieurs variables ont ét¢ introduites dans I'Analyse par M. Appell (1) dans le -
calcul d'une expression approchée de la fonction x de la variable ¢, définie par I'équation

[ o

X0

ot ¢ (x) est une fonction réelle continue et positive dans l'intervalle — 1, 4+ 1, ne s’annulant ni dans lUintervalle,
ni aux limites ; le radical qui figure dans le dénominateur est pris avec le signe +, ou le signe —, suivant que x
croit ou décroit.

Cette relation définit x comme fonction périodique de ¢ avec la période

+ 1
o(x) dx
T =2 /——Vi':‘RTZ‘ (2)

-1

Ce probleme, d'exprimer x par une série trigonométrique procédant suivant les sinus et cosinus des

)

. 27! . . . . Y .
multiples de , a été traité par Weierstrass dans le Mémoire « Ueber eine Gattung reell perioduischer functionen »

(OEuvres t. 2, p. 1), mais tandis que Weierstrass fait I'inversion rigoureuse et cherche a déterminer les coefficients
du développement en série trigonométrique, M. Appell commence par faire une premiere approximation avant
Iinversion, en remplagant la fonction © {x) par un polynome approché P (x} dans l'intervalle —1, + 1.

M. Appell obtient une nouvelle équation

P(x ¢

X0

(1) Comptes Rendus Acad. Sc., t. 160. Avril 1915, p. 419.



Prenant x, = + 1 et faisant le changement de variable x = cos u il vient pour le polynome P

P (x) ———(l—e,cosu —e;C0S2U — ..... enCOSnu )

et I'équation (3) devient
2wt

w—e Sinu —e;Sin2u — ..... en Sin 72 v — = 0.

C’est le calcul direct des coefficients du développement de x = cos u et en général des cosju ou sinj u
27 ¢
en série de Fourier, suivant les cosinus et les sinus des multiples de —— T qui conduit & des intégrales que M. Appell

a proposé de considérer comme la généralisation au point de vue du nombre des variables de la transcendante
classique Fourier-Bessel et dont le type est

Je (x5, x5, ooy X)) :——/cos(ku—— Xnsinnwu) du {4)
n=1

I'indice k étant un entier.

M. Péres(2) a indiqué, pour ces fonctions, les relations de récurrence qui conduisent dans le cas d'un nombre
limité de variables & des équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, admettant 2 »n solutions
linéairement indépendantes, dont 'une est la fonction Jk (%1, %3, ..., xn) elle-méme.

M. B. Jekhowsky 3) a donné pour la fonction Jg { xi, x5, ..., x» ) 'expression sous forme de série

9, =+ o0
Z Jk—-nq,, (xl y X2 5 -0y xn-l) an (Xn)
g, =—%
et il a indiqué certains développements se rattachant a ces fonctions.

Enfin M. Akimoff (4, en considérant l'intégrale

1 ey ?_’i(n__) . )
- - n' —k-1
271 e "7 12 b 7 du G

e’

O«
et répétant le raisonnement de Sonine (5} trouve pour a = 8= —1
"‘ e m=n
I P sin k= — (kv — % (-1)™ sin k m ) (6)
Je{x 22, ooy x0) = — cos(ku— S xpsinmu)du ——— “ (
: - 7: m=1 i e m=t do
v’ L
o (4
et pour a=%=1
k ™ )k k o m—=n
-1 m=n . (-1Yesink=w _ _ ; :
Jk(x,,x,,,...,xn):( ) cos(ku—zxmsmmu)du—(—————— (ko Exmsmhm-v) (67)
™ m=1 75 e m=1 dv
v
o 0

I'indice k£ étant quelconque.
L’intégrale (6') pour n =1 se réduit a l'intégrale indiquée par Schlafli{6), et pour k entier a l'intégrale
(4) de M. Appell.

(2) Comptes Rendus Acad. Sc., t. 161, Aot 1915, p. 168.
(3) Compies Rendus Acad. Sc., t. 162, Février 1916, p. 318.
(4) Comptes Rendus Acad. Sc., t. 163, Juillet 1916, p. 27.
(5} Math. Annsl., t. XVI, 1880, p. 23.

(6) Annali di Matemica, t. 1, p. 237.



Les résultats des recherches de M. Akimoff sont réunis dans son travail « Sur les fonctions de Bessel a
plusieurs variables et leur application en mécanique ». (Leningrad rg22) (7.

Notons encore le nom de M. P. Humbert 8}, qui en partant d'une des quatre fonctions hypergéométriques,

savoir :
NN e m e @ 88wy
: 2, m+n , m , 7
BB vavix, ) = mgo ngo (y,m+ n) m!in!
apres avoir remplace x , y parf-et—yT , et faisant tendre 2 et ' vers l'infini obtient
X 3

h

mEL A EC g ) xm yn

Py (P, Y, x,y) = Z Z (y,m+n) m!In!
o

m=0 n=

fonction hypergéométrique confluente.

P. Humbert trouve que la plus simple des fonctions de Bessel, aprés la fonction classique d'une seule
variable, Jo (x,y), satisfait a la méme équation, que la fonction

—1y 1 . 1
e (g )
indiquée par cet auteur.

Nous remarquons qu'entre la fonction ®; et J, (x) il existe une relation de la forme

= Lsp) (22p)?
@, <;—, 1, 2izy,——;—x2> :Ppi <2P, 2(2_‘);? 5 (x)

2

De notre coté et d'une fagon tout a fait indépendante (*), nous nous sommes occupé de l'étude des

transcendantes de Fourier-Bessel généralisées et avons publié nos résultats dans plusieurs Notes des Comptes Rendus
-de I'Académie des Sciences.

Le présent travail se compose de deux parties.

Dans la premiere partie, nous avons rassemblé les résultats de nos recherches pour le cas des fonctions a

plusieurs variables et d'indice % entier, et nous passons en revue le cas de l'indice &k non eatier quelconque, étudié
par M. Akimoff.

Dans la seconde partie, pour ne pas surcharger les ¢eritures, nous faisons 1'étude de ces fonctions en nous
limitant au nombre de deux variables.

II. — Expression des fonctions de Bessel de n variables & lindice quelconque entier & Uaide

des fonctions de n — 1 variables. — Fonction génératrice.

Prenons comme point de départ l'intégrale indiquée par M. Appell et soit

T
o

T
1 . . .
Je (s, 22, oo, xa) :—-/cos(ku——x, sinu—x,sin2u— ... —xpsinnu)du (1)
}

ou k est un indice entier quelconque, la fonction de Bessel de 7 variables

Xy g X2y X3 o0vn. y Xn-1, Xn .

(7) Comptes Rendus Acad. Sc., t. 179, 1924, p. 435.
(8) Proceedings of the royal Society of Edinburg, vol. XLI, part. 1 n° 9, 1920-1921, p 713.
(¥) Voir a ce sujet la remarque de M. Appell. (Comptes Rendus Acad. Sc., t. 179, 1924, p. 437).

-3 —



En décomposant le cosinus qui figure sous le signe d'intégration en

coS hn-y cos (xasin nu) + sin kp-; sin (xx sin 17 u)

ou pour abréger 'écriture on pose

-1 = ku —x;silnu —x,8in2u — ..... y Xnop Sin{n—1)u
a
1 2 T 1 T
Je{xr y22, ooy %a) =—T—/cos -1 c0S (Xnsinnu)du + -—/sin -1 sin (% sin nu) d u (2)
v ks
.0 o

D’apres les relations bien connues des fonctions de Bessel d'une variable. savoir :

pe= oo
cos (apsinnu) = Jo (xn) + 2 Z Jap (xn)cos2pnu
p=1
(3)
p=+o00
sin (xu sin nu) = 2 Z Japor(xn)sin(2p—1)nu
p=1

I'expression (2) devient
I s p = +00 i K

Je (e, %2« oy xn ) = Jo(xn). -—-j coS hu-r du + 2 Jap (2 ). ——fz cos dp-y cos 2pnu du
™ T

0 p=1 ]
P = + 00 I L3
+ Z Japo1 (xn). —:fz sin kg sin (2 p-1) nu du
p=1 " o
En remarquant ensuite que
1 T
?J coS hp-y du = Je (X0, X2y oy Xnot)
[
1 ¥ ; = . =
—W-fz cos hy-rcos2pnudu = -ﬁ—fcos Dw-r —2pnuldu + - cos [hpr F2pnuidu
o o

= Jk—zpn (xy, X2 g ooey xn—l) + Jk+2y>n(xl , X2, o~~y»xn-|)

Puis
I kg I ™ 1 ko
—f2 sin g sin (2 p-1) nu du = — | cos Dw-e — (2p-1)nu) du ~—/cos Dot + (2p-1)nul du
n =
lo . .

T
o ]

= Jic—(zp-l)n (X0, X2, -0y Xn-x) - J:’c-{-(z?-n)n (xl sy X2 4 o0y x”-l)

I'expression (2) devient

T (xey 20, oo xn) = Jo(xn) i (%0, %2 5 ooy Xnmr) +
p=+00 -
+ Z sz (xn) [Jk—zpn (:\”1 s X2 o ooy Xn-x) + Jk—f-zpn (xx y X2y o0y xn-:)l (4)
p=1 ’ -
p=+oc
+ Z Jap-i (xn) [Jk— r-nu(x, X2, ooy an) — Jid@pnn (X, X2, o1, xn—l)]
p=1

Formule générale exprimant, sous forme de série les fonctions de Bessel de » variables, 2 l'aide des

fonctions de n — 1 variables.



En vertu des relations connues pour les fonctions classiques

Jap (wn) = J-sp (xa)
Jap-i (xa) = — - (zp-0) (2n)
les sommes qui figurent dans la formule (4) se transforment en
p=-+00
Z [sz (xn) Jk—zpn (xx y X2y o vy Xaot) + J-—zp (xn) Jk+zpni(x1 sy K2y 20 ey xn—l) :l
p=1
p=+00
2 [sz-l (xn) Jk—(zp-x)n (xl y X2y oy Xao) + J—(zp—l) (xn) Jk+(2 p-)n (xl y X3 4 ooy Xpn- ) ]
p=1
En désignant ensuite par g» un nombre entier prenant les valeurs de + o0 a8 —oo ona

qp=100
ey Xn) =

an

Ji (%1, %2, - Z Jk—ng, (X1, X2, o0y Xnt) Jg, (xn)
= —0C

En appliquant cette formule & la fonction Jk—ag (%1, %2, ..., Xa-r) il vient

In-y="+0
Jk——nq" (%r 4 X2 5 - v 0y Xn-r) = Z Jk—(n—l)qn_l—nqn (x! s X2 4 ey Xnez) an-x (x”‘l)
Ty =X
et ainsi de suite
9n-2 =t o0
Jk—("'l)qnq —nq, (1, X2y - .y xn_z) = Z Jk—(n-z) qn-z_(n’])qn-l_nqn (xr y Xz g ev ey Xn-;) an-z (Xn-z)
' Ipy ="
g;=+Fo°
Jk—;q3—4q4—...—nq" (xr y X3 ) = Z Jk—zqz—;q;—..“ —ng, (x[ ) qu (-xz )
g,=—00

d’ou en faisant les substitutions successives l'expression (5) devient

9o = +00 q;=+°° qn:+°°
Jk(xl,xz,...,xn):z Z

.. Ik —2q, —3g, = =, (%) g, (%2} -onnn Jq, (xn) (6)
q2:—oo q’:—oo qn:—oo
Formule() exprimant les fonctions de Bessel a plusieurs variables sous forme de produit de séries
des fonctions de Bessel a une variable.
En multipliant ies deux parties de cette formule par u* et en prenant la somme de &k = —oc0 3 k = 400
il vient
k= +o0 4=+ gq,=+00 g,=+00
Z Tz, %25 o oo, ) uF = Z Z Z JqI (2c1) qu (22) oo nn an(xﬂ) wdyt29,+ .- kng, (9
k=—o0 g, =—00 g,=—00 g,=—00
oulonpose k—2¢9, —3¢q; — . —ngqn = g .
x
- 2 () |
Si maintenant on remplace chaque somme Z Jg, (xn) v"9* par e I'expression (7) devient
q'n:—oo
L 1
k= -+o0 s 2 (ur — —)
n=1 2 ur
2 Tz 20, oo, xn)uk = e

k=—oc

(8)

(9) B. Jekhowsky, Bulletin des Sciences Mathématiques, 2¢ série, t. XLI, Février 1917.

—_—y —



Ce qui montré que

fl(u——l) +2—¢2-(u2—]—> + ... +§—"(u"—-——) (9)
2 u 2 u? 2 9
Un = e

est la fonction génératrice des fonctions de Bessel a plusieurs variables et que ces nouvelles fonctions peuvent étré
définies comme dans le cas d’une variable par le développement (g).

III. — Relations de récurrence

En prenant la dérivée par rapport 8 x, de la relation (1) du §1 ona

d (X, %2y oot Xn) ¢ (7 . , 1 [T 1 (7
(:, 22 =~ |2sindpsinnudu = — cos [y —nuldu— — [ cos A+ nuldu (1)
dxn 27 27 2T
° [
d'ou en vertu des relations du § précédent
AdJe{xr . xa, .00, %) 1
. =—|Jk—n(® X2, oo, Xn) = Jegnl®r, 2%z, ..., Xn) (2)
d Xn 2
*
premiére relation de récurrence.
L'expression A» = ku — x;8inu —x,8in2u — ... —x,8innu
donne
1 . . .
u :—k—()\,,+x; sinu + x,8in 2u + ... + x, sin n u)
n—n
d’ou kdu:d)\n+2xncbsnudu.

n=1

En remplagant par cette valeur du dans 'expression (1) du § précédent il vient,

I £ ? npx k)
!ch(xl,xz,...,xn):—:E—fcos)\ndln-i-z—ﬁ—f cos My cos pu du
Pp=1 o

d'ou en ayant égard a

—I—fcos)mdln = o0
™

o]

et

™
T
——-—fzcos)\ncosnudu:Jk_n(xl,xz, ey Xn ) Tern (%0, %2, 00y X0 )
- ;
(e}

n—=mn
2ka (xl y X2y eeey xn) = Z nxn[Jk—n(xl y X2y o0y xn) + Jk+n(x1 v X2y ey xn)] (3)
n=—1
Les relations (2) et (3) ont été indiquées par J. Péres ().
La derniere relation exige que la série
n—n

Z n | x| soit une série convergente.

n=r1

(4) Comptes Rendus Acad. Sc., t. 163, Juillet 1916.
(3) J. Péres loc. cit,



IV. — Equations différenticlles du second ordre vérifiées par les fonctions de Bessel
a plusieurs variables

Les fonctions de Bessel a plusieurs variables vérifient
N (n—1) (n—2)

=n 4
2

¢quations linéaires distinctes du second ordre, n étant le nombre des variables.

(n—1) (n— 2)

Parmi ces équations
2

équations sont d'un type tres simple, savoir :

2 Jp (X0, %2 v ouuy Xn) 2 Ik (%1, 22, -o0 X)) 2T (%0, %2, «ov, Xn )

- + (1)

9Xi 0 Xm 2 Xr 0 Xs 9 Xt 9 Xy

si t+m=r+s , m—i=u—t , 1—s=1=t+4+u.
On obtient ces équations(?) par addition et soustraction des relations tirées des formules du § précédent
qui donsnent

22 Ji (xl s X2y ey xn)

I
= — (Jk—i—m (xl y X2y o0y xn) — Jk—i+m (xl y X2y ceey xn) - Jk-}-i—m (xl y X2 5 o xn)
23X D Xm 4

+ Jk+i+m (xt s Xz 4 o0y xn) )

22 Jk (x[ y X2 g veny xn,

I
= — (Jk_,_s (%1, Xz y ooy 2n) — Jhmrgs (0 2 22 4 ooy Xn) — Jidr—s (%1, Xz | v, Xn)
(2) o Xy 2 Xs 4
+ Jk+r+s (x] y X2y ey xn) )
2 Ji (21, 22 4 vuny Xa) 1
. : . = _(ch~t—~u (xl y X2 -~nxn) — Jk—t+u(x1 y X2y o ,xn)— Jk+t——u (xl;xZ,---, xn)
9 Xt Xy 4

+ Tkt ttulxe, X2y oon, X )
Elles sont indépendantes de l'indice % .

Quant aux autres n équations, elles deviennent assez compliquées au fur et & mesure que le nombre des
variables augmente.

Voici les expressions générales qui permettent de former toutes les équations différentielles du second ordre
vérifiees par les fonctions de Bessel a n'importe quel nombre de variables.

Pour former ces équations, il s'agit, en se servant des relations de récurrence (2) et (3) écrites pour toutes
les valeurs de k, variantde k—r a k+ », d’¢liminer entre elles les valeurs de
Jier (%, %2, ooy X0 )y Jier—1 (30, %2, ...,x,,), ..... Je—r (e, 22, o, )y g (xr 224 ooy X0 ), o
Jk+f_1 (x: y X2y o vy xn) s Jk+r(9€1 sy X2y ov e, Xn )

On trouve ainsi n relations de chacune des deux formes

n=mn
2k —r)dp—r{xr, %2, ..o, 2m) = Z n xn [Jk_(n+,) (e xey ooy ) F T (ner) (X, X2y o0 ey xn)] (3}
n=1
n=—mn
2 (k+7‘) Jk+,(x1 y X2 ,xn) == Z n Xn [Jk—(n—r) (xr s X2 -~-,xn) + Jk+(n+r) (xx y X2, ~--’xn)] (4)
n—=1
ou l'on fait successivement r = 1, 2,3, ..... n.

On a ainsi 27 relations qui, combinées deux a deux pour les mémes valeurs de » , donnent n équations.

Le nombre des variables n = 2 3 étant pair, en additionnant les relations (3) et (4) pour des valeurs de
r=1,2,.....(n—1),n onobtient ¢ équations d'indice r pair et g équations d'indice » impair.

Chaque somme ainsi trouvée, en tenant compte de la relation (2) du § IlI, devient (2

{2) Loc. cit.
(2) B. Jekhowsky, Comptes Rendus Acad. Sc., t. 170, Ne 18, 1920, p. 1042.

- -



a) Le nombre des variables est pair n =24, l'indice r = 2 m est pair.

p=g—2
22 Ji (%0, X2 v ool Xn) 2Tk (X1, X2y vy X )
Y (20— % calx, . +20(g—p) = 1] % [g—p—] —— — 4
p=0 (g—p}—m ax{m?x)—(q—?}

2 g (v X2 0y X )

+ [2 (9‘1") — 3] %2 (9—p) —3

2 Jg (%0, X2y vy Xn
+ [2(g~p) — 1] %2 (g—p)—1 Tln. s =) ]+

2 X (g—p) —m 2 X (g—p} — (m+1) 2 X (m41) —(q—p) O X (m42)— (q—p)
:q 1 2 .
22 Jp (%0, X2y oo xn ) 2T (X, X2y ey X))
—Z[z(q —p) X2 (g— = e - - +
=0 q—? Tt m
202 Jp (%0, %2, ool %) 2 Jp (X, %2y oouy Xn )
+ [2 (g-p) =11 %2 (g—p) —1 3 - ] +
2Xg—pdXg—p—1 2 X (q—p)+m 2 X (3—p) +(m—1)
o 2 Jp (xy , 22, oo Xn) + o odr (X v X2y v vy Xn) - %
2x 2 9 Xz2m
m
avec m = 1, 2,3, ... (g—1) . q

b) Le nombre des variables est pair n =2 g, l'indice » =2 m — 1 est impair.

=a
o i (%, %y ooy Fn ) 2 Jie (200 X2y o ony X )
*2 (g + 2 [{g-p) — 1) %2 [(g—p)— +
; [ (g—1) %2 (3-) > X (gp)—m D % (gp)— () (g-p) 2 [(g—p)—1] > T —ta—p) ® Fimt 1) — (1—p)
2 Jp (%1, %2, -y Xn) 2 e {x: , %2 . oo %)
+ [2(g-p)— 1) %2 (g—p) — > ;2 L4 (2(g=p) — 3] X2 (g—p)—3 - vZI n +
(g—p)—m “mt1) —(g—p)
=q—1
2 Ik (%1, %2, ..., % 2Jrlx, 22, ..., x
Z[D (gp) —11 2 (g1 Skt 22 ) ) g — = ] +
p=o qu —p) + {(m—1) 3x(q—p)+1n 3x(q_P)+(m_l)
P=9q
2 (k—2 z P.’X'zp) p=q-1 ?_q 2
p=1 . 22 Jk (21, X2 5 vy X 02 J (%0 Xz s ooey Xn )
p=q-1 Z 2 (g—p) X2(q-p) o +Z[2(qp )-1] X2 (g-p)-1 ax(-)ax(’_)_ +
L(2(g-p)—1]x2g—p)—1 [ ?7° (q-p) p=o 9-# g-p) —1
P=0
_2kaka(x!7x2)..-yxn) + (2’”_[) aJk(nyxZ,-~-,JCn,) +
QX m-1 2 Xm S DX 2m—1

—

=q p=q

2o pmt) dapm)? — (k=2 2 )2
- lifﬁl . L ]Jk(x,,x,,..‘,xn) = o0
(27’“‘)5"21’-1

Il MH

avec m = 1,2,3, ..... (g—2),(qg—1).
Le nombre des variables # = 2 g — 1 ¢étant impair, on obtient de la méme maniere ¢ — 1, équations
d'indice r pair et ¢ ¢équations d'indice r impair, et il vient

c) n=2gq—1 , r=2m.

+

saka(x,,xg,...,xn) + aka(\’?la-z» ---.S\'n) + Dzjk(xl,ny---,xn)

q 2

2
Z 2 (g=p —1) %2 (g—p—1)
= (2%t ) 2 X gty — (mm1) 2 X ot 1) ~(g-9)

22 (X; « Xz 0 vney Xn ) 2Tk (20, X2y cuny Xn )

+ {2 (g- —z]x(__g
2 X(m-+1) —(g-p) 2 ¥ (m+2)— (g-p) (a-p) ’?ﬂl\axww—maxWﬁ—wﬂ)

23’J1;(x1,x,,...,x,,)J
b}

+ (2 (g-p) —3] %2 (g-p)—3

292Jk(x1 v Xz s ey Xn)
9 X(g-p) @ X{g-p-1)

%—Z(QP-I)xuq—p-x) +

2
x(q-?-l)

— 8 —



adk (%1 s X2y vy X))

p==q-1
) P e (Xr , Xry o ees Xn) 2 Jp(xr , X2, «ovy Xn)
+ Z (2 (g-p) - 1] X2ig-p)—1 — 2k +.2m = o
e 9 X igupi+(m-1} @ X (qup)+m 2 x2 2 X 2m
p=o0 . m
avec M =1,2,3, ----- (g—12),(q—1).
= 2nm-—1

d n=2q9—1 , r=
\ Xn ) N 22U (1, Kz y oy X ) | "

p=q-2
Z 2 (g=p —1) %2 (g-p-1) 2 Jp (X, X2 0 o vny Xn) 2 Jp(xy s x5y ...
p=o0 : € X (g-p) + (m-1) 2 X (g-p) + (m-2) 9 X(gmp)—m @ X(g-p) —(m + 1) 9 X m—{g-p) @ X (m41) — (g~p)
2 (%1, X2y ooy Xn ) 2 Jp (Xr y X2 vy X )
+ [2(g-p) — 1] %2 (g-p) — alx? 2 + [2(9-p) =31 %2 (4-0)—3 5 i; - +
(g-p) —m (m +1) — (9-p)
(2 2 pxap)
2 (k-2 x p=q-
p:op 22 q°t 22 Ik (%1 5 %20 oees X ) 02 Ji (%1, X2y oey Xn )
+ p=q-1 Z | 2(g-p=1) %24 1) 2 x2 + [2(g-p) 1] Fag-)- 2 X(g-p) 2 X( ) ] "
) . - -p-1
X (2 (g=p)-1] X2 (g-p)—1 £7° 7 ! ot
p=o0 :
(2 p1) (k-2 2 xap)
p=q- 2 P-1) Xz puy) 2 — -2 Xa2p)?
+1’ 3 aka(xliva""xn) p=1 ? 29-1) p:lp *
Y 12 (g-p)=1] %2 (gop)— P + =7 Ji(ory %2y oy mm)  +
p=0 (g-9) + (m-1) Z(2p-1) Xz p-1
p=1
2‘]‘ LR y ooy X DJ 13 yoee ey X
. 2kb k(xl X2 %n) + (2 m-1) k{xy, X2 Xn ) - o
22X 2m-1-

9 Xm ? Xm-1

avec m =1,2,3,.. ..(g—2), (9—1), 9.

Comme exemple, formons les équations dans le cas de n = 3.

On trouve les trois équations suivantes :

02 Ji (%1, X2y 23) 2[3963(16—2962) +x2J92Jk(xz,x2,x;) "

X, (b — 2 x
[4—2(.___—2.)_1_ x1+3x;:|
X1+ 3 %3 o x? X1 + 3 %3 2 X1 9 X2
o 0k (21, 25, x5 ) 22 Jp (200, X2 4 %5 ) I: (k—2x2)2
+ 3x + % +3x ————] Je(xr , 22, x = o
> % 3 X3 ax; 1 3 X3 X1 + 3 k(x5 %2 3)
2 Jk (%, X2, x 2 Jplx;, %2, % 2 Ji (x X
2(k+2x2) (1 2 3)-{-(636;—95;) ke 1 2 4 3}—396; k(x,xz 7) +
2 x2 2 X1 9 X2 X2 0 Xy
aka(nyxz,xg) 'DJk(xxyxz’x?)
— 2 X, — 2 = o0
2 x2 d Xz
2
(k—22x,)2 (kxi +6 x,x 22 Jk (X1, %2, X
L____ﬁ_—(x1+3x;)]Jk(xl,xz,x3)+2 ! 2 %) L2 2 ;) 4-
X1+ 3% X1 + 30 2 X1 2 Xa
_3aJk(xI,x2,x3)_3x; az.lk(xl,x,,x;)_xl 22 Ji (20, x2 5 %3 ) N
2 X4 o x2 2 x2
3 2
2 Jp(xy , 20, % x2(k—2x 22 Jr (x5 .
—2x, kE (X1, X2 ;)_I:xr+4 2( 2)] k(x X2 x;) — .
Xp + 3 x4 axf

2X2 2 X3



V. — Relations différentielles vérifiées par les fonctions de Bessel & plusieurs variables

Les relations (2) et (3) du § Il permettent de déduire d'autres équations aux dérivées partielles d’ordre:
supérieur auxquelles satisfait la fonction Jg (%1, %2, ..., xn ) .

Ainsi la relation (2) par différentiation successive et substitution donne

I (X, X2y oy X
2f s (o - ») = Jk-?i(x17x2>-'-»xn)—ﬁ-jk-(?—z)é(xx,xz-'~~,xn) +
() 257 r
h-1) (p-1) ... (p-g + 2) )
+1l-(£—-}‘k-(p-4)i(XI,x2,....DCn) +...+(-r)'I'IP p-t) (P=g Je-pztg-0y]i (1, X2y o0y 20 )+
1.2 1.2 ... (g—1)
h (p-1
+(")”"f) lpz )Jk-i-{p-z‘;i(xx X2y ey X ) ()P g pi (X, X0 o, An ).
oul'on fait p = 1, 2,3, ....,
Formule générale qui permet d'exprimer les dérivées de n'importe quel ordre de la fonction Ji (x; , X2, ..., xa }

a l'aide de mémes fonctions d'indices différents,
7= 1,2, ccu.s n
g désignant le numéro d'ordre des termes du développement.

Sous forme abrégée d'écriture on a

P Tk (x s X2y ooy Xn) -:;i-f-(l -1 C71J ( i ( g
o =2 L -1) » Jk—lp-2(g-0)i (X, Xy ooy X))
(1) ’ 7 -
- (p-1 -2} ... (p=-g + ..
crt = b7 ) (p-2) (p=g + 2) a condition (Cp = 1)
4 . 1.2 ... {g-1)
avec 7 = 1,2,3, ..., noet p=1,2,3, ..... entiers.

Faisons dans l'expression (1)’ successivement

1= 3 p = T, 3, 5y ceen
on obtient la formule générale
p=i
(2) DJk(x,,x:,,... xn) ( . )E 22(r-1) 22771 Jp (X1, X2 ,xn)
= (217 =1
nia - 2 29 ~1
QX {(zi-1)m p=1 2 p-i 2 x21
. . 7 . .
avec T = 1,2,3; «vu.. — 81 n est pair
2
et . o+ 1 . . .
1= 1,2,3, counn si n estimpair.
2

Pour chaque valeur de 7, m prend des valeurs entieres telles que

o<mi27i—1)<n

—_— 1O -



Cette formule exprime la dérivée de la fonction Jy (%, %,, ..., x» )} sous forme finie, en fonction des
dérivées d’ordre impair de la méme fonction.

Si nous faisons dans cette formule m =1, 7 =1,2,3, ..... ¢, il vient
) 1 dr (%, %2, cvuy Xn) _ ok xr v X2y coey Xn ) " 22 Jk(xl,xz....,x,,)_}_ ......
2p—1 29X 2p-g 2 Xy 3 2 x?
ou bien en désignant par 2p—1 (p=1,2,3, -.... ) un nombre impair, on a :
22 23 8 o 9—r1 (2p—1) — 12 pour p = 2
3 2.3 2.3  1.2.3 1.2.3
de meme :
24 24.4.3.2.1  24.16 (25 —1) (25 —9) _ (57— 1) (52— 3%)
5 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5
[zp—1p—1v2i[(2p—1)—37]
= our p =
1.2.3.4.5 P p=3
de sorte que la relation (3) peut s'écrire :
1 aJ/c(xl.xz...-xn)_aJk(xI,xz,....xn)+(2p—1)2—12 T (X, X2y ey Xn )
(3) 2p—1 9X2p1 X 1.2.3 axf
+ [{2p—=12—12] [(2p—1)2—32] o5 Jp(x1, %20 «cny Xn) +
2749 w T

avee p =11, 2,3, -.e.-
C’est I'équation donnée par M. Akimoff (1) .
De la méme relation (2) du §III on trouve :

(4) 22iazi+1 Jie (1 RIS %n ) :Pzih(—l)l’ﬂ ot 2Tk (Xr y X2y vy X))
R p=1 it ? X [2(i-p) + 3] m
avec Chigr=1 5 1=10,1,2, ...
n N
m = I,2,3, «co-n m entier
et o<m2{i—p)+31<n ,

formule qui éxprime la dérivée d’ordre impair de la fonction Ji (%, %2, ..., 2x ) & l'aide des dérivées du premier
ordre de la méme fonction.
Choisissons maintenant parmi les relations celles qui correspondent a
1 =1
1 =

2
=3 P =2,4,6, . ....

On obtient : .
R p=i
21 "
5) 52 (1) 2% Ji (%, .xzi, ey Xn) _ Z (—I)?Cp.—l 22 Jp (X0, X2y oo vy Xn )
ale 21 axZ
m p=1 [i—(p~1)]m
. n
ou pour chaque valeur entierede m = 1, 2,3, ..... 0 ) ona :
i—(p—1
m [1—(p— I)] £n ’
1 prenant des valeurs entiéres 7 = 1, 2,3, +.... et Coi=1.

(1) Comptes Rendus Acad. Sc., t. 165, p. 24, 1917.
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Cette formule exprime les dérivées d'ordre pair de la fonction Ji (%, , %2, ..., x, )}, & l'aide des dérivées du
second ordre de la méme fonction.

Enfin. si dans l'expression (1) nous faisons

p=2 , p=2 , p
; .

I
N

) ’ . )

1 1 =2 1 =1

nous obtenons trois relations.

e
En multipliant la premiére par 4, puis retranchant la deuxieme, on trouve d'une fagon générale

(6)

2T (20, %2, «o0y Xn) _4[32.Ik(x;,x2, e Xn) + 4 Ji (xy , x5, ...,xn)]

2 x2 2x2 2x4
29 ? ?

équations indépendantes de l'indice %

avec pP=1,2,3, 0.0 —_ si n est pair

et P =1.2,3, c0onn : si n estimpair.

Pour p=1 (6) se réduit a l’équation indiquée par M. Appell (1,

En posant dans ces expressions générales » = 1, 2 on obtient évidemment toutes les équations aux dérivées.
partielles pour les fonctions I (x, y) qui feront I'objet dans la seconde partie de notre travail.

VI. — Développement en série de diverses expressions algébriques au moyen
des fonctions de Bessel a plusieurs variables

Considérons a nouveau le développement (8) du § II

nlé” Xn (u”-—x—) k=-o0

- s uh
(1) e n=1 = ZJ;c(xI,x2,...,x,,) uk
k=—o0
I
et changeons u en — .

u
On a

n=n o, (ull_ .L) k= 400
- 3 - uh

2
(2) e n=I = ZJk(x,,xz,....x,,)u'k'
ke =—o00

En faisant ensuite dans ces deux expressions u = e? avec 7= V-1, il vient apres addition et soustractina

n?n ]€:+OC .

(3) cos(ansinncp):]E{Jk(xl,xz,..,xn) + J_k(xl,xz,...,x,,)Jcoskq.
n=1 =1
n=—n k=+oo

(4) sin (2x,sinno) = % {Jk(x,,xz,...,xn) - J_k(x,,xg,...,xn)]sin/c:p

n=1 k=1

En différenciant 'expression (4) par rapporta o on a

— . k=400
n=mn n=mn

() cos(Zxpsinneg) (Zxpcosnp) = Zk[.lk(x,,xz,...,xn)—-J_z;(x;,xz,,..,x,,)]coskq/
n=1 n==1 k=1

d'ou pour ¢ = o il vient

n—=mn k:-+oo_

(6) Ynxa = kE k lJ,v;(xI y Xz s eeenXn) — Tk (%, %2, . ox) )
n—=—1 =1

(1) Comptes Rendus Acad. Sc., t. 160, 1915, p. 422.
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de méme l'expression (3) pour 9 = o donnelv

k= +oc
(7) 1= % Jk(%, %2, oovy %)
k= —o0
ce qui montre que pour k entier |Je (X, %2, ..., %)) < 1.
En multipliant les équations (1) et (2) membre 2 membre, on obtient une équation de la forme
k=+oc k=+4cc
(8) 1 =Co+ L Cruk + L Cop u—k
k=1 k=1
qui doit exister quel que soit u.
Donc Co=1 3 Cir=0 3 Cr=o0.

En développant la premiere de ces relations il vient

k=-+o0
(9) I:ZJl.c(xva27"’ax")
k=-—co

Cette équation montre que les variables x;,x., ..., x,, étant supposées reelles, la valeur a_bsolue de
Jotxy , %2, ..., %) est plus petite que 1, et il est de méme pour chaque somme

iJ;(xlvxzv'~'vx") + "ik(xl:x29-~-yxn)i<l
Pour n =1 le développement (9) a été indiqué par Hansen (2).

™
Changeons dans les expressions (3)et(4) ¢ en ¢ + —~» onaura

n-—=n n=n
<0S (L enXpn-r cos (2n-1)9 — X Xansin 2 n ¢) =
n=—1I ! n =1
Jo (o y %2y ceeytn) —[Je (e, 22, ooy 2n) + Joy (%0, %2, ..., %) Jsin @
— [, %2y ooy 2m ) (X, X2, ..., X0 )] CO8 20
{10) + 0 lxe %, ovvixn) (%0, %, ...,% )]sin39

F [Ty ey o0 s xm ) Fdg (X, %2, .., xa)]cOs 49

. . . . . . . . . . . . . . .

et n=n n=—n
sin (X e Xan-1 €OS (27-1) ¢ — L xyn8in 2 n9) =

n=1 n=I

+[J1(xl,x2, ey Xn ) — I (X, %, ...y Xn ) ]cos @
— [z {21, %2, coy &) —Jdoi (X, 2, cv, X)) sin 29
(r1) — [, %2, ooy xn) — T3 (X0 X2, oo, X0 )] CO8 30

Fldglxr, %2, o, x0) — J—g (20, %2, ..., 20 )]singy

. . . . . . . . . . . . . . . . .

avec g = — 1 {} ®m = 2,3, ... 4§ f = 1.

En faisant dans ces deux séries ¢ = o et d'une facon générale en désignant par A; et A, les séries

n
=1
? 2

A= Z (—1)? x2p 41
p=o0

n=-1
2

A, = Z (—X)sz'p+1
p=0

P=

(1) Jekhowsky, Comptes Rendus Acad. Sc.. t. 164, p. 179, 1917.
(2) BHansen, Ermittelang der absoluten Storungen. Schriften der Sternwarte Seeburg (Gotha), 1843, p. 107.
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suivant le cas de » pair ou impair, il vient

k=400

(12) cos A = X (—1)k Jok (%1, X2y oo ., %0 )
k=-—00
k=<4 o0

(13) sin A = % — (0% Jopr (20, %0, oo., X))
k=—oc

On peut écrire ces deux relations sous la forme
k=400
cos A = Jo(xl s X2, ‘-:,xn) + Zizk [ Jzk(xx s X2y ~--,xu) + J—Zk(xl y X2, ---,xn)]
k=1

k=00
7sin A = Ez'Zk‘![Jzk-,(xl,xz,...,xn)—J_(zk_I)(xI,xz....,xn)]
k=1
d’ou
k=400 ‘
(14) eFA = Jo(xx,xz,...,xn)+k2i’c[(¢1)k.]k(x1,x2,...,xn)+(tr)kJ-k(xl,%,...,xn)]
=1
En différenciant les expressions (10) et (11) par rapporta % on trouve
n=mn n—=n . n-—n n—=n
— (Z em (20-1) Xzn-1 8iD (2 1-1) ¢ — 2 § 7 %25 COS 271?) sin (Z en X2n-1 COS (212 -1) 9 — Y Xzn8in2n c?) =
n=1 . n-—1 n-=—1 n=1
= —a[di{x, 2, .., %) +J o (x, %2, ... xa)lcose
+2[Jz(x1,xz,---,xn)+J—-z(x“%,-- yxn)]Sin2‘?
+3[J;(x],x2,...,x,,)+J_.,(x1,x2,...,x,,)]cosgcp
— 40y, x2y i, xn) Iy (X, %2, ..., x50 )]sing e
n—n . n—n n=—n . n==u
et (Zsm (27-1) Xan-1 Sin (2 71-1) 9 — 2 ¥, 7 Xa cOS 2nf,a) cos ( Y €n Xz2n-1 COS (27 -1) 9 — ) X2 Sin 2 nc;)) =
n—i1 n=1i n=—1 n=j
=—1lhx . x, . .0, %) = Jor(®x, %2, ...,% )] sin o
— 2 [ X,y oo ) — T (X, X2, ., A )] COS 20
’+‘3[J3<x1,x2,A--,xn)—J—;(—"nyxz‘--~,x11)]5in3?
+ 4,20, oo, X)) — T4 (0, %, 0, X0 )] COS4 9
avec En = — 1 3} = 2,3,... 4 g =1
Em=— + 1 3 m= 2,3, .. 5 g = — 1
Puis en faisant ¢ = o il vient
Nn=mn
<2 2nxm> sin A = — 1 [Ji (@, 22, o xm) + Joi(xr,x, on, a0 )]
ne=t + B[J; (xx ,xz,---,xn) + J—;(xl y Xz, cvey Xn )]
et R TR E TR 73 ST o B L R A N S
et n=—n
(—Z 2nx2,,) cos A = —2[Jolxi, %, ...,2)— Joo(xr .22, .. %0 )]
n=1 + o4 [Ty (x5 22, coxn ) — Jog e, X, e, )]
— 6 [ Je(xr, 22, ooy xn) — Joo (X1, %2, .00, 20 )]



<ce que l'on peut écrire sous la forme :

n=n k=+o2oc
< Z 21 Xan ) (—7sin A) = Z (2 k-1) 22k-1 [J2k., (%1, X2y ooy Xn ) + J—takory (%1, X2, o0, Xn ) ]
n=1 k=1
n:yn k=400
. 1
Z 2N Xan ) (-COS A) = Z 2k 12k [Jzk(xl Y X2, e ey X ) — d_ok (xl , X2, axn)J
n=1 k=1
d’ou en prenant la somme et la différence :
+ 7 k=400
{12} tA malk A A v oo k / v
{13) e = = Zkz L\+i)~'1Jk(x;,x2,..‘,xn;—r\xx) J..k\x“xz,...,xn)_]
Y 2m Xpp k=1
n=1
VII. — Développement d’une fonction périodique en série trigonométrique suivant
les sinus et cosinus des multiples de x
Soit Yy = CcOS po (1)

4 étant un entier quelconque, une fonclion qui dépend de x par l'intermédiaire de v; x et v sont reliés entre eux

par la relation X = v—gsinv—esin2v— ..... — & sinn v (2)

avec ber | + e + oot + el <]

La fonction » = ¢ (x) ne change pas si l'on augmente v de 2= . Elle reste finie pour toutes les valeurs
de x ; par suite, étant paire, elle est développable en séries de Fourier sous forme

k=400

y :LAO +3 Ak cos kx (3)
2
k=1
ou les coefficients Ax sont exprimés par des intégrales définies
Ak:—f:fcospfocoskxdx. (4)

L'intégration par parties donne o

A= 2—;bfsinp'v sinkx do.
ok

ou bien apres avoir remplacé x par sa valeur (2)

k4

Ak:—7 sin po sink (v—e; sinv—¢,8in 20— ... e sinnv) dov =
nk
o
1
‘k[cos(kv—pm—ksl sinv—Fke;sin2v— ... —kmsinnv)do
™
.0
A’K
%k costkv+pov—rkesino—ke,;sinz2v— ... —kesinno)do
™
e

[/

On déduit de 13 :

)

Ak:%l:.]];_? (/{EI y kEz s ey kan) - ch-{—p (ksl » ksz 9 ey ks”):l (')

Quant au coefficient(t) A, , il est égal a zéro pour toutes les valeurs de p > n, et pour toutes valeurs
entieres de p comprises entre o et n + 1

2 T =1
Ao—?\]COSf)'O(I—ZnSnCOSn'v)dfu_—p;?. (6)

N =1

Pour p=o. Ap=12.
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On a donc pour la fonction cos p v et par analogie pour sin pv les développements suivants : (1)

k=+o0
cos pov = ——%:f +p Z ’ Jicp(bey v heay ooy hen) — Jhgp(her J ey, oo, ke )] coskk:\i
k=1
L=+4cc . / (7)
sin po = P Z [Jk-—p (ke hea oo hen) — Tpgpller s ke, o0, key )] smk cx
k=1 t
On peut écrire aussi ces développements sous la forme :
=+0o0
€
CosS p v = — P——P*+ P 2 Jeeptbey vheay oo, key) M
2 fe=—00 k s
k—=-+cc (7)
sin pv = jd Z J/;_p(/fs,,ksz,...,/cen)w.
k=—oc k
d’apres les relations Jr(x) = Ji(-x) étendues aux fonctions a deux et plusieurs variables. 2/
De pius on a: *ipo c k=400 cikx
cp
e '--’-'-——2— tPLZ‘]Icip(kE"ksz"”’ke")—k— (8)
Nanlipot

k prenant toutes les valeurs entiéres de — o0 & + oo, sauf k= o0, en ayant soin de faire

— p b
—-*—7; =1 pour p= 0
La relation (8) permet de développer en série une fonction périodique de v
=+ o0
S— Y Pyst (2 = ei)

(= —00

sous la forme L= oo

Z Akeikx

fh=—o00

et nous pouvons donc généraliser le théoreme connu de Cauchy /3) relatif aux développements en séries, savoir :

. k=
Dans te développement Foo
S = Z Py z*
k=—co

de la fonction S finie et bien déterminée admettant la période 27, le coefficient Py est égal au coefficient de
sk dans le développement de la fonction

n n

\
o

I [
= gy (§7- —) .
2 ne=1 s” . n=n .
U, = Se [l_“2’1€71(3n+ —)]
2 Sll
n=1
et au coefficient de sk' Jans le développement de la fonction
2 n=n ]
— X gy (s — —)
1 dS oz, " "
Vn =— ——

(1) Jekhowsky, Bull. Astr., t. XXXV, 1918. p. 139 145.

(2} id. Comptes Rendus Acad. Sc., t. 172, 1921, p. 1331-1%32.

(3) Tisserand, Mécanique Céleste, 1.1, p. 233.

3)  Cauchy, Comftes Rendus, t. 12, 1841, p. 88. (OEuvres, | série, t. 6. p. 21).
(3) Jekhowsky, Comptes Rendus. t. 166, 1918, p. 342.
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DEUXITEME PARTIE

I. — Transcendantes Fourier-Bessel a deux variables

Reprenons l'étude de ces fonctions en nous limitant au nombre de deux variables.
Avant tout, comme la fonction classique a une variable. la fonction de Bessel 4 deux variables s’exprime par
la série entiére convergente pour toutes les valeurs de la variable sous la forme (18)

e _’E k-2p 2 ? . B (i)z(q-n) :},—>zu
o 1 ) S Y S S ) e

q
(A) T (x,5) = Zw T(1+k—2p) T(1+7p) [' + Z(—I)ngo(q—n)! (k—2p +qg—mn)! (p+ n)! n!]

p=— g=1

que l'on trouve apres le développement de l'exponentielle dans la relation (8) du §II dans laquelle on pose n =2
et x,= ¥, savoir

Xlu-—)+ _y_(u2——12—) k=+4oo
) e’ u 2 ur Z Ji (x, ) wk
k=—00
avec la convention pour les factoriells :
ol=13 (pt+o)l =13 (k—2p+0)! =1

La méme relation (1) permet encore de donner une autre expression de la fonction Ji (x, y) sous forme de
produit des polynémes i (x, ¥) ..... définis par le développement

X
— u+—32)—u’ k=400

(2) e 2 — Z uk

Pl (%, )

k=0
ou
k
Hlf:;
Nk -2 m ym
. X Y
o (x, ) = k! Z 2M = k pair
( 2 k-2m)im! (% pair)
k-1
m== "
2 k 2mym
) X" -
o (x,y) = k! Z 2 = k impair
(e, o (k-2my ! m! ( pair )

sont des polyndmes appartenant a la classe des polynémes de P. Appell (19).

(18) B. jekhowsky, Comptes Rendus Acad. Sc.. t.172, 1921, p.1331.
(19) P. Appel!, Annales de I’Ecole Normale, 2¢ série, t. g, 1880.
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En effet, remplacons dans le développement (2) u par — et Y par —Y, nous trouvons
U

1 <x + y) B
G) e 2w W rfoc( . (x, —y) .
= —1) ——=
3 =, ! 27!

puis en multipliant (2) par (3) on a

3 oC
> _ v (%, ) vr (6, — ) oy
“ ‘ = LG g

d’ou par comparaison avec la série (1), 'on déduit :

. m=+40C
Je (x, ) = Z (— 1) vt m (%, p) Om (¥, — )
m=o aktzm (4 my ! om !
ou bien m=+ o0
(B) Je (x, y) = Vk+m (%, 3) Tm (— %, —y)

mezo 28t2m Tk + m+ 1) m !
I'indice % étant un entier positif.

Enfin on a encore
m= -+ o0 [TJ

R
(©) Jelxy) =< 4 (=) A B3]
2 m=0 m !
ou [-—1] désigne le plus grand nombre entier- contenu dans — et ou les W:::) (%, y), m=o0,1,2, .....
k= o0,1,2, ..... sont des pelyndmes de degré m en x et y définis par les développements
I ( e (k)
(xsine + ysin209 )7 :—W}IO)(X,_y) + Z Wy’ (x, ) cos k¢
2 k=t '
G) k=too
(xsino+ ysin2¢)itt = Z Wi (%, y) sin kg

k=1
Les séries (A), (B), (C), ainsi que celle que 'on déduit de la série (6)-du § II écrites pour n = 2, c’est-a-dire
‘]2=+DO

(D) Te(x,3) = Y Je—zy () Jg, (3)
Ga=—0°%
permettent de calculer la valeur de la fonction Ji (x, y) d'indice % entier, avec le degré de précision que l'on veut.
Les séries (B) et (C) pour le cas de plusieurs variables ont été indiquées par M. Akimoff (20).
La série (A) comme la série (B) permet de déduire les propriétés suivantes () de la fonction Ji (%, ¥).
Je (2, ) = (= 1) Jok (%, — )
(6) Tk (x,9) = (= 0Tk (=, p)
I (e, y) = ek (=X =)
et en rapprochant les deux premiéres

Je(—x,9) = Jok (x, — )

(20) M. Akimoff, Comptes Rendus Acad. Sc., t. 165, 1917, p. 23.
(18) B. Jekhowsky, loc. cit.
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II. — Egquations différentielles du second ordre vérifiées par les fonctions Ji (x, v)

En nous rapportant aux formules générales du § IV, premiere partie, et faisant » = 2, nous trouvons :

2(k+ 2y)

22 Ji (%, y) o Ji (x, 3) 02 Ji (x, 3) 2 Ji (x. 3)
—2 —x ——= —2y———=— =0
2 x2 2y 2x2y %

()
2 Jk (x, y) 22 Ji (x, y)
X———— t2xy——

;-J; s
+ [x2+4y([£_2y)]?_ﬂ).

Sxoy =+ L= (h-2yP ) (@ p) = o

22X

systeme de deux équatioas différentielles du second ordre vérifiées par les fonctions Jx (x, y).

En désignant, comme il est d'usage, par z la fonction Jk (x, ) et par p, q, 7, s. t les dérivées partielles

22 23 22z 222 2?2 . )
, . , S , le systeme (s) se rameéne a la forme suivante :
2x 2y 2 x? 2x 0y oy?

t=a; (x,3) 7 + a2 (x,3)p + a3 (x,3) 9 + a4 (x,3) 2

(s)
s=bi(x, )7 + balx.3)p + by (x,9)9 + by (x,9)2
avec x? + 8ky x2 4+ 4y(k-27y)
a; (x, C o —— by (%,9) = —————2 2=
(x, ) oy ( J) P
x I
a, (x, = by (x,y) = ——
(1) (= 9) 4y? (. %) 2y
1
5w ) =~ by (9 = o
x? — (k-2y) x? — (k-2y)
I U 2 b S Gl
ay (x, ¥) 457 4 (%, ) 2%y

Le systeme (s') est équivalent au systeme des quatre équations aux différentielles totales définissant les
quatre fonctions z. p, g, de xety :
dz=pdx+qgdy
. dp=rdx +sdy
(") -
q.
dr=udx+vdy

32 %2

ou u = , U= , S, ¢
N 2
o3 2x20y

et celles que 'on déduit en différenciant par rapporta xety.

, u, v étant exprimées linéairement par z, p, g, », d'apres les équations (s)

Les quatre conditions d'intégralité du systeme (s'") se réduisent & une seule, exprimée par la relation

03z %2
) )
(2) 2x _ 2x2 2y
2y 2x
c'est-a-dire
Qu 2u Qu qu du 20 20 20 20 20
— + —g9+ — s+ t+— v =—+—p¢t+—r+—s+ — u
2y 2z 2p 29 Y 2x 22 2p 29 ar

Ici la condition (2) est remplie, le systeme (s’) est donc compléetement intégrale et nous pouvons appliquer
le théoreme de Bouquet (217,

(21} Bouquet, Bull. Sciences math., 1. 111, 1872, pp. 265-274.
(21) MM. Appell et Rampé de Fériet, Fonctions Hypergéométriques er Hypersphériques. Polynémes d’Hermite, pp. 44 €t suivantes.
Paris 1926. Gauthier-Villars, éditeurs
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D’apres ce théoréeme notre systeme admet un systéme d’intégrales holomorphes dans le voisinage de chaque
point régulier x =xe , ¥ = Yo Savoir

— X — Yo T — Xxg)?
zzzc+x 0)‘>0+y yqa+( o) 7o +
1 1 1.2
X — Xo
p:ro+_l— 7o+ . ...
q:qo+....
r = 1o+ ....

ol 2o, Po, go, 7o sont des constantes arbitraires.

Il en résulte que dans le domaine de chaque point régulier, c'est-a-dire celui pour lequel les coefficients des

équations ne sont pas égales & oo, la solution générale du systeme (3) comprend quatre intégrales fondamentales
21 4 22, 23, 24

z2=Ciz2,+Cr2, + Cy2;, + Cy 24

ou C,(n=1, 2, 3, 4) sont des constantes.

Une intégrale z, estla fonction Jk (x y) elle-méme.

III. — Expressions des fonctions Ji(x,y) pour le cas d'indice k quelconque

Considérons maintenant l'indice & quelconque réel ou complexe ; par analogie avec les fonctions d'une
seule variable, on peut chercher les solutions du systeme (s) sous forme d’'une intégrale courviligne

b
(1) Ii (%, ¥) ;—I,foz'k"du

2Tl

a

y < l)
— {pu2-—
2 u?

NIR
P
2
[
S~
N
+

et a et b sont des nombres constants qu'il faut définir.

Si dans l'intégrale b
. > U (n=1, 2)
—_ — wh-tdy X = x
271 2 xn 1 1
a X2 =Y

nous intervertissons le signe de la dérivation avec le signe de l'intégration, cette intégrale sera égale a

a2l

QX
Si d'autre part nous effectuons la différentiation sous le signe d'intégrale, la méme intégrale sera égale a

I
?(Ik—n - Ik—+—n)

En effet, pour chaque point régulier du systéeme (s) en se donnant une valeur arbitraire de Jz ainsi que les valeurs de
o [ o
2k 0l 2z J

o

22 Ji
—_ —_ on peut déterminer pour ce point les valeurs des*dérivées k , et en différenciant les équations (s )
ox 2y ax 2y 2x 2y
o
. s s o ok - . - .
exprimer a l'aide de J; , —— ..... toutes les dérivées partielles d’ordre supérieur de la fonction IPREARIR
20X

On obtient ainsi le développement de la fonction J (x, ) en série suivant les puissances de x -x,, y - Vo -
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Ceci montre que l'intégrale (1) pour toutes les valeurs de a et & satisfait a l'équation (2) du § Il de la
premiere partie, savoir

2 Jy I
(2) :_(Jk—n_Jk+n)
2 Xn 2
Considérons ensuite l'intégrale b
1 2 U
— — ukdu
27 Qu

D’une part, l'intégration par parties donne

H )
| — Uuwhk| "+ kL
271 a

D'autre part, en effectuant la différentiation sous le signe d'intégrale on trouve
X i
_2(Ik-1+lk+l)+2i_‘(1k—2+lk+2)

[l en résulte que l'intégrale (1) qui satisfait toujours a I'équation (2) va satisfaire aussi a 'équation (3)

c’est-a-dire
n=—=2

(3) 2klk = Z n Xn [Ik—n + Ik+n]

n=i1
a condition de choisir les constantes a et b telles que
(4) IUu'k|b:()
1 a .

En répétant le raisonnement de Sonine(22) et en désignant par R (¢) la partie réelle d'une quantité
complexe ¢, par xet 3, deux constantes telles que

s) R(xaxa) <o R(x8') <o iw

R(y=) <o R(y&) <o et p=-ce?

la condition (4) fournit trois systemes des valeurs pour les limites de a et b, savoir :

1) a=oa , b=of

2) d:i s b:_o"

(6) z E
0

3) a:a—g , b= oca

ot le signe oo désigne une valeur positive réelle infinie.

Conformément a cela on obtient trois solutions particulieres du systeme (2) et (3) sous forme d'intégrales
définies, a savoir :

oo
1 x 1 y I
7 I.k = - — (1 — — 4+ (3 — —
(/) 27 2( u) 2'( u?)
o e wk-1du
oc A
o
9:1
)
, " I x
&) I = —(u—=) +ﬁ(u2———
271 2 u 2
JOo e wk-1du
of

(22} Sonine, loc. cit.
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oC o

ERR] I x I

(9) I k= — —(ll——) +
271 2 u

o/

Yo L
2(“ u?)

e uk-r du

o

P

w

ou uk=ekleret logu estréel pour u réel positif.

Si maintenant on choisit le chemin d'intégration sous forme d’une ligne sans nceuds allant a l'infini, ou

venant ou revenant au poim ©®w =0 , en posantl
271

b =ae >
et remplacant dans cette expression x successivement par

Ao == o0 .5 Ay = aEFl

Les intégrales (7) et (8) donneront quatre solutions indépendantes les unes des autres du systeme (2) et (3)

(10) T CA B ey N
(XI) Jgj) (xs J’) ’ J;ﬂ (x? y)

ou l'indice % n’est pas un entier.

En faisant la somme des intégrales (10) on trouve

u
wk-1du

0

YRR U S T G SR NI S

(12) Jk (x, _}) + Jk (3\’;, _)‘) = . / . > (u u) + .;(uz__z_)
..OCo:

Pour % entier, le chemin curviligne d’intégration, partant du point oo 2 et revenant au méme point, en
suivant la meme direction aprés avoir contourné le point « = o (sans cela l'intégrale serait égale a zéro),-se réduit a
un contour arbitraire fermé autour de ce méme point, et I'intégrale (12) devient

Ji (%, )

En prenant la somme des intégrales (11) on trouve

PO’.
: (2) ! (3) _ I x _ Doy — L
(13) To ) + 17 (% 9) = o (—=—)+ = (w2 ——)
o
J— e - uk-1dy
P(X
Pour k entier, comme précédemment cette intégrale devient Ji (x, ).
Par conséquent, pour % entier on a
( (
(14) W) + 3wy = 30w + e )

Cette relation montre qu'on peut prendre comme nouvelle solution, linéairement indépendante des autres,
du systeme des équations (2) et (3), l'intégrale (7)

oC A

(15) He (x, y) = ! - z—(u_i_) +2’2_‘(uz__1_)

271 u?
o
2 e wk-t du
E)a

(7} Akimoff, loc. cit. (pour n variables).
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En effet, prenons un cercle de rayon 1 décrit autour du point O et soit ao, a1, a2, a3,

les points
d’intersection de ce cercle
St l(eoj
[o X}
Se (00) Qe A 0 Qo So too)
as
S3 (00)
: [ B o 37
avec les droites passant par l'origine O et formant avec l'axe réel positif Os les angles o, —, ©#, —
2

Soit encore 7
I X 1 :'/ i
6 Lo — —— Ty 2 YL
(6) @ ORI A
*/ e k-1 du

¢ désignant un chemin d’intégration quelconque arbitrairement choisi parmi ceux qui conduisent O en O ou sen O
par exemple.

D’apres ces notations on a

Jio) (x,5) = I (s0 a0 ay az sz )
JECI)(x, y) = 1 (s aza; a5 s0)
(

'];) (x,3) = 1(0, a1 a; a; O)

1(x, 5) = 1(0, as apa: O)

(17)

Ik (x, ) = Jio)(x,y) +J )(x,y) = I (so acar az a; ao so)

(1

k
{4) (

I 9) = 37 (x3) + 5]

i1

)(x,y): I(O as;aca,aza; Q)
Hi (x, ) = 1{O a; a0 s0)

d'ou d'apres notre convention sur la valeur de u* = eFlog« il vient
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Je(,y)=1(aya0) — 1 (a3 aza: a0 ) + (1 — e 2" 1 (a0 50 )
(18) J§c4)(.x‘, = {1r— e’ﬂm) I{oa; )+ I(a;a0)— PR | (a; a, a1 a0 )
Hi(x, ) =1(Oa;) +1(a3a0) + [ (ao 50)
ou les facteurs e proviennent de la rotation du point u = o autour de l'origine.

Des relations (18) on tire
i —2kmi
(19) I @) — 3 (xy) = (1—e ) H, ix, y)

‘Cette relation montre que la troisieme solution Hpy (x, ¥) s'exprime linéairement au moyen de deux autres.

En suivant le raisonnement de Sonine on trouve pour Hi (x, y) I'expression

— ki Ik (2, - )—e""k”i Ji (x, )
(20) Hk (x’ y) = ¢€ ( -Iy_ e — zkmi ( 2

ou bien mi
Jop{xo-py—e™ " Tk (x, )

27 8in k=

qui est la généralisation de la fonction de Hankel pour le cas de n variables indiquée par Akimoff (7).

Elle conduit 3 la fonction généralisée

cos km Ji {2, ) — -k (x,-y)
sin k=

Yitx,y) =

de Neumann (23),

IV. — Expressions de la fonction J; (x,y) sous forme dintégrales entre les limites réelles

Considérons &4 nouveau l’intégfale (7) du § précédent
0o
1 x 1 y I
Ji (5 = — — (4 — — = (u? — —
([) k(’!‘, y) P > (e 1L)+ > (u uz)
e e uk-t du
oC o

et proposons-nous de la transformer de fagon que le chemin d'intégration devienne réel.

s
En posant a= 8= VT2

imaginons & nouveau un cercle de rayon égal 4 un et ayant l'origine des coordonnées comme centre.

Soit a le point d'intersection de ce cercle avec une droite s(oe) passant par l'origine et formant l'angle ¢
avec 'axe réel positif. '

L’intégrale (1) devien alors

(2) 27ri Jk(x,y) - EZI“:if“{"f"'f

s {2,a) a2

le chemin d’intégration (a, a) ¢tant une circonférence parcourue dans le sens positif de ¢ =4 — 27 jusqu’a ¢ =1¢ de
sorte que sur ce chemin d’intégration u = %", '

(22) Sonine, loc. cit.
(23} Niels Nielsen, p. 11, 16 et 124.
{7)  Akimoff, loc. cit.
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En faisant avec Sonine dans la premiére et dans la troisieme intégrale u = e 9+%i et en remarquant que ces
deux intégrales different seulement d'un facteur — e2k=i |

on trouve pour leur somme

1 CC

3) 2i(’—ek(“—‘?)isink:)/ Zleh+¥i —e—th+¥i) + 2 (e2(h+¥) — e—2(0+%i)) — kO
2 2
. e

do
0
Quant 3 la seconde intégrale, en posant
c=¢—xn+g3 de sorte que
pour ¢ =¢—2= G = — %
et pour ¢ = ¢ 6 ==
On a
¢ : Y
X . N . - o . . . . . 3
) —(e”?—e_’?)+2(e2l"-’—e 21?) —kig ixsinge+iysin2y —kig
12 2 2 .
e do=1 e do
L
(4) d-2n VY
+ 7
= g ehk(x-¥)i —sxsin(Y+0)+2ysin2 (Y +06)—kia
e da
o
=T
d'ou en réduisant l'intégration aux limites o et = il vient
,.7'5
i elk(m-y)i —7x (sin ¥ cos 6+ cos ¥ sins) + 7y (sin 2¥cos 26+ cos 2¢ sin20) — ko
e ds
0
G)
ki
+ —ix(sinYcoss—cosyYsino)+ry(sin2ycos2s—cos2¢sinz0) + kio
e dos
"o
'IT
— siek=-Yi —iasinycoss+7ysin2dcosao
e cos (x cosbsine —ycos2¢sin2s+ kas)ds

o

<t 'on a pour Jk (x, y) l'expression

ek(r.—’*'/)ik oy Ly
Tk (x, y) = ) —ixsin¥coss+1ysin2Y cosas
T e cos (x cos¥ sins —ycos2¥sin2s+ ko) ds
(';,
(6) o
. X U, Y y b P .
_Slnk'r: _(eg+"l/"—e(9+v7v)) +—(e’(9+nt)—e'2(9+vl)—k(‘)
e 2 2 d(‘)

e
o]

ou comme précédemment on suppose
J y
R(xe')<o , R(ye’ ') <o

avec le choix de ¢ cette formule est applicable pour toutes les valeurs de x ety différentes de zéro.

Cette formule, dans le cas dlune variable, a ét¢ indiquée par Sonine, et dans le cas de plusieurs variables
par Akimoff.



En posant dans I'intégrale (6) ¢== ou ¢= o
avec R(—x)<o R(y)<o

on trouve lintégrale (6) du § 1 (premitre partie).

De méme pour

ka)<o R(y)<o.

on a l'intégrale (6') pour lecas d'une variable indiquée par Schlafli, et pour le cas de n variables et k entier par
P, Appell.

Enfin pour des valeurs imaginaires de x et ¥ on peut prendre ¥ =

N|;l

avec R{(zx)< o , R{Gi2y)<o.

. 37
ou bien ¢ = —
2

avec R(—z)x<o , R(—17)2y<o.

et I'on obtient d’'autres expressions pour la fonction Ji (x, y) analogues aux précédentes.

Nous n'insisterons pas davantage sur ces intégrales.

V. — Systéme fondamental d'intégrales des équations (s) dans le voisinage

du point singulier y =o

[’expression de la fonction Jr (x, ) ou bien J'kﬂ (x,y) . (p =o0.1, 2,3) sous forme d'intégrale définie
montre que les points singuliers de ces fonctions sont déterminées par les équations

x::x:;,yzc,\'z et y:o

Ces fonctions reprennent les me&mes valeurs lorsqu'une des deux variables fait un tour dans le domaine
complexe de la variable, soit dans le sens direct autour du point singulier correspondant c’est-a-dire x= o0 ou y = oo,
soit dans le sens négatif autour du point ¥y =o.

Supposons que la variable ¥ fasse un tour dans le sens. direct autour du point ¥y = 20, ou ce qui est la
méme chose. dans le sens négatif, autour du point y = o. L’argument de 7 augmente de 2= et vu la condition
R (ya2) <o

27 .
2 augmentera de ~— , et les fonctions
2

19 (x,y) , 37(x.y) se changent en I (x.y) , I (x,1)

Quant aux fonctions

J‘k’) (=, %) J:) (x, ») elles deviennent e 2wkl Jr) (x, y) e-2kmi J(ko)(x, )
Ceci montre que chaque fonction
(m) (n+4-m)
1=y ou I7T(x )
se déduit d'une seule d’'entre elles, soit
J;_o’ (%, m ou ng) (x, 3 (n = 1, 2)

au moyen des circulations de la variable xou ¥y dansle sens négatif effectuée m fois [m = 0,1) autour du point
singulier y=o
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Donc, en donnant & x une valeur arbitraire, constante et finie, on peut chercher conformément a la méthode
de Fuchs, un systeme d'intégrales fondamentales dans le voisinage du point singulier y=o admettant un
multiplicateur constant ®, soit

(1)

En désignant par un trait au-dessus de la lettre I;f' (x,y) , (p = o0, 1, 2,3), les nouvelles valeurs que

prennent les fonctions, ou éléments du systeéme quand le tour est accompli, on a

T (% ) = wlk (x, y)

= - -2znki
B )= 30 ) s T = e T ()

I 3 ~27ki
ey =30 x) 0 e = e ()

Mais pour k£ non entier toute solution des équations différentielles du systéme (3) peut sexprimer
linéairement au moyen des éléments d'un systeme fondamental et il vient

" L) = %3 (@ 9) + 43 (x,9) + M I () + %3 (2, )
2
[, (5 5) = %00 (2, 9) + %1 (@, 9) + 207 (x50 + 2 T (x, 5)

De ces équations et de 'équation (1) on tire

G100 Oee 2™ 0 w) 190 )+ Oo— 0 W 3w y) + 05 e27E 0, 0) TP y) + e = W) I (x,y) = o

d'ol comme les J(If’) (x,¥) (p=o0,1,2.3) sont linéairement indépendantes, on conclut :

Y @7 2Tk 50 w = 0
o - w =0
(4) )y e2thi — ), u =0
)2 —);9-20

et enfin, aprés l'élimination des X, %, J», %, nous obtenons deux équations équivalentes a l'équation
fondamentale de Fuchs, savoir

(5)

-—21:‘ki —wr=o0
ez2nki  _ w? = o

Ayant ainsi quatre valeurs différentes de w

-27ki 2nki
bo= e p=e
(6) cam(k—1)i (k)i
wp= e 3 uy=e- 2z

qui permettent de déterminer quatre systémes des valeurs de % (p=o0.1, 2, 3)

500 ) 7\(0)’
0 i

o, O
o e Moo
o, o0, ‘)‘(:’ , )‘(:)
o, o, )‘(23), )‘(;)
ou

p=o0r1...n—1 { g=0,1...—1 et n=2



on trouve pour le systeme fondamental d'intégrales ou dans le voisinage du point y = o le systeme suivant

1 (xy) = 3wy + w1 (x )
{ { - {1
) e, y) = Iy + w1 @y
s 1(1‘; (1: ) . le) -1 4f3) p
k 7 y) - Ik (x’ ?/) + :J'z JI: (x’ y)
‘2) Rt
Py = 3y + o' Wiy
V1. — Formule d’addition des fonctions Ji (x, y)

L’intégrale (7) du §IlI, si nous remplagons successivement x par x+x, et y par y +¥y;, devient
oc3

x4y = ey Y by gy 2L
([) ! <:\+ * y+ ,‘/1) - 271 e 2 (“' u) + 2 (u2 Uz ) 2 (u U) + 2 (uz Uz )
oca

avec les conditions :

(2) R{{(x+x)al<o , R{x+x)f]l<o.

R{(y+yi)=2l<o , RI(y+y)B2<o
De ces relations on tire
x x 7
R[xla(1+;-):l<o, R[x13(1+;c:)_}<0
() _
Rlyow i+ D)) <o, Rlpigtr+ /0] <o

ce qui montre que pour chaque valeur des x ety en admettant que le

x P
mod. — < 1 : mod. L < |
X Y

seraient satisfaites non seulement les conditions (2), mais aussi les conditions telles que

Rixi 2] <o : Rlix; %] <o

(3) ‘
R{y:22]1 <0 5 RiyB2]<o.
Par conséquent, en développant l'exponentielle, qui figure sous le signe d’intégration, en série, il vient
I iz:+ocJ AT f Mg —
(4) pleta,yry) = Y %m»m;;/ - e
9y = 7%° J e ul2 du
o0 %
c'est-a-dire ) qp=-+00
(4) k(x+x,y+y )= Z Jk-g, (e, 31 ) Jg, (. y)
. g,==00

qui est la formule d’addition des fonctions Ji (x, 7).
Ce développement exige que

(5) mod. x « mod. ¥ et mod. x; <« mod. y,
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Pour une variable cette formule est indiquée par Schlafli (s) .

Une généralisation de cette formule pour le cas de plusieurs variables a été donnée par M. Akimoff.

Pour lindice k& entier le chemin curviligne d'intégration dans l'expression de Ji{x,%) sous forme
d'intégrale se réduit a un contour fermé autour de l'origine et la condition (5) disparait.

Reprenons le développement 1 du § L.

k=4oc

» x 1 Y 1
(6) ST ) = ¥ S y)
e k—=—o0
<t faisons x=o0, il vient d’'une part
_ y I k=40
(7) —;(u"’ ——uT) — Z Tk (0, y) uk
e k=-—cc
avee Jk(o.y)zlfcos(ku-ysinzu) du
ks
o
D’autre part
Ve 1y TG
(8) 2T = X, ) W
e g,—o0

En comparant (7) et (8) on a pour l'indice & multiple de g, , k= 2gq,
(9) Ji {0y y) = Jq, (y)

€t
(10) Jelo,y) = o

dans tous les autres cas.
Si maintenant dans la formule (4) nous posons

X, =Y =0 et Y=y

g, =+0o0

(1) @ y) = N Jk-a, (0, Jg, ()
g,=-o

Cette expression en tenant compte des relations (9) et (10) devient
, 92 =1

(1) V@ y) = % =g, 9 Ty, ()

q2= -0 2
ou bien

m= 400

(1 1)” Ji (=, 7/) = Z Ji-2m (x) Jon (y)
m=—= —oC

qui est la formule (D) du § 1.

{5) Schilafli. Sulle relazione tra diversi integrali definiti. Annali di Matematica, t. I, 1868, p. 237.
(4) Akimoff. Comptes rendus, t. 163, p. 28.
{22} Senine, Loc. cit.



VII. — Développement en série & lUaide des fonctions de Bessel a deux variables

Dans le § Vi de la premitre parlie de ce travail, nous avons indiqué plusieurs développements en série de
diverses expressions algébriques au moyen des fonctions de Bessel a plusieurs variables.

I1 suffit de faire dans ces séries # = 2, pour obtenir celles qui correspondent aux développements a l'aide.
de fonctions a deux variables.

C’est ainsi, en faisant dans les séries (3) et (4) . s = 0, — .....
2

on obtient les développements pour 1, cosx, sinx, .....
a 'aide des fonctions Ji (x, ¥).

Les séries (6) et (7) sont des généralisations des certains développements indiqués par C Neumann.
Nous indiquerons quelques autres.

a) En multipliant membre a2 membre 1'égalité

_i(u__l) +_‘g_(uz_;2) k= + oc
(1) o 2 u 2 u _ Z Ji (x, ) uk
k=—cc
et la suivante :
LI T o
(2) S + T Z v, (X, ¥) u-r
€ = 2 7l

r=0

puis en comparant les termes de mémes puissances de ce nouveau développement avec les termes du développement

iu + _y_uz k= + oc &

u
(3) o 2 2 kz — @Y
on trouve
7= 4 OC
vk (%, Y) _ zr (%, y) .
(4) " k7——-_o 7 Jk 41 (x, y)

Ce développement pour le cas d’une variable a ¢té indiqué par Lommel.

b) Remplagons dans le développement (1) x et y par

x (1 +11) et y(24172)
il vient d'une part

(s) St wmo) L ) ) e
e 2 u 2 u _ Z Jk [x (l‘ + -1y, Y (2 + [-2) ] uk
fom o0

D'autre part

x 1 1 Y 1 1 x 1 y( 1 ) x uw b Y u 12
= - —_— e (g2 4 —) (y?2 — — Aty —— Z B === L -
(6) 2(t+l)(u u)+2( +t2) " u’) 2( " tu)+2 (tu) (tu)? 2(1 u 2 (12 u?
e = e e
Par conséquent
k=+4oc pp=-+00 P,=+0o0 .
(7) Z Jelx @+, y(2+t2)]uk= Z s, (x,y) 1 u? Z o, (%, y) 12 uts
Ji== =00 pp=—0o0 p2 = —0C
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D’ou, en comparant les coefficients des termes de mémes puissances de u, on a

) pr=pitk
pi=+00

(o) el (0, y (2401 = Y I (@ y) Jop otk (5, ) £2007F
p=—00

Posons dans cette formule ¢ = ei? et changeons ket p successivementen 2k et p+ k

puisen 2k+1 et p+k+ 1.

On tire deux formules

P =400
ok (2 xcos g, 2y cos 2 o) = [ i (%, ) ] T+ 2 Z Jktp, (%, 9) Ji-p, (%, y) cOs 25, ©
pr=1
(10)
pp=+00
Jak+1(2xcos9,2ycos29) = 2 Jiap 41 (%, 9) Jk-p, (x, ¥) cos {2p,4+1) %
p=o0
pour le cas d'une variable indiquées par Schlatli.
De ces relations (10) on tire
v
I
(11) — [ Jak (2 xcos ¢, 2 ycos29) cos 2 pr ¢ = Jipp, (%, ¥) Jkp, (%, ¥)
0
.
I ) .
{12) —ﬁ—f‘)zk.H (2xcos9, 2ycos29)cos (2pr + 1) 9 = Jkgp+1 (%Y Juep, (%, %)

o

La premiere de ces intégréles en posant p =o donne
™
2 1
(13} [Jk(x,y)] Z;-fJ,k(zxcosq,zycoszqa)dqv
0

Cette formule pour le cas d’'une variable est donnée par C. Neumann @37,
De méme. si dans la série (7) du § VI, nous remplagons x; %2, ...... successivement par 2 x; cos ¢,
2 X; COS 2 ¢ ...., puis intégrons eantre o et @ aprés avoir multiplié les deux parties par cos2p 9 ou cos(2p + 1) 9,

nous obtiendrons d'autres séries sous forme de produits des fonctions de Bessel a plusieurs variables.

Les séries ainsi obtenues sont des généralisations des séries de C. Neumann, Kapteyn et Schlemlich.(24)

(c) Silon change dans (1) u en —u! et sil'on multiplie cette nouvelle expression par la primitive,

il vient
2X -1y k=t k= oo k=rtoc
{14) e 2 g z (— 1)k Jz (x, ) + Z B ¥ + Z B.p uk
k=—o00c k=1 k=1

{23") C. Neumann, Theorie der Bessel’schen Fonctionen, 1867, p. 39.
(24) Recherches sur les fonctions de Fourier-Bessel. Annales de I’Ecole Normale, 3° série, t. 10, 1893.
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Mais 2x (u - 'y k=4

2 u’ :
e _ Z Je (2 x) uk
k=—o0

D’ou, en développant et égalant les termes indépendants de « on a

k=+oc
(15) Jo (2 x) = Z (OFIx )
k=—oc

En prenant la dérivée par rapporta x ou ¥, on trouve deux formules intéressantes

k= +oc
Ji(2x) = Z -0kt d (e, y) Jier (%, y)
k=—oc
(16)
e 2 Jp )
) :k_z GOk Ji (%, y) —ka—;—y-
=—00

Cette derniere formule exprime une fonction qui dans un domaine déterminé prend une seule valeur — zéro.

Enfin si dans l'exponentielle de la relation (1) on remplace x et ¥y par 2xetz2y , puis quon identifie
avec le carré de l'exponentielle, on obtient (18,
' p =+ o0c
(17) Tze(zx 2y) = ek Y Izke+0) (2 9) Tz (%, Y)
p=o0

AvVeEC g =1 et &; = g, = 2.

Formule de duplication de 'argument pour la fonction Ji {x, ¥)

Pour une variable, cette formule se réduit a la formule de E. Lommel {25} .

(18) Jekhowsky, Comptes 7endus, loc. cit.
(25) E. Lommel. (Besselsche Funetionnen, p. 31, 48 (§ 12, 73).

Vu et approuvé :
Paris, le 14 mai 1927.

Le DovEN DE LA FAcUuLTE DES SCIENCES,

C. MAURAIN.
Vu et permis dimprimer :
Paris, le 14 mai 1927.

LE RECTEUR DE L'ACADEMIE DE PARIs,

S. CHARLETY.



ERRATA

n=mn

il faut lire : Z

n=1

n=mw
Page 2, la formule (4) : Au lieu de Z R

n=1

Page 2, ligne 15 Aulieude Jg (%), il faut lire : Jg (xa)

. K —p ep ° . N —PEp
Page 16, ligne 10 : Au lieu de =1 il faut lire\) — =1
2
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