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PREMIÈRE THESE

SUR UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES FONCTIONNELLES PARTIELLES

ET SUR UNE GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE JACOBI

I N T R O D U C T I O N

Le calculJonctionnel dont le Uvre de M, P. Lévy (4) donne un tableau aussi complet que
possible, pose un certain nombre de problèmes dont les solutions peuvent avoir les consé-
quences les plus heureuses tant pour lexlension du calcul jonctionnel lui-même que pour ses
applications à la physique mathématique. C'est un de ces problèmes que nous avons tenté de
résoudre.

On connaît la liaison entre les questions du calcul des variations des intégrales simples,
les équations canoniques qui leur sont attachées et la méthode dHntégration des équations
aux dérivées partielles, dite première méthode de Jacobi. Si l'on prend une intégrale multiple
et qu'on écrive les conditions pour qu'elle soit stationnaire, on obtient des équations aux
dérivées partielles du second ordre, qu'on peut aussi mettre sous forme canonique, mais de
deux manières. De plus, il existe une équation aux dérivées jonctionnelles partielles qui géné-
ralise Véquation aux dérivées partielles dite de Jacobi, satisfaite par les intégrales simples
stationnaires. Peut-on tirer parti de cette équation ou plutôt des solutions de cette équation
pour la résolution des nouvelles équations canoniques, comme on tire parti des intégrales
complètes de Véquation de Jacobi pour la résolution des équations canoniques classiques ?
Voilà le problème.

C'est en 1890 que M. Volterra (2) publia le premier travail sur cette question. Il partait
dune intégrale double portant sur une Jonction donnée, dont les arguments étaient des fonc-
tions inconnues de deux variables indépendantes, et les déterminants fonctionnels des jonc-

(*) P. Lévy, Leçons d'Analyse fonctionnelle, Paris, 1922.
ja) Volterra : Sopra una estensione délia teoria Jacobi-Hamilton del calcolo délie variazioni. Rend, dei

Lincei, 1890, p. 127.
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tions Inconnues prises deux à deux, relativement aux deux variables indépendantes. En
écrivant que V intégrale est stationnaire, M. Vol terra obtenait les équations aux dérivées par-
tielles auxquelles satisfont alors les Jonctions inconnues, et il donnait à ces équations une
jorme canonique en introduisant des variables conjuguées, et en définissant une fonction
caractéristique. Ici iljaut remarquer que la méthode de M. Volterra s'éloignaitde la théorie
élémentaire, car à chaque Jonction inconnue, il faisait correspondre autant de variables con-
juguées qu'il y avait de déterminants fonctionnels dans la Jonction sous l'intégrale double.
L'Auteur faisait remarquer ensuite que l* intégrale stationnaire dépendait de certaines lignes,
c'était, comme il l'appelait, une fonction de lignes ou comme on dit, une fonctionnelle. En
continuant cette généralisation^ M. Volterra variait Vintégrale stationnaire et, en introdui-
sant les dérivées jonctionnelles qu'il avait définies dans un mémoire (*) antérieur, il obtenait
une équation aux dérivées fonctionnelles partielles à laquelle satisfaisait l'intégrale station-
naire. Il généralisait ensuite le théorème de Jacobi en montrant que si Von est à même
d'obtenir une solution de cette équation, solution dépendant d'un paramètre constant, la
dérivée de la solution par rapport à ce paramètre est uns constante.

Plus tard. M, Fréchet (2) reprit le problème de M. Volterra, en le généralisant pour une
intégrale d'ordre quelconque et en le mettant sous la forme paramétrique. Les notations
étaient plus symétriques. II définissait alors un système d'intégrales des équations canoniques
dépendant de deux fois autant de constantes arbitraires qu'il y avait de déterminants jonc-
tionnels des Jonctions inconnues par rapport aux paramètres, et cela en partant dune solu-
tion de Véquation aux dérivées fonctionnelles partielles, dépendant d'un nombre moitié
moindre de constantes.

On voit qu'aucun de ces deux Auteurs n'introduisait dans leur généralisation les fonc-
tions arbitraires dont doivent dépendre les solutions des équations canoniques comme il
semble que la nature du problème l'exige (3).

M. P. Lévy a obtenu sur le problème qui nous occupe des résultats importants. En parti-
culier', on lui doit l'introduction de la notion dintégrabilité (4) ; c'est aux conditions d'inté-
grabilité qu'une partie de notre travail est consacrée. D'autre part, M. Lévy a défini (5) la
notion d'intégrale complète d'une équation aux dérivées fonctionnelles ; c'est cette notion qui
nous a permis de jalre intervenir les fonctions arbitraires au lieu des constantes de
MM. Volterra et Fréchet et de généraliser le théorèmt de Jacobi.

Ajoutons encore que dans une thèse parue en 1915, (6) M. Prange a obtenu sur cette

(*> Volterra : Délie variabili complesse sugli iperspizii, Rend, dei Lincei, 1889, p . 158.
(a) Fréchet : Sur une extension de la méthode de Jacobi-flamilton ; Ann. di Matem. 190U (IX) p. 187.

On trouve encore une brève allusion à ce problème dans : Volterra : Leçons sur l'intégration des équations
différentielles aux dérivées partielles, Paris, 1912 (nouveau tirage) p . 42.

(3) Signalons le mémoire suivant :
De Donder : Sur les équations de Hamillon-Volterra ; Mémoires publiés par la Classe des Sciences de

l'Académie Royale de Belgique, 1911, où l'Auteur retrouve les résultats de ses prédécesseurs et démontre
un certain nombre de propositions sur les relations entre les invariants intégraux, [es équations cano-
niques de Volterra et les intégrales stationnaires.

(*) Lévy : Sur les équations intégro-différentielles définissant des fonctions de lignes ; Thèse, Paris, 1911.
(5) Levy : Sur l'intégration des équations aux dérivées fonctionnelles partielles ; Rendic. di Palermo, 1913.
(6) Prange : Die Hamitton-Jacobiscke ; Theorie fur Doppelintegrale, Gottingen, 1915.
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question des résultats Intéressants, en se plaçant plutôt au point de vue du calcul des varia-
tions. Il a montré^ en particulier, qu'on peut obtenir une solution de Vèquation aux dérivées

Jonctionnelles du problème, lorsqu'on connaît l'intégrale des équations lagrangiennes ; notre
but est de faire précisément le contraire.

Nous avons entrepris nos recherches à propos des intégrales d'action de ta relativité et
avec le dessein d'en tirer une méthode dintégration des équations d'Einstein et des équations
de Maxwell généralisées.

Ce travail se compose de cinq chapitres. Les deux premiers, très brejs, sont un rappel de
théories classiques. Dans le troisième, nous écrivons les conditions pour qu'une intégrale
multiple soil stationnaire ; les équations de Jorme lagrangienne obtenues sont transjormées
grâce à lintroduction de variables conjuguées en nombre égal à celui des Jonctions incon-
nues. Nous obtenons aussi une équation aux dérivées Jonctionnelles partielles qui généralise
Vèquation de Jacobi. Le quatrième chapitre contient une étude générale des équations aux
dérivées fonctionnelles partielles, résolues par rapport à la dérivée normale ; celles-ci sont
étudiées : 1° sous le rapport de leur intégrabilité, et les résultats en sont immédiatement
appliqués à léquation obtenue au 3'- chapitre ; nous démontrons par le calcul que cette équa-
tion est toujours intégrable; 2° sous le rapport des modalités que leur intégration présente
(intégrale complète, caractéristiques) ; nous obtenons un théorème qui est tout à fait Véquiva-
lent du théorème classique sur Videntitè des équations canoniques et des équations des caracté-
ristiques de Vèquation de Jacobi ; 3° sous le rapport de l'existence des intégrales complètes, en
jaisant intervenir ce que Von sait des solutions des équations aux dérivées partielles du second
ordre. Enfin dans le dernier chapitre, nous formulons la généralisation du théorème de Jacobi
avec une démonstration calquée sur la démonstration donnée par Jordan du théorème
classique; cette généralisation fait intervenir des jonctions arbitraires et non pas des cons-
tantes a rbitra ires.

Une note sur les jonctionnelles implicites termine ce mémoire.
Il m7 est particulièrement agréable de remercier ici M. E. Vessiot auprès duquel j'ai trouvé

le plus bienveillant accueil et dont les précieux conseils ne m'ont jamais fait défaut durant
l'élaboration de ce travail. Qu'il veuille trouver ici V expression de ma reconnaissance pour
tout ce que je lui dois.





CHAPITRE I

Rappel de quelques théorèmes relatifs aux équations aux dérivées partielles

du premier ordre.

Problème de Cauchy. — Soit une équation aux dérivées partielles à k variables indé-
pendantes, du premier ordre et à une fonction inconnue, que nous supposerons résolue
par rapport à l'une des dérivées partielles :

. / dz
(1) Dh = <H#i> • • • xk* zi Pi? • * • Ph-ih { P\ — "5

V OXl

Le théorème de Cauchy affirme que sous certaines conditions d'holomorphie, il est
possible de déterminer une fonction z(xu . . . Xk), solution de (i) se réduisant pour
xK — f{xiy . . . cc;£_i) à la fonction o(a?i, . . . #^_i). Géométriquement, cela revient à dire
qu'il est possible de déterminer une multiplicité intégrale Vk à k dimensions, contenant
une multiplicité F/t_l? à k — i dimensions, arbitrairement donnée (ou à peu près).

Caractéristiques. — Le problème de Cauchy est indéterminé si la Ffc_4 donnée est un
lieu de courbes sur lesquelles on ait :

(2) dXj-\-~— dxk == o, (j = 1, . . . k — 1)

et par suite :

dZ = I > o, -r

\_ p* dpt

et si le long de ces courbes les plans tangents soient tels que :

tfc. ( i = 1, . . . * ) .

d2z
Cette indétermination provient de ce que les dérivées partielles ——-— qui permettent

d'obtenir le développement de Taylor de la solution de Cauchy sont solutions d'un système
d'équations linéaires dont les coefficients et les termes connus sont nuls .

Les courbes satisfaisant aux équations (2) et les suites de plans satisfaisant à (3)
forment dans leur ensemble les caractéristiques de l'équation (1).

Les surfaces intégrales sont des lieux de caractéristiques.
D'une manière plus précise, une caractéristique est définie par des fonctions 5ct, . . . xk>
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z, p l5 . . . p* d'une seule variable, satisfaisant aux équations (2) et (3) et prenant pour une
valeur de la variable des valeurs x?, . . . ac£, z°, p?, . . . p% données d'avance et telles que
pi = ty(x°u . . . xt, z°, pu . . . PA-I)« L'équation d'une surCace intégrale z = z(#i, . . . xk)
est satisfaite par les fonctions xu . . . or̂ , z ; ces fonctions définissent une courbe sur cette
surface, le long de laquelle les plans tangents ont des paramètres pl9 . . pk qui sont
précisément les k dernières fonctions définissant la caractéristique en question.

Intégrales complètes. — Une fonction z(x^ \.. xk ; at, . . . a&) dépendant de k con-
stantes arbitraires est une intégrale complète de (1) si par élimination des constantes arbi-
traires, on obtient l'équation (1) et celle-là seulement. Les constantes sont alors essentielles.

Relations entre les intégrales complètes et les caractéristiques. — Si Ton connaît une
intégrale complète de (1), il est facile de trouver l'intégrale générale des équations diffé-
rentielles des caractéristiques par des dérivations et une quadrature.

On démontre cette proposition en transformant l'équation (1) de manière qu'elle ne
contienne plus la fonction inconnue, ce qui est toujours possible. Supposons que l'équation
aux dérivées partielles ait la forme nouvelle :

/ / \ à V y( f d V à V

( 4 ) *

et supposons que nous possédions une intégrale complète

V(xlt . . . xn9 ty au . . . an)-4-<

de cette équation, avec /z-s-i constantes arbitraires dont la seule an + 1 soit additive.
Les équations des caractéristiques de (4) sont alors :

dxi dty dpi dû ( dV
dt dPi dt ~ àxi K " • '*» V^ àxi

d-r. dty ( dV
7C ^ =

dt £ dPi ^ ' ' dt ~ dt V dt

L'intégrale générale des équations (5) est donnée par les équations :

, , dV dV
^ — ~ pu — — — fyi = const., (i = i, . . n)

oxi dat

et Ton a ensuite :

(8) V
et n = — <K

L'équation (8) est évidente. Tout revient à montrer que les équations (7) donnent
l'intégrale générale des équations (5). Or, en suivant Jordan (*), on tire de (7) :

(') Jordan : Traité d'Analyse, 3e éd. 1915, p. 344.
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(IO)

Le determinant

d*V
dl

= o, ( I = I , . . . n).

ÔV
qui est le jacobien des —— par rapport aux a3 est

différent de zéro puisque V est une intégrale complète; cela prouve que le système (10)
dxj d<\

n'admet que la solution nulle pour les inconnues

dxj d<\>

HT = dp7'
et Ton tire de (9) :

donc :

dt ÔXt

n)

.n).

Les xt et les /?2 lires de (7) sont donc solutions de (5) ; on peut d'autre part déterminer
les ai et les 6Z de manière que les xx et les p% prennent des valeurs initiales données ; on a
donc bien l'intégrale générale de (5) au moyen des équations (7).



CHAPITRE II

Calcul des variations relatif aux intégrales simples. Théorème de Jacobi.

Les fonctions xt{t) qui rendent l'intégrale simple :

(t) / = / J{xu . . xn> x[, . . x\r\ l)dt,

stationnaire sont solutions des équations lagrangiennes :

Si les xt(t) sont ainsi choisies, on a 5/ = o, lorsqu'on les varie d'une manière
quelconque, en Ire t0 et /4, mais en les laissant invariées en lQ et tx. Si, au contraire, avec le
même choix des xiy on les varie aussi en t$ et fi, on a :

Les équations x% — xt(t) représentent dans l'espace (xu . . . xn) une courbe qui
est dite extrémale du problème de variations considéré. La variation de / lorsqu'on passe
d'une extrémale à une courbe voisine ne dépend donc, d'après (3), que des variations
Bx2 aux extrémités.

Posons tY — t et laissons l'extrémité correspondant à t9} fixe. 1 est alors une fonc-
tion de t, par l'intermédiaire des xt, et Ton a tout d'abord :

On peut ensuite calculer cette dérivée autrement. Varions l'extrémité correspondant à
t, en considérant t comme une fonction inconnue au même titre que les xt, l'espace où
Ton considère les extremales élant alors l'espace à (n -h i) dimensions (xu #2? ••* #n> *)•
On peut, en effet, varier t dans (i) en considérant les xt et t comme fonction d'un para-
mètre arbitraire T; l'équation lagrangienne relative à t est alors identiquement satisfaite si
les Xi satisfont aux équations (a). On a des lors, I étant fonction des x% et de t :

Zi dxi °Xl di ° '

mais par suite de (3), si t est fixe? on tire de là ;
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r , JL-JL.
l°> dxi ~ dx[

Varions alors l'extrémité mobile sur une extrémale, alors :

ôxi = dxi = x\dt, et M = dt,
et, par suite :

x +

d'où d'après (4) :

Faisons le changement de variables de Poisson-Hamilton ;

(7) P, = ^ . (.- = ! , . . . » )

et supposons que ces équations soient résolubles par rapport aux x'v Posons de plus :

n{xu . . . xn ; Pi, . . pn ; t) = ip,x;—y,

la barre indiquant que dans la fonction surlignée, on a fait le changement de variables (7).
Puisque :

d£_

on voit que la fonction I[xiv .,, xn; t) satisfait à l'équation aux dérivées partielles, dite de
Jacobi :

dl f dl dl
dt \ dxi ' ' dxn

Les équations des caractéristiques de (J) correspondant aux équations (5) du chapitre
précédent sont donc :

dxi dH dp, dH
dt dpi dt dxi v ;

Ces équations sont équivalentes aux équations lagrangiennes (2).

En effet, si au Heu de mettre le système (2) sous la forme normale en considérant les

x\ comme des fonctions inconnues, ou introduit les fonctions inconnues pi = —~ > on

voit immédiatement que le système (3) prend la forme :

et si Ton introduit la fonction i / ^ i , . . . xn ; pi9 . . . pn ; t) on aura :

dxi _ dH dpi __ dH
dt ~~ dpi * dt ~~ dxi
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car :
ÔH _ _ dj ôH __ ,
öx% öx% opi

comme le mont re l 'expression 4e Sff (J).
Par conséquent, les équations lagrangiennes du problème ol — o, ne sont pas autre

chose que les équations des caractéristiques de (J).
En vertu du théorème rappelé plus haut, on peut donc formuler le théorème suivant :
Les équations des extrémales relatives à 6/ = o sont données en termes finis par

les relations :

âl _ JÈL-b- ('-

I{xu . . . xn, t, au . . . atl) étant une intégrale complète quelconque, sans constante additive,
de Véquaiion (ƒ).

Tel est l'énoncé du théorème de Jacobi (2) pour les questions de calcul des variations
relatives à une intégrale simple.

(') Cf. Appell : Traité de Mécanique rationnelle, t. I, 3' éd. 1909, p. 501.
(21 Jycqbi, Vprlesungen uïser Dynamik, 19te e|

publiée sous la direction de Glebsch, p. 143 à 163.
(2) JçeqbiK Y^rjesungen ûlier Dynamik^ 19te e| 20^ Yorlesungen. Edition de i'Acad. 4e Berlin, 1866,
liée



CHAPITRE III

Calcul des variations relatif aux intégrales multiples.

La théorie qui généralise, pour le cas des intégralps multiples, la théorie de Jacobi-
HamilLon des intégrales simples a été esquissée en partie par Ü/. Prange (J) pour le cas des
intégrales doubles, dépendant d'une ou de deux fonctions inconnues de deux variables. Le
cas des intégrales doubles et celui des intégrales triples présentent des simplifications au
point de vue du calcul, qui ne se rencontrent pas pour les intégrales d'ordre supérieur à 3.
Nous traiterons ici du cas d'une intégrale m — uple; nous la supposerons étendue à un do-
maine Hm d'un seul tenant limité par une frontière Cm_t que nous appellerons indifférem-
ment frontière, contour ou surface limite (ou courbe Jimite quand nous ferons m = 2).
Supposons que cette intégrale porte sur une fonction/ dépendant de k fonctions zu ... Zk
des variables indépendantes xu #2, ... Xmy de leurs dérivées partielles

~ = ptx 0 = 1, ... k; a = i, ... m)

et peut-êUe aussi explicitement de xt9 ... xm elles-mêmes. Nous admettrons que f est con
Hnue» dérivable par rapport à ses arguments et nous supposerons, en général, que les
opérations que nous faisons sur /on t un sens, en particulier, que :

(t) I— I /(2i, Zh'*PiuPi29

a un sens lorsque les fondions z et leurs cjéiivées sont continues et (Jénvables daqs Rm.
Supposons que les fonctiqns z% soient déterminées par les équations aux dérivées par-

tielles :

et par 3a donnée des \aleurs des zh sur Cm^t (
2). On sait alors que si les zt sont ainsi choi-

sies, la variation qu'éprouve / pour des variations ozl arbitraires dans Rm, mais nulles sur
Cm__i Qél nulle. Désignons par u% la fonction qui représente les valeurs de z% sur Cm_i ;
/ est alors — si les zl satisfont à (a) — une fonctionnelle dépendant du contour Cm_i et
de toutes les valeurs que prennent les wï sur CHl_i.

{\) Loc. cil.
(2) Nous discuterons plus loin [chap. IV, § 0] les conditions d'existence des solutions de (2) déterminées

par les données des %% sur Cni.\*
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Calculons la variation ô7 de / lorsque les zt satisfaisant à (2), les ozi ne sont plus
nulles sur Cm_d, et supposons tout d'abord que Cm_t reste fixe; nous avons alors :

mais le même calcul qui nous permet d'obtenir les équations lagrangiennes (2) nous per-
met de transformer 87. En effet :

I __ OptadXi . . . dXm = I -rr r ÜXy UXm
jBm OPia. JRm Opl% dX a

= i - 7 — • ( - ; ozAdXi . dxm—l -5—(
Jntil dxa \ âptx J JRm dx*

or :

-T— (—y—SzAdxt . . dxm = — | -f— cos(n, œ
au,a \ Opla, ! Jtm-i àpîx

où (n, £Ca) est Tangle que la normale intérieure à Cm_i fait avec la direction positive de
l'axe des xa; da est l'élément de CM-i. Par conséquent :

87 = / y^AzBZtdXi . . . ^-n — f Y
J Jim ̂ t J Cm-i <*

(4) 81=1 y A * . * * . . . dx, - I y, y, -£- c o s («,

Supposons maintenant qu'à ces variations-là, nous ajoutions encore une variation du
contour Cm-i', nous définissons cette variation de la manière suivante. A chaque point P
de Cm_i, nous faisons correspondre un point /* sur la normale au contour en P ; nous
posons an = PP' , Sn étant positif si Pf est à l'intérieur de Cm_i. La correspondance
ainsi établie est bien définie si nous nous donnons Sn comme une fonction de P, c'est-à-
dire des paramètres de représentation de Cm_t dans l'espace Em\ nous supposerons cette
fonction infiniment petite. Or sur le contour Cm_i ainsi obtenu, lieu des P\ les fonctions
Wiont subi une variation, qui est égale à la variation §ix que nous avons fait subir à z% en
chaque point de Rm, contour compris, lorsque nous calculions 57, augmentée de la
variation qu'éprouve la fonction ii définie par (2), lorsqu'on passe de P en P\ cette nou-

dzi
velie variation étant évidemment —r- on, et, par suite,

an

dzt(5) ôut = or, H — 8/1.K ; dn

Cependant la variation 8'7 épiouvée par / lorsqu'on passe de C?ÏI_i à C^_i est égale à
l'intégrale de / prise sur R'm9 limitée par Cm_iy moins l'intégrale de f prise sur Rm. Cette
différence est manifestement :

(6) 37 = — J finda.
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La variation totale de / :
U = S 7 H - Ô ' 7

si les Zi satisfont à (2) est, par conséquent, en tenant compte de (4), (5) et (6)

^ - cos («,

Or si 7 est une fonctionnelle dépendant de 6T
ffl_i et des fonctions uz, on dira, par défini-

tion, que, «si la variation totale 3/ est de la forme :

= f̂
m—il

les ƒ„' sont les dérivées fonctionnelles partielles de / par rapport aux u et que ïn est la
dérivée fonctionnelle de ƒ par rapport au contour Cm_u ou la dérivée normale de I. Confor-
mément à cette définition, on tire de l'équation (7) :

cos (n, xa), ( i = i, 2, . . . /c)

Pour la suite, il convient de modifier un peu le raisonnement que nous avons fait
jusqu'ici. Décomposons le contour Cm^ en deux parties, qui soient chacune d'un seul
tenant. Désignons par F^_i Tune de ces parties et par Fm_j, l'autre. Nous supposerons
que rjt_t est fixe et que les valeurs des zt sur T^_t soient fixées une fois pour toutes ; appe-
lons-les u°t ; nous réserverons la notation ut pour les valeurs des zt sur Fm_i. Gela étant,
l'équation (3) subsiste, les équations (4)> (6) et (7) subsistent à condition qu'on y remplace
Cm_! par rm_ t. L'intégrale stationnaire 1 est alors une fonctionnelle dépendant de Fm M et
des ut (') ; on a dès lors :

= f
et les équations (8) et (9) définissent encore les dérivées fonctionnelles de ƒ, J'n étant alors
la dérivée normale de 1 relativement à Fm_i.

Eliminons les - j ^ - entre ces équations. Pour cela5 il convient de faire un changement

de variables. Soit une famille (F) de contours dont T^ et rni_i so1ent des représentants.
Désignons par :

( ï 0) g(xu œ2, - ..œm) = ym

(M Elle dépend bien aussi de ï\£-i et des ^ , mais ces arguments n'interviennent pas dans notre raison-
nement actuel, puisqu'ils sont fixes
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l'équation générale de cette famille ; à chaque 'valeur de ym correspond un contour déter-
miné. Les équations différentielles des trajectoires orthogonales de la famille (F) sont :

ym étant le paramètre de représentation d'une trajectoire. Admettons que, pour ym = y,J,
l'équation (îo) représente F^-i ; traçons sur FMJ_i un réseau de lignes coordonnées :
Tu • •. ?m-i- La trajeefcoiró orthogonale passant par le point yu . . . ym de rw?_t aura pour
équation :

( I I ) oc, — œ/y i . . . yBi_i ; ym)

où y m est le paramètre variable. Ces équations où les yu ...ym_i sont considérées comme des
variables, définissent un changement de coordonnées (*). Cherchons le ds2 de Pespace Em

avec ces nouvelles variables. Nous aurons :

( 12) ds2 2
e Ar

Pris sur une trajectoire orthogonale, le ds2 n'est pas autre chose que le carré de la lon-
gueur dn de la normale au contour de la famille (F) qui passe par le point considéré ; nous
poserons alors :

dn = sfgZndym

le signe du radical étant choisi de manière que dn soit positif lorsqu'on passe d'un point
d'un contour de (F) à l'intérieur du domaine qu'il délimite avec Fwï_i.

Au moyen des nouvelles variables, les fonctions zl(xi} .. ,xtil) deviennent des fonctions

^(yi* • 7m) et ƒ devient une fonction *

, / - — âzi Szh dïi dz'k \

f [ z i t . . x k } — , . . _ . 3 - . . . . - 3 J - ; yit ... ym).

Nous poserons qia — — - (* = 1, . . . fc ; « = 1, . . . m — 1), et sur F»^, nous
Up

poserons :

n\ = —-î-» ({ = 1, . . . A),
dn

c'est-à-diré que les wl sont les valeurs des déritéeâ normales des zt sur rm_ t. Oti a, d'une
manière générale :

dn \ dn

(*j l̂ oüs supposons que les trajectoires orthogonales remplissent toute la région Bmi sans laisser de
lacunes.
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Or sur IV, :

d'où :

An
= cos (n,

et par suite :

Les équations (8) et (9) deviennent :

puisqu'elles se rapportent à rm_4. Supposons que les équations ( 14) soient résolubles pat
rapport aux dérivées normales wt, et que l'on ait alors :

(.6) •».= +, (i=t,...k)

les <\>, étant des fonctions des I'u , des u; et des dérivées des u7 par rapport aux
yp(p = i, ...m — i ) ; l'équation (ib) devient alors :

( '7) f'n = - f

Posons :

Féquation :

(l8) I'n = F

est Tcqüation aux dérivées fonctionnelles partielles qui généralise, pour les intégrales mul-
tiples, réquation de Jacobi-Hamilton attachée aux intégrales simples.

*

Montrons maintenant qu'il est possible de donner une forme particulière aux équations
lagrangiennes (a) qui rappellent la forme canonique, non pas peut-êtFe d'une manière très
immédiate, mais du moins qui, comme la forme canonique, ne nécessite que la considéra-
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tion d'une fonction qui sera précisément la fonction H. Reprenons donc les équations (2) :

d

On peut les transformer au moyen du changement de variables ( n ) , mais il est préférable
de remarquer que, ces équations étant les équations des extrémales du problème de varia-
tions S/ = o, elles sont équivalentes aux équations que Ton obtient en écrivant que l'in-
tégrale I est encore stationnaire, si on la transforme au moyen des équations ( n ) . Or elle
s'écrit :

-u 77==" » • • • T / — '> Vu • • •

A étant le déterminant fonctionnel de la transformation (i i). On sait d'ailleurs que :
A9 = I 9ik I 9mm,

\ghi\ étant le déterminant des coefficients de la partie du ds2 qui ne dépend que de
dyu ... cfym_i. Les équations îagrangiennes définissant les fonctions zi qui rendent ƒ station-
naire, s'écrivent alors :

r _ à(fA) & d f d(fA) 1 _

A ne dépendant pas des Tiy ni des qiQL, les équations précédentes s'écriront :

ôj ^ d ( d]
== o

Distinguons la variable ym qui permet, en quelque manière, de considérer la suite des
contours de (F) comme une suite de valeurs d'une variable indépendante. Pour généraliser la
théorie des équations canoniques, il est tout naturel de chercher les dérivées des fonctions
inconnues par rapport à la variable ym. Nous représenterons, dans tout ce qui suivra, les
indices de la suite 1,2, ... m — 1, par p, c ou T et nous poserons :

On a des lors :

£ / ^ \ _ âj g d / àj \ i_ y <?7 ^A ' dT dA

aym \ àqim ) ~~ dit * ayc \ âqic / A ^ dqi<7 dyQ A dqim ôym

Si Ton suppose que le contour Tm_A est un contour variable dans la famille (F) et si
l'on suppose que toutes les fonctions qui entrent dans les équations précédentes sont consi-
dérées en un point de Ym„u on pourra remplacer

df x ôf
1 D a r —- jdqim

dzt „
car on a posé —r— = wt sur Fm_]. Alors
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et :

ï

A

d if àf \
dym \ âqim ) V

D'autre part :

dA

dn

i

V/ 1 9,< 1

/— d l
3mm dn \

I

A

d\/ i q9U

an

df

àf
dqim

1—

i

\/gmm

OA

dym

\/gmm

\

l

A

d\J'gm

dn

d / df \ di

dn~\ dwi ) du

df dA
dwi dn

\/y dn

i dy

> d
H dy

/
m \

l
î

d

i

. S/gmm

dgwm

(
dym

avec y = \ g9C \ — determinant des gpcr (p, <J = i , . . . m — i ) .

Les équations lagrangiennes deviennent donc :
d ( € \ df à / _ _ l \ <?/" y d 7 ^ \

Les deux derniers termes de chaque membre s'entredétruisent; posons de plas (*) :

dj

et supposons que ces équations soient résolubles par rapport aux dérivées Wi. Ce change-
ment de variables est la généralisation du changement de variables de Voisson-Hamilton.
Une fois ce changement effectué, f, considéré en un point de Fm„ls est une fonction des

, , , dïi dui
utJ des cp,- et des —— = —— (i — i, . . . k, p = i , . . . m— i) .

Posons maintenant :

du.

les accolades indiquant que dans les expressions qui y sont contenues, on doit remplacer
les Wi en fonction des <p,-. Les équations lagrangiennes, qui s'écrivent :

rfn d^- ^ ^t/^ V ̂ ^î5 ) A & <)qia àyQ ^T

deviennent :

du

dH
dui

dA

(1) Cf. Prange, loe. cit.
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car on a :

du, du, *

puisque :

\ ^d J — "«* - t

Cette dernière égalité prouve encore que

dH

Posons encore ;

S/y dn

F est une fonction du point considéré sur Vit^t, Remarquons que

i d tf"^

da dn

do étant l'élément de grandeur de rm_l3- on a, en effet,

s/t dn

Si /> est une fonction quelconque variable dans f?m, dépendant du point P, posons

dp == -~- c?/i ;

c'est-à-dire, attachons au symbole d un sens très particulier : dp est la différentielle de p
dans une dérivation normale au contour rwi_i de (F) qui passe par le point dont p est
fonction.

Avec cette notation, lès équations lagrangiennes s'écrivent :

du, = — dn,

P ^ J c d

xi r dldn) t SA "1
1 — ,— dn I J
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or :

1 \/Q mm S

— /•—~A r i
 ^^Y i

' ' WM ' L \/V ày? J
et par suite, on petit écrire :

[du, = -4?-
\ <><?

(20) , dB .
^ ; )-d(fi = -^— dn — Ftp, + V -7= —O. ——-—— dn —\ —— ——r dn

Telles sont les équations de Lagrange (2) sous leur forme que nous appellerons encore
canonique (l) bien que leur aspect ne soit pas aussi simple que celui des équations (11) du
chapitre II.

Il convient de justifier ici ce que nous avons dit plus haut des particularités présentées
par les cas m = 2 et m = 3. Pour ces deux cas, il est possible, en effet, d'associer à
rm„i, un système de coordonnées pour lequel les courbes yi — const. et y2 = const.
(si m = 2) ou les surfaces y± = const., y2 = const., y3 = const. (si m = 3)
forment un système complètement orthogonal. Mais dans un espace à m > 3 dimen-
sions, on sait qu'une variété à m — 1 dimensions, arbitrairement donnée ne peut en
général faire partie d'un système m — uple orthogonal (2). Si Fm_i satisfait aux conditions
pour que cela soit, on pourra mettre le ds2 sous la forme :

dt* = S B*dy* + Hldyk,

et l'on a en posant :

1 1 SB,
(a, p = i, . . . m)f

du{ = — ——dn,

, dH , f o 1

L "
Si l'on pose encore :

à d - du{

et QLSO = ——

(*) M. Prange appelle ce système, le deuxième système canonique, le premier étant celui que
M, Volterra avait obtenu dans le mémoire de 1890.

H Cf. Darboujc: Leçons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvilignes, 2e édit., Paris,
1910, p. 134.
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on aura :

du, = — du,

dH . n i , _ à r dH , -i cm i àH
du,
dH . ~ i , _, d

«?, = - 3 — o» — S "-n — C ——

la dernière somme double étant prise en excluant les termes pour lesquels c = p. On voit
sans peine que cette somme disparaît quand m = 2.

En résumé les équations (18) remplacent complètement les équations aux dérivées par-
tielles du problème de variation considéré; elles sont à proprement parler des équations aux
dérivées partielles, maïs leur forme permet de considérer immédiatement les zx = ut (sur
le contour mobile rm_j) et les cpz comme des fonctionnelles de F&_i ou de l'un des con-
tours de la famille (F). 11 est clair, d'autre part, que la forme de ces équations est indé-
pendante du choix de la famille (F).



CHAPITRE IV

Etude de l'équation :

( 0 l'n-^r * | [7Ul, . . . , I'UKt f , u i f ...,uh: rm_v ; P] | = o.

a) Conditions d'intègrabililê.

Nous avons trouvé plus haut que la fonctionnelle l = ƒ fdx±..*dxm satisfait à une
J Rm

équation aux dérivées fonctionnelles partielles analogue à (i), lorsque les fonctions Zi dont
dépend ƒ sont solutions des équations lagrangiennes [(2) chap. III] et qu'elles prennent sur
une partie Fm_i du contour de Rm> considéré comme variable, les valeurs uit L'équation (17)
trouvée plus haut ne contient pas /, $ y est une fonction, — H, des arguments 7^., m et

——- (*), tandis que pour généraliser, nous supposons que O est une Jonctionnelle des

arguments 7, ulf (ce qui implique qu'elle peu [.dépendre des l qui sont des fonctionnelles

des Ut), elle dépend en outre de Fm_i et d'un point variable P de l'espace Em où Ton a
découpé la région Rm. En plus de cela, nous admettrons que 3> est continue par rapport à
chacun de ses arguments (2). La différentielle de 1 est définie par la relation :

JV™-» L i = l

BI est elle-même une fonctionnelle dont on peut se proposer de rechercher la variation ô^i
lorsqu'on varie les arguments de 37, soient : les u{, les l'u9 Vny 7, les luv In, de \u%% IJ1^
WM ôi7, ôiSUï, et ôjS/x. Cette recherche a pour but d'obtenir les conditions d'intégrabililé
de (i), conditions sur lesquelles M. P. Lévy (3) a le premier insisté en en faisant voir l'im-
portance. On peut admettre, en effet, que l'équation (1) fournit un certain mode de calcul
d'une fonctionnelle 7 lorsqu'on passe d'un contour rm_ t à un autre contour analogue et
d'un système de k fonctions u{ à un autre (choisi, par exemple, dans un certain champ fonc-

H Ces dérivées s'entendent par rapport à des coordonnées curvilignes sur r w - i .
(2) Cf. Lévy, Leçons, chapitre II.
(3) Cf. Thèse, loc. cit. passim.
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tionnel), ce passage se faisant par continuité, au moyen d'une suite de contours intermé-
diaires et de systèmes intermédiaires de Ui ; on peut alors se demander si le résultat obtenu
est indépendant des intermédiaires. La conditiond'intégrabilité d'une équation telle que (i)
est la condition qui exprime que :

(3) W = 88t/

est une identité en vertu deTéquation (i) elle-même et cela quelles que soient les variations Ô
et SL Cette condition est nécessaire. Nous nous bornerons dans ce qui suit à indiquer une
condition suffisante, pour que (3) ait lieu, car il est difficile, nous paraît-il, de montrer que
(3) est une identité en vertu de (i); nous pouvons faire voir que, si certaines conditions
sont satisfaites, toute fonctionnelle I satisfaisant à (i), satisfait aussi à (3); ces conditions
seront alors suffisantes.

La relation (3) exprime, d'une manière générale, que Ton peut intervertir les symboles
de différentiation dans la recherche d'une différentielle de 7, d'ordre quelconque; ces sym-
boles de différendation pouvant, par exemple, caractériser des variations des arguments
de /, par rapport à certains paramètres dont ces arguments pourraient dépendre. Pour
fixer les idées, supposons avec M. P. Lévy que tous les arguments de / dépendent de 2
paramètres X et ^ ; pour chacun de ces arguments, posons ;

à ~ «s à
o = — . 0 ) . o l = = — o*.

ƒ qui est alors une fonction de 1 et a subit pour les variations ol et O\L successivement
effectuées la variation :

La relation (3) doit être vérifiée pour des variations aussi particulières que celles que nous
venons d'envisager ; comme les arguments de I peuvent dépendre d'une manière aussi
compliquée que Ton veut des paramètres A et a, nous devons admettre que la relation (3)
doit être vérifiée pour toutes les fonctionnelles / quelles que soient les variations o et v
Cela entraîne tout d'abord certaines relations entre BIr

v et Ô/3'r
On doit avoir en vertu de (2) :

X .—i=k
\ rfff.

J
Les variations 0 de ï}

Ul et de I'n sont des fonctionnelles linéaires des %ut et de $n ; posons,
en nous inspirant des notations de M. Lévy (*).

ol'n =

{l) Cf. Leçons, p. 231.
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les fonctionnelles Eik, Fi9 Xi, G étant linéaires par rapport à leurs arguments, les A{ et B
étant aussi linéaires, mais nous en disposerons de manière que Eik, Fh Xu G aient entre
elles les relations les plus simples.

Remarquons que oda = Fcfoôn, F étant la fonction de point sur Vm^t égale à

— r̂ J T , si on utilise le système de coordonnées y t, y2< . . -Jm défini plus haut [chap. III ;

p . 10]. Gela posé, on a :

I yfiJl
u.dui ~hS\lu^iOUi + fît48/1 H- TĴ iSn H- ( yJupm -f- 7̂ 8n jFSj

0^)0/1 -H ̂ (ôôon -H J^iôui -h^F/^ôuiSin -H J'^/IS^lofa.

Si Ton échange S et 8^ il faut que cette dernière intégrale ne change pas et cela, quels
que soient 3 et Si. Or, on a :

Considérons, en effet, une famille de contours Fnî_i, à 2 paramètres y m et ym, définie
par les équations :

(4) %i

à chaque couple de valeurs t/m et j , m correspond un contour et nous porterons notre atten-
tion sur l'un d'eux, celui pour lequel ym = i/X, et 'ym ="^?ft.

Les équations (i) définissent, si y?ïl est fixe, un changement de coordonnées
xi -*- yi (i — a , . . . m) et par suite un certain ds2 : •

et si ym est fixe, un autre changement de coordonnées, et un autre

^ ~ S S 9tody9dyo H-a^ 1 g'9mdy9dy
pu ?

On sait qu'on a .

fi dfi

t \ dym )

Nous aurons deux variations à considérer. L'une correspondant à yni9 laissant ym fixe ;
elle change ym en ym-\-dym et elle déplace les points d'un contour normalement à ce
contour. Pour une telle variation on aura ;
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óf* * à f

Or ce déplacement étant orthogonal à rm_i» on a :

2 " ^ " *Xi = °' (P = Ï* • • •. m - O,

soit après réduction :

(5) S9?*ty° + 9 P » ^ « = °> (? = i> . ..» m — i).

Dans ce qui suivra nous introduirons la forme :

?dy?dyx, (p, t = i, . . ., m — i)

et les composantes contravariantes g?" de cette forme.
On peut alors résoudre les (m — i) équations (5) par rapport aux oyg ; en posant

o n trouve :

On tire de là pour les composantes Bxi d'un déplacement orthogonal :

V dfi dfi 1 ,

Pour une fonction de point :

on aura :

D'autre pait^ si Ton considère r élément de volume de l'espace Rm, il vaut :

lorsqu'on rapporte Rm aux coordonnées yl9 ..., ym; \ gik | désignant le déterminant de
la forme cfc2. Mais si JGW1"-1* désigne l'élément du contour rwî_n on a :

or si Sn représente la longueur du déplacement normal que nous avons effectué (corres-
pondant à dym), nous aurons :

elj par suite,

/ 9%k
7
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On définit la variation ô4 de la même manière, seulement on fait intervenir ds2, et
Ton aura :

. .( - \ r dw Q - T dvr -i _
èSxu - » *« ; y»» y»J = — o A -j— \dym>

L d.yra a °^ J

avec AT = $ g^gpm* Appliquons celte formule à :

nous aurons après multiplication par dym :

L
Vfë o dymdym.

Cherchons la valeur de cette expression pour le contour rm„i considéré. On peut
supposer, sans amener de confusion avec le contour rjl_1 considéré plus haut que r , ^

correspond â ym = t/^ et yîn = y*m et que pour ym = y°m et ^m = y% on ait

j p m = glm = o ; alors A*1 = A = o. Par conséquent :

r ^/-L^iii

L dyTO J
dymdym.

Or:

I 9**

—i,m

forme quadratique en les

par conséquent :

donc :

Or:

- forme lineaire en les ggm ;

dymdym.

àym

àgmm ^ i y dfx d*fj

óym V t i ây™ dymàyn
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cependant :

[ -7=L=r - T ^ - = cos {n> xi) [pour Tm_x{y*m, ylt)] ;

par suite :

8t8n = V ^ - c o s (rt9 Xi)dymdym = 884n,
àyày

ce qui démontre notre assertion. Mais on n'a pas Ifiui = 8 0 ^ .
On a, au contraire,

8t8ui 4- V(Mi,ôiw)8n = 8 8 ^ -+- V(wï',8n)81n

où v(w, W) est le paramètre différentiel mixte de Beltrami pour les fonctions u et v, défi-
nies sur le contour Tm_± et relativement au ds2 sur ce contour.

En effet, la variation ou (nous supprimons l'indice) est égale, d'après les notations de
la démonstration précédente à :

La variation 8t de cette expression s'écrira :

7 = — § A ? - Ô T \dymdym

àym p ^ J

et nous allons chercher les caractères de symétrie de cette expression. Or pour

ym r=z ylt et ym = ^nr> on a AP == Âp = o; par suite, pour le contour considéré,
l'expression précédente s'écrit :

S
Mais :

(6) ——r S - = - -^T-

dytn/*

et (6) devient :

La quantité entre est un invariant pour toutes les transformations de coordonnées
Jo

sur rm__! ; cela résulte de sa forme même ; mais on n'en voit pas la signification. Cher-
chons-la. Puisque

dgJm = y (?»/i dfi ,



— 23 —

on voit que :

est symétrique en 8 et Si. Or :

est encore un invariant ; cherchons sa valeur dans un système particulier de coordonnées.
On a tout d'abord :

car de
àf% c T P àf% 1 -
dym P Û'.VP J ,

on tire :

/1, dfxs ! _

et 2 " X ~ "â~~ = °" De P*US' Si aU pOint ° U lon fait Ce calcul) on P r e n d 1>

suivant la normale, alors ^kxc = ôxc = o, et ô^^ = §&> 8xm = ôr?s l'invariant est
alors :

et par conséquent :

§fiu -4-

est symétrique en o et V
Par suite, dans Texpression de 8^7, si l'on pose :

on sera assuré que les termes

ne changent pas lorsqu'on intervertit S et 81# De plus, si l'on pose

il suffira d'écrire que

f \^S
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ne change pas lorsqu'on intervertit S et ht pour être sûr que o^I — o^I. Supposons
tout d'abord que S et 8± soient des variations qui n'intéressent que les fonctions ui, le
contour Fm-i étant invariable; il faut alors que :

(7)

11 convient ici d'introduire une notion importante et utile. On dira que la fonction-
nelle Jt(Ç) est V adjointe de lajonctionnelle A(£) relativement au contour Tm_t si Von a (') :

r c

r{{P)A\HP)\dQ = / l

quelles que soient les fonctions £(P) et r{{P) du point P de rm_1 continues et unifoimes
sur Ym_l.

Montrons tout d'abord qu'une fonctionnelle A[x(P)] n'a qu'une seule adjointe. Si Jfo
et jb' étaient les adjointes de A, on aurait :

jA[x{P)]y(P)dc = J Jfc[y(P)]ar(P)«fe = j M[y(PMP}i«,

et cela quelles que soient les fonctions a; et Î/ : on a donc bien Jb = j j / .

De plus, l'adjointe de la fonctionnelle composée ^[ôj«c(P)}J est Ûh[Jh\x(P)\] car

J Jy(P)rfff = J B j œ(7>) | Jb | y{P) J da =

Enfin, ladiointe de — est j=- vy \ y n

or

Ç àx r f <?(*VY) v j f

Le premier terme du second membre est nul car on peut toujours supposer que la
surface Tm_1 est fermée, en complétant la définition de z et a?3 qu'on pose égales à zéro sur
la partie de la surface qu'il faut adjoindre pour qu'elle soit fermée ; alors on a bien :

La relation (7) devant avoir lieu pour des Bu\ et 81 w2 quelconques, il faut5 en parti-
culier, que Ton ait :

(*J Cf. Levy, Leçons, p. 91.
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en faisant ou3- — oiv3 = o si j 7^ ?\ et

1 m—1 * HJJ-I

pour 8wp = o si p ^éz i9 et ô ^ = o5 si q z£ j9 ce qui prouve que Eu est
identique à sa propre adjointe et que Eji doit être égale à l'adjointe de Eij :

En — pu

Si maintenant on fait tous les Sŵ  et 8AUÏ nuîs? il faut que :

c'est-à-dire que G soit identique à sa propre adjointe.
Enfin, ces conditions étant réalisées, il faut encore que :

f
soit symétrique en 8 et 8lt En faisant 8wy = o, sauf pour j = i, ^m — o, Sn = o
et ^n quelconque, il faut que

Ç ^ Ç

ce qui prouve que Xi doit être l'adjointe de F% :

Par conséquent, si les I'ui et si Vn sont des fonctionnelles telles que :

(8)

ï = l

OÙ

on est assuré que la fonctionnelle :

= f
est telle que h±U = Soi/. La démonstration que nous venons de faire prouve que ces
conditions sont suffisantes, elles ne sont pas nécessaires car on aurait pu disposer des
Ai et de B autrement, o a eût alors obtenu d'autres conditions plus compliquées.

Nous sommes dès lors en mesure d'obtenir les conditions d'intégrabilité de l'équation
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( i ) ; suivons pour cela, en la généralisant, la méthode qu'a indiquée M. Lévy. Calculons
%I'n à partir de l'équation (i) en variant tous les arguments. Nous en tirons :

(9) K =

les Ku Li et M étant des fonctionnelles linéaires de leurs arguments respectifs. Rempla-
çons lPn et les lTui par leurs expressions (6), il vient :

En identifiant les termes en Swi et 8n, on trouve les relations suivantes qui permettent
de calculer les 3*i et G :

Les premières de ces équations permettent de calculer les F qu'on reporte ensuite
dans la dernière ; on a :

et

Le premier membre est identique à son adjointe, car l'adjointe de

est

ces deux expressions sont identiques car E^ = 8^ et Ton peut échanger les indices de
sommation. 11 faut donc que le second membre soit aussi identique à son adjointe.

La condition d'intégrabilité de (i), c'est donc que la fontionnelle :

I1) On a remplacé 61 par sa yaleur.
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soit identique à son adjointe. Cette condition est suffisante, car alors G sera identique à
son adjointe, les Jfo et les F% seront déterminés par les relations ( u ) et (12) et ce sont des
fonctionnelles adjointes 2 à 2. Enfin on a tenu compte dans ces calculs de ce que
Eij = ZJU par conséquent la dérivée ll

n définie par (1) peut être associée à des fonction-
nelles l'ui dont on sait qu'elles sont les dérivées fonctionnelles par rapport aux ui d'une
certaine fonctionnelle / , pour former une fonctionnelle :

II =

telle que \U — loj.
Il s'ensuit donc qu'une équation telle que (1) donnée au hasard ne saurait être forcé-

ment intégrable ; on est assuré qu'elle Test si <ï> satisfait à la condition que nous venons
d'obtenir et que nous allons immédiatement particulariser pour le cas de l'équation aux
dérivées fonctionnelles (18) du chapitre III. Nous supposerons donc que <î> est une fonction

des arguments Fu.* u\, -r— et du point courant sur rm„1} définie par la relation :

« = - * { r v . . . K»; «,.... *: £ .
Taccolade indiquant que Ton doit effectuer dans les fonctions qui y sont incluses le change-
ment de variables (19) du chapitre III, qui généralise le changement de variables de

Poisson-Hamilton, c'est-à-dire qu'on exprime les —=-^- en fonction des Iu. par les
du %

équations :

= -/;,-.
f dzi\
\ dn )

L'équation aux dérivées fonctionnelles (i) est ainsi particularisée : (*)

l'n = H(I'Ul, ... I'uk ; M,, . . . uk ; ? , „ . . . qk<m_i ; P).

Pour tirer de là les fonctionnelles Ki, Li, M, il convient de prendre la forme :

*. S J ^ - ^ +• »"1 C O S («. *l) • • •

où Wi remplace -—— et où on a remplacé dans f les dérivées pij par leurs expressions :

n = S - ^ 7 -^ + m cos (n> ^)-

(*) Remarquons que les dérivées Pn et If
ui sont relatives à Fm-it q,a étant la dérivée par rapport à

de M,-, sur Tm-X.
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On peut écrire pour abréger :

n>ar,) ; />]
Remarquons, d'autre part, que l'équation I'n = H remplace le système

à f

on a, dès lors :

àf dP

le dernier terme s'entendant aisément. Les termes en

2

«- cos arr> n) - L - - . —
ï àP dn

s'entredétruisent, car :

8w,

c o s

Par suite :

(i4) — ôyQ

or :

^-+WiZcos(*r,n)\-—— S»,
dP

on tire de ( 14)

dn

Or la condition d'intégrabilité obtenue plus haut exprime que la fonctionnelle :

(i5) M{în)— 2^*[r / l>-A 8»)]—S 7«> v ( U i ï Sn)

doit être identique à son adjointe.
Mais cette fonctionnelle, linéaire en on, contient dans le cas qui nous occupe, des

H Cf. p . i l , é q . ( 1 3 ) .
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termes de la forme :

S et A

où A et A* sont des fonctions de point sur rm_t. Les termes ASn sont toujours identiques à
leurs adjointes ; il faut, dès lors, pour que la condition d'intégrabilite soit satisfaite, que les

coefficients de ——— forment une somme identiquement nulle. Il suffît donc de prendre

dans chacun des termes de ^i5), le coefficient de -— Remarquons que tout

d'abord (*) :

dut .ç / y

Le terme de ^(^[ /^(on)] qui nous intéresse est donc

son coefficient est :

On a d'autre part :

dyQ _ çy ça ^Xi

dxr ~ Y dya

car de :

on tire
dxi dxi ^ [~= o, si T ^ t p "1

— r— = Sp . l>

puis :
o o v „gr à & àxj dyp _ ^ T̂̂

d'où ;

âxi

(4) II pourrait y avoir ici une petite difficulté dans la recherche de £i{oui) car on doit prendre l'ad-
jointe d'une dérivée et comme le contour Fm-i du texte n'est pas fermé, il faut supposer qu'à Fm_1 on
adjoint un contour qui le ferme, et que sur ce nouveau contour 8MZ — 0 ; alors si Ton suppose encore
que 8«i est continue sur tout le nouveau contour, l'adjointe de la dérivée est bien ce que nous donnons
ici.
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mais :

donc :

Cela nous permet d'écrire :

est une fonction rationnelle des g^, et nous avons :

dxi à xi yç{ dxi ^ à fi

mais :

S — - — (oxi) = [cos (xi9 7i)8n] = Bàn -+- cos (xi9 n) •
dy^ dy]X oy{i.

Bon désignant un terme où on est en facteur, par conséquent :

d%n ^ , dxi
cos (*, n) — - . ^ — cos

V — - cos (xi, n) = o [condition d'orthogonalité]

mais :

et par suite :
%g%Vt = Bon ;

il en est donc de même de 8<?pt7.
Ces calculs nous permettent de mettre M(pn) sous la forme :

^r ?°cos &»

On voit dans (i5) que les termes :

s'entredétruisent car :
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II reste donc le terme (a) et le terme (jui provient de

II suffit de montrer que :

- s £ " £ - « <*••>-(s)
est de la forme Bon.

Nous allons faire voir que ( C j est nulle.

On a, en effets les identités :

K r = o ' s i '^
= i , si j =

Or, on a tout d'abord :

( I7 ) - T 7 ~ = ^9«m COS {n, Xj) ;

multiplions (16) par cos («, x3) et sommons par rapport hj, il vient :

car :

2 IHT
 cos (n' ̂  = °'

j if <*
Par conséquent, à cause de (17), on a :

cos2 (n, a?7-) \ / ^ - ^ - = cos (n, xi),
J

mais

^ cos2 (n, or,-) ~

d'où J

(18)
/gmm

Ces relations permettent d'écrire les identités (16) sous la forme :

S T^" -ïïT+cos ^ Xi) cos (n? x^ = *̂

Appliquons l'opération 8 aux deux membres :

. 1 • Ô J a H- ^ -T— 0 ? -h cos (n, aîî)S cos (n, o?y) -h cos (n, Xj)$ cos (n, a?i) = o
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Multiplions par cos (n9 x3) et sommons par rapport à j , mais auparavant rappelons
que :

cos (n, x3)l - ^ - = 2 cos (n, a?,-) -^— [cos («, a-)Sn]

et que :

V cos (fi, *ƒ) — L = 0#

La sommation donne alors :

c*est-à-dire précisément ^ ̂  = o.

La condition d'integrabilité est donc satisfaite car en changeant de système de coor-

données, on ne peut pas introduire de termes en

Nous avons donc démontré le théorème suivant :

V'intégrale stationnaire ^ = I fdxi ... dxm satisfait à une équation aux dérivées

Uni

fonctionnelles partielles.

qui est toujours intégrable, quelle que soit la Jonction J.

*

b) Intégrales complètes et caractéristiques.

Avant d'aborder la théorie des caractéristiques de l'équation aux dérivées fonctionnelles

que nous avons obtenue au chapitre III, il convient de faire quelques remarques sur les

solutions qu 'une équation générale comme l'équation (i) du § a du présent chapitre peut

présenter.

Considérons tout d'abord une fonctionnelle I = F \ [ui7 . . . uk, F ; «?, . . . wjj, T°] |

dépendant de 2 contours f et T° et de deux systèmes de k fonctions ui? . . . uh% et

;*) Car S cos2 (s,, n) — i .
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w}, . . . ui définies respectivement sur F et sur F0. Si Ton forme les dérivées fonctionnelles
sur r :

it __ F V — F'

on pourra se proposer, si cela a un sens, d'éliminer les k fonctions w? et le contour f° entre
ces k -H i équations et l'équation I = F, On obtiendra alors une relation entre les
][Ci, J'n et 1 qui, résolue par rapport à l'n aura la forme (i). On se rend compte que cette
indication est assez vague. Nous allons la particulariser en supposant que dans l'expression
de /5 le contour F0 est fixe. On cherchera alors à éliminer les u? entre les équations
][H — Ff

u. et Tn = F'n. Si cela est possible, on obtiendra une équation aux dérivées
fonctionnelles partielles ne contenant pas 75 le contour F0 n'y jouant plus aucun rôle puis-
qu'il est censé être fixe.

Nous dirons qu'une fonctionnelle indépendant de %k fonctions arbitraires w? et u^ et
d'un contour variable F9 est une intégrale complète d'une équation aux dérivées fonction-
nelles partielles, où 1 ne figure pas, si l'élimination des u? entre les équations :

I'n = F'n et I[H = F[H

conduit à l'équation aux dérivées fonctionnelles partielles donnée et à celle-là seulement (/',.
La différentielle IJ d'une intégrale complète prend la forme (3) :

(i) S t / =

F " r<>
les ïu. pouvant dépendre des u$ comme d'ailleurs les ty peuvent dépendre des w; et de r .

Cherchons des conditions auxquelles doivent satisfaire les variations des dérivées

de 7 pour que l'on ait 88 t / = 8^ / . A première vue, il semble que l'on pourrait gagner

en simplicité en ramenant l'intégrale le long de F0 qui figure dans ( i) à une

intégrale le long de F , en posant de0 — V
/L da et en exprimant les u? et les tu au

moyen des seules variables yu . . . ym_15 par l 'intermédiaire d'une famille (F) dont F et

1 ° seraient des représentants. En fait, on altérerait le caractère intrinsèque des calculs et il

vaut mieux conserver la forme (1) pour 8J .

Posons alors :

trn =

t1} Pour ces éliminations, voir la note à la fin de ce mémoire.
(2) On est obligé d'écrire S4/ au moyen de 2 contours car les m et les u\ sont des groupes de fonc-

tions qui peuvent être considérées sur deux contours différents ; la définition que nous venons de donner
de l'intégrale complète ne suppose qu'un contour F dans l'expression de Ft mais on doit distinguer pour
la suite 2 contours pour fixer les dérivées ïUi et les dérivées 1$,
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Les fonctionnelles qui figurent dans les seconds membres sont linéaires par rapporta
leurs arguments ; on disposera des Ai et de B de façon à avoir des relations simples.
On a :

i i i

T;»!» + r( 2 4M-*-1

H- f ["22 IM8«/)8I«Î + - 2 Mc8tti8iu? +
<ï 0 L i j i

-+- 2 c*<* •)8iM* •+• 2 /

Ce second membre doit être symétrique en S et S4, si Ton particularise 8 et S19 en ne
les faisant porter que sur F et les Ui9 on trouve5 en prenant :

i

que :
E ij est identique, sur F, à l'adjointe de Ej\, Xi à l'adjointe de Fi et que G est sa

propre adjointe.
En faisant porter S et \ sur les u\ seulement, on trouve que :
M\j est, sur F0, l'adjointe de M% ; il faut remarquer ici que SSiW? — SiSuJ puisque

F0 est invariable (1).
Il suffit d'écrire ensuite que l'ensemble des termes restants :

(8«?)«i«« "H 2 1 ^î(S«ï

est symétrique en o et V En particularisant encore B et ol9 on doit avoir :

II convient alors de définir une nouvelle notion. Soient deux fonctionnelles i ° et

(1) En fait, nos hypothèses sur F0 reviennent à dire que les u^ sont donnés sur un autre contour que
T, et que r est seul variable, entraînant dans sa variation, les variations des «$.
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dépendant de deux contours r et fo, à la fois, la première étant linéaire sur r°, la seconde

sur F. On dira que A est Vassociée de A0 par rapport aux deux contours r et F°? si Ton a :

= I Â[y{P)]x°{P°)d<ûo ;
F ï '

on a mis en évidence les arguments dont A0 et A dépendent linéairement. Cette

relation doit avoir lieu pour toutes les fonctions x°(P°) et y(P) pour lesquelles A® et Â
ont un sens, ainsi que les intégrales précédentes.

Une fonctionnelle A0 n'admet qu'une seule associée par rapport à r et T°5 car si Z?
était aussi une associée de A0, on aurait :

f Â[tj{P)] - %(/>)] j oc\P°)da% - o,

quelle que soit a?0(P°) ; cela entraîne Â = #• On peut montrer d'ailleurs que

y> étant l'adjointe de A0 sur r°.
On voit donc que Mij est l'associée de E% [Mij = M'3-i) et que Ni Test de

On est donc assuré que 8^7 = o^I si

avec :

gji = Eij, G — Cf' sur F

et

Oïlfi, = J/iJ sur ro.

Ces résultats permettront de donner du théorème généralisé de Jacobi une démonstra-
tion calquée sur celle que nous avons, donnée, d'après Jordan? du théorème classique,

II convient maintenant de transposer le problème de Cauchy pour une équation telle
que ( i , | a), dont on suppose, bien entendu, qu'elle satisfasse aux conditions d'intégrabilité.
On cherchera une solution 1 de cette équation, qui se réduise pour le contour arbitraire & à
une fonctionnelle arbitraire /0 , dépendant de k fonctions arbitraires uu v2, . . . uk. Les
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ux sont définies dans Rm et elles sont choisies dans un champ fonctionnel donné a priori.
Pour un choix des uH il est facile de calculer leurs valeurs sur &. On peut déterminer 8/
lorsqu'on donne aux uL des variations SWî (

4) qui ne les font pas sortir du champ fonclionnel
choisi et qu'on fait varier & à l'intérieur d'une famille (F). On cherche à calculer ensuite
Ô2/, ô3/,etc...5 et par suite de la définition des différentielles successives d'une fonction-
nelle (2), on a, pour la valeur de / sur le nouveau contour G :

(a) ƒ=/0 +8/+ -L f î iy+ . ..
2

Le problème qui nous occupe peut donc se formuler de la manière suivante :
Trouver un développement (2) satisfaisant à (1, § a) étant donné le premier terme 70. Le
langage géométrique imaginé par M. Lévy fournira un énoncé plus intuitif.

Supposons que la donnée de k fonctions ui9 ... uk, d'un contour T, et de la fonction-
nelle / | [Mi, . . . Uk; r] | définisse un être mathématique que nous nommerons un
« point ». Une équation de la forme :

(5) ] = i I [«i> . .- uk; F] | ,

si Ton imagine que les uly et F soient des arguments variables, dont les premiers peuvent
prendre toutes les valeurs possibles à l'intérieur d'un champ fonctionnel, et dont le dernier
varie à l'intérieur d une famille (F), définit un ensemble de « points » qu'on appelle une
«surface» fonctionnelle SV+-1 dépendant de k-hi variables indépendantes. Si J ne
dépend que d'une des « coordonnées » uu ... uk ou F5 de r par exemple, et les u% dépen-
dant aussi de r , — fonctionnellement bien entendu, — on dira que les équations :

définissent une v courbe » Si. Une surface Sk+i contient une courbe Su si l'équation de
Sjc-j-i se réduit à la piemière équation de 6\, lorsqu'on remplace dans l'équation de Sk_hi

les Ui par leurs valeurs données par les k dernières équations de Si. On peut encore
définir les surfaces S , ^ (j < k) comme un « lieu de points » :

(4) I=l\[vu t>8 ...i>,; F] | ,

les fonctions u7 étant choisies dans un champ fonctionnel, et les ux étant des fonctionnelles
dépendant des j fonctions vu ... v} et de r :

(5) ux^ ux | [vu...Vj; Y] | ( i = i5 ... A).

Une Sjfc_|_i contient une 5 ; + i si l'équation (3) de la SA+1 se réduit à l'équation (4) de
la Sj^u lorsqu'on assujettit les arguments ux de (3) à satisfaire aux équations (5).

I1) C'est même la donnée du champ fonctionnel qui définit les 8MÏ. Par exemple, si le champ fonc-
tionnel est formé de fonctions Ui dépendant d'un paramètre a, on aura Sut = % 8a, h quoi il

d*
faudra ajouter la différentielle dut = VJ — - dxj, s'il y a heu.

\ Cf. Levyà Leçons, p . 79. J



— 37 —

Le problème de Cauchy revient donc au problème suivant : Trouver une S*4-i, solu-
tion de ( Ï , § a) qui contiendra une Sh donnée.

Reprenons les calculs qui permettent de trouver S/, S2/, ,.. Nous avons :

les Jf
n. et I'n étant ici les dérivées fonctionnelles de 70. On a ensuite :

Ô27 = o ƒ I y\i ùUi -4- InoTi lac

Ce seront les formules (8) du chapitre IV, § a, qui permettront de calculer les
lVui pourvu que l'on connaisse les Ei^ les F^ et G. Or sur <2°? on peut déterminer les
variations [8/y et [S/J,], les premières se déterminant à partir de Io et la dernière, en
différentiant (ï, § a) et en tenant compte des premières. Or, on sait qufen vertu de l'équa-
tion (i, S a) elle-même, on a

j=k

et que, par conséquent #:

Fi{Siti) = 2

d'autre part :
i=k

ou, puisque G est identique à son adjointe. :

V

Par conséquent, en substituant dans les équations (8, § a), [S/t;J à 57^ et [57A] à

et en remplaçant Fi} êPi et G par leurs valeurs, il vient :

Or, par suite des conditions d'intégrabilité :
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Par conséquent .

3 3 ? J

Ces relations doivent permettre d'obtenir, si on sait les résoudre, les fonctionnelles
Eij et &*j sur la Sk donnée. Cela pourrait être possible pour autant que Ton n'ait pas :

Su, -h #C,(3n) = o.

Les équations précédentes seraient alors impossibles ou indéterminées ; elles seraient
indéterminées, et par suite, le problème de Cauchy pourrait aussi 1 être, seulement au cas
où Ton aurait :

(6) rar i _ __ V K3{Vl'uZn) + ü/(Sn)-

Comme pourîa théorie des équations aux dérivées partielles- nous abandonnons ici le
problème de Cauchy tant pour ce qui est de la convergence du développement (2) et de son
prolongement, que pour ce qui est de la détermination des ôn/ pour n > 2 (*). Reprenons
les conditions d'indétermination (6) et interprétons-les 'géométriquement. Si la Sk par où
doit passer la Sk^.i9 solution de Cauchy est un lieu de courbes telles que Ton ait pour
chacune d'elles :

"" " = o ;

on peut être assuré, qu'en aucun point de Sk, on ne peut déterminer univoquement les
fonctionnelles EiJt $1 et G. 11 convient pour être plus intuitif encore, de généraliser le lan-
gage géométrique.

On dira que la donnée de / , wi, . . vk, r, 7up . . , VJfc, ƒ,; définit un élément de contact
dans T « espace » où nous avons défini les points (/, uu . . uA, f). Deux éléments de
contact tels que les nombres qui les définissent sont infiniment voisins 2 à 2, sont dits unis
si Ton a :

Deux éléments de contact voisins sur une $ A + I
 s o n t u m s î nous dirons que chacun

d'eux est tangent à la Sk^i au point considéré.
Etant donné une équation fn -h o = o comme (1, § a) nous dirons qu'un élément

de contact en est un élément de contact intégral si Féquation précédente est satisfaite par
les a coordonnées » de cet élément.

Considérons alors les équations :

(8) ÔM, + 3^i{Sn) = o,

(1) Nous ne chercherons pas si l'indétermination se poursuit dans le'calcul des éléments d'ordre
supérieur, comme cela a lieu pour les équations aux dérivées partielles.



— 39 —

(9)

Ce sont des équations aux dérivées fonctionnelles ordinaires ; nous supposons qu'elles
sont intégrables. Elles déterminent alors des multiplicités d'éléments de contact que nous
appellerons caractéristiques. Une caractéristique est bien déterminée par la donnée de ses
coordonnées initiales /, ui} . . . uki 7^, . . . I'uk91'n pour un contour initial donné (cf. injra,
théorème a), mais, comme d'après une remarque de M. Lévy (*), les conditions d'intégrabi-
lité ne sont pas satisfaites par des éléments de contact quelconques, il faut que les
coordonnées initiales définissent un élément de contact intégral.

D'après une autre remarque de M. Lévy (*), qu'il a faite d'ailleurs pour d'autres
équations, mais qu'on peut appliquer mutatis mutandis à notre étude, les équations (8)
expriment que les fonctionnelles 2?y, 3*i, G disparaissent des équations qui devraient les
déterminer. Les équations (9) expriment qu'il y a indétermination pour les recherches de ces
fonctionnelles et non pas impossibilité. Si alors on cherche les caractéristiques situées sur
une Sk+ii solution de (1, § a), telle que, en chacun des ses points I ait une différentielle
seconde S2/, alors les équations (9) sont une conséquence de (8) et de ( r, § a).

On peut d'ailleurs faire voir que la dernière équation (9), est une conséquence des k
premières équations (9), des équations (8) et de (1, § a) même si l'on cherche des caracté-
ristiques qui ne sont pas situées sur une surface intégrale. En effet, de (1, § a), on tire :

Remplaçons [$/«] et &ui par leurs expressions il vient :

ce qui démontre notre affirmation.
En admettant toujours rintégrabilité des équations des caractéristiques, on peut

démontrer, en suivant pas à pas les démonstrations de M. P. Lévy (3) les deux théorèmes :

a) La donnée d'un élément de contact intégral, détermine parJaUement une caracté-
ristique (4).

p) Toute surface intégrale est un Heu de caractéristiques.

Sur une caractéristique, uïv les Vu%i Vn sont des fonctionnelles du contour variable r.

{*} Lêoy, Sur l'intégration des équations aux dérivées fonctionnelles partielles, Rendic. di Palermo, t. 37-
1914, p. 41 du tirage à part.

(3) Leçons, p. 219.
(3) Cf. Leçons p. 220-221.
(•) II s'agit ici d'un élément de contact intégral non singulier ; un élément singulier est précisément

défini par la condition que le théorème d'existence des équations (8) et (9) soit en défaut. Pour ces élé-
ments, il peut y avoir plusieurs, caractéristiques les contenant [Cf. Leçons, p. 220].
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Lorsqu'on passe d'un point de r au point correspondant [par la trajectoire orthogonale] du

contour voisin, on a om = * &n ; on désignera cette variation par dm et les équa-

tions des caractéristiques s'écrivent dès lors :

dm -+- öd{dn) = o,

f v [dl'u] = £'i[dn) — Yl\_Àn*

Jusqu'ici nous avons admis que les équations des caractéristiques sont intégrables.
Nous allons démontrer ce point là. Les équations (9) seront intégrables pour des éléments
intégraux si les équations (8) le sont et si ( i , § a) Test.

Démontrons que les équations

dvir\- ûd(dn) = o

sont complètement intégrables si l'équation (1, § a) est intégrable ; cela revient à montrer
que

d±dui -h V(wi, diri)hi
est symétrique en dn et dxn si Ci, § a) est intégrable.

Cette démonstration exige quelques préliminaires (d). On a tout d'abord :

— S* =

Posons alors :

/X 3 i"^ S n ) -+" ̂ n l ô i « ?
 ôn)

Mais si Ton remarque que SjSo = SS^, on doit avoir, en traitant les SI'U et les oui
comme des arbitraires, (ce qui est permis) certaines relations entre les fonctionnelles nou-
velles que nous venons de définir.

Voici celles qui nous seront u files :

i., iUi) = fyi

up 8») = A7'

*l Cf. L vtj : Sur l'intégration des équations aux dérivées fonctionnelles partielles; Rendic. di Pa*
Oj, t. '61, lai4, p. 48 du tirage séparé,
{-) Les fonctionnelles qui sont dans les seconds membres sont linéaires par rapport à chacun* des

arguments dont elles dóptnJent ; ce sont des fonctionnelles Lilinéuiics lorsqu'elles dépendent de deux
arguments.



— 41 —

II faut encore trouver les adjointes de ces fonctionnelles bilinéaires. Posons d'abord :

nous avons :

W v 8f«i) = J C ' ( 3 ' / V 6/;'-) = a d J ° i n t e d e K^lF-f iJ''><
par rapport au second argument, car de l'égalité :

où x(P) est une fonction quelconque, on tire, en variant ƒ„. de 8,7 .̂ :

Ç

On a de même :

mais pour Af, les choses diffèrent. De l'équation (i i); on tire, en variant les fonctionnelles
suivant le contour, c'est-à-dire en soumettant le contour à une variation V* :

j£ \n, 87'.) + xiPJKii^k- 8tn) -h x

= ƒ JS/y/C(S,«, »(PJ 4- Ai(^- 3,.,) + j ; k'j^L «lW) ^(.

• + • ^

or, d'après ce qu'on vient de voir relativement à lé et ki/j9 on voit que l'on doit avoir :

ce qui prouve que /c? n'est pas l'adjointe de A '̂ mais que :

adj. A7p.fi, x[P)] = kl\nf x(P)] - f -^^( /Ojfô.n ^ [ ^ 1 1 • x{P)\.

Cela s'entend pour le second argument. On aurait les mêmes relations pour les Li et
pour A/.

On peut.maintenant calculer d^iu% :

On remplace ^7^. et ^«i par leurs valeurs, et il suffit alors de chercher les conditions
pour cjue ;
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soit symétrique en dn et rftn. Or on peut montrer qu'il en est bien ainsi si les conditions
d'intégrabilité de ( i , § a) sont satisfaites. Ces conditions expriment que :

, dtn)

est une fonctionnelle identique à son adjointe. Cela est encore vrai pour la fonctionnelle
que Ton obtient en différentiant la précédente par rapport à l'u. (*). Ainsi donc la fonc-
tionnelle :

- A>(rd4n • S/;.) - ÏI'UJv(uj, dtn)

doit être identique à son adjointe (relativement aux seconds arguments quand il y en a
deux). Or dans une telle somme, on peut toujours remplacer un terme par son adjointe
changée de signe, le résultat est encore identique à son adjointe ; c'est ce que nous ferons
pour le second terme. Dire que l'expression qui dépend de d^n est identique à son adjointe,
c'est dire que multipliée par dnda et intégrée sur Tm-if le résultat est symétrique en dn et
dxn. Or :

ƒ 2

/

idsi), *I>Uj]dnd*

= fVuj^m&idinldny* (a)
J J

Ki[li(àruj* dift^dnda est remplacé par

= - fwuj 2 K*ti\ &>(*&), dn]ds [à)

Cm^rup din)dnd<; = CK^U, BIr
Uj)dnd<j

, dn) -h 3$j{dn)Ydxn — JC^r^ndn)]^^ (c)

t1) Cf. Lévy, loc- cit. supra, p . 49.



YVu.d,n, dn)dc (d)

(e)

(f)

En additionnant (a), (6), (c), (d), (e) et (ƒ), on obtient une intégrale sous laquelle
Slr

Uj est en facteur commun, son multiplicande est symétrique en dn et dtn. C'est :

i^u^n, dn) - v(w,(

/Tdinàr^dnds^ — C JC,{d>t)rdxnSrUjdc

/ S /«,vK. d±n)dnda = — hruV(Uj, d^

TOdin), rfn] -

?(<*!*, dn) ~

Or cette expression est, au signe près, à l'indice j près et au terme
symétrique près, l'expression (12). Le théorème que nous avions en vue est donc démontré :

Les équations des caractéristiques situées sur les surjaces intégrales de l'équation
/ i - t - $ = o sont intégrables, si l'équation Yn + O — o Vest elle-même.

11 convient maintenant d'appliquer ces considérations au cas particulier de l'équation
ln = H, relative au problème de variation des intégrales multiples. On sait que :

USn) =
àH dH

d'J°

Y
i à\/j dB

Les équations des caractéristiques de ƒ« — H sont donc :

dlH == ~~— dn - ll'dn - V —=- — dn— X ~j— ^ — dn

. quoi il faudrait ajouter Téquation qui donne dln et qui est une conséquence de celles-ci
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et de l'équation ïn = / / . Les équations (i3) sont identiques, à la notation <pz «r> lu près,
aux équations lagrangiennes, mises sous forme canonique, du problème de variation posé
plus haut. Nous obtenons ainsi le théorème qui généralise l'un de ceux que nous avons
rappelés au chapitre IL

Les équations lagrangiennes attachées à une intégrale multiple stationnaire sont
identiques — sous leur forme canonique — aux équations des caractéristiques de V équation
aux dérivées Jonctionnelles partielles5 à laquelle satisjait Vintégrale stationnaire, considérée
comme une fonctionnelle dune partie du contour Fm_t qui limite le domaine dintégration RmJ

et des valeurs des Jonctions qui rendent Vintégrale stationnaire, prises sur cette partie du
contour.

c) Sur Vexistence des intégrales complètes de Véquation Fn — H.

Nous allons montrer qu'il existe des intégrales complètes de l'équation I'n = H, dans
certains cas simples :

i ° Problème de Birichlet, Soit l'intégrale :

où (R~2 est une région d'un seul tenant limitée par le contour C^ I est sla&onnaire si z
satisfait à l'équation de Laplace :

(2) ~tó[+^f~°^
et alors I satisfait à l'équation aux dérivées fonctionnelles partielles (*):

1 '»=!'-1
où —- est la dérivée de u relativement à Tare s du contour &, u étant bien entendu,

as
la donnée de z sur C4. L'équation (i) admet une solution z analytique dans ÛL2 %et pre-
nant sur C^ la suite de valeurs u(s). Décomposons Ct en deux parties F0 et F, formée
chacune d'un seul arc, et désignons plutôt par uQ(sQ) la suite des valeurs données sur F0 et
far u{s) la suite des valeurs données sur F. Supposons que Fo soit fixe, et que F soit
variable à l'intérieur d'une famille {F) dont Fo soit un représentant, et telle que toutes les
courbes qui en font partie passent par les extrémités de F0 et limitent avec F0 une région
d'un seul tenant où le problème de Dirichlet soit résoluble (2).

ƒ lorsque z satisfait à (2) est une fonctionnelle de F et de u(s) satisfaisant à (3). Si l'on
porte son attention sur la dépendance de ƒ à l'égard de uo(so), ori aura une intégrale de ('6)
dépendant de deux fonctions arbitraires. Introduisons les coordonnées yt et y2 définies au
moyen de la famille (F) et de ses trajectoires orthogonales, u[s) est alors une fonction

I1) Cf. Lêvy, Leçons, p. 235.
(2) II faudra prendre des précautions dans la définition de la famille {F) afin de ne pas amener des

singularités pour les trajectoires orthogonales aux points de jonction des contours.
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u(ji) e t uo{s) est une fonction uo(yi). / peut alors s'écrire, pour rappeler sa dépendance
fonctionnelle

l=(îfc). =.(¥.), F] | = ƒ ƒ

9e est alors une intégrale complète de (3), car si on élimine uQ entre
rr qzr ]i — czi

on retrouve l'équation (3j. En effet, on a; en variant F et u : f1)

du
avec w = —-—y et par suite :

dn r

du V

or w dépend fonctionnellement de u(s) et de UQ(SQ) , éliminer w# revient donc à éliminer
wo($o)» niais l'élimination de w conduit précisément à l'équation (3). ^ en est donc bien
une intégrale complète.

2° Considérons l'intégrale :

elle est stationnaire si z est solution de

(5) — o.

Rappelons brièvement quelques théorèmes d'existence des solutions de cette équation

o| P *i

Par l'origine des axes, menons deux courbes OA et OB ; O A n'est rencontrée qu'en un

(') Cf. Levy, Leçons, p. 235.
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point par une parallèle à 0x2, OB n'est rencontrée qu'en un point par une parallèle
à 0x± (').

Menons les parallèles aux axes PA et QB et soit C leur intersection. Si Ton se donne
une suite continue de valeurs UQ sur OA et une suite continue de valeurs U sur 0B$ avec
Uo(0) = 11(0), il existe une solution s(arl3 a?2) de (5), régulière dans tout le rectangle OQPC
et qui prend sur OA et OB les valeurs Uo et U respectivement. Soit D un point intérieur
au rectangle ; on mène les deux courbes r° et F joignant 0 à D et soumises respectivement
aux mêmes conditions que OA et OB. On peut déterminer z sur F0 et sur F ; soient nQ(s0)
et u(s) les valeurs que prend z sur ces deux courbes respectivement. Si Ton prend w</s0) et
u(s) comme données, il existe alors une solution z(xit x2) de (5; qui prend sur F0 et sur I1

les valeurs i/# et u ; z coïncide d'ailleurs avec la solution précédemment déterminée dans
tout le rectangle OQOP, cela provient de l'unicité de cette solution.

Nous prendrons alors pour domaine Ri9 la région limitée par F0 et F et nous suppo-
serons que F0 est fixe. / est alors une fonctionnelle et nous portons notre attention sur sa
dépendance vis-à-vis de u(s) et de F. En variant ces deux arguments, on a :

ƒ = — / __[cos 2 («, x2) — cos2 (n, Xi)} -h 2W [cos [n, x^ cos (n,
J ( d-8

-ƒ[(•— ) cos (n, Xi) cos (n, x2) — w —-["cos2 (n, x2) — cos2 (n, xt)]

-h w

d'où

cos (n, x±) cos (w, x2)

\ -T—( cos2 (ri5 x2) — cos
2(n, xx) ) -t- 2 ^ cos (n, Xi) cos (n, a?2) I [ôL ds \ } J )

avec :

^ = cos2(n, Xi)—cos2(tt,

B — cos (n, x^ cos(n5 x2).

En éliminant w^ il vient :

ds

Or soit maintenant une famille (F) de courbes dont r° et T fassent partie, toutes ces
courbes étant issues de O et passant par D; soient yt et j / 2 les coordonnées déterminées.

,*) Cf. Gourmt, Cours d'Analyse mathématique, t. 1H, 2e éd. (1915), p . 423
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par {F) et ses trajectoires orthogonales ; ^o(ço) et w(s) deviennent respectivement des
fonctions «(t/i) et wo(j/i) et l'intégrale / considérée comme dépendant de u et de w0

sera une intégrale complète de (6) ; on peut récrire :

et la démonstration se fait comme pour l'exemple i°. Il faut remarquer que les fonctions

tt0 et a ne sont pas complètement arbitraires, puisqu'elles sont choisies de manière que z
soit continue en D ; cette continuité, en effet, provient de la méthode employée pour

définir la solution dans le rectangle OQCP. On astreint les fonctions "5o et a à varier dans

un champ fonctionnel défini par la méthode qui permet de passer de U et Uo à u et u0 ;
ce champ fonctionnel est donc défini par le champ fonctionnel des fonctions h et Uo con-
tinues et prenant en Ö la même valeur.

Dans le premier exemple, si Ton veut étudier la solution z(xu x2) dans un domaine
R2i il faut que les fonctions u(s) sur F soient analytiques et que F soit un arc analytique
et régulier. On voit par là que le champ fonctionnel dans lequel varient les fonctions u(s)
est quelque peu restreint.

On peut prévoir que dans les problèmes plus généraux, il y aura au moins deux cas à
considérer.

Ou bien le domaine Rm est quelconque et les fonctions inconnues sont déterminées
quand on se donne leurs valeurs sur la frontière de Rm.

Ou bien le domaine Rm doit être choisi d'une manière particulière pour que les fonc-
tions inconnues soient déterminées quand on se donne leurs valeurs sur la frontière de Rm.

Il convient ainsi, avant de chercher à appliquer les résultats, — et même les méthodes
relatives aux équations aux dérivées fonctionnelles partielles, — que nous avons développées
dans ce travail, de connaître bien précisément les conditions d'existence des solutions des
équations Az = o.

S'il est possible de se donner les zt sur la frontière de f?m, on pourra alors décomposer
cette frontière en deux parties rj>w et Fm_t, et appliquer, par une généralisation qui se com-
prend d'elle-même, les idées que nous venons de développer pour les deux cas classiques ;
fî = i, m — a. On obtiendra alors facilement une intégrale complète. Ce sera l'intégrale
stationnaire, considérée comme dépendant du contour mobile Tm_if des k fonctions
Uu U2, - . uk données sur Fm_,, et des k fonctions «?, wg, . . . u% données sur FJJ^.

Il nous suffit d'avoir montré ainsi qu'il existe effectivement, pour certains problèmes
de variation, des intégrales complètes de l'équation Vn = H, relative à ces problèmes.
Le théorème qui généralisera le théorème de Jacobi, et qui fait l'objet du chapitre V,
pliquera à toutes Jes intégrales complètes possibles,,



CHAPITRE V

Généralisation du théorème de Jacobi.

L'intégrale générale des équations canoniques relatives à la variation d'une intégrale
simple :

dxt dH dpi dH

dt dpi

est donnée par les équations ;

dl dl

à (ix

dt

= bi — const

( i = i , .. n)

(% = i , . . . n ) ,

I(xii ... 7n, l, ax, . . r/nl H- <7n+1 étant une intégrale complète de l'équation aux dérivées

partielles

dl / dl dl \
— \-H[ x{, ... xn ; i , ——, ... ——] =: o.
dl \ . d^! dxn /

Le but de ce chapitre est de montrer qu'on peut généraliser ce théorème pour les cas

des intégrales multiples stalonnaires.

Le système canonique obtenu au chapitre IV :
dH .

iui = —dn?

(0 dH
dn — Èâ. ̂ L\^ - «?d (dH

dn

n'est pas autre chose que le système lagrangien (2) du chapitre III écrit au moyen d'autres

coordonnées A la notation I'u ^ ^ près, ces équations sont celles des caractéristiques de

l'équation au* dérivées fonctionnelles partielles :

(=) In = H.

Nous supposons que les équations lagrangiennes (2) du chapitre lit, admettent une

et une seule solution (zi, z2, . zk) régulière à l'intérieur d'un contour Cm_i et sur ce

contour lui même, qui prenne sur Cm^ des valeurs données d'avance. On décomposera Cm-1

en deux contours simplement connexes : rm_j et 1 £,_, et Ton se donnera les Zi sur Cm_i de

la manière suivante. Tm_^ et rj*l_1 sont deux contours d'une famille (P)9 et Ton définit, par

le moyen de (F) et de ses trajectoires orthogonales, un système de coordonnées curvilignes

Vi' • • • y m* telles que ym soit constant sur les contours de [F), Les Zi seront égales sur
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FJj.i à des fonctions v°ly . . . v% et sur Tm^ à des fonctions vi9 . . . r* ne dépendant que de

?/l. • • • Vm-i H -
Soit alors :

/ | [ » t , . . . w*; r m _ t ; wj, . . . «g |

une intégrale complète de (2). Nous allons démontrer le théorème suivant :

Les équations canoniques (1) sont satisfaites par des fonctionnelles u% et <fi définies

par les équations :

(3) f* = <?>•>
et

(4) 4 Î = ¥?,

/es o>? s o n i d e s Jonctions quelconques de yXy . . . y m _ r

En comparant cet énoncé avec celai du théorème de Jacobin on remarque aisément
l'analogie : le rôle des constantes ai et 6» est joué ici par les fonctions u\ et <?? qui ne
dépendent pas de ym% c'est-à dire du contour variable dans (F).

La démonstration se calque sur celle que nous avons rappelée, d'après Jordan, au
chapitre I. Différentions les équations (3), en variant, rm_t, les m suivant la variation de

Fm_ et les u\ étant fixes ; la variation de ni est dm = —— dn ; il vient :
an

(5) 2
Faisons de même avec les équations (4) ; on a tout d'abord d<$ = o, et avec les

notations du chapitre II :

(6)

Soit d'autre part, l'équation (2), où Ton a remplacé I par l'intégrale complète que nous

supposons avoir trouvée. Cette équation devient une identité en les u% et les u\ ; varions

alors ses deux membres par modification des u% et des u°t respectivement ; il vient :

(8)

car H ne dépend des uj que par l'intermédiaire des I'u .

On tiré de (7} :

J dH
 /-A \

al ——y ydn 1(9)

(M L'équatioa (2) est censée être obtenue en ne variant que rm_1 et les valeurs des %\ sur rm_i qu'on
désigne alors d'une manière générale par ux.

(2) On a : Mi3 = E jV
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l e s associées des deux membres de (8)

'-. _—-Ensoustrayant, membre à membre, (g) de (5) et (IO) de (6), on trouve :

J dH \

dn

et

\

=*= o,
3 i x ~~"/

ce qu'on peut écrire encore en tenant compte de I'u. = <?i :

ÙH , _ , ci l
 <VY ^H J

' t T —T~~ ~~\—~ —ï

àU

( i l ) f
—

L

dH

Or nous sommes partis d'une intégrale complète ; les équations ( n ) et (12) ne peuvent
être satisfaites que si

dB J
du% = —• dn,

_ r à H - Ç — ^T dB 1 d V d f d H 1
'Z L du ' c s/'i difç dqiQ J v dya L dqu J

Cela revient en effet à dire que la condition (A) (*) relative aux Mij est satisfaite. Or si
l'intégrale / est complète, la condition (̂ 4) relative aux E% est satisfaite. Mais on a :

quels que soient les deux contours r et r0 que Ton associe dans la différentiation.
Soient alors k fonctions xt(P) = x^Pç), P et Po ayant les mêmes coordonnées

Va ••• Vm-i et ne différant que par la coordonnée ym. En posant :

dap s= Adt/i ... dynïr_i}

dspQ =£= Aorft/j ... dym_i

on a :

(*) Voir la note à la fin de ce travail.
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Cette relation doit avoir lieu quelles que soient les fonctions xt; mais puisque
Xi(P) = Xi{P0) et que les intégrales précédentes sont prises sur le même domaine de
variation des yu ... ym_n il faut que :

Si donc on peut trouver des fonctions x3(P) telles que ^£i%Xj{P)] puisse prendre

une forme quelconque y%{P) donnée d'avance, c'est-à-dire, si l'on peut résoudre les
équations :

on pourra résoudre les équations :

j

ce qui revient précisément à dire que la condition (.4) relative aux Mij est satisfaite en
même temps que la condition (A) relative aux Et®.

Le théorème est ainsi démontré.
On peut faire voir que ce théorème permet de trouver la solution (zi9 ... zk) des équa-

tions (2, chap. III), qui prend sur r £ w et rwW les valeurs v[9 ... vg, et uj, ... vk respec-
tivement II faut déterminer les ul3 ... uk et les wj, ... u°h qui sont arbitraires dans l'intégrale
complète, par les conditions que le contour variable dont dépend l'intégrale complète
étant identifié à Pm-1, les m soient égales aux n et que le contour variable étant identifié
avec r^_j, les v\ soient égales aux uj. Ces deux conditions déterminent les u\ et les cp? ;
on peut les écrire :

(13) Iui = (?i [P o u r Tm~i' et pour m = u j ,
(14) / ^ = ?ï [pour F i U et pour «! = «?].

Les équations (i3) déterminent les K? puisqu'on peut les résoudre par rapport à ces
arguments ; on transporte ces valeurs dans les équations (i4) ce qui détermine les 9?.

Les équations (3) et (4) où les u\ et les epj ont les valeurs dites, résolvent alors le pro-
blème aux limites proposées.

Nous avons ainsi généralisé la 19e et la 20e leçons de Jacobi. Jacobi y démontre, en
effet, le théorème qui porte son nom en supposant qu'une intégrale complète est connue.

La recherche des intégrales complètes des équations aux dérivées partielles est singu-
lièrement facilitée par la méthode de Lagrange et Charplt ou par le procédé de la
séparation des variables (Théorème de Siàckel). Pour que les méthodes que nous avons
développées dans ce travail puissent s'appliquer à la résolution des problèmes de physique
mathématique, par exemple, il faudrait que l'on sût trouver des intégrales complètes
d'équations de la forme I'n = H. Nous avons montré qu'il en existe d'une certaine sorte.
Tf en a-t-il d'autres ? Comment les trouve-t-on ? Tels sont de nouveaux problèmes du calcul
fonctionnel ; il nous paraît que leur résolution exige d'autres méthodes que celles qui nous
ont été utiles dans ce mémoire.



Note sur les fonctionnelles implicites.

Il se pourrait que Ton eût à définir une fonction v(x) dans un intervalle (a, b) par une
relation de la forme suivante :

b b

( 0 ^ 1 ["(#,; ^ ) ; a?] | = o,
a a

F étant une fonctionnelle dépendant de toutes les valeurs de deux fonctions u et v dans
l'intervalle {a, b) et de la variable x prise dans le même intervalle.

M. Volterra (*) a étudié les cas de fonctionnelles implicites qui se présentent le plus
souvent dans la pratique ; ce sont ceux qui sont relatifs à des équations (i) pour lesquelles
la variation oF s'exprime de la manière suivante :

b b

BF = 8ü(ar) -h f F' | [u(x) ; v(x) ; ar, Ê] | Bvfàdl -*- A> | [u{x) ; v(x) ; x, 6] | 3«(Ç)i5.
a a

Le second membre doit être nul pour des fonctions u et v satisfaisant à (i). Dans ces
cas-là, on est ramené à la résolution de certaine équation intégrale linéaire et, par suite,
à certaines conditions de possibilité, relatives au déterminant de Fredholm qui corres-
pondent au théorème d'existence des fonctions implicites définies par une relation
F[x9y) = o.

On peut généraliser ces recherches et montrer qu'on peut imaginer des cas, où il
serait possible d'effectuer les éliminations dont il est question dans notre mémoire.

Les fonctionnelles dont il s'agira dépendront d'un contour rm_! ; nous introduirons
des coordonnées yu . . . ym_u ym au moyen d'une famille (F). Soient alors k fonctions
données wï, ... ug et k fonctions inconnues uu ... vkf ces 2k fonctions dépendant, les k
premières de yu ... ym_^ les k dernières, de yu ... ym_i9 ym. Les uu . . . uh sont définies
par les relations :

(a) F% | [«!, . . . « * ; uj, . . . ut ; P] j = o, (i = 1, . . k)

P étant une notation pour représenter les m coordonnées du point 2\(/i, ,.. ym).
Supposons, ce qui ne restreint pas la généralité, que ces équations sont satisfaites

pour Ui = o, u\ = o, (î = ï, . . . £ ) . Calculons ô ^ en ne variant que les ux et
les u\ :

(j) Cf. Leçons sur les Fonctions de Lignes; rédigées et recueillies par J. Pérès; Pans, i913,
chap. (IV); c'est de ce chapitre que nous nous inspirons dans cette note.
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les EiV et les E% étant des fonctionnelles linéaires en les Sup et ÔM̂  respectivement ; ces-
fonctionnelles deviennent lorsqu'on fait m = u\ = o, eiP(ôup) et e^,(8uj).

Soient alors des accroissements 8«J! donnés aux tt° à partir de u\ = o ; il y corres-
pondra des accroissements &up telles que :

(3) 2 eip(Bup) + 2 < ( S ) = o, (t = i , . . .*)
p p

pourvu que les équations (3) soient résolubles, c'est-à-dire que l'on puisse trouver des fonc-
tions àup telles que les fonctionnelles 2eiP(Sup) prennent des valeurs données d'avance. Il
est clair que cela suppose que les etp satisfassent à certaine condition que nous appellerons la
condition (A) relative aux eip. En d'autres termes, la condition (A) est la condition néces-
saire et suffisante pour que les équations (3) soient résolubles, et nous ajouterons encore,
pour que ces équations soient résolubles univoquement. Si 8uj! = o, alors e^(ôuj) = o5

et (À) étant satisfaite, &up = o (*).
Gela étant, écrivons les équations (2) sous la forme :

p

et désignons par %i les seconds membres. Si Ton calcule ô@* en laissant les u\ égaux à
zéro et en variant les u% à partir de vu = o, on aura Ö0t- = o. Si 0* est supposé
connu, on pourra résoudre les équations précédentes par rapport aux up pourvu que la
condition (A) relative aux etp soit satisfaite. On trouverait alors des expressions suivantes
pour les inconnues up :

(4) up{yu . . . ym) = Qp | [uu ... Wft ; «?, ... t*ï ; P] | .

On peut essayer de procéder par approximations successives pour achever la résolution
puisque la forme des Qp est connue.

En laissant, aux wJ3 leurs valeurs, on posera :

ttpt)==ûp| [0,0, . . . o ; uï, . . . ut; P}\

I1) Si les équations (3) ont la forme d'équat on de Fredholm de 2° espèce, on ramène le système qu'elles
forment à une équation du même type, mais à une inconnue, et la condition {A) c'est que le £Q(*X) de
Fredholm relatif à cette dernière équation oit différent de zéro.

On pourrait toujours ramener les équa ions i3) a des équations intégrales linéaires, puisque d'après un
théorème de F. Riesz une fonctionnelle linéaire sxtist'a^aut à des conditions extrêmement générales peut se
mettre sous la forme d'une intégrale <\&SUplljest les équa ions (3) sont alors des équations intégrales, sin-
gulières, en général, dont la résolution exige des méthodes tout à fait différentes de celle de Fredkolm.
[Cf. p. ex. : T. Carleman : Sur les équations intégrales singulières à noyau réel et symétrique ; Uppsala
lîniv. Arsskrift, 1923],
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On peut faire des hypothèses pour établir la convergence de ce procédé. En remar-
quant que :

nous supposerons que :

K l [A. . . . A ; « î , - - * « ; P ] \ \ < r ,
| Û, | [fu .../*; tij, ... «î; />] | - Op | [gu ... gk\ < ... u%\ P] j | < K. max. | ƒ, — »i | ,

où K est un nombre positif et où les f et les g sont des fonctions quelconques du champs
fonctionnel où sont choisies les wj et où Ton recherche les uu Alors :

I «J?} I < if
i u?> ~ «J? | < /Traax. | ttJ>- o | < /P

et par conséquent, lim ŵ n) existe si / f < i.
n=0 ^

II faudrait montrer encore que cette limite est bien la solution des équations (2) e
qu'elle est la même de quelque manière qu'on applique le procédé pour passer des fonc-
tions uj initiales à leur état final ; nous admettrons cela sans plus et nous nous bornerons
à ces indications qui précisent, nous le croyons, les affirmations que nous avons énoncées
dans le cours de ce travail sur l'élimination des fonctions. En particulier, l'élimination des
fonctions u°t entre :

I'Ul=F^ 4 = / ^ ( t = i , ... k)

s'effectuerait de la manière suivante. On résoudrait les k premières équations par rapport
aux u$ et on transporterait les valeurs obtenues dans la dernière. Or, si Ton écrit :

cette résolution supposerait que la condition (A) relative aux E$ est satisfaite dans le
voisinage fonctionnel d'une série de valeurs w4, ... wA, uj, ... u%9 que Ton prend pour
point de départ des approximations successives, et que le procédé des approximations est
convergent.




