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PREMIÈRE THÈSE.

RECHERCHES

SUR

LE CALCUL DES VARIATIONS

INTRODUCTION.

Dans ce Travail, nous nous proposons d'abord d'étudier les prin-
cipes de la théorie connue sous le nom de Méthode directe du calcul
desyariaùons. Dans les trois premiers Chapitres, nous serons ainsi
amené à indiquer une démonstration nouvelle et simple du théorème
fondamental d'Ascoli sur tes ensembles de fonctions également bornées
et également continues, permettant de la généraliser; puis nous étu-
dierons la se mi-continuité, propriété que possède une vaste classe
d'intégrales. A l'aide d'une méthode très simple-, nous démontrerons
le théorème obtenu par M. Tonelli sur ce sujet, et nousen donnerons
certaines extensions. Enfin, dans un dernier Chapitre, dont la lecture
pourra se faire indépendamment, nous exposerons, sous le nom de
méthode d'adjonction, un procédé auquel nous a conduit la méthode
employée pour démontrer le théorème de M. Tonelli, et qui constitue
une méthode nouvelle et autonome du Calcul des Variations, per-
mettant de trouver facilement les conditions pour qu'une extrémale
fournisse un minimum fort, et cela, non seulement dans le cas où
l'intégrale étudiée porte sur une fonction des coordonnées du point
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ANDRE ROUSSEL.

courant d'une courbe et de leurs dérivées premières, mais encore
lorsqu'elle dépend de dérivées d'ordre plus élevé.

Avant de commencer cet exposé dont une partie des résultats a été
communiquée à l'Académie des Sciences ( '), qu'il me soit permis
d'adresser tous mes remerciements à MM. Goursat, Hadamard et
Lebesgue pour l'intérêt bienveillant qu'ils ont .accordé à mes
recherches,-ainsi qu'à M. Villat qui a bien voulu faciliter la publication
de ce travail.

Rappel des définitions, — Rappelons les définitions fondamentales
qui interviennent à chaque instant dans le cours de cet exposé.

Nous considérons seulement des courbes continues et rectifiables.
Soit s la longueur de Tare qui va de la première extrémité A d'une

courbe G à son point courant M. D'après le théorème de M. Lebesgue,
les dérivées %'(s), y'(s) existent dans l'intervalle (O, L), sauf peut-
être sur un ensemble de mesure nulle, et sont en valeur absolue
inférieures à i.

Soit alors F (a?, y, x\ y') une fonction continue ainsi que ses
dérivées partielles des deux premiers ordres et positivement homogène
par rapport à l'ensemble des deux nombres x' et y\ c'est-à-dire que
l'on ait pour k positif

7 , ar', y) = ¥(&, y, kx\ ky>).

Considérons l'intégrale (au sens de M. Lebesgue)

on lui donne le nom d'intégrale de forme paramétrique par oppo-
sition aux intégrales déforme ordinaire

Si les coordonnées de M sont exprimées au moyen d'un paramètre

(*) Les iô février, i t mai, 19 octobre 1925.
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par des fonctions x(î\ y(t) absolument continues, on aura

Dans les trois premiers Chapitres de ce travail, nous étudierons les
intégrales de forme paramétrique, les propositions à établir se pré-
sentant sous une forme souvent plus simple que pour les intégrales de
forme ordinaire auxquelles nous reviendrons dans le Chapitre IV.

Nous allons maintenant définir une fonction qui joue un rôle
important dans l'étude de sj. A tout système de valeurs (x7 y),'faisons
correspondre la nappe du cône ayant pour équation dans son système
trirectangle Oco'y'u

on donne à cette surface le nom de figurative.
Or, en vertu de l'homogénéité de F, on a

i d*F i <?»F T à*F t

y'2 dxn ~~ œ'y! àxl dy' ~ al% dy'2

et la fonction F, ainsi définie a une propriété remarquable.
En effet, si en un point (xfyf %f,yf) on a

la figurative en ce point tourne sa concavité vers les u positifs, ou se
réduit à un plan.

Domaine (p) d'une fonction ou d'une courbe. — Soient fo(od) une
fonction définie dans un intervalle (a, b) et ƒ (a?) une autre fonction
définie dans (c, d). On dit que f (ce) appartient au domaine (p)
de fo(&), si Ton a

| « - c | < p ; \b-d\<p9

\f(&)—fo(&) \ = p [pour les x communs à (a, U) et (c, d)\

De la même façon, soit une courbe Co, On dira qu'un point P
appartient au domaine (p) de Co s'il existe sur Co un point M tel que
la distance MP soit inférieure à p. Une courbe C appartiendra alors
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au domaine (p) de Co si tous ces points appartiennent au domaine (p)
de Co et si ses extrémités sont respectivement intérieures aux cercles
de rayons p décrits des extrémités correspondantes de Co comme
centres.

Fonctions et courbes d'accumulation. — Soit W un ensemble
formé avec une infinité de fonctions ƒ(#) . On dira qu'une fonc-
tion / 0 ( ^ ) est une fonction d'accumulation de cet ensemble, si dans
tout domaine (p) de/0(a;) il existe toujours une infinité de fonctions
d e W .

De même, une courbe Co sera une courbe d'accumulation d'un
ensemble U de courbes C, si, dans tout domaine (p) de Co il existe
une infinité de courbes de U.

CHAPITRE I.
PRINCIPE DE LA MÉTHODE DIRECTE DU CALCUL DES VARIATIONS.

ROLE DE LA SEMI-CONTINUITÉ.

Position du problème, — Nous supposerons, pour fixer les idées,
qu'il s'agit des intégrales

Le problème à résoudre est le suivant :

Étant donnée une classe K de courbes C, existe-t-il dans K une
courbe Co telle que l'on ait

pour toutes les courbes CrfeR?

C'est le problème de l'extremum absolu ; les méthodes classiques
du Calcul des Variations ne sont pas, en général, capables de le
résoudre entièrement. En effet, les méthodes de M. Weierstrass et
de Darboux permettent bien d'affirmer la valeur de 3C relative à un
arc d'extrémale Co et, dans des cas étendus, plus petite que les
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valeurs de cette intégrale prises le long des courbes ayant mêmes
extrémités que Co; par contre, on n'en peut déduire l'existence d'une
extrémale pour laquelle la valeur de 5C serait inférieure aux valeurs
prises par cette intégrale sur chacune des autres courbes. La question
devient encore plus difficile si, au lieu de prendre comme classe K
l'ensemble de toutes les courbes continues et rectifiables du plan, on
ne prend que certaines courbes particulières, par exemple, celles qui
font prendre la même valeur à une fonction de ligne donnée (problèmes
isopérimétriques).

La méthode directe. Point de vue d^Hilbert. — La nécessité de
nouvelles méthodes se fait donc sentir. Ce furent Arzela et Hubert
qui, les premiers, eurent l'idée de rechercher directementles cas où un
problème donné de Calcul des Variations admet une solution. Nous
allons maintenant exposer leurs idées.

Soit K une classe complète, c'est-à-dire renfermant les courbes
d'accumulation des courbes qui la composent (par exemple, la classe
formée avec toutes les courbes joignant deux points donnés), et soit i
la borne inférieure des valeurs de 5C relatives aux courbes de K
(i pouvant égaler — co). On peut toujours former une suite (2)

ce c

telle que, quand i est finie, on ait

et quand / = — a>,

t

n

ce point résulte de la définition même de la borne inférieure.
On donne à (S) le nom de suite minimisante pour 5 dans la classe K.
Hilbert cherchait alors les cas où (2) admettait une courbe limite Co,

et il posait, par définition,
3c,= *.

En étendant ainsi le sens du mot solution, il pouvait donc dire que
tout problème de Calcul des Variations admet une solution, pourvu
que la suite minimisante ait une courbe d'accumulation.

Ceci appelle la remarque suivante :
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Critique des idées de Hubert. — Les problèmes de Calcul des
Variations sont des problèmes objectifs pour lesquels on ne saurait en
général se contenter d'une solution purement formelle. Donc, pour
que la méthode ait une portée véritable, on devra pouvoir définir
directement 5C sur Co. Mais cela ne sera pas suffisant, et il faudra
encore montrer que la valeur de 5C prise sur la courbe Co est bien
égale à i\ c'est encore ce qu'il faudrait faire, sous*peine d'une véri-
table contradiction, même si Ton se contentait d'une solution formelle,
dans le cas où la définition directe de 5Co serait possible.

Pour ce qui est de la première difficulté, on fait en sorte, dans la
pratique, d'avoir les longueurs des courbes de la suite minimisante (2)
toutes inférieures à un nombre fixe. Alors, en vertu d'un théorème
d'Hilbert, (S) admet au moins une courbe d'accumulation Co, continue
et rectifiable. Or, en vertu du théorème de M. Lebesgue sur l'exis-
tence de la tangente à une courbe rectifiable, théorème qui joue, dans
toute sa théorie, un rôle absolumeut essentiel, on pourra définir,
sur G, l'intégrale (au sens de M. Lebesgue)

c0 = ƒ

Quant à la seconde difficulté, elle paraît d'abord insurmontable.
On aurait bien 3C(> — i si 5C était continue, c'est-k-dire si, étant donnée
une courbe C,, à tout nombre positif e, on jfouvait faire correspondre
un p > o tel que, pour toutes les courbes C2 appartenant au do-
maine (p) de Cn on aurait

|3ca-3Cll^-

Or, sauf dans le cas particulier des intégrales curvilignes, 3C n'est
pas continue. Il semble donc que la méthode directe doive être
abandonnée. Mais c'est à ce moment qu'une idée simple de M. Le-
besgue se révèle décisive. Nous allons insister un peu sur ce point,
car nous croyons qu'il n'a pas toujours été suffisamment mis en
lumière.

Travaux de M. Lebesgue. Rôle de la semi-continuité. — On
connaît, dans la théorie des fonctions de variables réelles, la notion de
semi-continuité dont voici la définition :
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L'inégalité bien connue qui sert à définir la continuité

est équivalente aux deux suivantes

j{oc -+- h)lf(x) - e, f (ce -+- h)<f(x) -+- s

et Ton peut se proposer l'étude des fonctions f(&) qui satisfont seule-
ment à Tune des deux iaégalités précédentes. Si la première est satis-
faite, on dira que ƒ (a;) est semi-continue inférieure.

Si c'est la seconde qui est vérifiée, nous dirons -au contraire
que f (oc) est semi-continue supérieure.

M. Baire avait introduit ces notions dans le but de systématiser des
hypothèses simples, se présentant avec une certaine fréquence, sans
toutefois en tirer desVésultats d'une portée essentielle.

Au contraire, M. Lebesgue, en l'étendant aux fonctionnelles,, est
parvenu à lui donner une portée considérable.

Nous dirons donc que 5C e t̂ semi-continue inférieure si, étant
donnée une courbe G n à tout p ]> o tel que l'on ait

pour toutes les courbes C2 appartenant au domaine (p) de C,.
Définition analogue pour la semi-continuité supérieure.
Or, et c'est ici que se révèle l'importance de cette notion, pour que

sur l'élément d'accumulation Co de la suite minimisante, on ait bien

il suffit que l'intégrale 5C soit semi-continue inférieure (ce serait bien
entendu le contraire s'il s'agissait d'un maximum). En effet, nous
avons

- -He,

ce qui entraîne l'égalité annoncée, n et e étant arbitraires.
PaFtant de là, M. Lebesgue a cherché des exemples de fonctions de

ligne semi-continues, et c'est ainsi qu'il a établi la semi-continuité
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inférieure de la longueur d'une courbe, de l'aire d'une surface ('), des
intégrales

f ? ( ^ J ) 4 ƒ i f {oc, y, z)da
Je J -\s)

ou
9>o, f>o

de Tintégrale double du problème de Dirichlet, et a obtenu ainsi des
résultats très remarquables en traitant ce problème par la méthode
directe.

Recherches de MM. Tonelli et Goursat. - A la suite des travaux
de M. Lebesgue, M. Tonelli est parvenu à montrer que les intégrales

sont semi-continues moyennant des conditions d'un caractère très
général (2) et il a entrepris systématiquement, pour ces intégrales,
l'étude du Calcul des Variations par la méthode directe.

Enfin, M. Goursat, étudiant le cas des courbes ayant des tangentes
variant d'une façon continue, simplifie notablement la démonstration
de M. Tonelli, et étudie en outre, dans le même Mémoire (3), les
fonctions de surface et de iigne gauche.

Conclusion. — En résumé, la méthode directe, d'après M. Le-
besgue, consiste :

(x) Dans le même ordre d'idées, nous renvoyons le lecteur à un important
Mémoire de M. M. Fréchet : Sur le prolongement des fonctionnelles semi-
continues et l'aire des surfaces courbes (Fundamenta Mathematicœ, t. VII)
dans lequel l'auteur approfondit les notions de longueur, d'aire et de prolonge-
ment fonctionnel.

(2) Dans le Chapitre IV, nous étendrons le domaine d'existence de celte
propriété, en donnant les conditions suivant lesquelles l'intégrale

est semi-continue.
(3) E. GoimsAT, Sur quelques fonctions de ligne semi-continues (Bulletin

de la Société mathématiquey t. &S, 1915, p. I J 8 - I 3 O .
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i° A former une suite minimisante (S) ;
2° A montrer que (2) admet une courbe d'accumulation rectifiable

faisant partie delà classe considérée (K) ;
3° A démontrer enfin la semi-continuité inférieure de 3C dans (K).

On peut remarquer que, dans tout ce qui précède, il n'est nullement
question de la notion de variation, ce qui marque bien l'indépendance
de la méthode directe avec les procédés classiques du Calcul des
Variations.

Dans le Chapitre suivant, nous allons nous occuper des théorèmes
fondamentaux qui permettent d'affirmer l'existence des courbes et de
fonctions d'accumulation, et fournissent par suite les éléments néces-
saires à la solution du (20); puis dans le Chapitre III, nous établirons
l'existence de la semi-continuité dans les cas étendus, ce qui nous per-
mettra de résoudre le (3°).

CHAPITRE IL
ENSEMBLES DE FONCTIONS ET ENSEMBLES DE COURBES.

Comme nous l'avons dit à la fin du Chapitre précédent, nous allons
passer à l'étude des ensembles de fonctions et des ensembles de
courbes au point de vue de l'existence des éléments d'accumulation.
Cette théorie présente avec celle des ensembles de points des analogies
tirant leur origine des propriétés communes aux ensembles abstraits
pour lesquels on peut, par un procédé quelconque, définir la notion
de distance de deux éléments, et celle de limite d'une suite infinie
d'éléments. Cette étude a été développée systématiquement par
M.M. Fréchet (C/rco/o Mathematico di Palermo, igo5),mais malgré
ces analogies, des différences profondes séparent les ensembles de
points des ensembles de fonctions : c'est ainsi que tout ensemble
borné, renfermant une infinité de points, admet nécessairement un
point d'accumulation; au contraire, on sait qu'une infinité de fonctions
bornées dans leur ensemble peuvent ne pas admettre de fonctions

ROUSSEL, 2
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d'accumulation, comme le montre l'exemple classique des fonctions

y z \ ( )

Pour distinguer les ensembles abstraits ayant des éléments limites
de ceux qui n'en ont pas, M. Fréchet a introduit la notion de
compacité.

Un ensemble sera compact si l'on peut en extraire une suite
d'éléments ayant un élément limite.

On voit donc que les ensembles formés d'une infinité de fonctions
ne sont pas toujours compacts. Cependant on peut trouver une con-
dition très générale moyennant laquelle une infinité de fonctions,
bornées dans leur ensemble, formeront un ensemble compact : c'est la
condition d'EGALE CONTINUITÉ dont voici la définition :

EGALE CONTINUITÉ. — On dit que les fonctions j\x) (définies dans
un même intervalle) d'un ensemble W sont également continues? si\
à tout nombre positif e, on peut faire correspondît un nombre
positif S tel que Vinégalité

entraine
] ƒ ( * , ) - ƒ <*t)|<e

pour toutes les f onctions de W.

Critère d'Arzela. — Une condition suffisante pour l'égale conti-
nuité est qu'il existe un nombre positif M tel que Ton ait pour toutes
les fonctions de l'ensemble

Dans le cas où les fonctions ont des dérivées, ceci aura lieu si l'on a

Nous allons maintenant démontrer à l'aide d'une méthode très
simple un théorème fondamental dû à Ascoli en renvoyant pour une
étude plus complète de cette théorie aux travaux de M. Paul M on tel,
à sa thèse en particulier.



RECHERCHES SUJR LE CALCUL DES VARIATIONS. II

EXISTENCE DES FONCTIONS D'ACCUMULATIONS ; THÉORÈME D'ASCOLÏ. — Tout

ensemble dyune infinité de fonctions également continues et éga-
lement bornées admet au moins une fonction d'accumulation
continue.

On dit, pour abréger, que les fonctions d'un ensemble W sont
également bornées s'il existe un nombre positif M tel que Ton ait

pour toutes les fonctions de W.
Supposons les fonctions de W définies dans Pintervalle (0,1) et

représentons-les dans un système (Oxy) d'axes rectangulaires par
des équations de la forme

y=f(v) (o, O-

Nous pouvons, dans le cas actuel, parler indifféremment de courbe
ou de fonction d'accumulation.

La démonstration du théorème se divise en deux parties :

i° Étant donné un £ > o, il existe dans W un ensemble We(e)
renfermant une infinité de courbes telles que la différence des
ordonnées de deux quelconques de ces courbes, correspondant à une
mêm,e valeur de Vabscisse x, reste en valeur absolue inférieure à E.

En effet, on peut trouver un entier n assez grand pour que, si l'on
divise l'intervalle (0,1) en n intervalles égaux, on ait pour chaque
f(x) de W
(0 |ƒ(**)-ƒ(*') l^>

x' et x" étant pris dans un même intervalle partiel.
Soient Ài5 A2, . . . , An les parallèles à Oy menées par les points de

division successifs. Sur Oy, l'ensemble des courbes représentant les
fonctions détermine au moins un point d'accumulation Pn . Soit A0B0

un segment de Oy de centre Po , tel que

(2) A 0 B 0 =£.
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Soit W o l'ensemble des courbes de "W ayant un point entre Ao

et Bo. W o renferme une infinité de courbes qui déterminent sur A, au
moins un-point d'accumulation P<. Soit A^B^ le segment de A, de

centre P1? de longueur -• II existe dans Wo une infinité de courbes

formant un ensemble W o ayant chacune un point entre Ao, Bo et un
autre entre A n B<. En vertu des relations (i) et (2), il est clair que
les portions des courbes de W, comprises entre Oy et A1 sont con-
tenues dans un même rectangle R„ de hauteur s.

Les courbes W, déterminent sur A2 au moins un point d'accumu-
lation P2. Soit A2B2 le segment de A2, de centre P2, de longueur

égale à -* II existe dans W, une infinité de courbes, formant un

ensemble W2? qui ont un point situé sur A2 entre A2 et B2, et les
portions des courbes de W2 comprises entre A{ et A2 sont intérieures
à un rectangle R2 de hauteur e. Les côtés de Rt et R2 situés sur A2 ont
en commun un segment contenantles points d'intersection des courbes
de W2 avec A2.

On voit que, au bout de n opérations, on obtiendra un ensemble W(Ê)
renfermant une infinité de courbes et qui sera tout entier contenu dans
une suite R<, R2, . . . , Ra de rectangles de bases parallèles à O a?, et de
hauteurs égales à e, ce qui établit la proposition que nous avions en vue.

20 Ceci posé, soit

une suite décroissante de nombres positifs qui tendent vers zéro
quand n tend vers •+- 00.

Formons W(e<). Nous pouvons effectuer, sur cet ensemble, les
opérations que nous avons effectuées sur W pour obtenir W(e l ) , le
nombre £,, étant remplacé par t2. On formera ainsi un ensemble W(£2)
dont on peut, par le même procédé, extraire un ensemble W(e3), et
ainsi de suite. Finalement, on obtient une suite

d'ensembles renfermant chacun une infinité d'éléments et tels que :
a. Tous les éléments de W(e/J) appartiennent à



RECHERCHES SUR LE CALCUL DES VARIATIONS. l 3

3. La valeur absolue de la différence des valeurs, pour un même x,
de deux fonctions quelconques de W(e/,)ï est inférieure à tp.

Coupons la suite d'ensemble de courbes représentatives par une
parallèle D à Oy. Soient \p et 5P les points de D dont les ordonnées
sont respectivement égales à la borne inférieure et à la borne supé-
rieure des ordonnées sur D des courbes de W(ep). On a

et Ipâp est tout entier intérieur à l ^ S p - i . Donc quand p tend vers
l'infini, 1̂  et 2>p tendent vers un même point K.

Soit T le lieu de K quand D varie. On peut représenter T par une
équation de la forme

y = F(œ) (o, i ) ,

F (a?) est une fonction d'accumulation pour les fonctions de W. En
effet, K est intérieur à tous les lpâp. Soit a un nombre positif. Il
existe un entier i tel que

Or lA=£i> donc Ir3t5a, quelle que soit l'abscisse de U droite D.
Portons de part et d'autre de K sur D une longueur égale à a. Le
segment obtenu contient I,3t. Quand D varie, nous définissons ainsi
le domaine (oc) de F(x) et à l'intérieur de ce domaine sont contenues
toutes les courbes de W(£(). Il est clair, en outre, que F (a?) est
continue. On a en effet,/(a?) étant une fonction quelconque de W(e,),

Etant donné un nombre e, on prendra a ̂  et un nombre o tel que

entraîne pour toutes les fonctions de W

On aura donc aussi

et le théorème est établi.
Nous allons maintenant démontrer le théorème d'Arzela, qui est
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pour les ensembles de courbes ce que le théorème d'Ascoli est pour
les ensembles de fonctions.

THÉORÈME D'ARSELA. — Un ensemble d'une infinité de courbes
continues pour lesquelles il existe une représentation analytique
simultanée

y = g{t) ( o , i ) ,

les f onctions f'(t) et g{t) étant également continues et également
bornées, admet au moins une courbe d} accumulation continue.

Il suffit de montrer que Ton peut trouver deux fonctions F(*) et
G(t) qui soient respectivement des fonctions d'accumulation pour
les f(t) et les g(t) et telles qu'il existe dans tout domaine (E) de F(t)
une infinité de fonctions ƒ (t) ayant les g(t) qui leur sont associées,
contenues dans le domaine (e) de G(Z).

Soit

la suite considérée dans la démonstration du théorème d'Ascoli.
Formons avec lesƒ(£) un ensemble analogue à celui que nous avons
désigné par W(e,). Ici nous le désignerons par \]i » Soit Vj l'ensemble
des g(t) qui correspondent aux /(t) de U,. Nous pouvons extraire
de Y\ un ensemble V4, de propriétés analogues à U, ; les f(t) corres-
pondant à ses g(t) appartiendront toutes à Ui et formeront un
ensemble U^. De U^ nous pouvons extraire, en remplaçant £, par e2?

un nouvel ensemble U2. Soit V'2 l'ensemble des g de V̂  qui corres-
pondent aux ƒ de U2. Formons avec V'a Tensemble V2, e4 étant
toujours remplacé par e2. Toutes les fonctions de V2 auront leurs
associées ƒ contenues dans U2. Procédons ainsi indéfiniment, nous
obtiendrons deux suites

Vu U2, . . . , LV ... .
v t ; v 2 ) . . . , Y m . . . .

telles que :

i° Ut renferme une infinité de fonctions appartenant toutes à U ^
(propriétés analogues pour Vt-) ;

2° Une infinité de fonctions LJj ont leurs correspondantes dans Vt;



RECHERCHES SUR LE CALCUL DES VARIATIONS. 1 3

3° Les Uj et les Ve- possèdent les propriétés des ensembles W ( du
théorème d'Ascoli.

Il en résulte que les UÉ- et les Ve convergent respectivement vers
deux fonctions continues F(t) et G(t) qui répondent manifestement
à la question.

Courbes à longueurs bornées : théorème d'Hubert. — Nous
démontrerons enfin le théorème d'Hilbertpourne pas créer de discon-
tinuités dans cet exposé, quoique la démonstration que nous allons
donner soit classique. En voici l'énoncé :

Un ensemble formé d'une infinité de courbes continues, toutes
contenues dans un espace limité^ et dont les longueurs sont infé-
rieures à un nombre fixe, admet au moins une courbe d'accumu-
lation, continue et rectifiable.

Soient
x = x(s), yz=zy{s), ( o , L ) , L < M

les équations d'une de ces courbes, s désignant l'abscisse curviligne
du point courant, L sa longueur.

Posons

toutes les courbes considérées ont alors une représentation analytique
simultanée

x = x(t), 7 = 7 ( 0 ( o , i ) ,

II est clair que les x et les y sont bornées dans leur ensemble. De
plus,

$2

Donc, en vertu du critère d'Arzela, les fonctions x(t) sont éga-
lement continues, il en est de même desy(t); et la démonstration
s'achève en appliquant le théorème d'Arzela. La courbe d'accumu-
lation Co est rectifîable, car on voit facilement que la longueur de
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toute ligne polygonale inscrite dans Co est inférieure ou au plus égale
à M.

Nous avons mis ainsi en évidence un mode de paramétrage remar-
quable des courbes de longueurs inférieures à un nombre fixe qui
joue un rôle important dans cette théorie.

Fondions et courbes de pseudo-accumulation. — Le procédé que
nous avons employé pour démontrer le théorème d'Ascoli va nous
permettre de faire une étude plus approfondie des ensembles de
fonctions également bornées.

Posons d'abord une définition préliminaire :

Soit W un ensemble formé d'une infinité de fonctions f (oc)
définies dans un même intervalle (a, b). Nous dirons qu'une fonc-
tion F(x) est une fonction de PSEUDO-ACCUMULATION de cet ensemble
si, à tout nombre positif p et à tout entier k, on peut f aire corres-
pondre au moins une fonction f (oc) de W et p valeurs de x
(xK, cc29 . . . , xp) satisfaisant aux conditions suivantes :

2° Les inégalités

\ f { x t ) - ¥ { œ ; ) \ < p ( J = I , 2 , . . . , p )

sont vérifiées;
3° Étant donné un intervalle quelconque (a, (3) appartenant

à(ay 6), z7y aura toujours au moins un (x^) intérieur à cet inier-
valle, pourvu que k soit assez grand.

On peut alors énoncer le théorème suivant :

Tout ensemble formé d^une infinité de fondions également
bornées admet au moins une f onction de pseudo-accumulation.

Nous pouvons toujours prendre l'intervalle (o, i) comme intervalle
de définition des fonctions de W.

Divisons b en p intervalles partiels égaux et, par leurs extrémités,
menons les parallèles
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à Oy; Ap étant menée par le point (i , o) est fixe» Soit alors t un
nombre positif arbitraire. En nous reportant à la démonstration du
théorème d'Ascoli, nous voyons que Ton peut former un ensemble
W(s) renfermant une infinité d'éléments et jouissant de la propriété
suivante :

La différence des ordonnées qui correspondent à Vabscisse d'une A,-
quelconque, mais provenant d'une division donnée de (o, i), de deux
fonctions arbitraires de W ( Ê ) est, en valeur absolue, inférieure à £.

Pour abréger, nous donnerons à l'opération qui permet de passer
de W à W ( £ ) l e n o m d e

FILTRAGE ( Ê ) de W sur les A£.

Ceci posé, soit (<J)

( l ) £i, £2, . . . , £„, . - .

une suite décroissante de nombres positifs ayant pour limite zéro.
Soient W,, le résultai du filtrage (e,) de W sur les AJ; W2 le résultat

du filtrage (tn) de W, sur les A* ; . . . , W n le résultat du filtrage (en)
de WB_4 sur les A", et ainsi de suite.

Nous formons une suite d'ensembles

dans laquelle chaque W£ renferme une infinité de fonctions apparte-
nant toutes à WJ-_4.

Soit alors A une parallèle à Oy d'abscisse x.
Considérons l'ensemble des points déterminés* sur A par les fonc-

tions de W;. Cet ensemble est borné inférieurement et supérieurement.
Soient I; et 3; respectivement sa borne inférieure et sa borne supérieure.

Nous représenterons par là même lettre, lt ou S>1 l'ordonnée des
I? ou points a*. On a

T < T < T < <TVT

Ö ! > 5 2 > . . . 3 f > . . : > — M ,

M étant un nombre positif fixe supérieur à toutes les | f{x) \.
Les, It et les ai tendent donc respectivement vers des limites I et 3

quand i tend vers -h oo. Le segment 15 est intérieur à tous les seg-

ROUSSEL. $
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ments It 5t. Soit y l'ordonnée de I. Nous poserons, pour chaque valeur
de x,

F{œ)=y (o, i).

Il est clair que F(x) est une fonction de pseudo-accumulation
de W, En effet, prenons un a > o et soit A: un nombre entier quel-
conque, II existe un entier/? tel que pour n^p, on ait

en étant un des nombres de la suite (i).
Soit alors n un entier plus grand à la fois que p et que k. Considé-

rons l'ensemble Wrt et soit A, une quelconque des droites Ao, An ..., àn

que nous avons définies plus haut. Les lettres I et 3 gardant la même
signification, nous avons, d'après la façon dont on a formé W,o

lfl et 5/i étant relatifs à la droite Ar Le point I étant intérieur au seg-
ment IR5rt, si de part et d'autre de ce point nous portons sur A, des
longueurs égales à a, nous obtenons un nouveau segment à l'intérieur
duquel toutes les fonctions de Wrt ont chacune un point, et cela pour
toutes les valeurs de &, de o à w, ce qui établit la proposition, car on
peut en outre choisir n assez grand pour que chacun des intervalles
partiels obtenus en divisant (o, i) en n parties égales soit inférieur à
un nombre o donné à l'avance.

Exemple. — Considérons Pensemble formé par les fonctions

y=:sinna; (n — i, 2, . . ., 00) (o, 7r);

cet ensemble n'a pas de fonction d'accumulation; par contre, toute
courbe

(o, 7T)

est une courbe de pseudo-accumulation, n0 désignant un entier arbi-
traire (4).

(*) En effet, à chaque entier n, on peut associer les (a?i), abscisses des points
d'intersection des courbes j = s in / î^ , yz=. %\nnQœ. Il est clair que l'on pourra
prendre n assez grand pour que les {œx) satisfassent aux conditions (i) , (2), (3)
de la définition (voir p. 4r<>)-
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Courbes de pseudo-accumulation, — On définit d'une manière
analogue ce qu'il faut entendre par courbe de pseudo-accumulation
d'un ensemble de courbes

œz=x(t), y=y(t) (a, b).

En raisonnant comme nous l'avons fait pour établir le théorème
d'Arzela, on démontre sans peine, dans tout ensemble de courbes
contenues dans un domaine borné, l'existence d'au moins une courbe
de pseudo-accumulation.

Nous donnerons à la fin du Chapitre suivant, une application de ces
notions au Calcul des Variations.

Pour le moment, nous allons donner un critère qui permet d'affirmer
l'existence dans un ensemble W d'une fonction de pseudo-accumu-
lation continue et à une variation bornée, c'est-à-dire représentée
graphiquement par une courbe rectifîable. Voici la proposition que
nous avons en vue :

Soit un ensemble W renfermant une infinité de fonctions con-
tinues, bornées dans leur ensemble et définies dans un même inter-
çalle (a, b). Supposons que les trois conditions suivantes soient
satisfaites :

i° A chaque f(x), il est possible d'associer une division bien
déterminée de (a, b) en intervalles partiels (xi? &VM) ^S Çue Von
ait pour la f onction considérée

= i , 2 , . . . , p — 1),

p désignant le nombre de ces intervalles, et M étant un nombre
fixe, le même pour toutes les f onctions ;

20 La borne supérieure de Vensemble des p associés aux fonc-
tions de W est infinie;

3° Étant donné un intervalle quelconque (a, f$) appartenant
à (a, b)? il y aura toujours à son intérieur au moins un des
nombres {xf) définis au i° pourvu que p soit assez grand.

Nous pouvons extraire de W une suite £



2O ANDRE ROUSSEL.

telle que la suite formée avec les p correspondants

P u Pî> - - > Pn> . . •

augmente indéfiniment.
A chaque fonction de (2), associons la ligne polygonale bien déter-

minée, inscrite dans la courbe y = f (a?), dont les sommets ont res-
pectivement pour abscisses celles des points de division de (a, b) en
les/? intervalles partiels (a?„ xl+A ) qui correspondent à cette fonction
en vertu du i°. Cette ligne polygonale définit une fonction continue

y =z <y{oc)

et nous pouvons former ainsi une nouvelle suite

de fonctions continues, bornées dans leur ensemble, et satisfaisant
quel que soit n à l'inégalité

*(£) —?«(o)

(£, y]) désignant deux nombres quelconques de (a, b). Ce dernier
point résulte immédiatement de la façon dont on a formé les ç(a?).

Donc les fonctions de 2' sont également continues.
Elles ont donc au moins une fonction d'accumulation continue

qui satisfait à l'inégalité
<M

et qui est donc à variation bornée [autrement dit, la courbe y = F (a?)
est rectifiable]. Il est clair que F(x) est une fonction de pseudo-
accumulation pour les f{x). En effet, de 2' on peut extraire une
nouvelle suite, que nous désignerons par

qui converge uniformément vers F(#) . Considérons la suite 2̂  formée
avec les ƒ (# ) qui correspondent aux fonctions de (2")
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Soit alors un nombre positif p, il existe un entier n, tel que
pour n ̂  n on ait pour toutes les valeurs de x

Considérons la fonction f{n)(x) et soit p{n) le nombre p qui lui est
relatif. On aura

\fW(œl)-¥{xl)\S9 ( 1 = 1 , 2 , . . . , / > < " > ) ,

#«e/ £W<? soi* n^n, car

ce qui entraîne bien la conclusion annoncée, en vertu des hypothèses
faites dans l'énoncé au sujet delà distribution des (or,) sur (a, b).

Exemple. — Considérons les fonctions

y =:$innx (o, 71) (/i = i, 2, . . . , ao);

Tune d'elles

où k est quelconque, décompose (o, TT) par les points d'abscisses

ou

en k intervalles partiels égaux, et l'on a

et nous nous trouvons dans un cas où s'applique le théorème précé-
dent. On a ici M = o, le nombre p associé à chaque fonction est égal
à son rang /r, et Ton a identiquement

la fonction de pseudo-accumulation obtenue est la fonction

y = O (O, 7T).
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CHAPITRE III.

SEMI-CONTINUITÉ ET RECHERCHE DIRECTE DES MINIÏtfA.

Dans ce qui va suivre, nous ne parlerons que de la semi-continuité
inférieure, les résultats obtenus s'étendant d'eux-mêmes, avec des
modifications évidentes au cas de la semi-continuité supérieure.

Nous nous proposons de démontrer un théorème fondamental dû
à M.Tonelli qui permet d'affirmer la semi-continuité d'une vaste classe
d'intégrales. Ce géomètre l'avait obtenu sans mettre en évidence la
véritable raison de l'existence de cette propriété qui apparaissait ainsi
d'une manière tout à fait imprévue. Nous allons montrer, au contraire,
que la semi-continuité de certaines fonctions de lignes est une consé-
quence immédiate de l'existence d'une forme privilégiée de 3C, qui
est continue dans la classe des courbes de longueurs bornées. Ce Cha-
pitre sera ainsi consacré à l'étude de la semi-continuité et des consé-
quences qu'on en tire relativement à l'existence de Textremum absolu.
La méthode que nous allons employer nous fournira d'ailleurs cer-
taineg généralisations des résultats connus, et nous montrerons dans
le Chapitre suivant qu'elle conduit à une méthode nouvelle de Calcul
des Variations.

LEMME FONDAMENTAL. — Uintégrale curviligne

'\ ds,= f
où P et Q sont des fonctions continues, est continue dans la classe
des courbes dont les longueurs sont inférieures à un nombre fixe À,
d'ailleurs quelconque.

Soit
(a, b)

une représentation analytique des courbes considérées. Donnons-nous
un nombre positif s. Je dis qu'il existe un nombre p > o, tel que les



RECHERCHES SUR LE CALCUL DES VARIATIONS. 23

inégalités
|*(0-*o(Ol^p> I J ( 0 - 7 O ( 0 ! ^ P («, *)

entraînent

pour toutes les courbes C de longueurs inférieures à À.
En effet, étant donné un nombre positif a, nous pouvons toujours

trouver un p{ > o et une division de Co en n arcs partiels

o ^ j 2 , , ^ j o ,

tels que, si
( a , *,)> . . . , ( ^ * i + i ) , . . . , {tn-ub)

est la division correspondante de (a, b) en intervalles partiels, les iné-
galités

ou Ion a pose

9, étant une valeur de t choisie arbitrairement dans (tlf tM)} entraînent
dans tous ces intervalles partiels

Ce point résulte immédiatement de la continuité de P et Q. Posons
alors

ÔG=y f {&*'+&?') ds,

C1 étant sur chaque courbe C Tare qui correspond à l'intervalle
(in '*+i)« O n a

|3c—3c | = 2 2 longueur de G' x a S 2Àa;
par suite,

Or, en vertu de la continuité de P et de Q, il existe un nombre M
tel que
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et l'intégrale curviligne
I pt dx -h gt dy

prise le long d'un contour fermé est nulle.
Il en résulte

| <5c — é)co| = ̂  4 ^ p = 4^î npy

et enfin

n dépendant seulement de a. Si nous prenons

8 À

on aura bien

et la proposition est établie. Remarquons que Ton peut l'énoncer
ainsi : Toutes les fois que la figurative T relative à l'intégrale 5C est
un plan, cette intégrale est continue dans la classe des courbes dont
les longueurs sont inférieures à un même nombre À.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème dei$l, Tonelli,
dont voici l'énoncé :

THÉORÈME DE TONELLÎ, — Si

l'intégrale

est semi-continue inférieure dans la classe des courbes de longueurs
bornées*

Rappelons que la condition F ^ o signifie que la figurative T est
située au-dessus de son plan tangent, ou exceptionnellement est plane.
On a d'ailleurs

F — — i î f —.. — — l d*¥

1 ~~ y'2 dxn — a?' y1 ~~ x/2 àj/2 '

Soit Co une courbe donnée. Supposons d'abord que sur Co la tan-
gente varie d'une façon continue. Soient Mo le point courant de Co?
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II0 le plan tangent à la figurative Fo, relative au point Mo, qui corres-
pond aux valeurs (oc'o,y'o) des dérivées en Mo. A chaque F on peut
faire correspondre un plan tangent particulier II, variant d'une façon
continue avec {oo^y) et tendant vers II0 quand (a?, y) tend vers {x07y0),
et cela d'une infinité de manières. En effet, on prendra comme plan H
le plan tangent à F au point

© et ^ étant deux fonctions continues telles que l'on ait sur Co

On peut toujours trouver une infinité de fonctions cp et tp qui satisfont
aux conditions précédentes. En effet, prenons la fonction <p(a??-y)*
La détermination de cette fonction revient à trouver une surface
continue

passant par la courbe continue

et il est clair que le problème a une infinité de solutions.
Ceci posé, soit 2>'c l'intégrale obtenue en prenant le plan II comme

figurative. Elle est de la forme

et l'on a, en vertu de nos hypothèses,

(0 3co = 3Co.

D'autre part, F étant au-dessus de II, nous avons sur toute la
courbe G

(2) öc^aó

D'autre part, étant donne un nombre positif M quelconque, k u t i £ > o
on pourra faire correspondre u n p > o tel que, pour toutes les courbes
de longueurs inférieures à M, et appartenant au domaine (p) de Co;

ROUSSEL. 4
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on ait
|3'c —afcj^e,

d'où

et, en vertu de (1) et de (2),

On peut passer maintenant au cas général, grâce à un procédé
souvent employé. La seule hypothèse faite sur Co est que cette courbe
est continue et rectifiable. Nous nous appuierons sur la propriété sui~
vante, bien connue et facile à démontrer :

La valeur 3 de 3C relative à une ligne polygonale G'o inscrite
dans Go tend vers 3Co quand C'o tend vers Co.

Soit alors z un nombre positif donné. Inscrivons dans Co une ligne
polygonale C'o de n côtés, telle que

et désignons par O\(i = 1, 2, ,.., n) les arcs partiels déterminés sur Go

par les sommets successifs de C'o.
Nous supposons que les courbes étudiées ont une représentation

analytique simultanée

de sorte que, sur toute courbe C, aux ares C^correspondent des aî cs G'
bien déterminés. Posons

n

c = y Ç
1 Jc>

où

ô, étant Tangle de direction de la corde sous-tendue par l'arc Qo. Il est
clair que l'on a sur toute courbe C

par, dans chacune de n intégrales partielles, la quantité sous le signe
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intégral est la valeur de u en (V, y ' ) relative au plan II, tangent à F
au point (aly (î,). Or

donc

D'autre part, on peut toujours choisir C'o assez voisine de Co pour que
Ton ait de plus

En effet, étant donné un nombre positif arbitraire [x, on peut, en vertu
de la continuité de F, trouver une division de Co en n arcs partiels O0

telle que, en désignant par (^, v)t) les coordonnées d'un point arbi-
traire de C£

o, on ait pour toutes les valeurs de i, entre i et n et pour
tous les (x,y) relatifs à un point quelconque de Co et de la corde
sous-tendue par cet arc,

| F X ( 3 ? , 7 , a „ ( 3 < ) - F r ( & , * . , « , , P«)l = f^
| F r ( * , ƒ , « „ ( 3 . ) - M * , y , </„ &t)\<ii.

On a alors, en désignant par C'o le polygone formé des cordes sous-
tendues par les Cl

0 successifs et sa longueur par L'o,

Il suffit, pour établir ce point, de répéter le raisonnement qui nous a
servi plus haut pour établir la continuité de ƒ P^-hQ/fjK>e

i, Vi, <Xl} (3 , ) , Çi~

et en observant que les valeurs de chaque I ptdx -h q^dy, prises res-

pectivement le long de C£
o et le long de la corde sous-tendue par cet

arc, sont égales. Ceci posé, nous aurons donc

Or 3c, somme d'un nombre bien déterminé de fonctionnelles continues
dans la classe des courbes de longueur bornée, est continue dans cette
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classe; par suite, il existera un nombre p tel que, pour toutes les C
intérieures au domaine (p) de Co, on ait

d'où

et le théorème est établi.

Applications des modes précédents de raisonnement.

I. Semi-continuité large. — Nous allons maintenant démontrer
la proposition suivante :

Soit l'intégrale
r

5c — / F(#, / , J?', yr) ds

la f onction F satisfaisant à la condition

à^F ^2F _
dx dy! à y dx'

et la figurative

tournant sa concavité vers les u positifs.
Étant donnée une infinité de courbes C possédant une représen-

tation analytique simultanée

soit Co l'une d'elles, à tout nombre positif e, on peut f aire corres-
pondre deux autres nombres positifs, p et S, tels que si Von divise
(a, b) en n intervalles partiels (t„ tl+i) tous inférieurs à o? les iné-
galités

- yo(b) \<p
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entraînent

Nous dirons alors que ôc possède la semi-continuité large.

Revenons à Fintégrale

que nous avons définie à la page 4^o.
D'après ce que nous avons vu plus haut, il existe un nombre o, tel

que, pour toutes les lignes polygonales inscrites dans Co dont les n
côtés sont tous inférieurs à o, on ait

(3) |ac_a;j<£.

Or, la corde sous-tendue par l'arc C'o a pour longueur

En vertu de la continuité de ^ 0 ( O J / O ( 0 >
 o n pourra trouver un

nombre £ tel que, pour toute division de (a, h) en intervalles
moindres que S, on ait pour les lt correspondantes

L'inégalité (3), où 5' correspond à une de ces divisions, sera alors
toujours satisfaite. Soit donc

(S) At. A2, . . „ AB

une des divisions de (a, b) en intervalles partiels que nous venons de
définir. Les At sont tous inférieurs à S et n'empiètent pas les uns sur
les autres. Désignons par A, le nouvel intervalle obtenu en prenant
les k premiers intervalles de (S). On a

le nombre ft étant tel que les inégalités

Â t<ô<I 1+
soient satisfaites.
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Désignons de même par A2 l'intervalle ÀÂ .4 + ... + A*+/?, où

et ainsi de suite. Nous formons une division

( s ) Â, Â2; ..., s*

de (a, 6) en /z intervalles inférieurs à o. On peut remarquer que les
extrémités des A; font partie des points de division déterminés
sur (a, b) par les intervalles de S, Je dis alors que n reste inférieur
à un nombre fixe K. Posons en effet

(A)t désignant l'intervalle de (S) qui suit le dernier intervalle de cette
suite faisant partie de A,. On a

a < A ; < A * H ~ Â ^ j ( « = i , 2 , . . . , « — i ) ,
d'où

( / ! - i ) « <AI< 2 ( ^ + 3 ^ 1 ) 5 2(0 — a).

Considérons maintenant une courbe C dont les coordonnées cou-
rantes satisfont aux inégalités

chaque intervalle (th tl+i) étant inférieur à S. Prenons comme suite (S)
la suite

K ' i ) , . . . » (*» *i+i), . . . , (h-i>b)-

Formons la suite (S). Les intervalles qui la composent seront

et nous aurons

Formons alors l'intégraleÜ' qui correspond aux intervalles de (S).
Observons que toute intégrale de la forme

J F^(a?, y, «£) pO <&? + Fr,(^? ƒ



RECHERCHES SUR LE CALCUL DES VARIATIONS. 3ï

porte sur une différentielle exacte, d'après l'équation

dx dy1 dy àx'

Or, en vertu de la continuité de Fa. et de Fr,, et des inégalités

| « . | S i , | | 3 , | < i ,

il existe un nombre M tel que l'on ait

| F*(a-, y, «n fa) | < M, j Fy{x, y, «„ fa) \ < M

pour tous les (a?, y) de la portion du plan renfermant les courbes
considérées.

On aura alors
J5c— 3c

et

Nous avons d'autre part

d'où, en prenant p <

II. Semi-continuité faible des intégrales

dans la classe des courbes dont les dérwées secondes par rapport à t
des coordonnées du point courant sont bornées dans leur ensemble.
— Soit (K) l'ensemble des courbes possédant les propriétés sui-
vantes :

i° Les courbes de (K) ont une représentation analytique simul-
tanée

2° Sur chacune d'elles, les dérivées -^» -^ existent partout et sont
absolument continues. Elles sont donc aussi à variation bornée, et par
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suite les dérivées #"(/), Y"^) existent, sauf peut-être pour un ensemble
de valeurs de t de mesure nulle.

3° II existe un nombre positif M tel que

(4) j ^ " ( O | = M, \y»(t)\<lL

On convient de poser, en tout point ti où Tune des dérivées secondes,

x" par exemple, manque :

De ces hypothèses résulte l'existence de l'intégrale Cau sens de
M. Lebesgue), sur chaque courbe G de (K),

rb

J a

Ceci posé, prenons un système d'axes rectangulaires Oxffy"u et
à chaque système de nombres

(â?, / , #', y')

associons une figurative T définie par l'équation

(5) u = V{x,y,œ',y',x\y').

Nous supposerons que T tourne sa concavité vers les u positifs.
On a alors le théorème suivant :

Soit Go une courbe de (K). Étant donné un £>o> il existe un p^> o
tel que Von ait

pour toutes les courbes G de (K) qui satisfont aux inégalités

6

Pour établir cette proposition, nous suivrons une marche analogue
à celle que nous avons employée pour démontrer le théorème de
M. Tonelli.

Démontrons d'abord là continuité faible dans la classe (K) de l'in-
tégrale
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les fonctions P, Q, R étant continues par rapport à {oc,y> xf,yr). Le
raisonnement est le même que celui employé pour établir la continuité
de l'intégrale curviligne

fv(x,y)dx + Q(x,y)'dy
Je

dans la classe des courbes de longueurs bornées. Reprenons-le rapi-
dement pour plus de clarté. Soit (j. un nombre positif fixe. Nous
supposerons

Alors, pour les courbes satisfaisant aux inégalités (6), nous aurons,
en vertu de la continuité de oc'Q(t} et dey'0(t)y

|* '(0|^A, | / (OI^B,

A et B étant les mêmes pour toutes.
Il en résulte l'existence d'un nombre positif M4 tel que Ton ait pour

ces courbes
|P[<Mn | Q| <M1S |R|^M t.

Étant donné un nombre positif a, nous pouvons trouver une divi-
sion de l'intervalle (a, b) en n intervalles partiels, et un nombre
p4 (o < p, 5 {/.) tels que, en posant

où 6t est une valeur de t prise dans (tl7 tl+i)y les inégalités (6), où l'on
a fait p = pi, entraînent, pour toutes les valeurs de i ne dépassant
pas n,

et deux autres inégalités analogues en Q et R. Il en résulte immédia-
tement la continuité faible de

Pour démontrer la continuité faible de

ROUSSEL.
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nous poserons

ou

On démontre facilement que 5c tend uniformément vers

f { P(.r, y, *', / ) * ' + Q(*, y, *', y ) y | ^

quand a tend vers zéro.
Or, et c'est ici qu în ter vient l'absolue continuité des dérivées

y ( O i o n a

On a d'autre part

Donc ĉ tend vers 5co quand p tend vers zéro, et il en résulte que z>l
tendra aussi vers 3Co, ce qui établit la proposition que nous avions
en vue.

Cas général. — Passons maintenant à l'étude de l'intégrale

rb

J a

dans la classe (K).
Soit Co une courbe de cette classe; supposons d'abord que x\{t)

el yl(0 existent partout et sont continues. Il est alors possible de
trouver deux fonctions continues

telles que 1 on ait sur Co

Considérons l'intégrale

J a
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obtenue en prenant pour figurative le plan II tangent à F au'point
9y)> ty(x*y)]* D'après la façon dont on a choisi cp et <p, on aura

et, en vertu de l'hypothèse que F tourne sa concavité vers les u posi-
tifs,

Or ëf
c possède la continuité faible dans la classe (K). 3C possédera donc

la semi-continuité inférieure faible dans cette classe.
Examinons maintenant le cas où #o(Oi.Xo(0 s o n t discontinues. Ces

fonctions, du moins, restent toujours quasi continues; c'est-à-dire
qu'étant donné un entier n, on peut faire correspondre à oc"Q(t) un
ensemble fermé Ere, constitué par des valeurs de t dans l'inter-
valle (a, b)9 et ky"0(t) un autre ensemble fermé E^ tels que x\(i) soit
continue dans En,yl(t) dans E^, et que Ton ait'de plus :

mesure E„ > (b — a) >

mesure E^ >• ( b^— a)

On peut alors former une fonction continue a£0(0 qui coïncide avec
%l(t) dans EB. D'après la façon dont s'obtient cette fonction, on aura

De même, on peut former une fonction continue ya
njj>) dans tout (a, b)

coïncidant avecjy'^Z) dans E^ et vérifiant l'inégalité

M étant le nombre qui figure dans lçs inégalités (4 ) ( ' ) •
Déterminons alors deux fonctions continues

?n(#, y), tynix, y)

( !) Pour plus de détails sur les fonctions quasi continues, cf. L. TONELLI

Fondamenti di Cctlcolo délie Variaçioni, (Bologne, Zanichelli, éditeur), t. I
p. I 3 I , i32, i4o.
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par les conditions

et soit n„ le plan tangent à F au point (<p„, <hn). Désignons par â'tK l'in-
tégrale obtenue en prenant 11̂  comme figurative. Cette intégrale ne
surpasse jamais 5C sur toute courbe C de (K) et possède de plus la
continuité faible dans cette classe. Pour démontrer le théorème, il
suffira donc maintenant de démontrer que, étant donné un nombre
positif arbitraire a, on peut trouver un entier n tel que

Le premier membre de l'inégalité précédente est de la forme

$ restant en valeur absolue inférieure à un nombre positif fixe M. En
posant

J a J a

A g : = z ƒ $ (tt x'L, y"n ) dt — I <I* ( t x"n j "n )
•̂  a ^ a

on a
A<A,H- A2.

Or, on voit immédiatement que

A t < —- i A=><

Donc

et le théorème est démontré ; on peut observer que nous ne supposons
nullement Thomogénéité de F, ni par rapport à (a?',/ '), ni par rap-
port à (x% yf/).

Recherche directe des minima des intégrales



RECHERCHES SUR LE CALCUL DES VARIATIONS. 3j

— Cette question se trouvant traitée d'une façon très détaillée dans le
Tome II de l'Ouvrage de M. Tonelli, Fundamenli di Calcolo délie
Variazioni, nous nous bornerons à en indiquer ici le principe. Il con-
siste à établir que les longueurs des courbes de la suite minimisante
sont bornées dans leur ensemble. Elles ont alors au moins une courbe
d'accumulation rectifiable Co, faisant partie de la classe des courbes
considérées, si celle-ci est une classe complète^ ce qu'on suppose tou-
jours, et l'on a bien, en désignant par i la borne inférieure des ac,

en vertu de la semi-continuité de cette intégrale. OrTétude d'une pro-
priété quelconque des courbes d'une suite minimisante est, en général,
très difficile. On la simplifie un peu, dans le cas actuel, au moyen du
lemme suivant :

« Si, pour une classe complète (K) de courbes contenues dans une
région limitée du plan, on peut trouver une fonction $ (a ) , définie et
continue pour toutes les valeurs réelles de a, jamais négative et jamais
décroissante, telle que, C étant une courbe quelconque de (K), de
longueur L, on ait

Les longueurs des courbes de la suite minimisante sont bornées
dans leur ensemble.

Montrons d'abord qu'on ne pe.ut avoir i = — oo. Soit

G Î , C2 , . . . , Gw,

la suite minimisante. On devrait avoir

3c„<—i,

d'où
LB<*(3c,)S^(-n)<O(-i).

Mais on a toujours une inégalité de la forme

où M désigne un nombre tel que
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pour tous les (a?, y ) de la région du plan considéré et pour les xf et y '
inférieurs à i en valeur absolue. Il en résulte

i ne pourrait donc égaler — oo; i est donc finie et par suite

- M— >
"~ n

( ) *(*-+-1),

ce qui établit la proposition.

Application. — Montrons que si Ton a

F>o, Ft>o,

le minimum de 3C existe dans toute classe complète de courbes conte-
nues dans une portion bornée du plan. En effet, en vertu de la conti-
nuité de F, il existe un nombre M tel que

• = i ) ,

d'où
3C>TOL,

L < - 3 C .
~ m

Posons donc

<b(a) = — pour oc ̂  o,

<^(a)=o pour a < o .

Le lemme précédent montre que les longueurs des courbes de la
suite minimisante sont bornées dans leur ensemble. Or, de l'iné-
galité F ^ o résulte la semi-continuité inférieure de ôc dans tout
ensemble de courbes de longueurs inférieures à un nombre fixe. La
suite minimisante aura donc une courbe d'accumulation Co fournissant
le minimum cherché.

Minimum de l'intégrale i F(x,yy x'9 y ' , x", y")dl, — Consi-
J o

dérons une classe [K] de courbes renfermant :
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i° Une infinité de courbes 2 dont les longueurs sont toutes infé-
rieures à un même nombre M, telles que les inégalités

(7 )
f(h) ~-œ'{tx)

— h

où t désigne le rapport ^ de l'ârc à la longueur de la courbe, soient
satisfaites.

2° Les courbes d'accumulation des courbes *2 sous réserve qu'elles
jouissent des propriétés indiquées plus haut au i°.

Il en résulte que chaque fonction -^> -^ est absolument continue,

puisque son rapport incrémental est borné en valeur absolue; elle est

donc aussi à variation bornée, et par conséquent les dérivées ^-^> -—•

relatives à chaque courbe existent, sauf sur un ensemble de mesure
nulle, et restent en valeur absolue inférieures à M< en vertu de (7).
Remarquons, pour fixer les idées, qu'on peut prendre comme courbes £
des courbes ayant une courbure en chaque point inférieure à un
nombre donné M'et des longueurs plus petites qu'un autre nombre M.

Nous avons en effet, en désignant par a l'angle de la tangente avec
l'axe des a?,

dx d?x da .
- ; - —Lcosoc. — — - — — L 2 s i n a — =—L 2f is inoc.
at dtÂ Hç 'ds

D'après les hypothèses

on a
\p\SM\ L<M,

d'où deux inégalités du type (7) ,
Ceci posé, montrons que Vintégrale

= f
atteint son minimum dans la classe [K], pourvu que la figurative T
définie par l'équation (5) de la page 426 tourne sa concavité vers
les u positifs.
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Soit [K< j un ensemble extrait de [K] .
Considérons les xf(t) associés aux courbes de [K,], On a

Ces fonctions sont donc également bornées; d'après (7), elles sont
aussi également continues. Elles admettront donc au moins une fonc-
tion d'accumulation continue %'0(t) qui satisfait en outre à l'inégalité

Lesy'{t) ont, de même, une fonction d'accumulation y'0(t) vérifiant
l'inégalité analogue et Ton peut toujours déterminer x\(i), y'0(t) de
manière qu'il existe deux suites

convergeant respectivement vers oc'o(t) ety'0(7), et dans lesquelles les
termes de mêmes indices sont relatifs à la même courbe de [K,]. Or
on a

œ(t)~a+ f œf(t)dt,

y(t) = b+ f y'{t)dt.

Les courbes considérées étant contenues dans une région limitée du
plan, l'ensemble des nombres a est borné; il en est de même de celui
des nombres b. Les a et les b ont donc respectivement des valeurs
d'accumulation a0 et b0 que l'on peut toujours déterminer de telle
sorte que des suites (8) on puisse extraire deux nouvelles suites qui
convergent, Tune vers &'0(l)9 l'autre vers yQ(t)f tandis que les a asso-
ciés convergent vers a0, les b vers b0. Posons alors

= ao+ f x'0{t)dtt

y*(t) = b,+ f yo(t)dt)

il est alors clair que la courbe Co? dont les équations paramétriques
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sont
œ — xo{t), y=yo(t) (o, i ) ,

est une courbe d'accumulation des courbes de [K^]. De plus, on a
bien

En effet, l'intégrale

tend vers

Or

et sjx* -hy[2 tend vers s/x^-hy'*. Mais

\Jx[2 -t-yt
2 =Lt [car x[ (t) = \^lx[ (s) j .

Il en résulte

d'où ô + 7o -
£/$o ̂ 3 Lo dt.

Pour £ = o, nous sommes à la première extrémité de Co. On aura
donc

Considérons maintenant une suite minimisante pour 5C dans [K].
D'après ce que nous venons de voir, cette suite a au moins une courbe
d'accumulation Co faisant partie de [KJ, et sur cette courbe 5C sera
semi-continue inférieurement dans l'ensemble des courbes de la suite
minimisante. L'intégrale 5C atteint donc bien son minimum sur Co.

Minimum d'une classe particulière d'intégrales. — Si Ton
cherche à exprimer d'une façon abstraite et le plus généralement pos-
sible le principe de la Méthode directe du Calcul des Variations, on
est amené à formuler ainsi le problème :

i° Étant donnée une courbe Co, prenons un nombre positif £ arbi-
traire. Quelles sont les conditions (a) à imposer à Co et les condi-

ROUSSEL. 6
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tions (P) à imposer aux courbes C pour que l'on ait

les conditions (a) ne dépendant pas de e?
2° Etant donnée une classe (K) de courbes et une suite minimi-

sante (S) pour 3C, existe-t-il dans (K) une courbe Co satisfaisant à (a),
et telle qu'il y ait toujours des courbes de (2) satisfaisant à ((3) quel
que soit e?

Dans l'affirmative, Go fournit le minimum absolu de 5C dans (K),
car i désignant toujours la borne inférieure de 3C, on aura bien pour
les Cn de (S)

Ainsi, dans la méthode de MM. Hubert et Lebesgue, les conditions (a)
consistent à imposer aux courbes G d'être continues et rectifiables.
Quant aux conditions (P) elles imposent, en supposant toujours F,>o,
aux courbes G d'avoir leurs longueurs inférieures à un même
nombre À et d'être intérieures à un domaine(p) convenablement petit
de Co- (Théorème de M. Tonelli.)

Étant donnée la suite minimisante (S) relative à une intégrale 3t

dans une classe (K) de courbes, on doit donc chercher s'il existe dans
cette classe une courbe Co telle que, dans tout domaine (p) de cette
courbe,* il y ait des courbes de (H) de longueurs inférieures à un
nombre fini A. La courbe Go ainsi déterminée fournira, quand elle
existe, le minimum de 5C. Pratiquement, on considère une classe ren-
fermant ces courbes d'accumulations (classe complète) et l'on cherche
les conditions à imposer à 5C pour que les longueurs des courbes de (S)
soient bornées dans leur ensemble.

Nous allons maintenant donner une autre application des considé-
rations générales développées plus haut. Gonsidérons la fonction de
ligne

OÙ
à1 F <P F

doc Oy dy dtr'
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On peut prendre, par exemple, l'intégrale

F (# ' , / )&,

qui rentre dans le type étudié. Nous avons vu que 3C possède alors la
semi-continuité large.

Soient (K) une classe de courbes et (E) la suite minimisante rela-
tive à 5C. Si (2) admet une courbe de pseudo-accumulation Go con-
tinue et rectifiable, on voit immédiatement que, si Co fait partie
de ( K), cette courbe fournit le minimum absolu de 3C dans (K).

Par exemple, prenons comme classe (K) celle qui est formée avec
les courbes

Toute courbe de (K) étant en même temps une courbe de pseudo-
accumulation, il en résulte que le minimum absolu de 5C existe tou-
jours dans (K).

Plus généralement, prenons une classe (K,) formée d'une infinité
de courbes continues et rectifiâmes, situées dans une région bornée du
plan, et renfermant ses courbes de pseudo-accumulation, et d'accu-
mulation quand elles sont continues et rectifiables. On peut prendre
par exemple pour Kj l'ensemble des courbes joignant deux points
donnés.

D'après ce que nous avons démontré à la fin du Chapitre II, la suite
minimisante (S) a toujours au moins une courbe de pseudo-accumu-
lation ou d'accumulation Co. Soit i la borne inférieure de 3cdans (K).
Posons

Si Co n'est pas continue ou n'est pas rectifiable, cette égalité servira
de définition à ce qu'il faut entendre par valeur de l'intégrale

i' , x',y')ds

prise sur Co.
Au contraire, si Go est continue et rectifiable, on aura bien

ayant cette fois sa signification habituelle.
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Nous pouvons donc dire, en résumé, que les intégrales du type
étudié atteignent toujours leur minimum dans toute classe qui ren-
ferme les courbes d'accumulation et de pseudo-accumulation de ses
éléments.

Il était intéressant de remarquer en passant l'existence d'une forme
d'intégrales auxquelles on peut appliquer les idées de Hubert sans
risques de contradiction. C'est ce que la notion de courbe de pseudo-
accumulation et celle de semi-continuité large nous ont permis de
faire»

CHAPITRE IV.

LA MÉTHODE D'ADJONCTION DU CALCUL DES VARIATIONS.

Position du problème. — Dans le Chapitre précédent nous avons
exposé une méthode qui nous a déjà permis de démontrer simplement
le théorème de M. Tonelli et de donner en quelque sorte les raisons
intuitives de la semi-continuité, ainsi que certaines extensions de ce
théorème. Mais il y a plus, et notre attention se portera sur le point
suivant : l'idée même qui nous a conduit à établir la semi-continuité
peut devenir le principe d'une méthode autonome du Calcul des
Variations, méthode déjà rencontrée dans des cas particuliers par un
grand nombre d'auteurs (*), mais dont l'étude systématique n'avait
pas encore été faite, et dont on peut formuler ainsi le principe :

Étant donnée une courbe Co, pour comparer les valeurs d'une

(l) Voir surtout HADÀMARD. Leçons sur le Calcul des Variations, etE. YESSIOT,

Essai sur la propagation par ondes {Annales de l'Ecole Normale, t, 26, 1909) ;
'Sur la propagation par ondes et le problème de Mayer {Journal de Mathé-
matiques, t. 9, igi3). On trouvera dans le second de ces Mémoires une étude
complète (p. 66etsuiv.) du problème de Mayer interprété physiquement comme
la recherche des courbes Je long desquelles la durée de propagation d'un ébran-
Jement est minimum, et une méthode qui permet, grâce notamment à l'intro-
duction d'une intégrale portant sur une différentielle totale d'établir que chaque
trajectoire obtenue fournit bien le minimum cherché, pourvu qu'on impose aux
courbes considérées un voisinage convenable avec elles.
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fonction de ligne Ic, prise par Co, avec les valeurs qu'elle prend sur
d'autres courbes C, nous nous servirons d'un intermédiaire et à Ic

nous cherchons à adjoindre une intégrale curviligneYc telle que

Nous ferons V étude de I'c : à toute égalité de la f orme

T., — Ip —I— j4

correspond pour lc Vinégalité

C'est ainsi, par'exemple, que de la continuité de Yc on a déduit la
semi-continuité inférieure de Ic : dans la démonstration du théorème
de M. Tonelli, nous avons adjoint à Ic l'intégrale

r
J^ y

où l'on a, sur Co,

Nous donnerons le nom de Méthode d'adjonction au procédé qui
vient d'être décrit pour rappeler l'idée qui en est à la base, et nous
raisonnerons pour plus de simplicité sur des intégrales de forme
ordinaire (*),

lc=J f(*,y,y')da> (b>a).

Dans tout ce qui va suivre, on considérera seulement des fonctions
admettant des dérivées premières et secondes, ou plus généralement
des dérivées d'ordre assez élevé pour que soient valables nos raison-
nements ultérieurs.

Ceci posé, il y a deux façons principales d'adjoindre à Ic une inté-
grale curviligne T'c suivant que l'on fait ou non entrer la fonction
inconnue y parmi les variables indépendantes de l'équation qui
définit la figurative. Occupons-nous d'abord du dernier cas.

(l) C'est de Pextremum fort de ces intégrales qu'il s'agit dans ce qui suit.
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Élude des intégrales I f(&, y, y')dx. — Considérons la figura-

tion définie dans un système d'axes Qy' u par l'équation

et supposons qu'elle tourne sa concavité vers les u positifs, ou qu'elle
se réduise à une droite. C'est ce qui aura lieu si

—— > o

A l'intégrale

J a

adjoignons l'intégrale curviligne

J a

la fonction continue y (oc, y) étant astreinte à la condition

On aura bien, en vertu de nos hypothèses,

cette dernière relation résultant de ce que f (oc, y, y') l'emporte sur
f(x,y, ç) -h (f ^-®) fy(oc, y, 9) d'après le sens de la concavité.
Appliquons alors à l'c la formule de Green. On a, en supposant que C
et Co ont les mêmes extrémités,

i/ v CCS0/ à%f àzf fdy à<?\d*f\, ,
J Ju)lày âxâ? ^àfà<? \âcc ldy)dy%\ Ji

dJoù

L'intégrale double est étendue à l'aire (A) comprise entre les deux
courbes y = yo(oc) et y ~y(x), avec les conventions de signe bien
connues. On doit remplacer dans l'expression des dérivées secondes
de ƒ, yf par <p. Étudions l'inégalité précédente.
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Cherchons d'abord à annuler identiquement la quantité sous le
signe intégral. On aura alors

pour toutes les courbes C ayant les mêmes extrémités que Go.
Or, en tenant compte de la condition imposée à cp,

(2 )

on trouve que Co doit être une courbe intégrale de l'équation d'Euler

ày àx \ ày1 J '
car on a sur Co

( /0 /y* / * \ f J *\F ƒ \ / v *Y* ƒ \ /~J \f ƒ /Y /Y¥ /M 'T*

(J*AS/Q \ ^ / / 0 \ (s**s J Q \ {/ V f Q L&ÙL LVJU

Or, on peut trouver en général une famille de courbes extrémaiesZ
dont la génératrice coïncide initialement avec Co? telle que, en posant
en chaque point (#, y\

yf étant la valeur de -j- prise en (#, y) sur l'extrémale passant par ce

point, la fonction cp soit définie et continue ainsi que ses dérivées par-
tielles du premier ordre; cp sera alors une intégrale de l'équation aux
dérivées partielles

/d9 | d9yj
\d& ây J <̂cp2ây doc âo ' ày d<p \d& ây J

satisfaisant à la condition (2), d'où le résultat annoncé.
Il y a une analogie évidente entre le raisonnement qui précède et la

manière dont Weierstrass obtient les conditions suffisantes pour qu'un
are d'extrémale fournisse effectivement le minimum de l'intégrale
étudiée ; nous renvoyons pour l'étude de cette théorie au Tome III du
Cours d'analyse de M. Goursat, à partir de la page 6o5, Notons tou-
tefois que la méthode d'adjonction nous y a amené d'une manière
toute naturelle; nous verrons qu'elle nous permet d'aller plus loin, et
de traiter le cas où, dans les fonctions de ligne étudiées, la quantité
sous le signe intégral dépend non seulement de la fonction inconnue^
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et de sa dérivée première, mais encore de dérivées d'ordre supérieur.
Revenons pour le moment à l'étude de l'inégalité (i) dont nous allons

tirer encore une conséquence.

Variations unilatérales. — Prenons comme expression de <p celle
qui est la plus simple possible, c'est-à-dire posons

L'inégalité (i) devient

dx t ) -rr- —

supposons que l'intégrale qui figure au second membre de l'inégalité
précédente soit positive. On en tirera alors

Soit une courbe Co sur laquelley"0(&) est continue, et qui satisfait
à la relation

II existera alors un domaine (&>) englobant Co, tel que si(x)y)
désigne un point intérieur à ((D) on ait

7 7 oày àxdy, 7odyâ/Q
 7 o d/o

a ± o

[on suppose toujours dans l'expression de ces dérivées y1 remplacée
par yö(%)]. Soit G une courbe intérieure à (do) et ayant les mêmes
extrémités que Co, ne la traversant pas, et telle que le sens de parcours
du contour (Co — G) soit le sens direct (sens dont il faut faire tourner
O^pour l'amener sur Oy par une rotation moindre que u). On aura
pour toutes ces courbes

Remarquons que, quand ƒ(# , yyy') a la forme remarquable
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on a

Les considérations précédentes s'appliquent sans peine aux inté-
grales de forme paramétrique

l
Je

On les étend facilement aux intégrales doubles, comme nous allons
le voir.

Intégrales doubles. — Nous nous proposons de comparer la valeur
de

h=ffv(x,yys,P,g)dxdy,

prise sur une surface donnée So limitée par un contour Co avec celles
qu'elle prend sur toutes les autres surfaces limitées par Co.

Ici, la méthode d'adjonction consistera à adjoindre à Is une inté-
grale de surface

r s = / / j A(#.'j JK, z) cos a -4- B(^r, y, z) cos {3 -h Q{x, y, z) cos y J da,
{S)

telle que, sur une surface donnée So, on ait Is = I'So, et sur toute autre
surface, Is^ l's.

A chaque point (a;, y, z) de l'espace associons la figurative ayant
pour équation

dans un système trirectangle (Opqu). Supposons qu'elle tourne sa
concavité vers les u positifs, ce qui aura lieu si l'on a

dp- ' \dpàqj • dp* âq2

A l'intégrale Is adjoignons alors

"/ C C
J J{X)

 9

ROUSSEL. 7
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Les fonctions © et <]> satisfaisant aux conditions

/?0(^, y ) et^0(a?,y) étant les dérivées partielles -—> - ~ On a bien

alors

JSo-ïs0 et 1S>I'S.

Or nous pouvons écrire

— p dx dy = cos a de, — q dx dy = cos (3 der, dx dy r= cos y da.

D'où
Is— Ç f [— F^cosa —F|cos(3 + (F — cpF̂  - ^F+) cosy] t/a.

Dans l'expression des dérivées partielles de F, on a remplacé/? et q
respectivement par ç et ^. Considérons alors toutes les surfaces S
limitées par le contour Go de So. La formule de Green nous permet
de mettre la différence I's — Vs sous forme d'intégrale triple étendue,
avec les conventions habituelles, au volume V compris entre So et S.
On aura alors

J-^
Un calcul facile nous permet d'écrire de la façon suivante la quan-

tité sous le signe intégral :

dz dy dx ^ ̂ cp âz \ôx ™ dz) à^ \âx ^ dz /

dy ̂  ^dzjdyd^ \dy+^ dz) d^%'

Pour définir cp et ty on peut prendre par exemple une famille de
surfaces engendrée par une surface variable S qui coïncide initialement
avec So, et poser, en chaque point de l'espace,

p et q étant les dérivées -^, -^ prises en (x>y) sur la surface 2 passant
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par le point (a?, y, z). L'expression précédente devient alors

^s öfo? \dp / dx \ dqj '

en vertu des relations

<?a? ^ dz dx dz dx dx

et des relations analogues en ^,
On tire de ce que nous venons d'exposer des conclusions analogues

à celles obtenues dans l'étude des intégrales simples. Ainsi, supposons
qu'on ait sur So :

àF d fâF\ d fàF\
W dï^dx {âfj - Ty \dïJ > ° ;

on en tirey eu supposant toujours que la figurative tourne sa
concavité vers les u positifs, que Von a pour toutes les surfaces S?

contenues dans un certain domaine, limitées par le contour de So

et situées au-dessus de cette dernière^ Vinégalité

En effet nous pouvons poser

9(x,y, z)=po(x,y)y <K#, 7, z)=zqo(x)y),

et dans l'inégalité ( 3 ) la quantité sous le signe intégral est alors

^E _ <?2F _ à*F _âpQ ^ F _ âço <?2F
dz âpoàx âpoâz dx ôp% dx dpodqo

d*F d*F dpo à*F dq0 d*F
__ __ _

àçùày q°dqodz dy dpodqo dy dq%'
En vertu de (4) il existe autour de So un domaine ((Do) tel que la

quantité précédente soit positive. Alors, dans l'inégalité (3)? l'inté-
grale triple sera positive pour toutes les surfaces situées au-dessus
de So et intérieures à ((£>'), d'où la conclusion annoncée. Remarquons
enfin que si Ton a

F(x, y, s. p, q) = s F ( ^ y) + d>(a?, y, J , q),
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l'inégalité (3) devient

T >i r r idF dfd¥\ d/â¥\"\.
I^k-h / / T -i- T - — -r- ( i—) (z—z*)dxdy.

~ J Jwydz» dx\dpj dy\dqj y J

Application de la méthode d'adjonction aux intégrales

A chaque système de nombres (#, y)' associons une figurative T
définie par l'équation

u= / (a, y, y, y)

dans un système trirectangle
Notre hypothèse fondamentale est encore que^cette surface tourne

sa concavité vers les u positifs. C'est ce qui aura lieu si

â^_ f d*f y d*f âf
à/2 °' \d/dy') ày" dy^- < °'

Soit Co une courbe donnée, représentée par la relation

et soient oA (a?, y ) , ©2(^j y) deux fonctions continues satisfaisant aux
relations

(5) /G(^ ) : : =?I [^> /O(^ ) ] J

Considérons l'intégrale

(on a remplacé partout dans l'expression de ƒ et de ses dérivées yf et
y" respectivement par <p4 et <p2 ).

Nous avons

Avant d'aller plus loin, fixons certaines notations que nous retrou-
verons dans la suite. Soit u[x,y7 <p4? . . . , <pre] une fonction de a?, y ,
ç o . . . , cpB qui est par l'intermédiaire des n fonctions ^t{oo^y) une
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fonction de x, y, que nous désignerons par U(a?, y)- La notation ^—

représentera la dérivée partielle de u par rapport à x, y et les çt- étant

traités comme des constantes. Au contraire 3- u désigne -̂ - . De même

pour les dérivées par rapport ky.
Intégrons alors par parties le terme tu y" dans l'intégrale Î 1 \ Nous

obtenons

(6) iy>=A-

où

Nous allons maintenant appliquer la méthode d'adjonction à la
nouvelle intégrale qui figure au second membre de (6) et qui est de
la formé

Pour cela, considérons la figurative qui a pour équation dans un
système O<y'uK

elle tournera sa concavité vers les uK positifs, ou se réduira à une droite
si Ton a

( ) — ƒ (x )<o

Nous formerons alors l'intégrale

Ja
 9i

ou encore

On a alors, pour toutes les courbes G ayant les mêmes extrémités
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que Co et qui lui sont tangentes en ces points^

_ I C o = I c _ l^> i( c l)_ I l i)= f ft*dœ— f

J a
ou finalement

(8) ic—ic^iL2—«?:,

I^1 est une intégrale curviligne

fpdœ + Q dy.

Formons la quantité
, àQ àP

elle est de la forme

Soit alors 2 une famille de courbes renfermant la courbe Co et
balayant une certaine portion du plan. En chaque point (x, y) posons

(9) ?i<>' J ) = / ( ^ ) > ?2(^ y)=

Y et y" étant les dérivées prises ^n (a;, y) sur 1̂  courbe de 2 passant
par ce point. "Nous supposerons que <p, et cp3 sont bien déterminées,
ainsi que leurs dérivées partielle^ des deux premiers ordres. Nous
allons alors établir la relation

Considérons la fonction

on a, d'après ce que nous avons vu à propos des intégrales

rb

la relation suivante :



RECHERCHES SUR LE CALCUL DES VARIATIONS. 5 5

montrons donc l'identité des seconds membres de (10) et de (i i). Les
quantités* figurant dans f(i) devant être prises sur une courbe donnée
de (S), en vertu de (9), on peut, une fois les dérivations effectuées,
remplacer <p< et <p2 par y' e t j " , ou faire l'inverse. L'expression de / 0 )

étant

un calcul facile nous donne

d / d' 'JLf
y dy*J^dy dy J dy 9' '

HU r j -\ A

dy' -L^ 1 dx'*\ ' dy

d'où l'on tire immédiatement le résultat annoncé.
Supposons donc que parmi les courbes intégrales de l'équation

d'Euler

dy dx \ôy') dcc2 \dyl!) '

il existe une famille de courbes S dont fasse partie Co (faisceau spécial).
On aura alors

d'où *'y ~ ° '

et

pour toutes les courbes C ayant mêmes extrémités que Co qui lui sont
tangentes en ces points, pourvu que l'inégalité (7) soit satisfaite.

Il existe en général de telles courbes 2. On peut toujours, en parti-
culier, s'en assurer quand on sait intégrer l'équation d'Euler. Obser-
vons que si Ic est de la forme

c= f

on peut prendre comme courbes S celles obtenues en imprimant à
une courbe intégrale particulière de l'équation d'Euler une translation
parallèle à Oy> car si*j0 (x) est une solution de cette équation,
y0 -h h en sera aussi une dans le cas actuel.
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Exemple. — Soit l'intégrale

— f ^
4

L'équation d'Euler relative à cette intégrale est

et son intégrale générale est

y=. Ctsin^; 4- C2cos,# H- G3 sh# -h C4ch.z\

La figurative relative à Ic a pour équation dans Oyfy"u

c'est un cylindre parabolique dont les génératrices sont parallèles à Oyr

et qui tourne donc sa concavité vers les u positifs.
Considérons Textrémale Go ayant pour équation

Nous pouvons prendre comme courbes 2 les courbes

d'où

yf = G cos x\ y" = — C sin x.
Par suite

L'inégalité (7) s'écrit ici

-T-2CÛ2-O OU 220:

à y

elle est toujours satisfaite. On aura donc, dans le cas actuel,

pour toutes les courbes ayant les mêmes extrémités que Co et qui lui
sont tangentes en ces points.
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Variations unilatérales, — THÉORÈME. — Soit Co une courbe satis-
faisant à Vinégalité

on aura

pour toutes les courbes C d'un certain domaine englobant Co qui
ont les mêmes extrémités que celte courbe et lui sont tangentes en
ces points, pourvu qu'elles restent au-dessus de C05 que la figurative
tourne sa concavité vers les u positifs, et que l'on ait en outre

En effet, nous poserons ici

?i(^7) = y'o(

l'inégalité (7) deviendra

Si (12) et ( T 3 ) sont satisfaites, il existera un domaine englobant Co,
à l'intérieur duquel les inégalités (7') et E(cc, y) > o seront satisfaites,
d'où

ifca>—iî5*>o
et la conclusion annoncée.

Semi-continuité de f f {oc, y, y*\ y") dx. — En s'appuyant sur la
a

continuité de Î 2' on en déduit les conditions de la semi-continuité
de Ic. D'une façon précise, supposons que la figurative tourne sa con-
cavité vers les u positifs et que l'inégalité ( Î 3 ) soit satisfaite.
Siy —/0(a?), (0, 6) est Péquation d'une courbe Co, la fonctiony^oc)
admettant des dérivées continues des quatre premiers ordres, à tout
nombre positif £ on peut faire correspondre un p > o tel que, pour
toutes les fonctions/ intérieures au domaine (p) de Co et satisfaisant
aux inégalités

\y'(a)-/0(a)\<P, | / ( 6 ) -
on ait

ROUSSEL. "
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Remarque sur les intégrales I c = f f[jc,y9 y', .••>,X(W)] àx. — On
a

peut se proposer d'étendre les considérations précédentes aux inté-
grales de ce type. A chaque système (as, y) nous associerons
encore une figurative ayant pour équation dans un système fonda-
mental [O7', ...,yin)u]

soit alors Go unç courbe donnée, <p4?..., <prt, n fonctions de (3?, y ) satis-
faisant aux conditions

(9') j ' o - ^ K / o ) , . . . , /ôft) =?«(*•, ru)-

Considérons l'intégrale Ie1) obtenue en remplaçant la figurative par
la multiplicité linéaire à n dimensions qui lui est tangente au point
[©,, <p2, ..., ç ; l]. On a

en intégrant par parties le terme en y{n), on met Vc
l) sous la forme d'une

somme d'un terme tout intégré et d'une intégrale

J a
OU

,.$+•••/,.,.%)/?<-

ra-1)

Appliquons à / { 0 le procédé que nous avons appliqué à ƒ, c'est-à-dire
remplaçons ƒ ( 0 par l'équation de la multiplicité linéaire à n — 1 dirnen-
sions tangente en (op<, . . . , fn-i) à la figurative relative relative à / ( i ) ,
on obtient ainsi une intégrale 1^ que l'on mettra sous la forme d'une
somme de deux termes, dont le premier provient de l'intégration par
parties du terme en y{n"~{\ et dont l'autre peut s^écrire

S!1



RECHERCHES SUR LE CALCUL DES VARIATIONS. 5 g

en continuant à procéder ainsi nous finirons par arriver à une intégrale
curviligne

Considérons, comme plus haut, la quantité

v ' J } dx ày
elle est de la forme

Soit alors S une famille de courbes dont fait partie Co. Nous pose-
rons en chaque point (x, y)

Alors, si les cp sont bien déterminées et continues ainsi que leurs
dérivées de n premiers ordres, on aura

Nous avons déjà vu que cette relation était vraie pour n = i et
pour n = 2. Pour rétablir dans le cas général, il suffit de montrer que
si elle est vraie pour n — i elle est vraie pour n. Considérons alors
^ [ a ? , / , ...,y(7l~°J, comme elle ne dépend pas de dérivées d'ordre
supérieur à n — i, la proposition est vraie pour elle, par hypothèse.
Or, d'après ce qui a été dît plus haut, la fonction E(x,y) relative
à ƒ et celle qui est relative à f{i) sont identiques. Or nous avons
supposé que Ton a

(.5) % > / ) 4 - ^
et la proposition que nous avons en vue sera établie si nous montrons
l'identité des seconds membres des relations (i4) et ( I J ) , en tenant
compte des équations (9'). Revenons à l'expression d e / 0 ) . Les quan-
tités figurant dans f(i) devant être prises sur une courbe donnée de 2,
on peut encore, une fois les dérivations effectuées, remplacer cpo

?2> •••> Ç/w par y1 (oc), y"(x), . . . , y(rl)(x) respectivement, ou faire
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l'inverse. Un calcul facile nous permet alors d'écrire

Êfl\ -È.
dy ~ dy

dy'

dy"

D'où Ton tire immédiatement le résultat annoncé.
Ceci posé, nous avons, d'après la façon dont on a formé les IQ',

"a

Soit alors y (a?) une fonction satisfaisant aux relations

(16) yto(a)~y$(a) = o, yd)(b) — y$(b)=zo ( i = O | 1, . . . , n — i).

On alors

Ja J a

car les termes tout intégrés disparaissent dans la différence.
Supposons que l'on ait

il est clair que l'on aura ainsi
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En effet

Io-Ic.= Ic-ltl1liy)-Ill)= ff"dx- f f»dx = f fMdx-Vg

J - I ^ = f JWdx- f f™dx = f fWdx-Vg

Or nous avons vu que l'intégrale 1^ est une intégrale curviligne. Si
elle porte sur une différentielle totale, on aura pour toutes les courbes
satisfaisant aux égalités (16) et aux inégalités (17)

C'est ce qui aura lieu si, parmi les courbes intégrales de l'équation
d'Euler il existe une famille de courbes S et si Co est une intégrale de
cette équation, car on aura alors

d'où

II existe, en général, de telles courbes S. On peut toujours, en par-
ticulier, s'en assurer quand on sait intégrer l'équation d'Euler. Obser-
vons que si Ic est de la forme

on peut prendre comme courbes 2 celles obtenues en imprimant à une
courbe intégrale particulière de l'équation d'Euler une translation
parallèle à Qy9 car si yo(x) est une solution de cette équation,
y0 -f- const. en sera aussi une dans le cas actuel.

Revenons maintenant à l'étude de l'inégalité (17). On a

nous allons calculer la différence Af0 entre fl)\ïï,y ,y \ ...,jK(rt™°] et
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la quantité sous le signe intégral. Si Ton a

(i = i, a, .

les inégalités (9) seront satisfaites.
Supposons A(0)>o, c'est-à-dire que la figurative

tourne, dans Fhyperespace à n -t~ 1 dimensions, sa concavité vers les
u positifs. Par Contre i>i les figuratives ne tournent plus leur conca-
vité dans un sens donné. En effet, on a pour \<î<n — 1

Un calcul facile nous donne

On voit que cette quantité ne gardera pas en général un signe cons-
tant; cela ne pourra avoir lieu que si Ton a

i — n — 1,

alors en effet

Mais si n^> 2, les A précédant A(ft ^ ne conserveront pas de signe
constant. Au contraire, si n = 2, il n'y aura qu'une seule A; on aura
i = i, et

On voit donc que pour n > 2 nous ne pouvons pas tirer de conclusions
générales ; il faudra dans chaque cas étudier le signe des A('\ ou d'une
manière plus générale le signe des intégrales

f a[O[y<*-»-.<fa„t](yt—<fl)da;.
J a

Si elles sont positives ou nulles, et si la figurative tourne sa concavité
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vers les u positifs, on aura Ic=Ic0 pourvu que les courbes G vérifient
les équations (16). Au contraire, si n = 2, il suffira, pour que la con-
clusion précédente soit valable, que l'on ait simplement, comme on
Ta vu au paragraphe précédent (*),

Seconde méthode d'adjonction. — Nous avons dit au début de ce
Chapitre qu'il y avait deux façons principales d'adjoindre à une inté-
grale Ic une intégrale curviligue 1 .̂ Jusqu'à présent nous n'avons
étudié qu'une seule de ces méthodes, celle qui consiste à faire entrer
comme variables dans l'équation de la figurative uniquement les déri-
vées de la fonction y. Nous allons maintenant y faire rentrer y elle-
même. On aura ainsi, n étant le degré le plus élevé des dérivées figu-
rant dans ƒ, une figurative à n -h1 dimensions, définie dans un espace
à n -h 2 dimensions. Notre hypothèse fondamentale sera encore que
cette multiplicité ne descend jamais au-dessous de sa multiplicité
linéaire tangente à / i + i dimensions. On voit donc que, pour expri-
mer ce fait, nous serons conduits à des inégalités plus restrictives que
celles que nous avons rencontrées dans la théorie précédente; mais
pour n>2, cette dernière supposaiten outre satisfaites d'autres inéga-
lités qui par leurs formes ne permettaient pas de tirer des conclusions
générales. Au contraire, la nouvelle méthode nous permettra, avec
une extrême simplicité, de traiter les cas que la première n'avait pu
étudier.

i° Intégrales :

rb

ƒ

A chaque valeur x de xy faisons correspondre la figurative F ayant
pour équation dans un système fondamental Oj/j'...y{n)u

(l) a\ en effet est égal au premier membre changé de signe de l'inégalité ( 7 ) .
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et supposons que, dans Vhyperespace à n 4- 2 dimensions elle
tourne sa concavité vers les u positifs.

Soit II la multiplicité linéaire k n -\- 1 dimensions, tangente à F au
point

Désignons par Ic l'intégrale obtenue en prenant II comme figurative.
On a

+ ƒ (• • • ) — y i n ) / r . - ( • • • ) • • — ^ o / r . ( - • •)

et d'après nos hypothèses,

Ic>l'c, K=l'c d'où Ic-Ifo^I'c-I^

Or lé est la somme de deux intégrales; l'une, est

= f \y™
J a

l'autre porte sur une expression de la forme <p(x)d%, où <p est bien
déterminée, et disparaîtra dans la différence I'c = I'Co. On aura donc

Soit alors Co une extrémale, et C une courbe telle que

Je dis que Ton a

En effet, intégrons par parties le terme enyCn). On a

en intégrant par parties le terme en y(n-^ de la nouvelle intégrale, et
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ainsi de suite, on a finalement

f /iv si ir \
\J n tX 0 Wil/ ^

à f

d'où

Ja i^Jo dx \d/Q ) ^ " ' ~*~ ^ l) dxn \dy%{

Or, d'après nos hypothèses, toutes les différences A(}}—A(
0'

J sont
nulles ainsi que l'intégrale du second membre de l'inégalité précédente,
d'où le résultat annoncé.

rb

Semi-continuité de I /[oc,y,y[r, ..., y(n)]dx. — L'analyse précé-
da

dente permet de trouver les conditions qui doivent être remplies pour
assurer la semi-continuité inférieure de cette intégrale. Nous suppo-
sons toujours que la figurative F tourne sa concavité vers les u positifs.

Etant donné un nombre positif £, on voit immédiatement qu'il
existe un p > o tel que si yo(%) admet des dérivées continues des o.n
premiers ordres, on ait pour les courbes G intérieures au domaine (p)
de Go et satisfaisant à

\^(a)-y^(a)\<p, \y«>(b) —y^(b)\<p ( 1 = 1 , 2 , . . . , n — i)

l'inégalité de semi-continuité

Intégrales ƒ /(a?, yi9 ..., yM y\9 ...? yn)dx. — Considérons la

( l ) On voit que dans des cas très étendus ces intégrales posséderont même la
semi-continuité large. Il suffît, pour le voir, de reprendre les raisonnements des
pages 422 etsuiv. , en remplaçant la ligne polygonale inscrite, par la ligne formée de
morceaux d'extrémales ayant avec Co un contact d'ordre n — 1 en chacun de ses
points d'intersection avec cette dernière, et de tenir compte de la semi-conti-
nuité inférieure de I c .

ROUSSEL y
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figurative

et supposons que dans l'espace à 2w + i dimensions elle tourne sa
concavité vers les u positifs. Soit yr?X%)9 y

{^(%)> ..., J^X^)» n fonc-
tions données que Ton peut considérer comme définissant une
courbe Co dans l'espace à n -\~ i dimensions. A l'intégrale

rb

= /
adjoignons l'intégrale lé obtenue en remplaçant la figurative par son
plan tangent au point [y\ (x), ..., y°n9 yf9 ..., yl ], On peut scinder I'c en
n -h i intégrales, la première portant sur une fonction de a* bien déter-
minée, et par suite disparaissant dans la différence rc — T^ les n autres
étant de la forme

et nous aurons, en intégrant par parties les termes en y[9 une inégalité
de la forme

Si C a les mêmes extrémités que Co, on a A(/)— A(
o'\ II en résulte

que si Co satisfait aux équations

on aura bien

( 1 8 ) l ^ T c 0 .

Les inégalités exprimant que la figurative tourne sa concavité vers
les u positifs sont plus restrictives que celles de la théorie classique.
Mais tandis que dans cette dernière l'inégalité (18) a lieu pour les
courbes G appartenant à un certain domaine de Co, dans le cas actuel
elle est satisfaite pour toutes les courbes G (on suppose bien entendu
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que ces courbes ont les mêmes extrémités que Co). Remarquons, de
plus* que la méthode s'étendrait sans peine au cas où ƒ dépendrait des
n fonctions inconnues j , , ..., yn et de leurs dérivées j usqu'à un ordre
quelconque p.

Intégrales doubles. — Soit l'intégrale

ïs— j / F (a?, y, z, p, q)dxdy.

A chaque (#, y) faisons correspondre une figurative ayant pour
équation dans un système fondamental Ozpqu^

a = F ( ^ , JK, Z, p, q)y

et supposons qu'elle tourne sa concavité vers les u positifs. A L
adjoignons l'intégrale

où
< ? ( a ; y ) F ( y z p q ) p

les quantités zOîp0, q0 étant relatives aune surface donnée So, limitée
par un contour Co. Nous avons bien

Dans la différence I's — I'So l'intégrale double j ]<?(x, y)dxdy dis-

paraîtra. En posant

il vient

Appliquons à ïl le théorème de Green ; nous obtenons
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En particulier si

_ É-(ÊL
àz0 dx\ôp

on aura bien

(on suppose toujours que les S sont limitées par Co).
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