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PREMIERE THÈSE

CONTRIBUTION

A L'ÉTUDE

DES FORMES QUADRATIQUES A INDÉTERMINÉES CONJUGUÉES

PREMIERE PARTIE

GÉOMÉTRIE

CHAPITRE PREMIER

INTRODUCTION ET HISTORIQUE

1. Les principes de la métrique « cayleyenoe » ont été posés par Gayley dans son
<( Sixth Me/noir upon Quantics » (Phil. Trans. 1809). Dans l'espace à trois dimen-
sions, qui seul nous intéressera, on se donne a priori une quadrique appelée l'absolu.
Pour définir la distance de deux points M et M', on considère les deux points A et B
où la droite MM' rencontre l'absolu, et l'on pose, en appelant £R un rapport anhar-
monique,

distance MM' = ~ Log J{ (M'MAB)

C étant une constante d'abord arbitraire. De la même façon, soient p., p/ deux
plans, a, p les plans passant par leur intersection et tangents à l'absolu, on pose

angle au/ = — Log £R (u.'[jiap).

Enfin, soient d et d' deux droites qui se coupent, a et b les deux tangentes à l'absolu
•qui sont dans le plan de ces'droites et passent par leur intersection, on pose

angle dd' = - ^ Log (M (d'dab).
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Le rapport anharmonique étant invariant par une transformation homographi-
que, ces définitions (*) font rentrer d'une manière très générale les propriétés mé-
triques dans la géométrie projective, ce qu'avait fait pour la première fois Laguerre
dans un cas particulier. (Note sur la théorie des foyers, Nouv. Ann. i853). De plus,
dans une transformation par polaires réciproques, la formule relative aux droites
se conserve, et les formules relatives aux points et aux plans permutent entre elles.

2 . Suivant le type de la quadrique prise pour absolu, on obtient à partir de ces
définitions des géométries essentiellement différentes. Dans son mémoire Sur la
Géométrie dite non-euclidienne (Math. Ann., 1871, et Bull, des Se. math., trad., 1871)
Klein a montré que celles-ci n'étaient autres que les géométries non-euclidiennes.
Si l'on prend pour absolu une quadrique réelle convexe, l'espace intérieur à l'absolu
est identique à celui de la géométrie hyperbolique (Gauss, Lobatchewski, Bolyai),
où toute droite réelle a à l'infini (sur l'absolu) deux points réels.#Si l'on prend pour
absolu une quadrique imaginaire, mais non dégénérée, on obtient la géométrie
elliptique (Riemann), où toute droite réelle est de longueur finie (n'a aucun point
à l'infini). Enfin si l'on prend pour absolu une conique imaginaire, on retrouve la-
géométrie euclidienne, ou parabolique, où toute droite réelle a à l'infini un point réel
et un seul.

3 . En géométrie cayleyenne comme en géométrie euclidienne, on appelle dépla-
cements ou symétries, suivant le cas, les transformations de l'espace admettant la dis-
tance pour invariant. Ce sont donc ici toutes les transformations homographiques
conservant l'absolu. Ces transformations ont été étudiées par Hermite (Sur la théorie-
des formes quadratiques, premier mémoire, Journal de Crelle, i853) et par Cayley
(Sur la transformation d'une forme quadratique en elle-même par des substitu-
tions linéaires, Journal de Crelle i855). Dans l'espace à trois dimensions, elles se
rattachent d'une manière étroite aux homographies effectuées sur les génératrices
rectilignes de l'absolu.

Lorsque l'absolu est une quadrique réelle convexe, on est conduit à prendre,
comme paramètres définissant les génératrices (imaginaires) de l'un et de l'autre
système, deux variables complexes, z et t, le point commun à deux génératrices de
systèmes différents étant réel lorsque les quantités complexes z et I sont conjuguées
p = o-f bi, t = zv = a — bi). Les déplacements réels de l'espace cayleyen hyper-

(•) La forme de ces définitions est due à Klein (Mém. cité de 1871). Cayley employait»,
au Ifeu du Log, un arecos.
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T>olique, ou de la géométrie de Lobatchewskï, seront donc liés aux homographies à
•coefficients complexes effectuées sur la variable complexe z

l a v a r i a b l e t s u b i s s a n t l a t r a n s f o r m a t i o n c o n j u g u é e j ' i 0 . A u s s i l o r s q u e P o i n c a r é

étudia les substitutions de ce type (Mémoire sur les groupes Kleinéens, Acta
i883) fut-il amené à une représentation géométrique qui offrit les caractères de
l'espace de Lobatchewski.

4. Les éléments analytiques qui correspondent dans la géométrie du type hyper-
bolique aux éléments : point, droite et plan, sont les formes d'Hermite et de Diri-
chlet qui vont jouer le premier rôle dans la Première Partie de ce travail.

On appelle/orme d'Hermite, en référence au mémoire déjà cité de i853, une forme
quadratique à indéterminées conjuguées, du type

ƒ = axx0 + bxj + boxy0 -f cyy0. (2)

• , x, y, sont les variables, ou indéterminées, complexes, xü et y0 leurs conjuguées;
$es coefficients a et c sont réels, le coefficient b complexe; nous poserons encore

b = b4 -h b9i, bu = bt — bj.

On voit que, d'après ces conventions, une forme d'Hermite ne représente que des
nombres ƒ réels.

Le discriminant A de la forme ƒ «est

à = ac — bb0 ±= ac — b*—\*;

c'est donc un nombre réel, et on peut écrire

af = % (ax + by) -f A yy% (3)

en indiquant par %a la norme aa0, toujours réelle et positive, d'un nombre cooa*-
plexe a:

Si le discriminant A est positif, la forme d'Hermite est dite définie, pour rappe-
ler qu'elle ne peut représenter, d'après (3), que des nombres réels d'un signe défini,
savoir, le signe de a.

Si A est négatif, la forme est dite indéfinie; elle peut représenter des nombres
réejs de signe quelconque.

On appelle forme de Dirichlet, en référence aux Recherches sur les formes
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quadratiqnes à coefficients et à indéterminées complexes (Journal de Crelle, 1842),
une forme quadratique du type

F = A>x% -\- *&xy -f~ <?.y\ (4>

Le déterminant de cette forme

est en général un nombre complexe.

5. Les formes d'Hermite et de Diriclilet sont susceptibles d'une représentation-
géométrique simple, soit dans l'espace non-euclidien de Lobatchewski, soit dans
l'espace cayleven hyperbolique correspondant.

Considérons l'équation en nombres complexes

ozz0 4- hz0 -f boz + c = o, (5)

dont on voit la relation avec la forme d'Hermite (2). Si l'on pose z = Ç -f-Tti, le lieu
des points du plan Oirr, de coordonnées ç, rif ou, comme nous dirons, d'affîxe z>
satisfaisant à l'équation (5), est une circonférence dont le centre est le point d'affîxe

b )/^I
et le rayon .

a a
Si la forme d'Hermite (2) est définie, ou A > o, cette circonférence est imagi-

naire. Soit alors OZ un axe formant avec Oz, Or,, un trièdre trirectangle, le point

de cote positive £ = -j dont la projection sur O;Y, a pour aiïîxe z,

= .+,1 —±. ',= + 4 (6)

et-son symétrique par rapport au plan ET, sont (Laguerre, Sur remploi des imagi-
naires dans la géométrie dans l'espace, 1870; Œuvres, p. 111) les sommets des

cônes isotropes passant par la circonférence (5) du plan Orrr Nous représenterons
Informe d'Hermite définie (2) par le point (6) de cote positive. Cette représentation
actuellement classique paraît explicitement pour la première fois dans la note
de M. Picard, Sur un groupe de transformations des points de t'espace situés du
même côté du plan (Bulletin de la Société Math, de France, 1884.)

Si la forme d'Ilermile (2) est indéfinie, A < o, la circonférence (5) est réelle.
M. Bîanchi représente la forme (f IIermite indéfinie (2) par la demi-sphère située au-
dessus du plan Ozrt et le rencontrant orlhogonalement suivant la circonférence (5)
(Représentation géométrique des groupes de suttstitutions linéaires à coefficients

entiers, arec applications à la théorie des noni/tres: Math. A nu., 1890).
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Soit enfin la forme de Dirichlet (4). M. Bianchi (même mémoire) lui fait corres-
pondre la demi-circonférence située au-dessus du plan 0;T, et le rencontrant ortho-
gonalement aux points qui ont pour alïïxe les zéros de la forme F.

Comme le remarque Poincaré dans îe mémoire cité, les demi-circonférences et
les demi-sphères orthogonales au plan 0;r( peuvent être interprétées comme étant
les droites et les plans de J'espace lobatchewskien J ^ o , ou, comme on dit à pré-
sent, du demi-espace de Poincaré.

6. L'interprétation des formes d'Hermite et de Dirichlet dans l'espace cayleyen
hyperbolique est due à Klein (Fricke-Klein, Aulomorphe Funkt., t. I, p. 497, T^97)-
Par le choix d'un tétraèdre de référence convenable, l'absolu peut être mis sous la
forme

et la forme d'Hermile définie (abc) représentée par le point (c, —b r —b^a), intérieur
à l'absolu (*).

Une forme d'Hermite indéfinie (abc) peut être représentée par le plan,

m\ -h ibxx% + 2&2.x3 4- cxA = o (8)

qui coupe Üabsolu. Comme la partie de l'espace projectif intérieure à l'absolu corres-
pond à l'espace lobatchewskien tout entier, la partie du plan (abc) intérieure à l'ab-
solu correspond à la demi-sphère (abc) située dans le demi-espace de Poincaré.

Mais Klein observe que la représentation dans l'espace projectif est plus symé-
trique que celle dans le demi-espace de Poincaré; car le plan (8) n'est autre que le
plan polaire du point (c, —6,, —62, a) par rapport à la quadrique (7), et l'on peut
donc convenir qu'une forme d'Hermite (abc) sera toujours représentée par le point
(c, —b t , —62, a) ; ce point sera intérieur à l'absolu si la forme est définie, extérieur
si la forme est indéfinie.

Enfin Klein représente la forme de Dirichlet F, ou (tJ>$O« par la droite coupant
l'absolu aux points qui ont pour afïixe sur l'absolu les zéros de la forme F.

7. Les deux représentations qui précèdent ont ce caractère commun, que deux
formes d'Hermite qui ont leurs coefficients semblables, le facteur de proportionalité

(') J'ai changé bt en —bt dans les notations de Klein, qui prend pour forme d'Hermile
la forme

acrx^hxy^ + b^r^y + eyy^ (2 i>is)

au lieu de la forme (2). La notation (2 bis) est la notation originale d'Herinite; la nota-
tion (2), que nous empruntons aux derniers mémoires de M. Humbert, présente un léger
avantage lorsqu'on passe aux coordonnées tétraédriques.
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étant réel, ont même représeotalion géométrique; et il semble à première vue qu'il
en soit de même pour les formes de Dirichlet, le facteur de proportionaiité étant
complexe.

Or, lorsqu'on cherche à déterminer la droite représentant une forme de Dirich-
let (,i>iP)C) (par exemple en exprimant ses coordonnées pluckériennes, relativement
au tétraèdre de référence, en fonction de ,{., ;p>, C), on s'aperçoit (nous ferons ce cal-
cul en détail au chap. n) qu'à l'ensemble de toutes les formes semblables à une
forme donnée correspondent deux groupes de coordonnées pluckériennes, représen-
tant deux droites polaires l'une de l'autre par rapport à l'absolu, l'une des deux, par
conséquent, coupant l'absolu et l'autre ne le coupant pas. Et l'on ne peut distinguer
ces deu\ droites que par une convention de signes qui paraît très artificielle.

Il m'a semblé que cette indétermination était au fond pleinement justifiée, et
que plutôt que de chercher à la faire disparaître il y avait lieu de la souligner. En
clïet, au début de la géométrie cayleyenne, nous nous donnons a pilori une quadri-
que de référence A ; c'est ce qu'exprime fort bien le nom à*absolu: choisi par Cayley.
Cela posé, chaque fois que nous définirons un être géométrique X, nous aurons dé-
fini par cela même l'être il' qui lui correspond par dualité par rapport à A. Les
coordonnées ou équations qui définissent X déunissent tout aussi bien il'; ce sont,
en réalité, les coordonnées ou équations du système indivisible (Ü, il';.

En conséquence, nous adopterons désormais les représentations suivantes pour
les formes d'Hermite et de Dirichlet :

A une forme d'Hermite correspondra Vensemble dun point et de son plan polaire
par rapport à F absolu. Si la forme est définie, le point est intérieur à l'absolu, le
plan ne coupe pas l'absolu ; si la forme est indéfinie, le point est extérieur, le plan
coupe l'absolu.

Y une forme de Dirichlet correspondra un couple de droites, polaires l'une de
l'autre par rapport à l'absolu.

Cette fois, deux formes semblables, d'Hermite ou de Dirichlet, auront même re-
présentation géométrique, sans aucune restriction.

Les Chapitres n à iv du présent mémoire développent les conséquences de ces
conventions.

8. Dans le Chapitre n, je définis d'une façon précise les points, droites et plans
correspondant à des formes données et inversement. Je trouve ensuite les conditions
pour que deux formes aient des éléments géométriques communs.

Ces questions ont déjà été, à ma connaissance, traitées par deux auteurs :
M. Bianchi (mém. cilé) et M. Luckhauh (Contributions à F interprétation géométrique
des formes quadratiques et des formes d'Hermite. Monatshefte fur Math., 1915).
.J'espère toutefois avoir apporté .dans leur traitement un progrès réel.

C'est ainsi que je nie suis imposé comme règle de toujours exprimer les condi-
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tions cherchées à l'aide des coefficients a, 6, c, Ah lSu C\ des formes données, et des
conjugués 6U, A\, H\, (°0 de ceux qui sont complexes. Cela revient évidemment au
même que d'introduire leurs parties réelles et leurs parties imaginaires, mais, du
fait que l'individualité des coefficients donnés est mieux conservée, les formules
auxquelles on aboutit sont beaucoup plus condensées et d'une interprétation plus
facile.

M. Bianchi et M. Luckhaub ont cherché par exemple les conditions pour que la
demi-circonférence représentant une forme F soit située sur la demi-sphère repré-
sentant une forme ƒ indéfinie. Ils trouvent l'un et l'autre deux conditions réelles
assez compliquées, L = o, M = o, mais M. Luckhaub les combine de plus en une
troisième d'aspect plus simple, N = o , qu'il estime devoir remplacer l'une des deux,
premières. Or cette condition N = o est complexe et est équivalente à elle seule à
Tensemble des deux conditions réelles L = o, M = o; c'est celle que nous formons
directement (formule 35).

Notre interprétation géométrique dualistique donne de plus la clef de certaines
identités qu'avait remarquées M. Bianchi sans en donner l'explication. Par exemple,
nous trouverons au paragraphe i3 la condition pour que deux formes d'Hermite
soient conjuguées, c'est-à-dire que les points et plans qu'elles représentent soient
conjugués par rapport à l'absolu. Dans le demi-espace de Poincaré, cette condition
unique correspond à deux configurations géométriques bien distinctes. En effet,
deux points conjugués par rapport à une quadrique, sont, bu bien tous deux exté-
rieurs à la quadrique (si la droite qui les joint ne coupe pas la quadrique), ou bien
l'un intérieur et l'autre extérieur (dans le cas contraire). Dans le premier cas, nous
avons affaire à'deux formes d'Hermite indéfinies, et, dans le demi-espace de Poin-
caré, ces formes sont représentées par deux demi-sphères se coupant or/hogonalement.
Dans le second cas, nous avons affaire à une forme d'Hermite définie et une indéfi-
nie, et, dans le demi-espace de Poincaré, ces formes sont représentées par une demi-
sphère et un point, la demi-sphère contenant le point.

M. Bianchi dans le premier cas dit que les deux formes indéfinies sont orthogo-
nales, dans le second cas que la forme définie et Ja forme indéfinie sont en involu-
tion. 11 observe bien que ces deux relations sont exprimées par la même condition
analytique, niais ne donne pas la raison de ce fait. On voit qu'elle réside en ce que
ces deux problèmes n'en forment en réalité qu'un seul, et qu'il n'aurait pas suffi,
pour s en apercevoir, de se placer dans l'espace cayleyen «accessible», mais qu'il
est indispensable de considérer en môme temps l'espace extérieur à l'absolu ou-
«inaccessible», suivant l'expression de Darboux.

De ce même point de vue, la condition pour qu'une demi-circonférence soit or-
thogonale à une demi-sphère (condition 3/|) se déduit immédiatement sans aucun
calcul de la condition pour qu'une demi-circonférence soil située sur une demi-sphère
(condition 35) ou inversement.
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Je forme aussi les expressions paramétriques (3i) et (33) du point courant sur
l'une ou l'autre droite d'un couple de droites, et je construis le système (43) de
quatre formes correspondant aux sommets d'un tétraèdre autopolaire par rapport
à l'absolu. Ces formules sont, je crois, nouvelles et elles sont nécessaires pour la
suite du présent travail.

9. Dans le Chapitre m j'exprime les éléments métriques de l'espace cayleyen :
distance de deux points, angle de deux points, plus courte distance et angle de deux
droites (lesquelles ne se coupent pas en général) à l'aide des invariants des formes
d'Hermite et de Dirichlet correspondantes, comme il suit :

distance d de deux points ou angle Q de deux plans :

ch^--— cos 0 = — - = (9)

distance et angle de deux droites :

c* ( 1

Les formules (9) résultent immédiatement des définitions de Cayley. J'ai cru
d'abord nouvelle la formule (10) relative à deux droites qui ne se coupent pas; mais
j'ai eu ensuite connaissance du mémoire de M. Luckhaub, d'après lequel elle se
trouve dans le cours autographié de Klein sur la fonction hypergéométrique (1906),
qu'il ne m'a malheureusement pas été possible de consulter (*).

D'autre part M. Study, dans sa Geometrie der Dynamen (1902), a écrit une formule
analogue pour l'angle dual de deux rayons, qu'il définit ainsi : Soient X, Y, Z, L, M, N,
les coordonnées (réelles) d'un système de forces ou dyname. M. Study pose

/ ;v., = x + L(o,

où o> est un symbole satisfaisant aux règles ordinaires du calcul algébrique et à la
condition <*>* = o. Un nombre complexe a -f &<•> est appelé nombre dual. Si Ton
multiplie %t> %s, X3, par un même nombre dual quelconque, le nouveau dyname
que l'on obtient a même axe central que le premier; on pourrait donc convenir de
dire que %t %M %3 sont les coordonnées duales homogènes de cet axe central.

(f) Après la rédaction de ce travail j'ai dû à l'obligeance de M. Juïia la communication
du cours de Klein. Dans ce cours, professé en 1893-1894. la formule (10) est établie d'une
manière toute différente de celle qu'on trouvera ici.
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Si les coefficients (X N) prennent des valeurs complexes ordinaires a 4- bif

%\ %%%z sont, d'après M. Study, les coordonnées duales d'un rayon, le concept de
rayon coïncidant avec celui de droite dans le champ réel.

Gela étant, M. Study appelle angle dual de deux rayons l'expression ô -h cfo>
{0 angle, d plus courte dislance) et démontre que l'on a

cos(6 -j- dw) =
/'.r.,- + il'.,1 + x; x \/<IJ; + 'ij;- + nj,1

La formule (10) n'est donc pas nouvelle, mais elle ne paraît pas encore très
connue, et comme elle est d'importance égale aux formules classiques (9), il semble
qu'il y ait intérêt à la souligner.

4 0 . Enfin, dans le Chapitre iv, j'étudie les déplacements cayleyens, qui corres-
/ y 8\

pondent, comme nous l'avons dit, aux substitutions linéaires ( '̂  j à coefficients

complexes. Dans le cas général, un pareil déplacement est hélicoïdal; il est com-

posé d'une translation de longueur d le long d'un axe et d'une rotation d'angle ô

-autour de cet axe. M'appuyant sur la formule (10) je démontre que l'on a

d . \ (a 4- °T < , v
+ l V = l (II)

formule simple que je crois nouvelle et qui sera fondamentale pour la Deuxième
Partie de ce travail.

En vertu de nos conventions dualistiques, on peut dire aussi que le déplacement
hélicoïdal est composé d'une translation de longueur d le long d'une droite coupant
l'absolu et d'une translation de longueur Rio le long de sa droite conjuguée. Je
forme les relations, qui nous serviront dans la Deuxième Partie, entre le multipli-
cateur de la substitution j '̂  ) et les multiplicateurs des homographies relatives

aux points des deux droites. Je termine en donnant une formule très condensée (76)
pour la distance d'un point à une droite, ou l'angle d'une droite et d'un plan (*).

(*) Sur le sujet de cette Première Partie, je citerai, en dehors des mémoires signalés au
cours de ce Chapitre, les exposés didactiques contenus dans le tome I des Automorphe
Funktionen de Fricke el Kleit) (1897) et dans les Principe* de Géométrie analytique de Dar-
boux (1917). Dans ce dernier ouvrage, les avantages de la considération de l'espace « inac-
cessible » sont mis particulièrement en relief.



CHAPITRE II

GÉOMÉTRIE CAYLEYENNE HYPERBOLIQUE : PARTIE DESCRIPTIVE

1 1 . Soit O ABC un tétraèdre de référence réel. Nous prendrons pour absolu ai*

cours des Chapitres H, m, iv, la quadrique

x* -f y2 — zt = o. (12)

C'est un ellipsoïde, tangent en O au plan z = o ou OAB, en C au plan t = o

ou ABC.

Soient xt y4 zt ti les coordonnées d'un point quelconque, son plan polaire par

rapport à l'absolu aura pour équation

-2Xtx 4- -iyj--tlz — zit = o. (i3)

Cela posé, nous ferons correspondre à la forme d'Her mite f, de coefficients (a, 6, c)

ou (a, bt, bi9 c) l'ensemble du point de coordonnées

x = — bt, y = — bt, z ==c, t = a,

et de son plan polaire par rapport à l'absolu

2btx -f 2bty + az -à- et = o, (i5)

Le discriminant \ de la forme ƒ est

\ = ac — bb0 = ac — 6/ — 6/ .

Si A est positif, la forme définie ƒ représente un point intérieur à l'absolu, et

son plan polaire, lequel ne coupe pas l'absolu,

Si A est négatif, la forme indéfinie ƒ représente un point extérieur à l'absolu,

et son plan polaire, lequel coupe l'absolu.

Si A est nul, la forme ƒ représente un point de l'absolu et le plan tangent en

ce point.

Pour compléter ces conventions observons, en premier lieu, que la représenta-

tion géométrique d'une forme d'Herrnite que nous venons de donner ne fait inter-

venir que les rapports des quantités réelles (a, bt, bt, c). Deux formes d'Hermite

semblables, c'est-à-dire dont les coefficients sont proportionnels, le facteur de pro-

portionnalité étant réel, auront donc même point et même plan représentatifs.
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Enfin nous aurons besoin de considérer des points, que nous appellerons points
imaginaires, et qui, par rapport au tétraèdre de référence réel OABC, auront des
coordonnées x% y, z, t complexes. Les coefficients a bibic de la forme d'Hermite
correspondante, au lieu d'être réels, seront alors complexes. Nous dirons que nous
avons affaire à une forme d'Hermite généralisée.

12 . Nous allons maintenant introduire les génératrices rectilignes (imaginaires)
de l'absolu. L'équation de l'absolu

x* -h y2 — zt = o

peut s'écrire

PQ — US = o

en introduisant les plans

Les deux systèmes (X), ((/.) de génératrices de l'absolu sont donc définis par

x : a : XJJL ; i ; : P : Q : n : s

'.{ x -\- iy \ x — iy \ z \ t

d'où l'on tire*

: : v : ; : : y : : ( >
2 21

La forme d'Hermite généralisée, de discriminant nul

XX0 - XX. Y - JJLXY. + XuYY0 = (X — X Y) (Xo - pYQ) (17)

représente donc l'ensemble du point de l'absolu situé à l'intersection des généra-
trices X et a et du plan tangent en ce point (plan des deux génératrices X et p.).

Pour que ce point et ce plan soient réels, ou, ce qui est équivalent, que la forme
d'Hermite généralisée devienne une forme d'Hermite ordinaire, il faut et il suffît,
d'après (16) ou d'après (17), que X et a soient des nombres complexes conjugués.
Posons alors Z = X = JJL0, nous aurons une représentation de la >ariable complexe Z
sur la surface de la quadiique absolu, tout à fait analogue à la représentation clas-
sique sur la surface d'une sphère. Le point de l'absolu d'affixe Z aura pour coordon-
nées tétraédriques

^ ^ : - ^ - ^ : z z 0 : n : x : y . z : i . (18)



l 6 PH. LE COItBEILLER

11 lui correspond la forme d'Hermite ordinaire à discriminant nul,

XX0 - ZX.Y - Z.XY. + ZZeY Yo = %(X - ZY).

Le point O a pour afïixe Z==o et le point C, Z = oo. Notons que de (i8) o»
Ure

Z = p ^ («9)

relation qui nous servira plus loin.

1 3 . Soient ƒ et ƒ' deux formes d'Hermite, ordinaires ou généralisées. Il résulte
aussitôt de l'expression (i4) des coordonnées du point correspondant à une forme
d'Hermite que la forme ƒ-(-/ƒ', où X est un paramètre variable, représente un point
de la droite joignant les deux points / e t / ' , et son plan polaire, qui par conséquent
passe par l'intersection des deux plans ƒ e t / ' .

Le discriminant de la forme /4-X/' est

A + IX + A'X2

où £, Ar sont les discriminants de ƒ et de ƒ' et I l'invariant simultané, toujours-
réel,

I = ac' + ca' -hj/ — bb\.

Nous connaissons déjà la signification de A = o, A' = o. La condition I = o est
équivalente à

— 26,6', — 26S6'2 + ac' 4- ca' = o.

Elle signifie donc, d'après (i4) et (i5), que le plan ƒ contient le point f et égale-
ment que le p lan / ' contient le point/, autrement dit, que les points ƒ et f' sont
conjugués par rapport à l'absolu, le plan polaire de l'un contenant l'autre. Nous di-
rons que deux formes d'Hermile ƒ et ƒ' seront conjuguées, lorsque leur invariant
simultané I sera nul.

1 4 . Considérons à présent une Jorme de Dirichlet

Soient m et n les zéros de cette forme, complexes en général, et que nous suppo-
serons d'abord distincts. Marquons sur l'absolu (fig. 1) les génératrices m et n du*
système (X) et les génératrices mQ et n0 du système (ui).
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Ces quatre droites imaginaires se coupent en quatre points; les points M et N
sont réels et ont respectivement pour afïîxe, sur l'absolu, Z = m et Z = n. Les points
P et Q sont imaginaires conjugués ; les droites MN et PQ sont donc réelles et de plus,
comme on le voit aisément, conjuguées l'une de l'autre par rapport à l'absolu. Nous
représenterons la f orme de Dirichlet F par ce couple de droites réelles conjuguées.

(m)

£-—1A)

FlG. I .

Par convention, nous appellerons première droite, (A), la droite MN qui coupe
l'absolu en deux points réels; l'autre sera la seconde droite, (D).

Remarquons que cette représentation ne fait intervenir que les zéros de la
forme F, ou, en d'autres termes, que les rapports des coefficients complexes «1>,£B,C
Deux formes de Diriclilet semblables, c'est-à-dire dont les coefficients sont propor-
tionnels, le facteur de proportionalité étant complexe, seront donc représentées par
les deux mêmes droites (A) et (D).

Nous allons montrer que les coefficients ,{>,$$, (°, de la forme F, s'expriment à
un facteur de proportionalité près en fonction des coordonnées pluckérieunes des
droites (A) et (D), et réciproquement.

1 5 . Soient d'abord

*>,* P,3 P,* P., P,* Ps*

ou par abréviation (p0-) les coordonnées pluckériennes d'une droite réelle. On sait
que ces coordonnées sont six nombres réels satisfaisant à la relation

P,,P,4 ~ P.aP.4 + PtiRt, = O (2O)
s
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et que la'droite qu'elles définissent appartient aux quatre plans

\p«x

*y + p**z =0

(si l'on fait la convention d'écriture Pij=Pji). Nous allons chercher à former

l'équation du second degré qui a pour racines les affîxesdes points où la droite (py)

rencontre l'absolu.

A cet effet, si x, y, z, t sont les coordonnées d'un point de cette droite, posons

2 = - . Z sera un paramètre définissant un point courant sur la droite, à condi-

tion que t ne soit pas constamment nui (droite du plan t = o, ou ABC) ou encore
Tu V

— et — ne soient pas constants (droite passant par le point (0010), ou C). Écar-

tant ces cas particuliers sur lesquels nous reviendrons dans un instant, nous voyons

que les Z des points communs à la droite (p^) et à l'absolu coïncideront avec les af-

fîxes de ces points sur l'absolu, d'après l'égalité (19) du paragraphe 12.

Pour obtenir l'équation cherchée nous devrons donc éliminer x, y, z, t, entre

cette égalité (19), l'équation de l'absolu (12), et les équations de deux des quatre

plans (21) définissant la droite (pij), par exemple les deux premiers. La résolution

du système

x -h iy — lit = o

donne

7 = Pi*(P**z — P«* 4-

avec
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1C Y X

et en reportant ces valeurs de — , — , dans l'équation de l'absolu, il vient
l'équation du second degré

(")(P..— OO ^ -*(/>.. - i^) Z - ( P . . + *PJ =?<>•

Les coefficients de cette équation sont, en définitive, ceux de la forme de Dirich-
let (it>£BC) correspondant à la droite (p?J)

(23)(P.. - ipj V - a ( pM - i ^ i ) XY - (pt, + ipj Y'.

Mais, dans la représentation que nous avons adoptée, à la forme de Dirichlet
(*h3SC) correspond non pas la droite (ptj) seule, mais l'ensemble de la droite (p{j) et
de sa conjuguée. Soient (ç^) les coordonnées pluckériennes de celle-ci, on a, comme
on le voit aisément

(24)

Si la représentation proposée est légitime, le calcul que nous venons de faire doit
conduire, à partir des nombres (<?*/), à la forme (23) elle-même, ou à une forme
semblable. Et en effet la forme

(«,, ~ "As) X2 - a(«rM - t - ^ ) XY -t (?„ + i«rJ Y'

est, d'après les relations (24), identiquement égale à

' [(P.. - 'P.,) X 1 - 2(P l 4 - i ̂ i -) XY - (Pl4 + «>„) v (a5)

C'est donc bien la même forme, à un facteur de proportionalité près, qui corres-
pond à deux droites conjuguées quelconques (pu) et (7/̂ ) et nous pouvons écrire in-
différemment

/ : :
\

ou bien



2O PII. LE COUBEILLER

Revenons sur les cas particuliers que nous avons laissés décote : droite p^ située
dans le plan / = o (ou ABC) ou bien passant parle point G. La première condition
s'exprime en coordonnées pluckériennes par

la seconde par

»« = P« = P« = °

et ces deux cas se correspondent par dualité, puisque le plan ABC est tangent à
l'absolu en C (par. i r ) ; autrement dit, si la première droite, (A), passe par C, là
deuxième droite, (D) est dans le plan ABC. L'un des zéros de la forme (<h&£) est
donc infini, puisque le point C a pour afïixe Z = oo (par. 12). Et nous voyons qu'en
effet le coefficient *{> est nul si l'une ou l'autre des suites d'égalités que nous venons
d'écrire est vérifiée. Les formules (26) ne cessent donc pas d'être valables dans ce cas.

16 . Nous venons de trouver l'expression des coefficients (t{»iB(°) à partir des
coordonnées (p^) d'une droite réelle quelconque ou des coordonnées (qtj) de sa con-
juguée ; cherchons à résoudre le problème inverse : trouver les droites (ƒ>,-,)> ((Jij) qui
correspondent à une forme de Dirichlet (t-l>iP>O donnée, et aux formes semblables.

Il semble qu'il n'y ait pour cela qu'à identifier la forme donnée Çl>$(f) avec la
forme (23) puis avec la forme (25). Mais cela n'est pas possible immédiatement. En
effet, si nous formons le déterminant de la forme (23), il vient

donc, en vertu de la relation (20) le déterminant de la forme (23) est nécessairement
réel. Le déterminant de la forme (26) est évidemment égal an précédent changé de
signe. Ainsi une forme de Dirichlet (,{4P>(D) quelconque ne peut pas être identifiée
aux formes (23) ou (20), car son déterminant est en général complexe. Mais il est
facile de trouver une forme, dont les coefficients soient les coefficients ti>, £8, C
multiplies par un même facteur <j 4- iht et dont le déterminant soit réel. Il suffit,
si a -f- ib est le déterminant '£ de la forme donnée («•(>;ftc"), d'annuler le coefficient
de y — 1 dans le produit

On trouve ainsi la condition

bg* -b zagh — bh% = o .
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II en résuite deux valeurs réelles pour —, et l'on s'assure aisément qu'elles condui-
sent à deux séries de formes dont les déterminants sont réels et de signes opposés.

Il est clair d'autre part que le déterminant 2 \ qui d'après (27) varie d'une
manière continue avec les (p,-/) et qui est nul lorsque la droite (p.-J) est tangente à
l'absolu, a un signe déterminé pour toutes les « premières droites » qui coupent
l'absolu, et le signe contraire pour les « deuxièmes droites » qui ne le coupent pas. On
voit sur un exemple numérique quelconque, (par exemple la droite

OU

z = t, x = o,

qui coupe l'absolu et pour laquelle 3) =-— i) que ce signe est le signe — pour les
premières droites. Par convention, nous admettrons que Von a pris pour forme (AoSC)
représentative de toutes les formes de Dirichlet semblables, une forme à déterminant
réel et négatif Q). Nous conviendrons encore de réserver la notation (Pij) pour les
coordonnées des premières droites, la notation (7/,y) pour les secondes.

Il est très facile maintenant, une forme de Dirichlet étant donnée, de trouver les
droites qui la représentent. Nous construirons d'abord une forme (.î >$>(?) semblable
à.la forme donnée, et de déterminant réel et négatif. Nous identifierons ensuite
cette forme avec la forme (23) ce qui donnera les formules (26) ; et de ces dernières
nous tirerons les expressions cherchées des (Pij)

Pi , = «(-$ — &o)> P . , = — ~ ~ >

(.8)

Pour obtenir les coordonnées (q^) de la deuxième droite nous pouvons, soit nous

(4) La raison de cette convention est qu'une substitution elliptique d'ordre deux (* j

du groupe modulaire F que nous étudierons dans la Deuxième Partie de ce travail, conserve

la forme de Dirichlet y.rs — 23.xy — [îy3 qui est de déterminant — 1. De mémo la substitu-

tion d'ordre trois \ {J ) conserve la forme 2".TS + 2(I — 2a") .ry — 213v* de détermi-

nant —3 (par. 70 et 71). Il est commode de conserver ces formes, telles qu'elles se présen-

tent, sans les affecter d'un facteur y — P .
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servir des formules (24), soit identifier la forme (,M5(5) avec la forme (26) ce qui
donne

«7,, = i(Ar- .*..), ?.. =

</,. = - 7» =

Le raisonnement précédent est toutefois en défaut pour les formes de déterminant
nul. Une forme à déterminant nul a ses deux zéros confondus; on peut l'écrire

Y)* et lui faire correspondre un couple de droites conjuguées quelconque du

plan tangent à l'absolu au point d'affixe Z = ^—. Il suffit pour cela d'identifier la

forme (A*B(°) aux formes (23) et (25), ce qui donne les droites conjuguées (28) et
(29): puis, multipliant les coefficients ,-l>, ift, (° par un facteur complexe quelcon-
que (ce que l'on peut faire ici sans que le déterminant de la forme cesse pour cela
d'être réel), les coordonnées (pif), (qij), varieront en représentant toujours deux

droites conjuguées tangentes à l'absolu au point Z = '—. Ce cas est donc vérita-

blement un cas d'exception.
Nous conclurons que l'ensemble des formes de Dirichlet semblables à une forme

donnée (fl>iBO, à déterminant non nul, peut être représenté géométriquement par
rensemble de deux droites réelles, conjuguées l'une de l'autre par rapport à l'absolu;
et réciproquement.

Ayant ainsi établi une correspondance entre les points, droites et plans de l'es-
pace cayleyen d'une part, les formes d'IIermite et de Dirichlet d'autre part, nous al-
lons résoudre quelques problèmes élémentaires de géométrie analytique, dont la
solution nous sera utile par la suite.

1 7 . Nous allons chercher dans ce paragraphe la représentation paramétrique d'un
point réel mobile sur la première ou sur la seconde droite ÇhiJSC)-

Considérons d'abord la première droite, c'est-à-dire celle qui coupe l'absolu en
deux points réels, M et N {fig. 1).

Les points M et N ayant pour a f fixe m et n correspondent aux formes d'IIermite
à discriminant nul

' r<0 (x — m y) et ' R > (x — n y).

La forme d'Hermite

A % ( X — my) -f {i/ft»(# — ny), (3o>
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où X et p. sont deux nombres réels variables, représentera donc un point réel de la

droite MN, et son plan polaire passant par PQ. Soient a, b, c les coefficients de

cette forme d'Hermite, A son discriminant, il vient en développant l'expression (3o)

a = X -f~ a,

\b = —(Xm + p.n),
(3i)

c ==. 0 i Q ,

A = Atx(m — n)(m0— n0).

Le point (abc) est ainsi défini sur la droite MN en fonction du paramètre

réel — . Lorsque -—-^>o, A^>o, le point (abc) est intérieur à l'absolu. Le point M

_ , X , „ , X
correspond a — = 00, le point IN a — = o .

Cherclions maintenant à représenter un point réel situé sur la deuxième droite

(Jtâ BC), ou PQ (Jîg. 1). Les points P et Q sont imaginaires conjugués, ils corres-

pondent, d'après la formule (17), aux formes d'Hermite généralisées

(x — my) (x0 — n0y9) et (x — ny) (x0 — m0 yj..

La forme

\(x — my) (a?0 — noy) -+- p.(x — ny) (x0 — moy) (32)

où X et {x sont deux nombres complexes variables, représente un point, réel ou imagi-

naire, de la droite PQ ; pour que ce point soit réel, il faut et il suffît que la formera)

correspondante soit une forme d'Hermite ordinaire, à coefficients a et c réels, c'est-

à-diie que p. = Xo. Développant la forme (3a) en remplaçant tx par Xo, il vient

a = A -h A0 ,

V b = — ÇA m -j- An),
; (33)
i c = lmn0 -4- \m9n,
, A = — AA0(m — n) (mQ — n0).

Nous avons ainsi en fonction du paramètre —- (quantité complexe de module un)

l'expression d'un point courant réel sur la droite PQ et de son plan polaire passant

par MN. Le discriminant A est ici toujours négatif, ce qui concorde avec le fait que

tous les points de PQ sont extérieurs à Fabsplu.

18 . Condition pour qu'un point appartienne à une droite. — Cherchons d'abord

là condition pour que le point (abc) appartienne à la première droite (JbSC); le
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plan (abc) contiendra alors Ia deuxième droite (c-UBc*). Entre les trois premières
équations (3i) éliminons X et a, il vient la condition cherchée :

a

b

c

ï

— m

mm

ï

— n

nrt
= o;

elle s'écrit en développant

_ nn, — mmn m — n
amn — b —- ^- + c - — nn

Or, m et n sont les zéros de la forme (A)3bC) dont par hypothèse le déterminant
2) = — D, D étant un nombre réel et positif. On a donc

m — n =

— (An -

mn =

2V-
n

- D

— ("'„

m —

+ n.) ('«
».

n)

La condition cherchée s'écrit donc finalement

a 6 — 6(35 — So) — c t.t,# = o. (34>

En remplaçant dans cette expression <{>, îA, 1° par (A>i, LM, Ci) nous obtiendrons
immédiatement la coudition pour que le point (abc) appartienne à la deuxième
droite (Jb$(î), ou que le plan (abc) contienne la première droite (tl>^£(?) ; cette
condition est

a e — 6(:fl 4- ;8J 4- ctb0 = o. (35>

1 9 . Droite passant par deux points, et droite commune à deux pians. — Soit

ƒ = a\\0 + 6X0\ -f 60XY. -f cYY,.

une forme d'Hermite. Elle représente un point et son plan polaire. Elle définit aussi
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!e cône tangent à l'absolu ayant pour sommet le point, et la conique, intersection
de son plan polaire et de l'absolu (*). Ces éléments sont réels si le point (abc) est exté-
rieur ou la forme ƒ indéfinie, imaginaires si le point (abc) est intérieur ou la forme ƒ
définie. Les affixes des points de la conique satisfont à une relation que l'on obtient
en écrivant que la forme R. (Z — XY) est conjuguée (par. i3) de la forme (abc),
ce qui donne

Soit une deuxième forme d'Hermite f = (a b' c'); les points ne ia conique corres-
pondante sont donnés par

a'ZZ0-f 6'Z0 f6 ' 0Z + c' = o.

Les afïîxes des deux points (réels ou imaginaires) communs à ces deux coniques
sont donnés par

aZ -f b b0Z + c

a'Z + b' / / Z -h c' = o

et par suite la forme de Dirichlet qui représente la droite joignant les deux points
(abc), (a'b'cr), et la droite intersection des deux plans correspondants est le cova-
rianl z> des deux formes d'Hermite ƒ et f'.

y

3 Y.

(36)

(4) Le système (S, Hf) introduit au paragraphe 7 comprend en réalité six éléments se
correspondant deux à deux par dualité et qui sont introduits simultanément dès que l'on
définit dans l'espace cayleyen une figure 22 :

i° la figure E ;

3° l'intersection de 2 et de A ;

5° la déveioppable circonscrite à X
et à A ;

20 la figure ^f polaire do 2 par rapport
à l'absolu A ;

4° la développable circonscrite à Xf

et à A ;
6° l'intersection de X' et de A.

Dans le cas d'une forme d'Hermite ce système se réduit aux quatre éléments : point,
plan, conique et cône. La correspondance est évidente avec les éléments correspondants du
demi-espace de Poincaré : point, demi-sphère, cercle (.">) du paragraphe 5, cône isotrope
de Laguerre. Dans le cas d'une forme de Dirichlet on a les droites (A) et (D), leurs points
d'intersection avec A. et les quatre plans tangents à A dont les équations M, N, P, Q = o
interviennent au paragraphe 3^.
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Le déterminant CJ) de cette forme, en fonction des invariants A, Ar, I, de ƒ el f\
est donné par

(37)

II est réel; on prendra dans les calculs la forme y elle-même ou la forme sem-
blable <p \J— i suivant que ££> sera trouvé négatif ou positif.

20 . Formes de Dirichlet conjuguées', tétraèdre autopolaire. — Soient F et F"
deux formes de Dirichlet, de déterminant (J) et (J)'; le déterminant de la forme
F -h AF' est

en posant

H = M' -h C1V — 2 &&'. (38)

H est l'invariant simultané des deux formes F et F'.
Nous allons chercher la traduction géométrique de la condition H = O, et nous

trouverons qu'elle signifie que les deux couples de droites que représentent les
formes F et F' se rencontrent deux à deux en quatre points, qui sont par consé-
quent les sommets d'un tétraèdre auto-conjugué par rapport à l'absolu. /

Écrivons en efîet que les deux premières droites F et F', soit (Pij) et (ƒ/#), se
rencontrent. La relation qui exprime ce fait en coordonnées pluckériennes est

Remplaçons dans cette relation les (p,-j) par leurs valeurs (38) en fonction de
et faisons de même pour les (p'v)> ^ vient

c'est-à-dire H réel. Ceci est donc la condition pour que la première droite (
soit (A), rencontre la première droite («"l/.'IVC), soit (à1). Les deuxièmes droites (D)
et (Df) se rencontreront alors aussi. Mais en général (A) ne rencontrera pas (Df), ni

en (D).
La condition pour que (A) rencontre (D') s'obtient, sans refaire le calcul précé-

dent, en écrivant la condition que nous venons de trouver, « invariant simultané
réel », pour les deux formes (."J>{?>(?) et (,1/ï, iB'i, Ci)- Cela donne cette fois, en
représentant toujours par H la même expression (38),

H + Ho = o

ou H imaginaire pur.
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Réunissant ces deux conditions, H = O sera la condition pour que les couples de
droites (A, D) et (Af, D') se rencontrent deux à deux en quatre points.

Nous allons maintenant chercher les coordonnées de ces quatre points.
Soit la forme F

(x — my) (x — ny).

Les formes F' conjuguées à F (c'est-à-dire telles que l'invariant simultané H de F
et de F' soit nul) sont données par la formule

F' = v(x — myf + c(x — nyf

où v et p sont deux nombres complexes quelconques. On démontre en effet aisé-
ment que l'on a F' = vF4 -h oFa. Ft et Fa étant deux formes particulières conju-
guées à F ; puis on remarque que (x — myf et (x — nyf sont de telles formes.

Nous connaissons les expressions paramétriques (3i) et (33) d'un point situé sur
la première ou sur la deuxième droite F; nous allons exprimer à l'aide des relations
(34) et (35) que ce point se trouve sur la première, puis sur la seconde droite F'.
Il ne serait pas possible de trouver des points satisfaisant à ces conditions si les
formes F et F' étaient quelconques, mais ici nous obtiendrons les coordonnées de
quatre points réels, ce qui vérifiera a posteriori la proposition que nous venons de
démontrer.

Point M41 situé sur les premières droites F et F'. — Ce point (abc) appartenant
à la première droite F', on devra avoir

aC — 6(<B - JB.) - c,h0 = o (34)

ou

a(vm8 -4- ?nf) — 6(vm + 9n — ̂ om0 — ?onQ) — c(v0 + P#) =? o.

Comme il appartient aussi à la première droite F, on a

a = X-bpt, b=— (Àm-f-vn), c = A/nm0 -f jxw0, (3i)

d'où
X vm(m — AI) -4- von(mo — nQ)
p. ~ on (m — n) + oQn(mQ — n0)

ce qui peut s'écrire

x - m x s/vp (m — n) + \ / - v i v/v0 c0 (m0 — n#)

^ n x
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Mais nous ne devons pas oublier qu'en établissant la formule (34), nous avons sup-

posé que le déterminant l£ de la forme (,l4B(5), ici F, était réel et négatif. Ce

déterminant est —vs(m— nf, qui est donc réel et négatif, et par suite y/vo (m — AI)

est réel et égal à son conjugué \J vu c0 (m0 — n0).

En tenant compte de cette remarque, l'expression de - se simplifie et devient

($9)
S/??.

Portant cette valeur dans l'expression (3o), la forme d'Hermite correspondant

au point M s'écrit

\/vv0(x — my) (x0 — moyo) -f \/cco (x — ny) (x0 — n0yo).

Un calcul absolument analogue au précédent donnera pour le point Mft situé

sur la première droite F et la deuxième droite F'

N/PP.

Pour le point Mti

Pour le point Mtt

A

1

Finalement, nous obtenons les quatre formes d'Hermite

(Mtl) v/vvo(x — my)(x, — mtiy9) -4- s/coo(x — ny) (xQ — noyo)

(M,t) V/vvo (x — my) (xo — fnoïo) — N/?.-O (X — '*)') ̂ 'o — no y0)

(MJ \/v?0 (.x — /wy) (x0 — A?0 y0) 4- v/v0 ? (x — Aiy) (x0 — /w0y0)

aCo -*- nQ y0) — \ / — v0 c ( x —

(4o)

(40

(43)

(43)

et l'on voit que ce sont bien des formes d'Hermite ordinaires correspondant à des

points et plans réels. (Cela est évident pour les deux premières; quant aux deux

dernières, elles sont la somme de deux formes d'Hermite généralisées, dont les

coefficients sont respectivement conjugués.)
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2 4 . Perpendiculaires communes à deux droites. — L'analogue, en géométrie
cayleyenne, des perpendiculaires élevées à une droite (A) par un point de cette
droite, sont les droites menées par le point et rencontrant la conjuguée (D) de (A)
par rapport à l'absolu. Il suit de là que ces droites sont aussi perpendiculaires à (D).
Si nous considérons deux couples de droites (A, D) et (A', D') n'ayant aucun point
commun, il y aura, comme l'enseigne la géométrie classique, deux droites (d) et (0)
rencontrant à la fois ces quatre droites. Ainsi deux droites (D) et (D') admettent en
géométrie cayleyenne deux perpendiculaires communes, (d) et (0) ; leurs conjuguées
(A) et (A') admettent les mêmes perpendiculaires communes, et les droites (d) et (0)
sont conjuguées. Nous allons chercher la forme de Dirichlet qu'elles représentent.

Soit

ƒ =

f =
J =

on devra avoir

la forme que représentent (D) et (A),

» » » (D')et(A'),
» » » (rf)et(B);

o

o

.d'où

: — *w : e"
La forme (Jl/ £Bf' C) peut donc s'écrire

j = -"• +

S'X-f efY

et par suite la forme de Dirichlet, qui représente les perpendiculaires communes
aux droites représentées par deux formes de Dirichlet F et Ff, est le covariant J
des deux f ormes F et F',

J . =
— IEL

(44)

Le déterminant £D" de la forme J ou (J/£Br'{°'0 en fonction des invariants 2), 2)r, H
de F et F' est donné par

)* = H' — (45)
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Ii sera donc en général nécessaire de multiplier les coefficients de J par un facteur
complexe convenable pour rendre <J)" réel et négatif.

La considération des droites J va nous permettre de résoudre le problème sui-
vant : que représente Informe de Dirichlet ƒ+)ƒ ' , où X est un paramètre complexe?

Pour chaque valeur de X, / 4 ~ V représente un couple de droites. X étant un pa-
ramètre complexe, ƒ-h A/" représente, pour l'ensemble des valeurs de X, une double
infinité de ces couples, c'est-à-dire une congruence. Écrivons que la première droite
/-hX/' passe par un point donné (abc) ; il vient une équation du premier degré en X.
Donc ii passe une (première) droite /-f-X/f par un point donné, c'est-à-dire que nous
avons affaire à une congruence linéaire. Je dis que cette congruence est l'ensemble
doublement infini des droites s appuyant sur les droites J. Cherchons en effet s'il est
possible de trouver un couple de droites, f"(À"iti"C"), rencontrant constamment le
couple (/-f-X/'). On devra avoir

ou

et nous retombons par conséquent sur les relations qui nous ont donné les coeffi-
cients de la forme J.



CHAPITRE III

LA MÉTRIQUE CAYLEYENNE

2 2 . Distance de deux points. — La distance de deux points M et M' de l'espace

<;ayleyen est définie comme il suit :

Soit A, B, les deux points où la droite MM' rencontre l'absolu, ^fi(M'MAB) le

rapport anharmonique des quatre points dans l'ordre indiqué, on pose

MM' = ~ Log iR(M'MAB), (46)

expression où G est une constante, évidemment de dimensions inverses d'une lon-

gueur. Nous poserons suivant Darboux

G = jj- (47)

R étant une longueur arbitraire (*).

Soient ƒ et f' les deux formes d'Herniite représentant les deux points M et M' ;

la forme /+X/*' représente un point de la droite MM' et les valeurs de X qui corres-

pondent aux points A et B situés sur l'absolu sont donnés par l'équation du second

degré

A 4- IX -f- A'X2 = o.

Soient donc (o, oo, X4, \) les valeurs du paramètre X qui correspondent aux
points (M, M', A, B), on a

oa~\ O — X, X, — l — v / r —4AA'

Puisque, d'après (46) et (47),

d — MM' = —

(*) L'espace cayleyen hyperbolique est à courbure constante négative (Rïemann, Uber
die Hypothesen—; Klein, métn. de 1871). Avec ce choix de la constante G cette courbure

est égale à —-. La trigonométrie est alors la même que sur une sphère de rayon R/.
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on a aussi

3d ,

d'où Ton tire par un court calcul

d d \ 2

Telle est la relation entre les distances de deux points et l'invariant simultané
I1

absolu des formes d'Hermite qui les représentent.
4^A

2 3 . Angle de deux plans. — L'angle de deux plans p. et p/ est défini comme il
suit : Soient a et (8 les deux plans tangents menés à l'absolu par leur intersection,
on pose

£ ^ (49>

Par extension des relations projectives de la géométrie euclidienne, on dira que
les deux plans p., p.' sont perpendiculaires lorsqu'ils seront conjugués par rapport au

couple a, [5, c'est-à-dire lorsque ,rR(p/p.aS) = — i . Pour rendre u.u.' égal à — dans
2

ce cas, on prendra la constante arbitraire Cr égaie à ai :

A i

p.p/ = _ Log &(p/ u.aB). (5o>

Soient maintenant ƒ et ƒ ' deux formes d'Hermite, M, M' et a, p.' les points et
plans qu'elles représentent; le rapport anharmonique ift(MfM\B) est égal au rap-

A

port anharmonique ift(p/p.aô) par dualité; si donc on pose ô = p.p/, on aura immé-
diatement, sans qu'il soit nécessaire de reprendre le calcul précédent,

iL
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d'où

cos* ô = (52)

2 4 . Discussion des formules précédentes. — Les formules (48) et (5a) montrent
que la distance de deux points, comme l'angle de deux plans, sont susceptibles
d'une double série de déterminations. Soient dt et 0t l'une de ces déterminations,
les autres sont comprises dans les formules

d

(53)

±(6,

k étant un nombre entier quelconque positif, négatif ou nul.
L'indétermination exprimée par le double signe zh est factice et provient d'une

élévation au carré au cours de nos calculs; l'une des séries de valeurs correspond
A

évidemment à la distance MM' et à l'angle au/, et l'autre à la distance M'M et à

l'angle JJL'JJL, distinction expressément faite par les formules ^46) et (49). Mais l'indé-
termination qui substiste à l'intérieur de chacune des séries (53) ne peut être levée;
en raison de la définition de la distance à l'aide d'un logarithme il existe ici une pé-
riodicité pour les longueurs aussi bien que pour les angles.

Il est possible toutefois de définir une des déterminations de la distance MM' de
telle façon que cette détermination soit réelle lorsque les deux points M, M' seront
intérieurs à l'absolu. Nous poserons à cet effet

avec les conventions suivantes :

i <

m = Oj

m = arg ch \JIÏ"

n == a re cos

n = o.
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tité ^La quantité -^- décrira alors la ligne suivante dans le plan analytique (les va-

r
leurs correspondantes de ——f sont entre parenthèses) :

4A A

(o)

r'J

FlG. 2.

r
Voyons comment varie l'expression ——— avec les positions respectives de deux

4AA
points M et M'. Supposons d'abord que la droite qui joint ces deux points rencontre
l'absolu (première droite). On trouve alors facilement, en remplaçant {abc), {a'b'cf)
par leurs expressions paramétriques (3i)

d'où

1 == (À,/ -f X'u.) (rn — n) {m0 — n0),

T (Xa'H-XSjl)8

X V
De la première expression il résulte que si — et —r sont de signes contraires

(un point intérieur à l'absolu, l'autre extérieur), • est négatif.
4AA

De la seconde il résulte que si — et —7 sont de même signe (points tous deux

* r *
extérieurs, ou tous deux intérieurs), , est positif et supérieur à l'unité.

4AA
Supposons maintenant que la droite MM' ne rencontre pas l'absolu (deuxième

droite) les formules (33) donnent de même »

r = Q^fo4-x6xy
4 A A' 4 A A Q V > / 0
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P
La première expression montre que est toujours positif, la seconde, qu'il est

toujours inférieur à l'unité (en effet, XV0 — Xo// est une imaginaire pure, dont le
carré est négatif).

Nous pouvons donc établir le tableau suivant des déterminations de (dt) :

TABLEAU I.

i point intérieur, l'autre extérieur... \ < o
di complexe, de la forme

m + ni —

2 points extérieurs, leur droite ne)
coupant pas l'absolu dt imaginaire pure.

2 points intérieurs; ou bien 2 points^
extérieurs, leur droite coupant) i <
l'absolu )

dt réel.

Telles sont les différentes circonstances qui peuvent se présenter. Nous n'oublie-
rons pas que la dislance d = M M' n'est pas uniquement égale à dit mais aussi à dt

augmenté ou diminué d'un nombre entier de périodes Ri-.
Il résulte en particulier de ce tableau que si nous désignons par ds* le carré de

la détermination di de la distance d'un point M à un point M' infiniment voisin,
ds* sera positif pour toutes les directions autour de M, si M est intérieur à l'absolu;
si au contraire M est extérieur à l'absolu, ds* sera positif à l'intérieur du cône de
sommet M circonscrit à l'absolu et négatif à l'extérieur de ce cône (*).

Les cas particuliers suivants méritent aussi d'être relevés.

Distance nulle. — La distance M M' est nulle, soit lorsque les points M et M'
sont confondus, soit encire, d'après la définition (4t>), lorsque les points A et B
sont confondus. Les tangentes à Vabsolu sont donc des droites de longueur nulle.

Distance infinie. — La distance M M' est infinie lorsque l'un au moins des points
M et M'est confondu avec l'un des points A et B. La distance d'un point M intérieur
à l'absolu à un point M' voisin, qui est, nous l'avons vu, réelle dans toutes les direc-
tions, augmente donc indéfiniment lorsque M'se rapproche de l'absolu. Par rapport
aux points intérieurs, l'absolu se trouve tout entier à distance infinie.

(') C'est à ce fait, dont les conséquences sont à présent familières, qu'il faut attribuer,
croyons-nous, la répugnance qu'ont mise le plus souvent les géomètres à appliquer la
métrique cayloyenne à l'espace « inficcessihlt* ».
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Si le point Mr franchit l'absolu, la distance M M' prend (Tableau I) une valeur
complexe. C'est d'après l'ensemble de ces faits que Darboux a appelé l'espace exté-
rieur à l'absolu, espace inaccessible.

Distance de deux points conjugués. — Si les points M et M' sont conjugués, on

a 1 = 0 (par. i3), et par suite dt = Ri - , grandeur constante quels que soient les

deux points conjugués. Par exemple, tous les points d'un plan sont à la distance

Ri - du pôle de ce plan.

Nous ne ferons pas la discussion détaillée de Y angle de deux plans; en vertu de
la formule (5i) nous poserons

et nous rassemblerons les différents cas possibles dans le tableau suivant, simple
traduction du tableau I.

TABLEAU II.

plan coupant l'absolu, l'autre non..? 7~\V
( 0, complexe de la forme

2 plans se coupant à l'intérieur de) 1*
l'absolu {

-, < I û, réel

a plans ne coupant pas l'absolu; oin
bien, 2 plans coupant l'absolu,>
leur intersection ne le coupant pas'

i < f\ imaginaire pure.

J
L'angle 0 des deux plans est égal à Qt, augmenté ou diminué d'un multiple

entier de la période T..

2 5 . Relations métriques entre deux droites. — Soient (,A>£6(3), (A>' 35' €') deux
formes d'Hermite. Nous porterons d'abord notre attention sur les premières droites
qu'elles représentent. Ces deux droites (A) et (A') ont à l'intérieur de l'absolu une
seule perpendiculaire commune (o) fpar. ai]. Par extension des définitions de la
géométrie ordinaire, nous appellerons distance des deux droites (A) et (A') la lon-
gueur d du segment qu'elles découpent sur leur perpendiculaire commune, et angle
de (A) et de (A') l'angle G des deux plans (o1 A) et (o, Ar). La distance de deux points
conjugués étant une constante, les deuxièmes droites (D) et (D') découpent sur (S)
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un segment qui est aussi de longueur d, et les plans (o, D), (o, D') font aussi l'angle 6.

De plus, en vertu de la formule (01), la longueur du segment découpé par (A) et (àf)

sur leur deuxième perpendiculaire commune est Rio.

Nous allons chercher à relier les quantités d et 0 aux invariants du système

A cet effet nous substituerons de nouveaux paramètres à ceux dont nous avons

fait usage au Chapitre n. Pour définir la position d'un point sur une première

droite (par. 17), nous poserons

comme les paramètres homogènes A et u. étaient réels, a est aussi une quantité

réelle. Pour définir la position d'un point sur une deuxième droite, nous poserons

la quantité —̂ étant de module un, a est encore une quantité réelle. Enfin pour

définir une forme de Dirichlet conjuguée à une forme donnée (par. 20) nous pose-

rons

Avec ces notations la distance de deux points, de paramètre a et a', sur une pre-

mière droite, sera

K B2CI>

d = — Log — = R(a' — a)

et la distance des deux points a et a' sur une deuxième droite sera

d = — Log 1—- = Ri(x' — a).

De plus, Les points d'intersection de deux couples conjugués de droites (par. 20)

seront définis comme il suit :

X /vv~
(Mtl) — = 4/—- devient a = x,

V- V p?o

(MJ 2L = _ ^ L , a = = x ± J - i f
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Considérons maintenant les couples de droites (tb $ (?), (JV SS 6f) comme définis
à partir du couple („{/ iB" C) de leurs perpendiculaires communes par les paramè-
tres complexes (x + /y) et (x -j- *y')- ^ e s premières droites (A) et (A') rencontrent
la première perpendiculaire commune aux points correspondants aux valeurs X
et xf du paramètre a, et par suite la distance de ces points est

d=ti(x' — x).

Elles rencontrent la deuxième perpendiculaire commune aux points correspon-
dants aux valeurs y, et y' du paramètre a ; par suite la distance de ces points est

RÎÔ = R/(y' — y ) ,

d'où

e = y'-y.

Or les invariants du système des deux formes
= v (x — niyY 4- p (x — ny)%,

(A/ ffi' C) = v'(œ — myf - f P ' ( x - ny)8

sont

2) _ — vp(m — jï)*t g)' = — v'pf(m — ra)*, H = (vpf + v'p) (m ~ n)V

on a par conséquent

*'—x+iy'—iy _i_ e—x'+x—ry'-H"3

• = cA 2(x' — x + if ~ ij)

( 5 4 )

2 6 . Appliquons cette formule au cas de deux droites coupant l'absolu et qui se
rencontrent. — Supposons pour faciliter la discussion qu'on ait rendu CJ) et 2)' réels
et négatifs. Puisque ces droites se rencontrent, on doit avoir d = o. Si elles se ren-
contrent à l'intérieur de l'absolu, 0 est réel, et l'on a

~~ ch ("» + £'°^ = cos ° ̂
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H est donc réel et compris entre ± 2 V 3)3)'- Si elles se rencontrent à l'extérieur
«ie l'absolu, ô est une imaginaire pure (6 = m) (Tableau 11) et l'on a

ch ( — -f ie 1 = ch(i.n.l) = chn = .
v K J 2 V A M V

H est donc réel et supérieur à + a \ / ® ^ ' . Si H était réel et inférieur à —a y 3)2)',
on rentrerait dans le cas précédent en changeant de signe les coefficients de l'une
des formes. Ainsi nous vérifions bien la condition (H réel) trouvée au paragraphe 20
pour que deux premières droites se rencontrent dans l'espace projectif, mais nous
voyons que pour qu'elles se rencontrent à l'intérieur de l'absolu, il faut encore que H
soit compris entre ztzayîJVJY, condition dont nous nous servirons dans la Deuxième
Partie (par. 79).

2 7 . On peut démontrer directement que la distance de deux points P et Pr, ap-
partenant aux segments intérieurs à l'absolu de deux droites (A) et (A'), admet un
minimum, et trouver les points correspondants, par le calcul suivant (*) :

Soit a le paramètre réel définissant la position du point P sur la droite (A) joi-
gnant les points d'afïîxe m et n de l'absolu; b,p,q, les quantités correspondantes
relatives au point P' et à la droite (A').

La distance PP' est donnée par la formule (48),

M d

ch — = •R 4AA'

l'on a

à —(m —ri) (m0 — n0), A' = (> — q) (p0 — qj,

I = e-a-b(m - p)(mo-po) + e~"^(m - q) (m. - q.)

+ e-*(n - p) K - p0) + e-«-b(n - q) (n0 - q%).

Posons

(m — p) (m0 — p9) = ec*, (m — q) (m0 — q0) = ec* ,

(n —p)(n0—p0) = ecB, (n —

(*) Ce calcul est imité de celui que Darboux, dans ses Principes de Géométrie analytique
(par. 193), fait pour l'espace riemannien. Dans l'espace riemannien on a des cosinus circu-
laires au lieu de cosinus hyperboliques, aussi la distance PP' admet-elle un minimum et
un maximum.



4 O PH. LE CORBEILLER

il vient par un calcul simple

(

Xes a, 6, e, étant réels, les cosinus hyperboliques varient de -fi à
mier membre atteint son minimum lorsque l'on a simultanément

et le pre-

a — b =

ce qui définit les points P et P', pieds sur les droites (A) et (A') de leur perpendicu-
laire commune; et, en désignant par | a | le module S/OLOL0 d'une imaginaire a,
la distance d de ces deux [points (plus courte distance des deux droites) est donnée
par

\rn — p\ \n — q\ -\- \m — q\ n — p\— (55).

— On pourrait encore se proposer de chercher l'expression de la distance d'un
point à une droite, à laquelle correspond par dualité l'angle d'une droite et d'un
plan. Ce problème sera plus facilement résolu lorsque nous pourrons faire usage des
déplacements cayleyens, que nous allons étudier à présent.



CHAPITRE IV

LES DÉPLACEMENTS CATLETENS

2 8 . Nous établirons dans ce chapitre, à l'aide des résultats obtenus précédem-
ment, ce théorème à présent classique (Poincaré-Klein) qu'une transformation ho-
mographique à coefficients complexes

OLZ + S . . . .
z = , (56.)

^ ) , correspond à un déplacement de l'espace cayleyen. Nous compléterons
Y o/

ce théorème par quelques remarques, peut-être moins connues, qui nous seront uti-
les dans la Deuxième Partie de ce travail.

^Nous commencerons par traiter le problème plus général suivant : Trouver tou-
tes les homographies de l'espace conservant une quadrique. Il faut, puisqu'une
pareille transformation fait correspondre une droite aune droite, qu'une génératrice
rectiligne de la quadrique proposée corresponde à une génératrice, soit du même
système, soit du système opposé. On rencontre ainsi deux groupes continus de
transformations, mais un seul contient des substitutions infiniment voisines de la
substitution identique, celui qui fait correspondre entre elles les génératrices d'un
même système; c'est celui des déplacements, que nous considérons seul ; l'autre est
celui des symétries. Soient X et a les paramètres définissant les génératrices de l'un
et l'autre système ; la correspondance entre génératrices d'un même système devant
être algébrique, et bi-linéaire, on aura les deux homographies

A ' = S ( A ) et u/ = T(a). (57)

Chacune de ces homographies admet deux racines doubles. Il y a donc en tout
quatre génératrices de la quadrique proposée, >t, X., a,, aa, qui se correspondent à
elles-mêmes; non pas point par point, mais dans leur ensemble. Les points ABCD
où ces génératrices se rencontrent deux à deux sont les points doubles d'une homo-
graphie de l'espace, conservant la quadrique. Si l'on prend ABGD pour tétraèdre
de référence, cette homographie a pour équations

x\ = 9txt, x\ = g9x%, x\ = gsxst x\ = g,xé. (58)
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Avec des unités de longueur convenables l'équation de la quadrique peut s'écrire

xkx% — x3xé = o .

Définissons alors les deux systèmes de génératrices par les proportions

x : p. : Xp. : i ; ; xt : x% ; x31 xê (59)

les homographies (67) prendront la forme simplifiée

X' = /fX, p.' = h [A. (60)

Les génératrices X' p.' correspondant au point {x't) transformé du point (x^) par

l'homographie (58) ou (60) seront données par

X' ; IL' ; X'JJL' ; 1 : ; x\ ; x't ; x'3 ; x \ (61)

et par suite les deux groupes de coefficients (gt gtgs gA) et (/c, h) définissant la même

homographie de l'espace seront liés par

k: h : kh: i \\g,\gt\g%:g.. (6a)

Soient (D) et (A) les deux arêtes du tétraèdre ABCD qui ne sont pas des géné-

ratrices de la quadrique. L'homographie de l'espace considéré effectue sur les points

de (D) une homographie qui est la même que celle des plans, xt -J- $x% = o, passant

par (A), et dont par suite le multiplicateur est

^ = 4 - -(63)
9* h

De même l'homographie des points situés sur (A) est la même que celle des

plans, x.% 4- rxt = o, passant par (D), et par suite son multiplicateur est

-2i. = M . (64)
J i

2 9 . Nous n'avons fait dans le paragraphe précédent aucune hypothèse sur la

réalité des éléments dont nous nous sommes servis. Reprenons à présent le tétraè-

dre de référence réel ABGD des Chapitres 11 et ni et cherchons les homographies

réelles de l'espace qui conservent la quadrique absolu

x* + y* — zt = o. (12)
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Les génératrices de cette quadrique réelle convexe, passant par un poiut (xyzt)t

sont données par

L_ • _j_ \ MX\ \ \\ x \ y \ z '. t. (16)

Comme nous l'avons déjà remarqué, il faut, pour que le point (xyzt) soit réel, que
la quantité a soit conjuguée de X; mais, de plus, ici, pour que la transformation
soit réelle, il faut que'la transformée u.' de a soit conjuguée de la transformée X'
de X, autrement dit, que les coefficients des transformations S et T (67) soient
conjugués. Nous devons donc poser finalement

(65)

De la sorte, et au moyen d'une suite assez étendue de conventions, nous faisons
/a Ô\

correspondre à toute substitution (56) ( ^ ) une homographie réelle de l'espace,

qui conserve la quadrique absolu. Cette homographie, remarquons-le, sera la
même pour tout ensemble de quatre quantités complexes (a' 6' y' 0') proportion-
nelles à (a 8 y 0) à un facteur complexe près (*).

30 . L'homographie de l'espace qui correspond à la substitution ( ' ) conserve

deux génératrices (imaginaires) de chaque système; les génératrices conservées du
système (X) ont pour paramètres m et n les racines de l'équation

aZ-f ^
~" Z + 5

OU

YZf + (8 — a)Z — p = a\

et les génératrices conservées du système (p.) ont pour paramètres mQ et nQ. Les
points M et N, d'afïîxe m et n sur la quadrique, sont les deux seuls points réels
de l'absolu qui soient conservés; l'homographie considérée conserve, dans leur

(*) Algébriquement la substitution (x\yf; xx+fiy, y^c-f-oy) transforme la forme d'Her-
mite (abc) en une forme (a' b' c'), et Ton a :

( a' = SS0 a — 50 y b — Ôy0 bQ -}- yya c,j
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ensemble, la droite réelle MN ou (A) et sa conjuguée PQ ou (D) (ftg. i). A ces
deux droites (A) et (D) nous avons fait correspondre (par. i4) la forme de Dirichlet
(Jb (Jo G) qui a pour zéros m et n, c'est-à-dire

yx* + (o — *)xy — py\ (66)

On voit ainsi à quel fait géométrique (conservation des droites réelles (A), (D)
par une homographie réelle de l'espace conservant l'absolu) correspond, grâce à nos
conventions, le fait analytique que la substitution (56) (et les substitutions sembla^
bles), conserve la forme (,{>;Ac) (et les formes semblables).

Examinons de plus près quelles sont les homographies effectuées sur ces droites

(A) et (D). Nous connaissons Jeurs points doubles, réels pour la première (M et N),

imaginaires conjugués pour la seconde (P et Q). Il reste à déterminer leurs multi-

plicateurs. Soit M — oeli le multiplicateur de la substitution S = l M, mise sous

la forme

z — m
' z — n

D'après les équations (65), la substitution T(ta) doit être la substitution conju-
guée de S(X) ; elle a donc pour multiplicateur Mo = pe~rf ; donc, d'après les équa-
tions (62), les coefficients (</,•) de l'homographie de l'espace, rapportée au tétraèdre
de ses points doubles MNPQ, sont donnés par

M : M O : M M O : m g , : g . : 9.: 9.- (67).

Finalement, l'homographie réelle à points doubles imaginaires faite sur (D) aura
pour multiplicateur, d'après (63),

gt M

et l'homographie réelle à points doubles réels, faite sur (à), aura pour multiplica-
teur, d'après (64),

. p

Nous aurons besoin de ce résultat dans la Deuxième Partie (par. 92),
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3 1 . Interprétons à présent cette homographie de l'espace en utilisant la métri-
que cayleyenne. Le fait essentiel est que cette transformation ponctuelle est un dépla-
cement cayleyen. En effet, une homographie conserve les rapports anharmoniques;
donc les distances et les angles de l'espace cayleyen, qui sont définis par des
rapports anharmoniques. seront conservés. Sous une autre forme, exactement équi-
valente, nous pourrions dire qu'une substitution linéaire conserve les invariants

absolus ; et , et par suite les éléments métriques que nous leur avons

rattachés.
Ce déplacement cayleyen conserve deux droites, les droites (A) et (D). C'est un

déplacement hélicoïdal autour de chacune de ces droites. En effet, si nous nous
servons pour définir la position d'un point sur ces droites des paramètres a, a in-
troduits au paragraphe a5, nous avons, d'après ce qui précède, pour l'homographie
effectuée sur les points de (A),

d'Où

a' = a + Log p

c'est donc une translation de longueur Rlogp; et pour l'homographie effectuée sur
les points de (D)

gaia' -— gala >< gai»

OÙ

a' = ot + cp

c'est donc une translation de longueur R/cp. L'homographie de l'espace est donc,

si l'on veut, le produit d'une translation de Rlogc le long de (A) et d'une rotation

de cp autour de (A), ou bien d'une translation de R«cp le long de (D) et d'une rota-

tion de f—e-M autour de (D).
/ a ^\

On sait que l'on distingue différents types de substitutions ( '̂  j d'après la valeur
Vf o/

de leur multiplicateur M. Si l'on suppose distincts les points doubles m et n comme
nous l'avons fait jusqu'ici, la substitution sera dite elliptique, si M est de module
unité (M = el?) ; hyperbolique, si M est une quantité réelle et positive (M = c);
loxodromique, dans le cas général (M = oeVi). Dans l'espace intérieur à l'absolu où
les distances et les angles sont réels, une substitution elliptique correspondra,
d'après ce qui précède, à une rotation d'angle z, autour de la droite (A); une subs-
titution hyperbolique, à une translation de longueur R log z le long de (A), et une
substitution loxodromique, à un déplacement hélicoïdal (Rlogc, o) conservant (A).
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3 2 . Un cas particulier remarquable est celui où l'on a M=em=—i. D'après
les proportions (67) les équations de ce déplacement particulier, rapporté au té-
traèdre formé par les génératrices conservées et les droites (D) et (A), sont,

Xf = — X, Y' = —Y, Z' = Z, T' = T. (68)

C'est une rotation de TT autour de la droite X = Y = o, ou (A), et pour cette rai-
son nous l'appellerons un retournement. La droite (A) est conservée point par point.
Sur la droite (D) on a, à première vue, une translation de RÎT:, mais RÎTC est pré-
cisément la période de la fonction distance d'après le paragraphe 24, et par suite la
droite (D), ou Z = ï = o, est, elle aussi, conservée point par point comme le mon-
trent d'ailleurs les formules (68).

Soit M' le point transformé d'un point M quelconque de l'espace par ce retour-
nement; la droite MM' rencontre les droites (A) et (D) en m et m', l'absolu en AetB;
le point M' est conjugué de M soit par rapport au couple mm', soit par rapport au
couple AB. On sait qu'on appelle homologie biaxiale, ou de Sylvester (*), la trans-
formation qui fait correspondre à tout point M de l'espace le point M', situé sur la
droite passant par M et rencontrant deux droites fixes (A) et (D), tel que le rapport
anharmonique [Jl(MM'mm') ait une valeur donnée K. Les droites (D) et (A) sont
conservées point par point. Un retournement est donc un cas particulier d'homo-
logie biaxiale, dans lequel les droites (D) et (A) sont conjuguées par rapport à l'ab-
solu et le rapport anharmonique K égal à — 1. Un retournement une fois répété
ramène à leur position de départ tous les points de l'espace; la substitution ellip-
tique correspondante, dont le carré est la substitution identique, est dite d'ordre
deux.

3 3 . Il importe de pouvoir trouver rapidement le multiplicateur d'une substi-

tution ( ' ) donnée. Ce multiplicateur M restant le même ainsi que les points

doubles, m et n, pour toutes les substitutions semblables à la substitution donnée,
nous conviendrons de prendre pour représentant de ces substitutions celle d'entre-
elles dont le déterminant est égal à l'unité :

XÖ (iy = -f I .

Nous dirons que cette substitution est mise sous la forme modulaire.

(*) Darboux, Principes de Géométrie analytique, Livre 1, Chap. v.
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La substitution

z1 — m z — m
= M-z — n z — n

s'écrit, en la résolvant en z',

, __ (m — M/i) Z + ( M - I
2

son déterminant étant M(m — n)s, elle s'écrit encore, cette fois sous la forme

modulaire,

m — Mn (M — i) mn

y/M (m — n) \/M (m — ri)

i — M Mm — n

\/M (m — n) y/M (m —

et l'on a en l'identifiant avec la substitution modulaire

Le multiplicateur M de ( ' 1 ne dépend donc que de la somme e = à4-5 descoef-
\Y 6^

ficients extrêmes. On peut encore, en posant

(« + B)2
c = -Ki (70)

mettre la relation (69) sous la forme

M2 —2cM 4 - 1 = 0 (71)

équation réciproque du second degré, dont les racines s'échangent lorsqu'on per-
mute les points m et n, supposés distincts.

Nous venons de voir que si M = c£l?, le déplacement hélicoïdal correspondant
est une translation de longueur d = R log p suivi d'une rotation d'angle <$>. On
a donc

h(— ' \ —
\ R V J -̂ '

= ch Log M,
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et finalement

( c. (72}

Cette relation très simple donne les éléments géométriques du déplacement

cayleyen correspondant à la substitution modulaire ( ^ J. La discussion des diffé-

rents types de substitution s'ensuit immédiatement :

c réel, — i < c < i : substitution elliptique, rota-
tion d'angle <p,

cos cp = c ;

c réel et > i : substitution hyperbolique,
translation de longueur d,

tous autres cas : substitution loxodromique;
déplacement hélicoïdal de
longueur d et d'angle cp,

Comme cas limites-, c = — i corresponde un retournement (rotation d'angle -K) et

c = i correspond aux substitutions paraboliques à points doubles confondus.

34. Nous allons donner deux applications des remarques qui précèdent. La pre-

mière est relative à la décomposition d'un déplacement cayleyen en deux retour-

nements.

Soit ( '̂  ) une substitution à points doubles distincts m et n, et de multiplica-

teur M. Le déplacement correspondant est un déplacement hélicoïdal autour de la

(première) droite

(x — m y) (x — ny).

Cherchons une substitution qui conserve la (première) droite

v(x — my)* 4- p (x — ny)*
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(rencontrant perpendiculairement la précédente, d'après le par. 20) et dont les coef-

ficients extrêmes aient des valeurs opposées (retournement). On trouve facilement

n -f- p/i — vin~ — pAi2

v 4- p — v m — on

Soit (v'p') un autre retournement conservant la (première) droite

v'(as — myf + o'(x — nyf.

Le produit de ces retournements est

pv' n — p' v m mn(pfv — pv')

pv' — o'v p'vfi — pv'm

C'est une substitution qui a pour points doubles m et n ; pour l'identifier avec la subs-

titution proposée il suffît d'écrire que son multiplicateur est égal à M. On trouve en

la mettant sous la forme modulaire

^ (pv' 4- c'y) (m — n)
a + o =

\pv

d'où d'après la relation (69)

M = 4 :-?•• (73)
V V

Donc on peut effectuer le premier retournement autour d'une perpendiculaire

quelconque (vp) à l'axe du mouvement hélicoïdal, et la perpendiculaire (v'p'), axe

du second retournement, sera déterminée par (73).

Mais, en faisant le même changement de paramètres qu'au paragraphe 25 on a

î- \ L = 62(x'-x)+i.:.(y'—y)
V V

soit alors M = retf, et soient d et ô la distance et l'angle des axes de deux retourne-

ments, on aura
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Nous avons donc démontré, pour les déplacements ca yleyens, ce théorème clas-
sique de la cinématique ordinaire, qu'un déplacement hélicoïdal peut être décomposé
d'une infinité de manières en deux retournements, la distance et l'angle des aoaes des
deux retournements étant toujours égaux à la moitié de l'amplitude de la translation
et de la rotation en lesquelles on peut aussi décomposer le mouvement hélicoïdal donné,
(Darboux, Leçons sur la théorie générale des Surfaces, t. IV, note V).

3 5 . Comme deuxième application des retournements nous allons donner l'ex-
pression de la distance d'un point à une droite.

Soit ƒ ou (abc) la forme d'Hermite correspondant au* point donné A, soit F ou
(«JbtBC) la forme de Dirichlet correspondant à la droite donnée (A). Soit A' le point
transformé de \ par un retournement ayant pour axe la droite (A); la distance cher-

AA'
chée du point A à la droite (A) est évidemment .

2

La substitution elliptique d'ordre deux conservant la droite (Jb($C) s'écrit im-

( c P /^ \
j . Son déterminant étant — <B*-K4>(3 = — 2) =

elle s'écrit sous la forme modulaire

— as - e .
V/D

V/D"

V/D

'M

V/D

Cette substitution appliquée à la forme (abc) la transforme en la forme (a'6'e1)
correspondant au point A' et l'on a

/ Da' = a $ $ 0 — b(Boài — 60iiU>0 4- cJbJb.,

| D6' = a&oe - 6âBoâJ — KtvhQ 4- cJbo08,

f De' = aee0 — be0® — bQe% + ca»..

Le discriminant A de la forme (a'b'c') est égal au déterminant A de la forme
(abc) puisque la substitution est de déterminant 4-i ; quant à l'invariant simul-
tané I, il se calcule aisément : on a

1 z=z ac' -h ca' — bQb' — b'b0

4- aacfRiB. -h
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gi donc zd est la distance A A/, double de la distance d cherchée, on a d'après la
formule (48)

L'expression de I est compliquée ; nous la mettrons sous une forme plus simple
et d'une interprétation intéressante en introduisant les quatre faces du tétraèdre
MNPQ (Jîg. i) dont les arêtes sont les droites (A) et (D) représentées par la
forme (Ao3&6) et les quatre génératrices de l'absolu m, m0, n, n0.

En vertu des paragraphes 12 et i3 si un point (abc) appartient au plan de
deux génératrices (À, JJL) de l'absolu on a

64a - j - 60X + c = o .

Posons

M — ann0 -f bn0 -\- bon + c ,

\ N == amm0 + bm0 -f- b9m -h c,

j P = anm0 f brn0 -f bon + c,

Q = amn0 + bn0 -f bom -f c ,

M = o sera la condition pour que le point (abc) appartienne à la face du tétraèdre
MNPQ définie par les génératrices n et n0, c'est-à-dire la face NPQ opposée au
point M ; et ainsi des autres.

L'expression développée de Dl s'écrit en fonction de m et n,

= a*mnmonQ 4- c* + bimi)n0 -f bl
Qmn

Jfejfe.
-h ab(m -h n)mono -f- abo(m0 -f no)m«
-f bc(mQ + 'O -h boc(m -f- ƒ1)

1 i
H ac(m -f AZ) (W0 -f n) H bb (m + n)(m -f TI ).

2 2

On a d'autre part

4 D , ^ „ w _ _ _ x .

cela posé, une simple identification montre que Ton a

PQ = - ^ -
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öa bien

On a d'autre part l'identité

R ad
cA—+ !

d'où finalement l'expression de la distance d'un point à une droite à laquelle nous,
voulions arriver

th* -_ = —-_. (76)

Les quantités M, N, P, Q sont nulles, rappelons-le, lorsque le poiut donné (abc)
est sur l'une des faces du tétraèdre des génératrices de l'absolu défini par la droite
donnée.

Les cas où la distance d est nulle ou infinie s'aperçoivent mieux sur la formule
qui suit, équivalente à la précédente

th— — R ___ 2 y/MNPQ
R ~~~ d ~ MN — PQ

l t h

D'après les équations (75) la relation MN — PQ = o équivaut à ± — 0. La distance d
est donc nulle si le point (abc) appartient à l'une des quatre faces du tétraèdre
MNPQ et elle est infinie, si le point est sur l'absolu. Ceci concorde bien avec l'étude
des cas particuliers de la distance de deux points faite au paragraphe 24.

La relation (74), si on la complète par une convention de signes, défiait sans

ambiguïté la valeur de 'ch— et par suite ne définit la distance d qu'à la pé-
ri

riode Ri- près. Ce résultat s'interprète de la manière suivante : la méthode que nous

avons suivie ne distingue pas l'une de l'autre les deux droites (D) et (A) correspon-
dant à la forme de Dirichlet (,-U.AO; si d est la distance du point A, représentatif
de la forme d'Hermite (abc), à l'une de ces droites, d n'est défini qu'à la pé-
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riode R i - près, et la distance d du même point à l'autre droite est donnée par

(f = d + Ri—,
2

les points où la droite, issue de A et s'appuyant sur (A) et (D), rencontre ces deux

droites, étant conjugués par rapport à l'absolu et par suite distants de Ri -. De
2

même, si ô est l'angle de l'une des deux droites représentées par la forme (AiiRC)
avec le plan représenté par la forme (abc), on a, en vertu des formules (52) et (74),

P

€t l'angle 6' de l'autre droite (jl>£B(?) avec le plan (abc), satisfaisant également à
l'équation (77), sera donné par

r ^

2

La formule (76) devient ici(*)

. _ . . _ pQ

(*) M. Luckhaub (mém. cité) trouve pour l'angle d'une droite et d'un plan la formule
{écrite avec nos notations)

D/? étant un invariant simultané de la forme d'Hermite ƒ et de la forme de Dirichlet 9,
qu'il définit ainsi :

-f 2(/>6ô~f ac)&ïR0

— 2iabj\e 4- ab<Mo + bocAjoB 4- hcàjB0).

On a donc D/ç = Dl et les deux expressions de 0, (77) et (77 bis), sont bien équivalentes.





DEUXIÈME PARTIE

ARITHMÉTIQUE

CHAPITRE V

INTRODUCTION ET HISTORIQUE

3 6 . Les résultats que nous allons exposer au cours de cette Deuxième Partie sont
<ie nature arithmétique ; ils se rapportent à des groupes discontinus dont le premier
exemple a été donné par M. Picard dans sa note Sur un groupe de transformations
des points de Vespace situés du même côté du plan (Bull, de la Soc. Mathém.,
mars 1884).

M. Picard considère la forme d'Hermite définie

XX0 + x\\0 + xo\Y + (xx0 + f)YY. (79)

(x complexe, y réel positif) dont le discriminant est à==-\-y*. Il montre que la
substitution (X, Y; e/X + 6Y, cX-h«Y), a,b,c,d complexeset ad — bc = -{-1, conduit
à une substitution effectuée sur x et sur xxo-{-yi, ou bien, en posant

x = z 4- i 'v y = l,

à une transformation du demi-espace de Poincaré.
Si a, b, c} d sont des entiers complexes, nous avons un groupe improprement

discontinu. A ce groupe M. Picard donne pour domaine fondamental le pentaèdre
limité par les quatre plans verticaux

r « i

^t par la sphère C*-{~Y*-^£=I.
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Lorsque le point {z, Y,, Z) est à l'intérieur de ce domaine la forme (79) est réduite,.
d'après les conditions de réduction posées par llermite (J. de Crelle, i853).

3 7 . A cette note, fondamentale dans sa brièveté, inaugurant l'étude du groupe
à présent universellement appelé « groupe de Picard », il convient de joindre pour
l'histoire des idées d'autres mémoires du même maître : Sur une classe de groupes
discontinus de substitutions linéaires et sur les fonctions de deux variables indépen-
dantes restant invariables par ces substitutions (Acta Math., 1882); Sur les formes
quadratiques binaires indéfinies à indéterminées conjuguées (Ann. Éc. Normale, 1884);
Sur les formes quadratiques binaires à indéterminées conjuguées et les fonctions fuch-
siennes (Amer. Journal of Math., 1889).

Dans le premier de ces mémoires, M. Picard fonde la théorie des groupes fuch-
siens, isomorphes aux groupes de substitutions qui conservent une forme indéfinie
d'Hermite, et clans les suivants la développe dans différentes directions. Cette
théorie est extrêmement étendue et a donné lieu, à la suite des mémoires fondamen-
taux de M. Picard, à de nombreux travaux, notamment de M. Bianchi et de M. Hum-
bert. Nous la laisserons systématiquement de côté dans le présent travail. Nous no-
terons donc seulement, dans les mémoires cités, les points qui relèvent de l'étude
du groupe de Picard. Ces points sont les suivants : Dans le mémoire de 1884, Cha-
pitre m, paragraphes 8 et 9, M. Picard démontre qu'à une forme définie correspon-
dent en général deux formes réduites équivalentes l'une à l'autre par la substi-
tution f . J du groupe ('). Dans le Chapitre iv, paragraphes i3 et 14, M. Picard

form-e toutes les substitutions qui transforment le domaine fondamental du groupe
en un des domaines adjacents. Dans le mémoire de 1889, paragraphes 4 et 5, sont
formées les substitutions elliptiques réduites du groupe de Picard, savoir :

3 8 . Dans les années suivantes, des groupes de substitutions linéaires générali-
sant dans différentes directions le groupe de Picard ont été étudiés par M. Bianchi
dans Irois mémoires des Mathematische Annalen :

(•) II en résulte que le domaine fondamental du groupe de Picard, au sens de Poincaré,
est limité par les plans verticaux

r i

^ 2 ' ' * 2 '

c'est le domaine que nous considérons au chapitre*.
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Représentation géométrique des groupes linéaires à coefficients complexes avec
application à la théorie des nombres (1891) ;

Sur les groupes de substitutions linéaires dont les coefficients appartiennent à des
corps quadratiques imaginaires (1892);

Sur les groupes de substitutions linéaires (1893);

auxquels ou peut ajouter une note intermédiaire dans les Comptes Rendus de
l'Académie des Lincei (1891).

Dans \Q premier mémoire, M. Bianchi considère les substitutions linéaires dont
les coefficients sont des membres de la forme a-\-bi ou a-\-bt (s racine cubique de
l'unité) a et b étant des entiers ordinaires, c'est-à-dire des nombres des corps qua-
dratiques imaginaires C" (\/— 1) et (° (%/—3). Il forme leur domaine fondamental
dans le demi-espace de Poincaré; il donne les représentations géométriques dans ce
demi-espace des formes d'Hermite, définies et indéfinies, et des formes de IVmchlet,
que nous avons indiquées au Chapitre 1 ; et il effectue la réduction de ces formes.
M. Biauchi se réfère au mémoire de M. Picard paru dans les Annales de l'Ecole Nor-
male, mais la note du Bulletin de la Société de Mathématiques lui avait échappé et
dans la note des Lincei il « rend à l'insigne mathématicien la priorité qui lui est
due ».

3 9 . Dans le second mémoire, M. Bianchi considère les substitutions ( ' ) donta fi\
Y 0)

les coefficients sont des entiers du corps quadratique C(\/—P), c'est-à-dire sont du
type a -f- b y — P, a et b étant des entiers ordinaires quelconques, et P un entier
sans facteurs carrés, multiple de l\ plus 1 ou plus 2. Ces substitutions forment le
groupe modulaire F du corps £ (y/— p) , P = 1 ou 2 (mod. /j). Lorsque P == 3
(mod. 4), M. Bianchi considère le groupe modulaire F du corps (° (\/— P) dont les

entiers sont du type a + b , et \r groupe modulaire F' de Vanneau,i(\/—P),

dont les entiers sont seulement les nombres a -f- b y— P. M. Bianchi démontre
que le groupe F' est un sous-groupe du groupe F d'indice 10 ou (>, suivant que
l'on a P = 3 ou 7 (mod. 8); il en résulte que le domaine fondamental de F' est
constitué par 10 ou 6 domaines de F accolés. M. Bianchi construit le domaine
fondamental du groupe modulaire F du corps £ \sj— P) en appliquant la méthode
des symétries, due à M. Fricke. Il construit effectivement les domaines fondamen-
taux des corps £ {y — P), P = 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, i3, i5 et 19. La méthode des
symétries ne résoud pas le problème pour une valeur quelconque de P; M. Bianchi
montre que la première valeur de P pour laquelle elle fait défaut est P= \f\.
Il démontre ensuite que le groupe n'admet de substitutions elliptiques que des
ordres deux et trois.

3
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Dans la seconde partie de ce même mémoire, M. Bianchi traite de la réduction
<ies formes d'Hermite et de Dirichlet, et du groupe reproductif d'une forme d'Her-
mite indéfinie; il en donne des exemples numériques.

Dans la troisième partie, M. Bianchi traite de l'involution et de l'orthogonalité
des formes d'Hermite et de Dirichlet. Il démontre que pour qu'une demi-circonfé-
rence cp soit sur une demi-sphère ƒ (formes d'Hermite ƒ et de Dirichlet es en invo-
lution), il faut : r que la norme du déterminant de z, soit un carré parfait; 2° que
deux conditions, on nombre réels, soient réalisées. Et encore : qu'une forme de
Dirichlet, pour laquelle 'i^'j^ est carré parfait, est en involution avec une infinité de
formes d'Hermite; et que son groupe reproductif contient une infinité de substitu-
tions hyperboliques.

L'orthogonalité d'une demi-circonférence <p et d'une demi-sphère ƒ est étudiée
ensuite et conduit à des résultats analogues (ce qui s'explique dans l'espace projectif
complet; voir Chap. t, par. 8).

M. Bianchi effectue ensuite la réduction à la forme réelle du groupe automor-
phe <I> qui conserve la forme d'IIermite indéfinie F = (i, O, —A).

Il trouve enfin la condition pour qu'un point F soit sur une sphère F' (formes F
et F' en involution) et la condition pour que deux demi-sphères F et F' soient ortho-
gonales; ces deux conditions sont les meines (ce qui s'explique encore dans l'espace
projectif complet). De même, suivant les cas, le covarianl cp do deux formes d'Her-
mite F et F' représente soit l'intersection des deux demi-sphères F et F', soit la
demi-circonférence orthogonale à la demi-sphère F passant par le point F'.

40 . Dans son troisième mémoire, M. Bianchi effectue une nouvelle amplification
du groupe modulaire V du corps C (y — P). H considère les modules au sens de
Dedekind (Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, Supp. XI, par. 168 de la 4" éd.) de
base

M =

où m est un diviseur quelconque de P, et les substitutions linéaires de détermi-
nant -f- i dont les coefficients sont des nombres de l'un de ces modules. Ces subs-
titutions forment un groupe (*) qui contient le groupe V comme sous-groupe inva-
riant d'indice 2l~\ si / est le nombre de facteurs premiers distincts du discrimi-
nant du corps (4P si P = i ou 2, P si P = 3 niod. 4)- La méthode des symétries
permet alors de former le domaine fondamental du groupe amplifié pour certaines

(*) Ce groupe amplifié a été rattaché par M. Humbert aux classes ambiguës du corps
C W~-~P) (C /*., 8-i5 mars 1920).
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valeurs de P. M. Bianchi construit effectivement ce domaine pour P = 5, 6, 10,

i3, i4, 17, 21, 3o et 3g.

M. Bianchi étudie dans une deuxième partie le groupe reproductif de la forme

x; + x; - xt x>.

On est frappé de l'étendue des recherches de M. Bianchi sur cette question du

groupe modulaire à coefficients complexes, et de leur approfondissement successif

dans ces trois mémoires se suivant à intervalles rapprochés.

4 1 . Nous arrivons maintenant aux recherches de M. Humbert. Elles ont été

publiées dans plusieurs notes des Comptes rendus de l'Académie des Sciences du

s3 août 1915 au 10 mars 1920.

Dans sa première note sur ce sujet (23 août 1915), M. Humbert donne une mé-

thode pour former le domaine fondamental du groupe V du cprps C (v — P/, quel

que soit P ^ 1 ou 2 (mod. 4). Il détermine a priori les affixes des sommets de ce

domaine situé dans le plan des ~Y(, OU sommets singuliers, en les rattachant aux

réduites de Gauss de déterminant — P, et il trouve le nombre de ces sommets.

M. Humbert dit qu'une forme d'Hermite définie (abc) est réduite, lorsque le plus

petit nombre qui puisse être représenté proprement par la forme (son minimum

propre) est son premier coefficient a, et que de plus on a les inégalités

_-i.<^,A<_L. (8o>
2 a a ^ 2

Lorsque les coefficients sont des entiers complexes ordinaires a + bi, cette défi-

nition conduit aux conditions de réduction données par Hermite; dans le cas gêné*

rai, elle signifie que l'on doit avoir

aXX0 -f 6Xov 4- 60Xv0 4- c w o ^ a (81)

pour tous les couples d'entiers complexes (X, v) premiers entre eux dans le corps

C (y — P). En d'autres termes, le point représentatif de la forme (abc), déjà

intérieur au prisme vertical (80), doit en outre être extérieur à une infinité dénom-

brable de demi-sphères (81). M. Humbert montre qu'on n'a besoin de retenir qu'un

nombre fini de ces sphères pour définir un pareil domaine (on pourrait dire que

cela résulte d'un théorème de M. Borel). Il donne une méthode géométrique pour

les trouver, lorsque P est donné numériquement.

M. Humbert démontre ensuite que tous les points du plan des ^ sont intérieurs

à une sphère (X, v) au moins, autrement dit que le plan des zrt est entièrement
p

recouvert par ces sphères, à l'exception de certains points d'affîxe rationnelle —,
s

r = qa + (g + \/^P)b (82)
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où q et g sont les deux premiers coefficients d'une réduite (réelle) de Gauss

gas2 -f- %0xy "+" hy* c*e déterminant g* — g/î— P, a un entier réel quelconque et 6

un entier réel premier à q. Ces points du plan des zrt, dont il n'y a qu'un nombre

fini à l'intérieur du prisme (80), sont sur des sphères (À, v), mais ils ne sont à

l'intérieur d'aucune. Ce sont donc les sommets singuliers du domaine de réduction.

A la réduite principale x*-\-Py~ correspond le sommet du domaine à l'infini sur OÇ.

42. Dans la note du 3o août 1915, M. Humbert applique cette méthode à titre

d'exemple à la formation du domaine de réduction pour V = 21. Il montre ensuite

que le domaine de réduction est un polyèdre fondamental pour le groupe de

M. Bianchi. Les « sphères de réflexion » utilisées par celui-ci sont des sphères (X, v);

mais ce ne sont pas toutes ces sphères, ce qui explique qu'elles ne suffisent pas

toujours à fermer par le bas le prisme (80). Lorsque les faces du domaine fonda-

mental sont toutes des « sphères de réflexion », les méthodes de M. Bianchi et de

M. ilumbert aboutissent au même polyèdre (').

4 3 . Les recherches de M. Hninbert ont porté ensuite sur l'extension aux formes

définies d'Hermite des résultats de Dirichlet relatifs au nombre de représentations

d'un nombre par une forme (réelle) de Gauss et au nombre de classes de formes de

discriminant donné (Dirichlet, Zahlentheorie, 5 ter Abschnitt).

Les résultats les plus importants sont annoncés dans la note du a3 juin 1919.

M. Humbert y donne l'expression de la mesure de l'ensemble des classes d'Hermite

positives proprement priinitixcs (") d'un discriminant donné A premier à 2P. On

entend par mesure la somme 8 — étendue à toutes les réduites de discriminant A,
K

K étant le nombre des substitutions du groupe que l'on considère transformant en

elle-même une de ces réduites (aulomorphies). Cette formule, pour le cas de P = 1,

avait déjà été établie par M. Fa ton (C. R., 1906). M. Humbert montre comment on

peut en déduire le nombre de classes, et non plus la mesure, lorqu'on connaît le

(*) M. Humbert ayant formé le domaine de réduction dans l'espace des formes d'Her-
mite définies à l'aide de sphères (À, v;, a montré un peu plus tard (8 mai 1916) comment
on peut former le domaine plan du groupe fuchsien découvert par M. Picard, isomorphe
au groupe qui conserve une forme indéfinie d'Hermite, à l'aide de circonjérences (À, v).
Plus généralement, il a montré (\ août 1919 > comment on pouvait former, à l'aide des
mêmes éléments, le domaine fondamental d'un groupe automorphe dont on connaît les
substitutions suivant la méthode fhi rayonnement, par laquelle on établit l'existence du
domaine. Les circonférences ou les sphères ('À, v) ne sont autres, en effet, que les droites
du plan ou les plans de l'espace équidistants du point choisi comme centre et de ses trans-
formés par tes substitutions du groupe.

(a; Une forme d'Hermite est dite primitive lorsque (a, b, b0, cj n'ont aucun diviseur en-
tier réel commun ; propre lorsque a et c ne sont pas pairs à la fois ; non primitive ou im-
propre dans les cas contraires.
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domaine du groupe V(\/— p) et ses arêtes elliptiques (conservées par des substi-
tutions elliptiques); il donne les résultats de cette étude pour P = i et 2. De ces
dernières formules, il tire des formules du Upede Kronecker (Klein-Fricke, Modal-
funkt., 4* partie, Chap. \ n où figurent des sommes poitant sur des nombres de ré-
duites de Gauss de discriminants di\eis.

La démonstiation et l'extension de c^s résultats sont l'objet de deux séries de
notes : août-septembre 1919 et féviier-mars 1920.

Nous aurons seulement besoin de noter pour la suite que M. Humbert a établi
la formule donnant la mesure des classes de formes d'Ileimite positives, primitives
ou non, mais propres, de disciiminant A, dans le corps C (v — P/ :

(P est supposé = i o u 2 (mod. 4), A premier à 2P; le produit FI s'étend aux
n

diviseurs premiers impairs ( > 1), n, de P, et la somme X à tous les diviseurs dde\,
y compris 1).

Lorsque P = 3 (mod. 4), la même formule s'applique, les coefficients des formes

d'Hermite étant des entiers de l'anneau «4«(v — P).
Enfin la mesure <U/(A) des classes de formes non plus propres, mais impropres,

est donnée a\ec les mêmes restrictions par la formule

a i ; (A) = jUb(A) (84)

y. étant un coefficient mimétique rationnel dont M. Humbert donne la valeur en fonc-
tion des restes de A et de P (mod. 8).

44 . Quant au nombre des classes de f ormes de discriminant A, il s'obtient à par-
tir des expressions (83) et (8;4) comme il suit :

Le nombre K des substitutions du groupe F(\/— p) transformant en elle-
même une forme définie d'Hermite est en général égal à 2 ; une forme quelconque

admet en effet pour automorphies les substitutions ( ) et ( } que nous
\o 1/ \ o —\)

désignons par 1 et 1. Si le point iepiésentatif de la forme est sur une arête ellip-
tique, conservée par une substitution d'oidre deu\, la forme admettra pour auto
morphies i ,E,I ,EI , d'où k = 4 S'il est sur une arête d'ordre trois, la forme admettra
pour automorphies 1, E, E2, 1, El, E*l d'où K = 6. ^ous laisserons de côté pour le
moment le cas où le point ƒ seiait un sommet du pohèdre fondamental par lequel
passeraient plusieuis arêtes elliptiques.

Supposons donc que pour une \aleur donnée de P, on ait reconnu les arêtes el-
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liptïqnes du polyèdre ; pois qu'on les ail groupées en cycles (Poïncaré) composés
d'arêtes homologues dans le groupe F. Supposons que l'on puisse trom er le nom-
bre %4 des formes propres de discriminant A situées sur les arêtes réduites d'ordre
deux, c'est-à-dire sur une arête seulement par cycle ; le nombre |V4 des formes im-
propres situées sur les arêtes réduites d'ordre deux; le nombre H>f

h des formes im-
propres situées sur le;? arêtes réduites d'ordre trois. (\L Humbert démontre qu'il ne
peut y a\oir de formes propres sur les arêtes d'ordie trois).

Soient M(^), J<V(A) le nombre de classes de formes (ou de réduites) de discri-
minant A, qu'il s'agit de trouver. On a par définition, en appelant f(is le nombre
de réduites propres de discriminant A non situées >ut une aiête elliptique,

Par définition également, on a pour la mesure

Entre ces deux relations éliminons %, , il vient

36(A) = 2ell,(A) + ~ n v (85>
2

On trouve^exactement de même

M' (A) = 2M>' (A) + - ( ÏV4 + | %'6. (86>
2 ó

Ainsi les nombres de classes 36(\) et 36'(±) seront connus, puisqu'on connaît les
mesures «,1b(A) et tll>

f(A), toutes les fois que l'on aura pu trouver les nombres"
%*»')V4, iV6, de réduites de discriminant A situées sur les arêtes elliptiques du
groupe r(v/— P).

C'est ce que M. Humbert a fait pour les corps C ( \ /—i ) , (?(v/—2) et Van-

neau *hiy — 3) (pour les formes propres seulement).

4 5 . M. Humbert a proposé en 1919 à l'auteur du présent travail de prolonger
les résultats qui précèdent dans la direction suivante :

Former le domaine fondamental du groupe modulaire dans le corps C(v—P/>
et l'anneau ÀA\J—P), lorsque P =s 3 (mod. '4) ; trouver a priori ses sommets
singuliers ;

Étudier les arêtes elliptiques du domaine du groupe modulaire des corps C(\/— P)>
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P = i ou 2 (mod.4), et des anneaux ^b(\/—P), P = 3 , pour les premières valeurs

de P;

Énumérer les réduites propres et impropres de (incriminant donné A situées

sur ces arêtes, ce qui conduit au nombre de clauses de formes de discriminant à.

On trouvera dans les Chapitres vi à x les réponses à ces question:».

46. J'étudie d'abord dans le Chapitre vi les formes d'Hetmite et de Dirichlet à

coefficients entiers. La distinction de deux espèces de formes de Dirichlet, suivant

que la norme lDiJ\ de leur déterminant (J> est ou non un carié parfait, correspond

à des différences essentielles dont certaines avaient été signalées dans son mémoire

de 1892 par M. Bianchi. Les formules donnant les coefficients d'une forme d'Her-

mîte définie ou indéfinie située sur une forme de Diiichlet généralisent des formules

que M. Humbert avait établies pour les formes d'Hermite définies et les formes de

Dirichlet de déterminant r et 3 seulement.

47. Dans le Chapitre vu j'étudie les substitutions du groupe modulaire. Dans

une Thèse Sur les formes binaires non quadratiques à indéterminées réelles ou com-

plexes ou à indéterminées conjuguées (,1917), tia\ail extrêmement riche en résultats

variés, M. Julia avait démontré que les"\ubstitutions loxodiomiques du groupe de

Picard ne pouvaient admettre comme rotation composante que des rotations

d'angle -v, - ou incommensurable à ~. L'interprétation arithmétique de la rela-

tion entre les éléments géométriques d'une substitution ( '̂  ) et la somme (a-f-o)

de ses coefficients extrêmes, que j'ai établie dans la Première Partie, m'a conduit à

démontrer que les substitutions loxodromiques du groupe F du corps ou de

l'anneau (y — P) étaient, soit d'angle incommensurable à TT, soit d'angle ——,

où n ne peut prendre que les valeurs 1, 2, 3, 4 ou 6.

Je montre ensuite que pour que dans le groupe F(y/— P/ n puisse prendre les

valeurs 4 ou 6, il est nécessaire que les formes réelles suivantes soient équivalentes :

i P pair, x% — Py* ^ •ix'" — Py2,

n = 4 s p ,
i P impair, x* — Py* *s> 2X% 4- axy y*,

n = 6 x* — 3Py2 ^ 3 ^ — Py\

Ces conditions montrent en particulier que dans le groupe de Picard on ne peul

avoir ni n = 4 ni n = 6, ce qui est d'accord a\ec le théorème de M. Julia.

J'étudie ensuite le sous-groupe du groupe F conservant une forme de Dirich-

let (JLBO et les formes semblables. Je montre quelle est la structure de ce sous-
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groupe. Je forme l'expression des substitutions qu'il contient; je cherche quels sont

les différents types possibles auxquels elles peuvent appartenir, et trouve certains

critériums dépendant du déterminant (j) de la forme fJ>;P>f ). Je donne des exem-

ples de tous les cas possibles. Les sous-groupes composés de substitutions parabo-

liques, et conservant des formes à déterminant nul, donnent lieu à une étude

spéciale.

Je construis enfin les différents sous-groupes de V qui sont d'ordre fini, et qui

conservent une forme d'Hermite définie.

48 . Dans le Chapitre vin, je montre comment la méthode de M. Humbert pour

la formation du domaine fondamental du groupe F s'étend aux cas des corps ou

des anneaux (y— P), P = 3 (mod. 4)-

Les sommets singuliers du domaine de V\y— P), P = i oua (mod. 4), avaient

été rattachés par M. Humbert aux réduites de Gauss de déterminant — P, lesquelles

sont toutes de l'ordre propre. Je montre que dans le cas de Vanneau A>\y—P), les

sommets singuliers correspondent aux réduites de Gauss, tant propres qu'impropres,

et que dans le cas du corps (?(\/—P), P = 3 (mod. 4), ils correspondent aux ré-

duites impropres seulement.

Je montre comment dans un domaine (y — P) donné on peut déterminer la

correspondance des faces, les cycles d'arêtes, les arêtes elliptiques et les substitu-

tions qui les conservent.

49 . Dans le Chapitre ix j'étudie la question du nombre de classes de formes

d'Hermite, définies, positives, de discriminant donné. Énumérer les formes

de discriminant A situées sur une arête de déterminant —l) du polyèdre fonda-

mental équivaut à énumérer les représentations d'un nombre par la forme Dq*— Pr%

pour lesquelles — est compris entre deux limites correspondant aux extrémités de

ladite arête. Ce nombre n'est pas connu en général. Mais je montre que si l'on

groupe plusieurs c\cles d'arêtes en une famille de cycles, de manière que toutes les

arêtes de la famille, prolongées indéfiniment, supportent la même suite périodique

de segments, l'intervalle de variation de — correspondant à cette période de seg-

/ T \
menls est une fraction rationnelle de l'intervalle ( — . . . . oo J, f(T,U) étant la plus

petite solution de l'équation de Pell /*— DPu*=i] , intervalle pour lequel Dirichlet

a résolu le problème du nombre de représentations. Le problème de rénumération

des formes de discriminant A, bien que ne pomant être résolu (en général) pour

chaque arête du polyèdre fondamental considérée seule, peut donc être résolu pour

l'ensemble des arêtes d'une même famille de cycles, et par suite pour le polyèdre

complet.
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La fraction rationnelle dont nous venons de parler est égale pour des arêtes
2

elliptiques à , où l'on pose :
r n stu

s = 2 ou i selon que l'arête est conservée, ou non, par des substitutions loxo-

dromiques d'angle — ou — ;
2 6

t = 2 ou i selon qu'il existe, ou non, des arêtes elliptiques d'ordre deux rencon-
trant perpendiculairement l'arête en question ;

u = 3 ou î selon qu'un domaine de la substitution réelle Ha, correspondant à
2

la plus petite translation du groupe V conservant l'arête, est égal à — ou à 2 do-
o

maines de la plus petite substitution conservant la forme réelle Dx'—Py2.
Pour chaque valeur numérique donnée à P, on à donc à faire une étude assez

approfondie des arêtes elliptiques du polyèdre fondamental, qui conduit à les classer
en cycles, ceux-ci en familles, et à déterminer pour chaque famille les nombres s, t, u.
Il reste encore à distinguer par ses caractères la forme q*—DP/1" des autres formes
du même système S de Dirichlet, et à distinguer les formes d'Hermite propres des
formes impropres d'après la parité des coeiïîcients a et c. Ces recherches sont na-
turellement assez longues, mais on est assuré d'aboutir.

Les valeurs de A correspondant aux sommets où se rencontrent plusieurs arêtes
elliptiques donnent lieu à des remarques empiriques (par. IOO) dont je n'ai pu dé-
montrer la généralité.

5 0 . Dans le Chapitre x je donne les résultats de l'étude de tous les corps et an-
neaux depuis P = i jusqu'à P = ai. Le tableau final X donne pour chacune de ces
valeurs de P les expressions de 'H>4,')V4,T(/h en fonction de A. Ce tableau ne fait
malheureusement apparaître aucune loi générale; tout au plus certaines analogies,
d'ailleurs soumises à des exceptions, se présentent-elles entre les valeurs de
P = i, a ou 3 (mod. 4). H semble qu'on puisse en inférer que la formule générale
qui donnerait le nombre de classes de formes propres de discriminant A dans le
corps C \v — P), et celle donnant le nombre de classes de formes impropres, de-
vraient être obtenues par un raisonnement direct tel que celui qui a permis à
Lejeune-Dirichlet de trouver le nombre de classes de formes réelles, ou à M. Hum-
bert, la mesure des formes d'Hermite, et non être dérivée de la dernière de ces deux
formules.



CHAPITRE VI

FORMES D HERMITE ET DE DIRICHLET A COEFFICIENTS ENTIERS

5 1 . Dans la Première Partie de ce travail nous avons considéré des nombres

complexes du type

a = a, -f ati

où at et a2 étaient des nombres réels, rationnels ou irrationnels, et i — y — i .

Dans cette Seconde Partie nous considérerons, à moins d'indication contraire,

des nombres complexes du type

« = a. 4- a , \ / - P (87)

où at et a, sont des nombres entiers, et P un entier positif sans facteur carré.

Si P = 1 ou 2 (mod. 4), les nombres (87) seront les entiers du corps quadra-

tique imaginaire £t t (y — P). Si P = 3 (mod. 4), les entiers du corps quadratique

*<S3(y/—p) sont les nombres a% 4- at , et les nombres (87) forment à

l'intérieur du corps un anneau que nous appellerons, n'ayant pas à craindre d'am-

biguité avec d'autres anneaux du même corps, l'anneau A) (y—P/.

Soit

une substitution linéaire entre variables complexes z et z' (variables continues, non

nécessairement entières), a, p, y, 0 étant des entiers complexes du corps C {s/—P)

ou de l'anneau t-b(v—P/> satisfaisante la relation

«8 — P Y = + I . (89)

Dans cbacun de ces cas l'ensemble des substitutions (88) forme un groupe,

comme le montre immédiatement la formule qui donne le produit de deux substi-

tutions (*). Ce groupe est le groupe modulaire V attaché au corps ou à l'anneau.

(*) So i t S ( a ^ ] la s u b s t i t u t i o n (88), T u n e a u t r e b i i b s t i t u t i o n ( , t,) d u m ê m e t y p e ,

nous désignerons par TS la substitution obtenue en opérant sur la variable z d'abord
par S, z1 = S(z). puis pai T, zn = T(r') = T[S(;)], et nous aurons :

TS = X = (
\ Y' o'/ \ Y 0/ \ T

f a 4 - o r Y Y'P + 5'O
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Nous appellerons formes d'Hermite et de Dirichlet les formes

ƒ = axx0 -h bxoy + bQxyQ -f cyyQ,

F = tbx* -h arfîxy -h ê y

où a, c sont des entiers réels, b, th, 3& et (5 des entiers complexes du corps ou de

l'anneau (\ /—P).

Tout en gardant présente à l'esprit la représentation de ces formes dans l'espace

cayleyen, nous nous servirons principalement, au cours de cette Deuxième Partie,,

de leur représentation dans le demi-espace de Poincaré.

52. Famille de formes de Dirichlet. — Nous appellerons ainsi l'ensemble discon-

tinu des formes qui ont même représentation géométrique. Si l'on multiplie les

coefficients d'une forme (X.Al0) par un entier complexe quelconque, on obtient

une forme de la famille, ou, comme nous dirons encore, semblable à la forme donnée;

mais deux formes semblables ne dérivent pas nécessairement Tune de l'autre par

cette opération, car il peut y avoir plusieurs décompositions, irréductibles les unes

aux autres, d'un entier complexe en produits d'entiers du corps. Comme consé-

quence, alors qu'une famille de formes semblables, à coefficients entiers ordinaires,

dérive d'une forme primitive unique, il peut y avoir, pour une même famille de

formes de Dirichlet, plusieurs formes primitives distinctes. Soit par exemple dans

le corps C (y/— 5) la forme (*)

6 ^ + 6(1 -f v / " )^y -3 ( r — v/~)y\ $ = — 18.

On peut diviser ses coefficients soit par 3, soit par (1 4- y/ ), soit par (1 — y/ )f

et l'on obtient ainsi les trois formes primitives

2 ^ + 2(1 -f sj")xy — (1 — y / " ) / , £D = — 2,

2

(1 -f s/~)x* — 2(2 — sf) xy — 3y\ £0 = 2 — ^ -

Dans cet exemple, les coefficients A*,{P>,(? de la forme proposée admettaient pour

idéal plus grand commun diviseur unique l'idéal

(•) Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté à craindre, il nous arrivera d'écrire \/ au lieu

de v^1"?.
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et il y avait trois manières de faire apparaître no idéal principal diviseur de G, un
tel idéal étant p|i0 = (3), ou xB = (i + v ), ou ap0 = (i — v; )• Dans le cas géné-
ral, on obtiendra de cette façon un nombre fini de formes primitives, semblables
à une forme donnée. Nous conserverons donc la notion très commode de forme
primitive, en notant seulement qu'il peut ici y en avoir plusieurs pour une même
famille Ç).

Nous dirons, comme en arithmétique ordinaire, qu'une forme (yb£B(?) primi-
tive est de l'ordre propre ou de tordre impropre, suivant que les entiers tt>, 3*>, € ne
seront pas, ou seront, pairs à la fois. Une forme primitive ne peut avoir pour divi-
seur de Au 2$, C\ que des diviseurs de 2, soit 1 ou 2. Le diviseur a d'une forme
primitive propre est donc a = 1, celui d'une forme primitive impropre <r = 2.
Les corps (? \\J—1) et (5 \yj—a) font exception, \/—1 et y/—2 étant des divi-
seurs de 2.

5 3 . Il y a lieu d'établir entre les familles de formes de Dirichlet à coefficients
entiers une distinction importante. Soit <J) = $ 8 — A>(° le déterminant de Time
des formes de la famille. Sa norme (J)(J)

0 est un entier positif ordinaire. Nous appel-
lerons jormes de première espèce celles pour lesquelles 14)!i\ est carré parfait; et
formes de deuxième espèce celles pour lesquelles (J)<£0 n'est pas carié parfait. Il est
évident que ce caiactère sera commun à toutes les formes d'une même famille.
Si en effet les coefficients d'une forme F sont multipliés par »x, la norme du déter-
minant de cette forme devient LDif^u^)2.

Les trois propriétés suivantes appartiennent aux formes de première espèce, à
l'exclusion des formes de deuxième espèce.

I. — Une famille déformes de première espèce contient une infinité déformes
à déterminant réel.

Soit 2> = a 4- 6 \ /—P le déterminant d'une forme de la famille. Cherchons à
déterminer un facteur a de manière que 3)(JL*, OU (a-\-b\J—
soit réel. Nous trouvons la relation :

{bg -h ah)a- = (a* + Pb*)h\

(•} Cette difficulté* ne se piésente pas pour les forpzes d'Hermite; les coefficients a et c
devant être des entiers réels, deux formes semblables ne peuvent différer que par un fac-
teur de proportionnalité réel.
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•Or cette relation, où toutes les lettres représentent des nombres entiers ordinaires,
ne peut être vérifiée que si l'on peut poser :

<£>Ü\ = a* -h P6* = cs

c'est-à-dire que si la forme dont nous sommes partis est de première espèce.
Dans ce cas l'on pourra poser, K étant un entier réel quelconque,

g = (— a ± c ) K , h = bK,

d'où

On aura donc deux séries de formes deDirichlet, à déterminants réels et de signes
contraires. Dans chaque série les formes sont semblables à un facteur de propor-
tionnalité réel près, et les formes d'une série sont semblables à celles de l'autre,
le facteur de proportionnalité étant y/—P.

II. — Une jamille de formes de première espèce est représentée dans l'espace cayleyen
par deux droites conjuguées dont les coordonnées pluckériennes sont des nombres
entiers.

Supposons en effet Q)®0 carré parfait, on pourra trouver une forme de la famille
ayant un 2) réel et négatif, d'après la propriété (1). Les formules (28) et (29), (par. 16)
donneront alors pour les ptJ et qtJ des valeurs entières. La condition est donc suffisante.

Si par contre 'j)Ü)0 n'est pas carré parfait, on peut bien reprendre le même cal-
cul, mais à la condition de poser <jV£*o J = Q , nombre positif réel, et d'introduire la
nouvelle irrationnelle y Q- Les nombres ptJ et qy que l'on en déduira seront des
entiers du corps quadratique réel ( ? ( V Q ) , C 'U t>Pe fl + ̂ v Q (a> ?>> entiers ordi-
naires).

III. — Une famille de formes de Dirichlet de première espèce contient une infinité
de formes dHermite définies et indéfinies, à coefficients entiers.

Nous entendons par là qu'il y a une infinité de formes d'Hermite à coefficients
entiers dont le point représentatif dans l'espace cayleyen est sur l'une des droites
représentant la forme de Dirichlet, son plan représentatif passant par la droite con-
juguée. En d'autres termes il y a sur ces droites une infinité de points à coordonnées
entières, ce qui est une conséquence de la propriété (II).
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54 . Il nous sera utile par la suite d'avoir l'expression des coefficients a, 6,c, de
ces formes d'Hermite, en fonction des coefficients vh, *B,(5, de la forme de Dî-
richlet.

Point sur la première droite (JD3Ù£) — Nous avons trouvé (i r t partie, par. 17) les
expressions suivantes pour a, b, c, à :

a = X -f- jx,

) c =

f A = Xjx(m — n)(rnQ— no)f

X, pu étant des paramètres continus réels et m, n, les zéros de (tt>£B(?) Prenons
pour forme (AQ3$£) une forme à déterminant réel et négatif iD = —D, ce qui est
possible si la famille de formes est de première espèce et dans ce cas seulement.
Posons

q et r étant aussi des paramètres continus réels; il vient

(9O>'c = (m. + D) q + («fi - $0) r v / ^

II est manifeste que si q et r sont des nombres entiers, il en sera de même
de a, 6, c. Mais de plus, soit k le plus grand commun diviseur entiei réel des coef-
ficients de.çr clvt>0, ,^0,Bet (fAj\-h D), soit k' le plus giand commun diviseur entier
réel des coefficients de r\J—P, A>0 et (fp> — J\) , on obtiendia toutes les for-
mes {abc) possibles, à coefficients entiers, en remplaçant dans les formules (90)

q et r par -— et , et donnant à q et r toutes les valeurs entières.
k k

Nous observerons, comme dans la Première Pattie, que A peut être positif ou?
négatif II est positif lorsque

I
D '

le point (abc) appartenant alors au segment de la première droite (<l>£8(?) qui est
intérieur à l'absolu.
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Les formules (90) sont une généralisation de celles que M. Humbert a employées
{C. R., ier mars 1920) pour donner l'expression paramétrique d'une forme d'Hermite
définie située sur une arête elliptique d'ordre deux ou d'ordre trois.

Points sur la deuxième droite (et>$C). — Nous avons trouvé (r e partie, par. 17)
•> les expressions suivantes pour a, 6, c, A :

) b = (Xm -h

c = / mn0 -f Aomon,

à = ~ XX0(/n — n) (m9 — /i#),

\ étant un paramètre continu complexe. («A>£R(°) étant comme précédemment une
forme de la famille proposée à déterminant réel et négatif 2> = — D, posons

A — / ft = r

V/=D'

-q et r étant des paramètres continus réels. 11 vient

a = .kiog,
b = A^CM + r),
c = (<m0 -D)f] + ( s + a.) r, 9 I

{

Pour que les formules (91) nous donnent toutes les formes (abc) à coefficients
réels situés sur la deuxième droite (tl)J)C) et celles-là seulement, il faut et il suffît
que q et r soient des fractions rationnelles, le dénominateur de q étant le plus
grand commun dhiseur entier réel de ÀuhQ, A\&t (S^P)0 — D), et celui de r le plus
grand commun diviseur entier réel de th0 et (lfi-f-iB0).

Le discriminant 1 est toujours négatif, la deuxième droite (t̂ £B(°) étant toute
entière à l'extérieur de l'absolu.



CHAPITRE VII

ÉTUDE DES SUBSTITUTIONS DU GROUPE MODULAIRE

55 . Nous allons à présent étudier les substitutions du groupe F (par. 5i). La
liaison du groupe F et des formes de Dirichlet qui viennent d'être étudiées apparaît
immédiatement, la substitution (88), comme nous l'avons déjà vu dans la Première
Partie (par. 3o), conserve la forme

yx- + (8 — 0L)xy—$y* (66)

et les formes semblables, et ces foi mes sont ici à coefficients entiers.

56. Nous allons d'abord chercher à reconnaître, à l'examen d'une substitution»
du groupe F, à quel type elle appartient.

Nous avons \u (par 3i) qu'une substitution loxodtomique correspond à un dé-
placement hélicoïdal, composé d'une translation de longueui d et d'une rotation

d'angle y. Nous proposons d'appeler la quantité complexe, —~—\- if, l'amplitude

généralisée ou amplitude complexe de la substitution envisagée, nous dirons aussi
que cette substitution est de longueur d et d'angle y.

On a (par. 33)

Nous poserons

a 4- 8 = a + b\/— P

a et 6 étant des entiers ordinaires. Il vient en développant les deux membres de la
relation (72)

, / , d . t d .
a* — p5* — % + 2aby— P = 2ch— cos cp -h 2ish— sin ©.

Cette égalité en nombre complexes équivaut aux deux égalités réelles

d
a* — P6* — 2 = 2ch--- cos cp, ($$)>

2ab\/P = 2sh--- sin © . (94)»
R
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De ces deux égalités je tire

(a* 4- P^)1 = k(ch-^ 4- cos <pY

d'où je puis conclure

a8 4- Vb% = 2 ( ch— 4- cos » J (9b),

sans ambiguïté de signe, attendu que les deux membres sont essentiellement posi-
tifs ou nuls.

De (93) et (95) résulte que ch —- et cos <p sont racines de l'équation du second

degré

2X* — (a* 4- P6*) X 4- (a' — P6* — 2) = o. (96)

II est bien connu que le type d'une substitution ( ) ne dépend que de la

somme a-f 0 de ses coefficients extrêmes; il est également classique qu'une subs-
titution loxodromique correspond à un déplacement hélicoïdal de l'espace cayleyen.
Mais nous croyons avoir signalé pour la première fois (C /?., 2 janvier 1924) cette
équation (96) qui relie de façon simple les amplitudes de la translation et de la
rotation composantes à la somme des coefficients extrêmes.

5 7 . De cette équation (96) résulte aussitôt une conséquence remarquable. Cette
équation a toujours deux racines réelles, l'une comprise entre — 1 et 4- 1, c'est coscp;

l'autre supérieure à 1, c'est ch— . Ces racines sont ensemble ou rationnelles, et

alors l'équation se décompose, ou incommensutables. Je dis que dans ce dernier
cas l'angle v lui-même est incommensurable à -m. En effet, l'équation du /T degré

qui donne les cosinus de —— k allant de 1 à n, a toutes ses racines réelles et com-

prises entre — 1 et 4- 1, et il en est de même des équations de degré moindre en
lesquelles elle peut éventuellement se décomposer. 11 est donc impossible d'iden-
tifier aucune de ces équations a\ec l'équation (96), qui a toujours une racine supé-
rieure à 1 ; par suite son autre racine, cos s, comprise entre — 1 et 4- 1, correspond
à un angle z> incommensurable à 2~. Ce raisonnement est en défaut si l'équa-
tion (96) se décompose en facteurs du premier degré, et dans ce cas cos cp sera un

nombre rationnel. Ce nombre, comme on sait, ne peut être alors que o, ± 1 ou -h —,

et les angles o correspondants sont égaux à—, n étant égal à 1, 2, 3, 4, ou 6.
n

Nous avons donc démontré ce théorème :
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L'angle d'une substitution loxodromique modulaire, à coefficients entiers dans

le corps ou l'anneau {y — P), est ou bien incommensurable à 271, ou bien égala —,

n ne pouvant urendre que les valeurs 1, 2, 3, 4, ou 6.

Ce théorème a été démontré, dans le cas particulier du groupe de Picard (P = 1),
par M. Julia, dans sa Thèse. Dans le corps C (v — 1) AI ne prend que les valeurs 1, 2,
et 3; nous reviendrons plus loin sui ce point (par. 60).

Ajoutons encore une remarque : uous avons posé

x 4 0 = a 4- 6 y — P (92)

a et 6 entiers ordinaires; cela suppose a et o entiers du corps (S4t(v— P/> o u de
l'anneau Js>(\/—P)- Si nous nous plaçons dans un corps 68 ( \ /—P), nous devrons
poser

L'équation (96) devient alors

8XS — (4a2 4- kab -h 62 4- P6S) \ 4- (4a8 + kab 4- b* — P6* — 8) = o (97)

mais le raisonnement que nous avons fait reste valable, c'est pourquoi nous disons,
dans l'énoncé précédent, « le corps ou l'anneau (y/—p) », sans particulariser les
valeurs de P.

5 8 . La connaissance de l'équation (96) permet de déterminer très simplement

à quel type appartient une substitution donnée S ( l ) du groupe F, à l'examen

de la somme a -h 0 = a 4- b y — P de ses coefficients extrêmes. L'angle 9 de la
27T

rotation composante étant —, on doit avoir les relations suivantes entre a et 6,

suivant la valeur de n :

l,

2 ,

3,

4,

6,

COS 'f =

2 '

O,

I

3a1 —

a' —

a' —3

6 = 0,

a = o,

P6* = 3,

P6' = a ,

iP6' = 3,

tjpe H,

K,

(99)

(100)

(102)
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D'autre part une substitution elliptique est caractérisée par une translation nulle,

ou —- = o. L'équation (96) a donc une racine, ch —- , égale à 1, d'où 6 = 0; puis,
R

l'équation (96) devenant alois

( X -

R

il faut que cos „, = soit inférieur ou égal à 1 en valeur absolue, ce qui ne

laisse plus subsister que les hypothèses a + 0 = o, Hh 1, -h 2.

Si a -f- 0 = o, on a cos ^ = — 1, et nue rotation d'angle ir, c'est-à-dire une
substitution elliptique d'oidre deux,

si a H- 0 = -f- 1, on a cos ^ = et une rotation d'angle -h —, c'est-à-dire
2 3

une substitution elliptique d'ordre trois,
si a + 0 = Ĥ  2, on a une substitution parabolique,

si enfin aucune des relations piecédentes n'a lieu, la substitution est à angle de
rotation y incommensutable, nous dirons qu'elle est du type L.

Le tableau de tous les cas possibles est donc le suivant .

a -f- 0 = a -f h \/— P.

b = o

64=0

a =

\a\ =

\a\--

H:

3a4-

a%-

a%-

= 0

= 1

= 2

> a

a = 0

- P6* = 3

- P6f = 2

- 3P68 = 3

tous au tres cas

elliptique d'angle 71

elliptique d'angle —-
ô

parabolique

hyperbolique

loxodromique d'angle

»

»

ait

"F

a

loxodrom. d'angle ineommens.

E ,

E,

P,

H-

K

K

K

5 9 . On traite pai la même méthode les coips (°s (y — PJ, substituant seulement
l'équation (97) à Féquation (96) Le tableau qui en résulte est le suivant :
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4. J— p

6 = 0

iN = a - . . .
H.

64,0

ia 4 b = o Lt,

3 ( 2 a + b)% — Pb* = 12 L3,

(2a 4 6)2 — Pb*= 8 L4,

( a a -f6)3 — 3P61 = 12 L6,

tous autres cas ht.

60 . li existe dans chaque corps ou anneau des substitutions Es et E4. En effet,

on y* trouve au moins les substitutions E. = f J, conservant la forme x% + y ,

et E3 f ), conservant la forme 2X~— ixy + 2y2. Ces formes sont encore con-
I O

servées par des substitutions II et par conséquent aussi par des substitutions L2 et L3

respectivement. 11 existe donc des L, et L, dans tous les corps et anneaux.
Mais il n'en est pas de même pour les L4 et L( . En effet, pour que dans un corps

ou anneau il puisse) avoit une L , M faut, d'après le paragraphe piécédent, que
l'on puisse avoii en nombies entieis

a*— Pif = 2. (101)

Supposons d'abord P pair, le nombre -i sera quel que soit P représentable par
P

la forme ax* — — v* Pour que l'équation (101) admette des solutions entières,
2 v

Ples formes x — Pj* et nx~ y2 doivent donc être équivalentes :

/ P \
( i , o , — P) */»( 2 , 0 , J . (io3)

Supposons P impair, le nombre J est alors représentable par la forme

2x' 4 v&y Y* et une condition nécessaire pour que le corps ( ? ( \ / — P / Ï O U

Tanneau ,*l»(v/ — P/> admette des L4 e^t que

/ p — , \
(1 ,0, — P) «/» f 2, 1, — J - (104)
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De même enfin, une condition nécessaire pour que le corps Ct t(y— P), ou
l'anneau A>{\/—P), admette des Lg est que l'équation a* — 3P6* = 3 puisse être
résolue en nombres entiers, ou bien que les deux formes suivantes soient équi-
valentes :

(1 ,0 , —3P) </» (3 ,o ,— P) (io5)

Comme cas particulier considérons le groupe de Picard, P = i. L'équation
a* — 6* = 2 est impossible ; d'autre part les deux formes xi — 3y8, Sx* — ys, sont de
familles différentes. // n'y a donc dans le groupe de Picard ni L4 ni L6, comme Ta
•démontré M. Julia.

6 1 . Dans les paragraphes 56 à 60 nous avons déterminé les différents types pos-
sibles de substitutions du groupe V et nous avons appris à reconnaître à quel type

appartenait une substitution donnée l ^ ), laquelle, comme nous le savons, con-
V,' °/

serve une famille de formes de Dirichlet. Nous allons chercher à résoudre le pro-
blème inverse : étant donné une famille de formes de Dirichlet, composée de toutes
les formes semblables à mie forme (,-l>ift(3), trouver toutes les substitutions du
groupe F qui la conservent et déterminer à quel type elles appartiennent.

Nous traiterons ce problème pour les corps (^ ,(v — 1/ et les anneaux ,-b(y— P)>
mais les mêmes raisonnements appliqués à l'équation (97) au lieu de l'équation (96)
conduisent encore pour les corps C\(v— P) au tableau du paragraphe 76.

62 . Les substitutions du groupe P qui transforment la forme M>ift(D) en une
forme semblable, étant de déterminant -f 1, conservent en tous cas le déterminant
de la forme sur laquelle elles opèrent. Si donc la forme nouvelle est semblable à la
forme (,l>:rU°) elle lui est identique au signe près. Les substitutions que nous
cherchons sont donc de deux sortes, suivant qu'elles transforment (,{>:P>(°) en
(.lilRO ou en (—,1, — A — f).

L'interprétation géométrique est immédiate : les déplacements qui font corres-
pondre une droite à elle-même consenent ses points à l'infini (sur l'absolu) et sont
donc de deux sortes :

i" les déplacements qui conservent chacun de ces points et qui sont les déplace-
ments hélicoïdaux a\ant cette droite pour axe ;

2" les déplacements qui permutent entre eux les points sur l'absolu, et il est
assez évident que ce sont des retournements ayant pour axe une droite rencontrant
perpendiculairement la droite donnée. L'anaKse nous conduira aussi à ce résultat.
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Les déplacements de la ̂ première sorte forment tin groupe G ; éventuellement, ce

groupe peut être amplifié par l'adjonction de retournements (20). Le groupe G et le

groupe G amplifié ou G' sont les deux types possibles de groupes conservant une

droite de l'espace projectif, ou groupes à deux points-limites (Fricke-Klein, Automor-

phe Funkt., I, p. 234 : Nichtrotationsgrappe mit zwei Grenzpunkten).

6 3 . La structure du groupe G est fort simple. On se rappellera que : i° le groupe

modulaire F ne contient pas de substitutions infinitésimales (correspondant à un

déplacement infiniment petit;; 20 en conséquence il ne peut contenir de loxodromi-

ques d'amplitude4 infiniment petite et d'angle fini (Fricke-Klein, Autom. Funkt., I,

p. 96).

Par suite si le groupe G existe, il contient au moins une substitution, soit L, de

longueur d égale ou inférieure à celles de toutes les autres. Il contient donc le

groupe cyclique formé des puissances de L. Supposons qu'il contienne une substi-

tution, L', distincte des précédentes. La longueur de L' devra, d'après (20), être

commensurable avec celle do L; et comme la longueur d de L est minima, la lon-

gueur de L' sera égale à d ou pouria > être ramenée. Le groupe G contiendra

alors la substitution L'L~\ qui est elliptique.

Donc, si le groupe G ne contient aucune substitution elliptique, il est formé des

puissances d'une substitution unique L ; c'est un groupe cyclique. Si le groupe G con-

tient une substitution elliptique, il admet deux substitutions génératrices, L et E.

64. Nous pouvons préciser davantage ce premier résultat. Reprenons l'équation*

fondamentale (96). Elle a pour déterminant

(a* -f Vby — 8(a2 — P62 — 2) ;

d'autre part le déterminant (J) de la forme (66) conservée par ( ' J est

d'où

i6iM\ = (a* — P6f — 4)8 + 4aV/P

= (a* -f P62)* — 8(0*— Vb* — 2).

Ainsi l'équation (96) se décompose si lJ){J}0 est carré parfait, et en ce cas seulement.

En d'autres termes,
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IV. — Les substitutions lojrodromiques conservant des jormes de première espèce sont
d'angle cotnmensurable à 2~, celles conservant des formes de deuxième espèce
sont d'angle incommensurable (')

6 5 . Cherchons à obtenir explicitement les substitutions du groupe G Écrivons

pour cela qu'une substitution ' ) conserve la foi me («A^C0) Nous avons

-h :A(a8 -h

lies deux, premières de ces équations s'écrivent, en tenant^compte de la relation

*B — ST = -f i ,

Jlo(a2 — 1) + 2$ay -f CY* = O,

tia(6 -f 2$é6y + CyS = O

-d'où l'on tire

Nous poserons

Y B — a p

B=—eu,

(89)

(106)

puis, 84-a restant encore arbitraire,

i/expression générale des substitutions conservant la forme (Jb^JC) est donc

t — @>u — eu
<hu t 4- öta

i et u étant de plus liés par la relationr équivalente à (8g),

<• —lDii t=i.

(107)

(108)

(109)

(*) Voir la note à la fin du Chapitre
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Jusqu'ici les formules obtenues sont celles de l'Arithmétique ordinaire (Lejeune-
Dirichlet, Zahlenlheorie, 4e éd , par. 62). A partir de ce point nous devons abandon-
ner le chemin classique. En Arithmétique en effet les coefficients A*, ïP>, C ont un
p. g. c. d. entier. On démontre alors que les nombres / et u sont des fractions de
dénominateur a, ou, ce qui revient au même, sont des entiers, ou demi-entiers, si
l'on prend pour A>, £B, £, les coefficients de la forme primitive unique de la famille
(5 = 1 ou 2).

Ici, comme nous savons, on ne peut parler de p. g. c. d. Tout ce que l'on peut
dire sur t et u9 c'est, d'apiès (107), que / est un entier du corps ou la moitié d'un
entier, et, d'après (106), que u est une fraction du corps. De plus, si l'on a formé,
par un procédé quelconque, toutes les solutions (/, u) de l'équation (109) satisfai-
sant à ces conditions, il se pourra qu1 une partie seulement de ces solutions rendent
t±ifiu, A)U, (°u, entiers du corps et conduisent à des substitutions (108) faisant
partie du groupe F.

Soit maintenant (AJ&'Ô') une forme semblable à (A->&£)> Les substitutions du
groupe F

(no>

où
r — &un= 1, <ii i>

conservent la forme (Aiiï&'Cï')- Je dis que ces substitutions sont identiques à celles
qu'a déjà fournies la forme primitive («A>$(?). En effet, à une solution (/, u) quel-
conque de (109) donnant lieu à une substitution de V je fais correspondre les
nombres

, ___ A>u ___ lP>u __ eu

' u — A,1 ~1F~" e ;

V est bien un entier complexe ou la moitié d'un entiei, u' une fraction du corps
(qui peut ici se présenter sous trois formes égales iriéductibles) ; /' et a' satisfont
à (111) et donnent la substitution (110) identique à (108). Inversement à toute solu-
tion acceptable de (111) je fais conespondre une solution de (109), également
acceptable.

Donc toutes les substitutions conservant les formes de la famille sont obtenues
de la manière indiquée à partir des formules (io8) et ^109) où (,{»̂ Ac) sont les
coefficients d'une forme quelconque de la famille. Le raisonnement du paragraphe
précédent nous apprend que les solutions complexes et, s'il v a lieu, fractionnaires,
de l'équation ( 109) conduisant à des substitutions du groupe V forment une suite
linéaire infinie, exactement comme les solutions entières de l'équation de Pell dans
le champ réel, sauf lorsque <j) = — 1 ou 'j^ = — 3.
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On observera que des relations

^ ± ^ - , (7o)et(73)

• 2t = a -f- 5 (IO7)

on peut tirer

ce qui donne, dans le cas général où le groupe G est formé des puissances d'une
substitution L(d, 9), la loi de formation des / correspondant aux diverses substi-
tutions L" de G :

Cette formule généralise la loi de formation classique des solutions de l'équation
de Pell.

66 . On peut trouver par une voie différente de celle du paragraphe 56 l'équation
fondamentale (96), en se servant de l'expression (108) d'une substitution linéaire
que nous venons de former.

Soient d'abord

«« ^ \ T

A>u t + eu) ' \ Adï t' 4- $«'

deux substitutions conservant la même forme (.t)â$(?). Leur produit TS aura une
expression analogue caractérisée par les nouveaux coefficients (t", n") et l'on aura
(note du par. 5i)

c f = a' + ifiiitt',

( u* = tu' -h ut'

(on observera que les substitutions S et T sont permutables : ST=rTS, du fait de
l'hypothèse qu'elles conservent le même couple de droites).

Supposons maintenant que la forme (.^Bi0) ait un déterminant réel et négatif,
ce qui est toujours admissible si nous cessons pour un instant de soumettre les
nombres à la condition d'être entiers (par. 16). Nous considérerons les substitutions
suivantes qui toutes conservent le couple de droites correspondant h la forme

(.î P>C) et ne diffèrent par conséquent que par leur amplitude complexe ( —-Mo ),

ou par leurs coefficients (/, u) :

ii
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i° Une substitution S quelconque, ses paramètres étan-t (d,z>)ou (t,u);

2° La substitution inverse S" 1 de paramètres (—cl, —cp) ou (t,—a);

3° La substitution T, de longueur d et d'angle — 9 . Ses paramètres sont

c *K4- t >)= i - c t H-;
(c'est en vue de cette simplification qu'on a supposé <J) réel);

4° La substitution TS ; c'est une substitution hyperbolique de longueur id\
nous poserons :

5°'La substitution TS~* ; c'est une substitution elliptique d'angle acp; nous
poserons :

X' = ch ( o 4- i —- ) = COS Cp .
2

On a alors, d'après les formules de multiplication ci-dessus :

X ~ lto — 9

X' = uo + Duu0

d'où

XV = ft

Les quantités X et X', ou ch — et cos f, sont donc racines de l'équation du

second degré

X* — 2ltQ X + e -+- C — 1 == o. (96-6»)

Si maintenant nous reprenons nos restrictions arithmétiques, et posons :

%t=. d-\- b\J — P a et b entiers,

nous retombons sur l'équation (96), dont on peut déduire des conséquences arith-
métiques. L'équation (96 bis) peut mioux convenir à des questions géométriques.
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La relation (96 bis) est symétrique en tt tQ et X (ou V) ce qui s'explique par les
relations entre substitutions

6 7 . Employons de nomeau la méthode du paiagraphe 65 pour obtenii les subs-

titutions S( ) transformant la foi me L|>, ,P>, (°) en (—,h, —(R, —C) Nous avons

.4>at4-^RaY4-ifï*

les deux premières de ces équations s'éciivent, en tenant compte de la relation

ao - BT = + 1 , (89)

v t i(a2 -M ) + (9ifia + (D Y) Ï = ° '

Écrivons que ces équations sont compatibles, il vient

La substitution S doit donc être elliptique d'ordte deux. Si cela est, les deux équa-
tions ci-dessus se léduisent à

et ceci (pai 20) est la condition poui (jue la forme (A), ,A, C) et la foi me (y, —a, —p)
conservée par S soient conjuguées, ou encore que les couples de dioites les repré-
sentant se lencontient deux à deux oiiho^onalemcnt Nous avons donc trouvé ana-
lytiquement les conditions pré\ues au paia^raphe 6 J .

On peut élîmînet y et 0 entre les lelations

a5 — B-r = -h 1 , a + 0 = o, et (112),

et l'on est ramené à satisfaire en nombres entiers complexes à l'équation

ce qui n'est pas toujours possible Étant donné une forme (,̂ >, $ , (S), il n'existera
pas en général de substitution du groupe V la tiansformant en (—Ah —«B, —(?).
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68 . Nous avons trouvé au paragraphe 63 quelle est la structure du groupe G,

si ce groupe existe. Nous allons montrer qu'il existe certainement dans le cas de

formes de première espèce à déterminant non carré parfait.

En effet, soit (J>iP>(°) une pareille forme, on peut ipar. 53, i), en multipliant

ses coefficients par un entier complexe a, rendre son déterminant réel et positif :

<J)UL* = D4, et D,, par suite de l'hypothèse faite, n'est pas carré parfait. L'équation

en nombres entiers réels

est alors une équation de Pell et admet toujours des solutions, auxquelles corres-

pondent des substitutions hyperboliques conservant la forme dl^ftt0). L'existence

du groupe G est donc démontrée.

Nous n'obtenons pas ainsi nécessairement toutes les substitutions hyperboliques

conservant (.JjjAC5). Mais en tous cas toutes ces substitutions sont les puissances

de l'une d'entre elles, II, dont l'amplitude est la plus petite longueur dont on puisse,

dans le groupe ]\ faire glisser la droite (f-Lf>(°) sur elle-même sans rotation Nous

appellerons 11 la substitution hyperbolique attachée à la famille de formes, ou à la

droite,

69 . On peut pousser plus loin la recherche de la substitution hyperbolique atta-

chée dans le cas, important pour la suite, où la droite («-Uft̂ ) est conservée par des

substitutions elliptiques.

Nous a\ons vu (par. 58) que les substitutions elliptiques du groupe V sont

d'ordre deux ou trois, suivant que | / 4- o| = o ou i.

Les substitutions ettipt'ujues d'ordre deux sont par conséquent du type

(n3)

avec

- « • — p T = + i. (n4)

La substitution (ii3) conserve la forme de Dïricblet

XX*— aaxy — [iy* (u5)

qui est de déterminant — i, et les formes semblables.

Inversement, soit une forme de déterminant — u/ et de plus telle qu'on puisse

la ramener, en divisant ses coefficients par l'entier complexe |x, à une forme («A>iB(3)
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de déterminant — i . Cette forme et les formes semblables seront conservées par la

substitution elliptique d'ordre deux

D'après le paragraphe 65, la forme (U>JJ>(?) de déterminant — i est aussi con-

servée par les substitutions hyperboliques

: —tu \
(108)

\ AM / + $« /

OÙ

/• + « • = 1, (116)

t^> 1 entier réel ou demi-entier,

14 fraction complexe.

u doit donc être ici un entier complexe ou un demi-entier, et son carré étant négatif

on peut poser

et l'on est ramené à l'équation en nombres entiers réels

/'*—Part = 4. (117)

Toutes les substitutions hyperboliques du groupe F conservant la forme (,ï

dérivent de l'équation (117), mais toutes les solutions de cette équation ne condui-

sent pas nécessairement à une substitution (108) à coefficients entiers. Pour cer-

taines \aleurs de P l'équation (117) admet des solutions (Pu') composées de nom-

bres impairs, et il >e pourra alors que pour certaines formes (,1>*AC) les coefficients

de (108) ne soient pas entiers. Dans co cas, on devra n'accepter que les solutions

paires de l'équation (117), ou, ce qui revient au même, lui substituer l'équation

£ — P n ' ^ i . (118)

En résumé, toutes les substitutions hyperboliques du groupe F conservant la

forme ( . i ^ f ) de déterminant —1 correspondent à toutes les solutions, soit de

l'équation (117), soit de l'équation (118).

La substitution hyperbolique attachée à l'arête correspond dès lors à la plus petite

solution de l'une ou de l'autre équation.

On remarquera que Et rentre également dans la formule (108), lorsqu'on y fait

t = o, u = 1.
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70. Pour les substitutions d'ordre trois, on a |a -f- o| ===== i, et l'on peut toujours-
be ramener au cas a -h o == i , ces substitutions sont donc du type

/a 8
I
c: " — «

avec

a(i — a) — py= + i . (120)

La substitution (119) consetve la forme de Dirichlet

2 Y X 2 + P ( I — 2 x ) x y — 2 8 v* (*2 Ï )

qui est de déteiminant — $ et de l'oidie impropre (par 5a, a et c pairs à la fols),
ainsi que les formes semblables.

Inversement, soit une forme de determinant —3a2 et de plus telle qu'on puisse
la lamener, en divisant ses coefficients par l'entier complexe u, à une forme (^£$56)
de déteiminant —3 et de loidie impropre Cette forme et le^ formes semblables
seiont consei\ees pai les substitutions elliptiques d'ordre tiois

i -h JB

2

,t) I

_ _

2

f

•3*

La forme (Jb^C) est aussi conservée par les substitutions hypeiboliques

— &u —6u
(108)

Mi t-t-ïftuj

où

/ entier réel ou demi-entier, u fraction du corps. Le carié de cette fraction étant
négatif, elle est de la forme

« = n ' y / - P

u' fraction rationnelle nielle, d où en posant t ==—, /' entier réel > a ,
a
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Par hypothèse P ne contient pas de facteurs carrés. Il y a toutefois deux cas

à distinguei, suivant que P est ou non multiple de 3.

Si P n'est pas multiple de 3, a' fraction rationnelle réelle ne peut avoir pour

dénominateur que 1 ou 2, soit u =—. Nous sommes alors amenés à l'équation

en nombres entiers

r — 31V1 = 4. (ia3)

Si P est multiple de 3,* soit P = 3P', le coefficient 12 P contient le facteur

né 36 et u' pouria êtie un

l'équation en nombres entiers

u

carié 36 et u' pouria êtie une fraction de dénominateur 6, soit a' = ——, d'où
b

r — p v * = 4. (124)

Mais les solutions de cette équation ne conduisent pas toujoms toutes à des

substitutions (110) à coefficients entieis. Les substitutions hyperboliques dépen-

dront, dans chaque cas particulier, soit de l'équation (ia4), soit de l'équation

/ / — P ' M / = 1 (ia5)

dans lesquelles ut pouria de plus être assujetti à être multiple de 2, 3 ou 6 (*).

L'équation (122) admet d'ailleurs toujours les solutions t = —, u = ± —, qui
2 2

conduisent aux substitutions Et et E'3.

(!) Comme exemple de l'un des nombreux cas possibles, considérons dans le corps

G (N/117^) la forme

y/ITë x* -f 6xy — 2 \/^~6 / , 3) = — 3 .
L'équation

/- + 3 ü a = I (123)

devient en nombres entiers ordinaires

r-2M»* = 4. (,24)

Celle-ci n ' admet que des solutions paires (af4, au,) , /f ut satisfaisant à

Ç — 2u;= 1 (ia5)

dont la plus petite solution est ti = 3 , ut= 2, d'où la solution de (122)

= 3,

-donnant la substitution h>peibolique attachée à l'arête

» — 2 y — 6 — 8

/ . $ i
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étant entier est donc du type 3a% où «J. est entier.

a* Loxodromique d'angle — :
2

On a

d'où par un calcul semblable au précédent

3° Loxodromique d'angle ~ :

On a

d'où l'on tire

/ n %h % / p \ 2

7 1 . C'est encore l'équation fondamentale (96) qui \a nous permettre de trouver

certaines conditions nécessaires que dohent remplir les déterminants des formes de

première espèce conser\ées par des substitutions loxodromiques d'un type donné.

Soit j"1 le déterminant d'une forme de première espèce conservée par une subs-

titution (io8)? on a

f — 3>«a= 1 (109)

et

2t = a -f- 0 = a -J- h\J— P. (92, 107)̂

271
i* Supposons que S soit une loxodrormque d'angle -— :

Ou a
3a2 — Pb"- = 6 (iod>

d'où

3(f — ÜV) — (3 a8 — P6») = o

ou

3(a + b\J-— P)a— i2^a s— 12a8 -{- 4P6* =r o.

ou

— 12 ££>«• — (3a — b NAT*)* = o

ou
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En résumé, pour qu'une forme soit conservée par une loxodromique de type
L3, L4 ou L6, il est nécessaire que l'on ait

poin une L4 10 = —y.2,

pour une L3 ou une L6 ££) == —3JJU*.

Ces conditions sont plus étendues que celles du paragraphe précédent, car le&
coefficients d'une forme de détoi minant —tx2 ou —3tx* ne sont pas pour cela divisi-
bles séparément par a Si Ion a ramené la forme donnée (.l.Bc1) à l'une des formes
primitives qui lui sont semblables (pai. 3Ï>), î  = — i ou —3 seront alois les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que la famille de formes (A>*P>£) soit conser-
vée par une substitution elliptique d ordie 2 ou 3 , ' J )= — u* ou — 3 . / seront les
conditions nécessaires pour qu'elles soient conseivées soit par une L4, soit par
une L, ou une Le.

7 2 Considérons une L t; la somme a-f-B est d'après (99)

a + S = 2/ = b \/— P

d'ailleurs :

donc :

ou

Si donc P6*+4 est tin carré, le déterminant ® est du type —ji.*; et récipro-
quement.

Soit maintenant une L4 ; la somme a-fo correspondante est d'après (101)

a 4- % = a -h 6 v / ~ P a>ec a* — P6* = 2 .

Si nous élevons cette L4 au carré nous trouvons une L t, mais non une Lt quel-
conque , en effet la somme a'4-S' est pour cette Ls

a' 4- Sr = (a + o)s — 2
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et la quantité (P6rt4-4) est

Ws 4- 4 = 41V64 4- 4

C'est donc toujours un carpe; par suite une substitution L4 ne peut conserver
qu'une forme de discriminant 2) = — jx*, ce qui confirme un des résultats du para-
graphe précédent.

7 3 . Nous avons maintenant à conbidérer les formeb que nous avons exclues des
raisonnements précédents, les formes à déterminant carré parfait. Celles-ci sont de
deux types, suivant que le déterminant (S) est nul ou non.

Supposons d'abord 2) nul, d'où il suit [x-|-o| = 2. Prenons a + o = 2, cas auquel
on peut toujours se ramener, la relation (107) devient

d'où l'expression générale des substitutions paraboliques qui conservent une forme
(Jb«86) primitive de déterminant nul

4- &«/

u étant une fraction du corps telle que <hutïRu,Gu soient entiers.
La substitution (126) peut aussi s'écrire

' , + ho> —ht»*

h 1 — /lu

ou bien

* =
 l

 4
Z' — o> Z — 10

en posant

expression où le pôle or et l'amplitude h de la substitution sont mis en évidence.
Le groupe (126) contient au moins toutes les substitutions que l'on obtient en

prenant pour u un entier quelconque du corp^, n\-\-n\—P. Ces substitutions for-
ment un groupe, qui a deux substitutions génératrices, S et T, la première d'am-
plitude a, la seconde d'amplitude a \/—P, une substitution S " T du groupe
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ayant pour amplitude a (m-M y/— P) . Si le groupe (126) contient d'autres subs-
titutions, correspondant à des valeur* fractionnaires de u, il sera encoie construit
sur deux substitutions génératrices, L et V (cai une troisième conduirait à des subs-
titutions infinitésimales). Soient h et k les amplitudes de L et V, il faudra que

a = ph, a y / — P = g k ,

p et q entiers, afin que le groupe comprenne les substitutions déjà trouvées; de
plus, il faudra que

r et s entiers.
Ce cas plus général du groupe parabolique ne peut se présenter que dans les

corps où il existe des classes d'idéaux non ambiguës. En effet, u ne peut êlie une
fraction que si les idéaux principaux (,{>), (jft), ((°) ont un idéal p. g. c. d. I différent
de (1). S'ils n'en ont pas, u est nécessairement entier. Or, mettons le quotient des
idéaux principaux ($) et (,{>) sous la forme du quotient de deux idéaux 6 et a

premiers entre eux : —\— = . Gela est possible d'une seule manière, et les idéaux
Gi) a

a et 6 sont de la même classe La forme (/* — *>y)~, à coefficients rationnels, est for-
mellement semblable à la forme

a*x* -f- labxy -f b%y*. 0 2 7)

Si les idéaux a et b appartiennent à une classe non ambigue, cette notation est
dépourvue de sens, et il faut entendre que si l'on multiplie les idéaux a*, ab, 62, par
un idéal quelconque J de lardasse conjuguée, on obtiendra des idéaux principaux
(À)), (*A)» (l°), qui conduiront à une forme G"l»»fiC°) à coefficients entiers. Le nombre a
pourra dans ce cas être fractionnaire.

Si au contraire les idéaux a et b appartiennent à une classe ambigue, les idéaux
à\ab,b't sont principaux et premiers entre eux, et conduisent directement à une
forme primitive unique (,J>;P>(°), le nombre u devant alois être entier(1).

(*) Le groupe des substitutions paraboliques conservant le point à l'infini

( i a 8 )

est dans tous les corps C, 2(v/—P) un exemple du cas simple où il existe une forme pri-
mitive unique, ici y*. Pour donner un exemple du cas général, plaçons-nous dans le
corps C° (v/—i'*) où il existe quatre classes : la classe principale, une classe ambigue 4. et
deux classes non ambiguës Bet C et prenons poui pôle

i + V ~ , . , ( » + v O ( 3 , 1 + v ~ ) ( : > > ' + v ~ ) ( 5 > f + y f ) b
<t> zzzz (1 OU ~ ~ — = — :—~ ~— nrr .

3 (3) ( 3 , 1 + y K 3 , a + v ) ( 3 , 2 + y ) a
Les idéaux a et b sont de la classe B, leurs carrés sont de la classe \ (ambiguë) ; nous ob-
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7 4 . CoDsidérons à présent les Jormes à déterminant carré parfait et non nuL Les
substitution conservant une pareille forme sont dounées par (108), t et u satisfai-
sant à la relation

r — H)u%=i. (109)

Posons

t' et u! seront des entiers du corps satisfaisant à

Pour une substitution hypeibolique, /' devra être un entier réel > 2 en valeur
^absolue, u' sera donc aussi un entier léel. L'équation (129) n'a pas dans ces condi-
tions d'auties solutions que / ' = ifc 2 , u' = o, ce qui donne les deux substitutions
que nous avons appelées 1 et I,

<jui correspondent l'une et l'autie à un déplacement nul.
Une forme à déterminant carré paifait n'est donc conseivée pai aucune substitu-

tion hypeibolique Elle ne peut l'être non plus par une substitution loxodromique
27T

d'angle — , dont la puissance n seiait une substitution hyperbolique. Elle ne l'est
pas non plus pai une substitution loxodtomique d'angle incommensurable à ir,
puisque celles-ci exigent que L?fi\ ne soit pas cane parfait, ni par une substitution
parabolique, ce qui exigerait que {J) fût nul 11 teste qu'elle pouirait être conservée
pai une substitution elliptique Si celle-ci est d'ordie deux, il faut nécessaiiement
que ii> = — 1 , lequel n est carié pai fait que dans le coips C\\J— 1), si elle est
d'ordre tiois il faut lJ) = —à, qui n'est cane pat fait que dans l'anneau A>(\/ — 3).

tenons deux foi mes primitives en multipliant les coefficients idéaux de la forme (127) par
les idéaux ct = (2,v/~~) ou ct = (-j, V~~) de la classe A, ce qui donne les formes

F. = (* + v O a ^ 2 ( 4 - v / " ) ^ y - ( 6 + v " ) y %

F, = (7 — \r)x± — 2(7 + 2V~)^7 —(7 — 3v~)y*.

Le groupe parabolique conservant le pôle "> est

U - l . + v" 5 - v r J X V 7 - V ~ - 6
les amplitudes de U et \ sont respectivement

h = 2 + V/~> k = 7 — yf
•et Ton a bien

hv/^1p = —2k, k \ /^P = 7h.
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On peut conclure,en exceptant ces deux cas, qu'une forme de déterminant carré parfait
et non nul nest conservée par aucune substitution en dehors de la substitution identique.

75 . A ces formes correspondent, géométriquement, des demi-circonférences qui
ne traversent qu'un nombre fini de domaine*-». Celles-ci, en effet, doi\ent atteindre
l'absolu à l'intérieur de l'angle pohèdre aboutissant à un sommet singulier; autre-
ment dit, il faut ({lie les points-racines de la forme (,1)J>(5) soient d'abcisse ration-
nelle, c'est-à-dire soient de ces points que nous \enons de rencontrer comme pôles
de substitutions paiaboliques. Et la condition pour que les zéros de (,i>JJC) soient
rationnels est précisément que (J) soit carré parfait.

76 . Rassemblons les résultats obtenus dans les paragraphes 63 à 70. Nous obte-
nons le tableau su haut, où J) désigne le déterminant de l'une des formes primitives
de la famille de formes considérée, et P, 1, . . . , etc., le type auquel appartiennent -
les substitutions qui conservent les formes de la famille :

2) nul
2) carré parfait

2) non carré parfait

' [Ü> =
\2> =

2)2)a carré parfait / (f) =

0 =
\ tous

LD2)0 non carré parfait.

— i

: — 3

= - 3 i t \ . . .

autres cas.

H

H

P

. . E ,

, . E ,

II

II

H

L,

et parfois

»

» Ls

» L

»

L.

. 1 ' .

„ L e

L,

77. Tous les différents cas prévus par le tableau précédent existent effectivement,-
il est nécessaire de le montrer sur des exemples particuliers, car il résulte seule-
ment des raisonnements précédents que ce sont des cas possibles.

On trouxera au Chapitre x do nombreux exemples d'arêtes elliptiques, conservées
par conséquent par des L4 et L{, et tantôt admettant aussi des L4(P = 2 et i/i) et
des L6(P = 2 et 11), tantôt n'en admettant pas. \011s dirons que de pareilles Ls

et hA, situées sur des arêtes elliptiques, sont décomposables dans le groupe F; elles
sont en efTet le produit d'une H et d'une E appartenant toutes deux au groupe F.

Mais il existe aussi des Lt el des L, situées sur des arêtes non elliptiques. On
peut bien décomposer géométriquement ces substitutions en une II et une E, mais
la E ne sera pas alors du groupe F (ses coefficients ne seront pas entiers clans le
corps ou l'anneau), et par suite la II non plus. "Nous dirons que de pareilles L2 et L3

sont indécomposables dans le groupe V (l'expression indécomposable n'écartant pas
d'ailleurs la possibilité que ces L8 ou L̂  soient le carré d'une L4 ou d'une L6).
Toici des exemples des quatre cas possibles, pris tous dans le corps C(v— 2 ) -
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i° Lt indécomposable, sans Lt :

forme x* -f 2 v~ xy + 7 / , if) = — 9

jL ) , t = 2 yf~, u == 1 ;
ï Oy/ /

2° L5 indécomposable, avec L4 .

foime ar* -f 2xy -f- \Ty*> £fi = —(1 + vO*

conservée par L. = ( ' a ^ / . J * , ^ - ) , /=a*T. « = - . +

3° L3 indécomposable, sans L6 .

forme (—2-4-60 / " ) x2 -f 2(5 — 6 y/~)xy— 2 / , <j) = —3(5 — 2 yT)1

conservée par L3 = ( , * = , a = - ;

4° L̂  indécomposable, ai?ec L6 :

forme 2(1 — 3 v ~)sr—2(3 — v O ^ y + 2J*> 2) = —3(i —

conservée par L3 = (
\Û — o y — o 4~ »J V

etpar K = (_A ~j\ t = 1±^_, O = I.

7 8 Sous-groupes du groupe V conservant une forme définie d'Her mite. — Soit
(abc) une foimev définie d'Hermite, de discriminant non nul, il lui correspond
un point intérieur à l'absolu Or, les substitutions elliptiques sonl les seuls dépla-
cements qui conseivent des points inteiieuis à l'absolu (cela résulte de l'interpré-
tation géométrique des substitutions de P). Si donc Je point (abc) n'appartient
pas à une demi-circonférence conservée pai une substitution elliptique, — nous
dirons pour abréger à une ai été elhptu/ue, — il ne sera conservé que par un dépla-
cement nul. 11 ) a deux substitutions de V qui correspondent à un déplacement

nul la substitution unité, ( ), et la substitution I — ( ) \1ns1, dans
\o 1/ \ o — 1/

le cas général une forme d'Hermite définie admet dans le gfioupe deux transforma-

tions en elle-même, ou automorphies, sa\oii 1 et 1

Si le point (abc) est situi sur une arête elliptique d'ordre deux, la forme (abc)

sera con>ervte par les quatre substitutions du sous groupe (r, E, I, El) De même

si le point (abc) est situé sur une arête elliptique d otdie trois, la forme (abc)

admettra les six automorphies ( i , E, E*, I, El, E*l).
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Supposons maintenant que deux arêtes elliptiques aient un point commun.
Ce point commun seia consené par toutes les substitutions du groupe polyédrique
dont les deuv substitutions elliptiques sont les substitutions génératrices. Nous
conviendrons de l'appelet sommet polyédrique.

On ne peut pas obtenir ainsi tous les t\pes de groupes pohédiiques possibles,
puisque le groupe V ne contient que des substitutions elliptiques d'ordre deux
ou trois. En se repoitant au tableau connu des groupes d'ordre fini (p. ex. Klein,
Ikosaeder, p. 21), on \oit qu'on ne peut a\oir ici que des groupes de trois types :

Le groupe trirectangle d'oidre quatre (trois aietes elliptiques d'oidre deux se
rencontrant à angle dioit),

Le groupe diédnque d'ordre si\ (une aiête d'ordre trois perpendiculaire à trois
aietes d'ordre deux formant des angles de 1200 dans un même plan);

Le groupe tétraédrique d'ordre dou/e (trois arêtes d'ordie deux formant un sous-
groupe trirectangle; quatre arêtes d'ordre trois disposées comme les diagonales
d'un cube).

On rencontre effecthement ces tiois types.
Comme une fomie conservée par une substitution S de V est aussi conservée

par la substitution SI, on \oit qu'en définitive une forme (abc) correspondant à un
sommet polyédrique admet, suivant les ca:*, huil, douze, ou vingt-quatre automorphies.

Nous avons ainsi énuméré tous les sous-groupes d'ordre fini du groupe F.

7 9 . Au lieu de nous appuyer sur les résultats classiques de Ylcosaèdre, nous
pouvons démontrer directement que ces sous-groupes existent et qu'il n'en existe
pas d'autres, comme il suit :

Une substitution elliptique d'ordre deux ( ' ] conserve la forme de déternai-
Vy — «/

-liant — 1

Ff = yx* — 2uxy — 8y\

Une substitution elliptique d'ordre trois ( * ) conserve la forme de déter-

minant — 3
F , = %~(X* 4- 2(1 — 2ct.)xy — 2j$y*.

L'invariant simultané de deux formes des types précédents est, pour deux for-
mes F t :

pour une forme Ft et une forme F, :

Hai = — aTiS
r — 2T

rp + 2ac(i — 2af);

jiour deux formes F3 :

H33 = — 4yp' — 4r'i* — 3(i — a«) (1 — a
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La condition pour que deux arêtes elliptiques d'ordre deux se rencontrent est"

(par. 26) que H9f soit réel et inférieur en \aleur absolue à 2 y LJ}(J)' ou 2. Comme
tous les coefficients que nous considérons sont entiers, les seules valeurs admissi-
bles pour Hoa sont alors o et + 1.

Dans le premier cas, les arêtes elliptiques qui se rencontrent font entre elles-
l'angle o donné par

H
cos o = = = = o ;

elles sont donc orthogonales, et à partir des substitutions correspondantes on cons-
truit le groupe trirectangle.

Dans le second cas, on a

H ± 1

c'est le cas du groupe diédrique d'ordre six.
Pour qu'une arête d'ordre deux rencontre une arête d'ordre trois, il faut que HSJJ

soit réel et inférieur en valeur absolue à 2 y lJ)(J)' ou 2 y 3. Mais il résulte de l'ex-
pression de Hâ3 que Ht{ est toujours un nombre pair. On peut donc seulement
avoir H = o ou -f- 2.

Dans le premier cas on a

H
cos © =•

les deux arêtes sont orthogonales, c'est le cas du groupe diédrique d'ordre six.
Dans le second cas on a

H 1
cos © = —-=== = ± —= ;

2 v/(J>2)' v/3

l'angle © est celui que fait la droite x = y = z avec les axes de coordonnées. C'est*
le cas du groupe tétraédrique.

Enfin pour que deux arêtes d'ordre trois se rencontrent il faut que H3l soit réel'
et inférieur en valeur absolue à 2 v/(J>(J)' ou 6. Mais il résulte de l'expression
de H33 que H,, est toujours mult. 4 plus 2. On peut donc avoir seulement Hin = + a -
et l'angle des deux arêtes est donné par

II _^ i
cos cp = — = ± -5- ;

3

l'angle ^ est celui que font entre elles les diagonales d'un cube. C'est le cas du?
groupe tétraédrique.
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8 0 . Nous venons d'étudier les sous-groupes du groupe V conservant une forme

de Dirichlet (par. 6r à 77) ou une forme définie d'Hermite (par. 78 et 79) ainsi que
les formes semblables. Les sous-groupes conservant une forme indéfinie d'Hermite,
sous-groupes dont l'étude a été inaugurée par \f. Picard (v. Chap. V, par. 37) offrent
un champ de recherches beaucoup plu> \aste et que nous n'aborderons pas ici. Si-

M

(A)

M'

c/eJi

FIG. 3.

gnalons seulement un exemple élémentaire de ces sous-groupes. Lorsqu'une
droite (A) rencontre à angle droit l'axe d'une substitution elliptique d'ordre deux E,
elle en rencontre une infinité; les axes de ces retournements sont distants entre eux
fpar. 34) de la moitié de l'amplitude MM' de la substitution hyperbolique H attachée
à la droite (A), et sont tous dans un même plan de l'espace cayleyen (demi-sphère
du demi-espace de Poincaré) qui est ainsi conservé par toutes les substitutions du
groupe construit sur H et E. Nous nous servirons plus loin de cette remarque
(par. 93).

NOTE

Nous avons trouvé quatre propriétés (l, II, lu, par. 53 ; IV, par. 64) caractérisant les for-
mes de premiere espèce par opposition à celles de seconde espèce. La distinction posée est
donc véritablement essentielle. 11 est intéressant dans ces conditions de rechercher quels
sont les entiers U) d'un corps quadratique C {\f— P) dont le module est carré parfait.

Posons

= a 4- h\/~ P,

nous devrons avoir

Supposons d'abord que les idéaux principaux ({J)) et (J4)o) soient premiers entre eux.
Décomposons (^) en ses idéaux premiers. Ceux-ci ne peuvent être ni des idéaux princi-

1 S
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paux, ni des idéaux ambigus, sans quoi ils seraient aussi des facteurs de (2)tX OR a donc
nécessairement

( i D ) = 11 x i r + . ,

(3)0)== n a x i r o x . . ,

FI et FF étant des idéaux non ambigus, et ri0, IIr
0, . leurs conjugués

D'autre paît, puisque (Li))(i£>
0) = c2, et que (ü))et(^i)'o) n'ont pas de facteurs com-

muns, il faut aussi que

(3» = A' (a)

A étant un certain idéal.

Deux cas sont alors à distinguer, suivant que le corps (3 (y/—P) admet des classes am-
biguës ou non

S'il n'admet pas de classes ambiguës, jamais \ s ne pouria être un idéal principal,
comme l'exige l'équation (2), a moins que 4 ne soit lui-même un idéal principal. Il n'y
aura donc pas d'autres solutions de (1) que celles dénvant de

A = (u), idéal piincipal premier avec son conjugué,

d'où

3) = iï

-et
c = uu0.

Si le corps (3 (\/— P) admet des classes ambiguës, soit I un idéal non ambigu d,'une
classe ambigue, on pourra poser

(9) = 1'
•d'où

c = UI,

et l'on aura des solutions de (1) qui ne rentreront pas dans le type précédent.

Considérons par exemple le corps (° (\/— 5) ou il existe deux classes, la classe princi
pale et la classe ambigue Soit

u = v 4- w \/— 5,

d'où

^— 5

on a l'identité
(„• __ 5M;1)1 + 5(avu;)f = (v* + bw%f
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et les entiers complexes du type

répondent à la question \insi en prenant

u — 1 4- \J— 5 on tiouve !\% 4- 5 X 2* = 6*,

u = a 4- \ /— 5 on trouve 1* 4- 5 X 4* = 9*,

etc .

D'autre part, prenons un idéal non ambigu de la classe ambigue, par exemple

U vient

d'où la solution

2) = 2 + s/^ï, 2* + 5 x i4 = 3%

qui ne rentre pas dans le type précédent, où le coefficient de \/—5 était nécessairement
un nombre pair.

En général, le determinant lD d'une forme de première espèce sera, si l'on ne suppose
plus que (SP) et (3)0) soient piemiers entre eux,

a étant un entier complexe quelconque du corps, et d un entier complexe tel que (d) = IV
(I idéal non ambigu de la classe ambigue).

L'analyse précédente est due à \1 Humbeit, qui dans son Cours du Collège de France
en 1918-1919 résolvait l'équation, plus générale que celle qui nous intéresse,

II s'agit alors de savoir s'il y a, ou non, dans le corps (5(v/m), des idéaux I tels que
Fidéal I* soit principal.



CHAPITRE VIII

FORMATION ET ÉTUDE DU DOMAINE FONDAMENTAL DU GROUPE MODULAIRE

8 1 . La méthode de M. Humbert pour la formation du domaine du groupe mo-

dulaire du corps Cvv — P) suppose P = i ou 2 (mod. 4)- Nous allons montrer

qu'elle s'étend avec de légères modifications aux corps C\V — P/ e^ a u x anneaux

^ ( y / I T p ) , p = 3 (mod. 4).

Étudions d'abord le cas du groupe modulaire F' attaché à Vanneau A^\\/—P)«

Nous avons à considérer, comme dans le corps (°f t(y— P), une prisme à base rec-

tangle de côtés 1 et \/— P, et à le fermer par le bas à l'aide de sphères (X,v). Mais

il y a lieu de reviser les conditions auxquelles doivent être soumis les entiers A et v.

Pour appliquer la méthode de M. Humbert, on a besoin de pouvoir trouver deux au-

tres entiers, [x, p, tels que l'on ait

Àp — p = + i . (i3o)

II suit de là que l'idéal le moins étendu, contenant à la fois tous les nombres de

l'idéal principal (X) et de l'idéal principal (v), est l'idéal (1). Dans la théorie des

corps quadratiques on démontre que cet idéal est le plus grand commun diviseur

des idéaux (X) et (v) et l'on dit que les entiers X et v sont premiers entre eux. Or

les idéaux d'un anneau ne sont pas susceptibles, comme ceux d'un corps, d'une dé-

composition unique en idéaux premiers ; il n'v a donc pas dans un anneau de plus

grand commun diviseur, ni d'entiers premiers entre eux. Mais pour nous assurer

que la relation (i3o) a lieu, ce qui suflit pour le développement de la méthode, nous

n'aurons qu'à former le plus petit idéal de l'anneau contenant à la fois l'idéal (X) et

l'idéal (v) [idéal que nous n'avons pas le droit, ici, d'appeler le plus grand commun

diviseur de (X) et (v)], et à voir si cet idéal est, ou non, l'idéal (1) de l'anneau. La

pratique de ce procédé conduit d'ailleurs à un algorithme suffisamment simple.

On trouvera au Chapitre x les domaines fondamentaux du groupe V dans les

anneaux ,-l»(\/—P), P = 3,~, 11, IÔ, 19, obtenus de cette manière.

82 . Étudions maintenant le cas du gioupe modulaire V attaché à un corps

C\(y/—P)- La modification va porter ici sur le prisme vertical à l'intérieur duquel

doit se trouver une forme réduite.
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Le sous-groupe du groupe V formé par des substitutions paraboliques qui ont
pour point double le point à l'infini Mir l'axe o^ est formé des substitutions

(.3.)

( m, n entiers ordinaires ; o> = 1_Z_L ). Les points homologues du point o par
9 I

rapport à ces substitutions sont tous les points d'affîxe entière dans le corps
{53(v — P) ; ils forment une giille qui n'est pas rectangulaire comme dans les corps
et anneaux que nous \enons d'étudier, niais qui a la disposition indiquée y/gf. U. Si
nous appliquons la méthode du rayonnement, nous tiouxons pour domaine fonda-
jmental du sous-groupe considéré, dans le plan Z = o> l'hexagone abcdef.

-1 D

-2-a>

3

FlG. 4-

Klein a montré (Autom. Funkt., I, pp. 2i4~225) qu'il y avait en général trois ma-
nières de transformer cet hexagone en un parallélogramme équhalentet que la con-
dition nécessaire et suffisante pour que le groupe parabolique fût susceptible d'être
amplifié par symétrie était que l'on puisse transformer l'hexagone en un rectangle
ou un losange.

Le groupe F ainsi que le groupe V est, comme on peut le voir analytiquement,
susceptible d'amplification pai symétrie Dans les corps ou anneaux que nous avons

étudiés jusqu'ici, le tectangle de côtés se présentait de lui-
2 2

même. Ici il conviendra de choisir comme domaine fondamental du sous-groupe pa-
rabolique le losange ABCD, équivalent à l'hexagone abcdefy qui a pour sommes

i
les points ± ~ , ±
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Une forme réduite dans le corps C\(v — P) devra donc comme première condi-
tion se trouvei à l'intérieur du pi isme qui a pour base le losange \BCD et dont les
arêtes sont parallèles à o^. Pour achever de définir le domaine fondamental du
groupe F il faudra « fermer ce pi isme pai le bas », ce qui se fera à l'aide de sphè-
res (X, v) exactement comme pour le corps (5 i f(v — P)-

On trouvera au Chapitre \ les domaines du groupe dans les corps (?3(\/—P)>
P = 3, 7, 11, i5, 19, obtenus de cette manière.

8 3 . La méthode de M. Humbert pour la formation du domaine fondamental du

groupe r ( \ / — P ) , P = 1 ou 2 (mod. 4) permet d'en déterminer a priori les som-

mets singuliers. Nous allons étendre ces résultats aux corps C\(\ /—P/ et aux

anneaux A>(\/—P/.
Pour les corps i\{\/— P), le laisonnement de M. Humbett s'applique sans mo-

dification, le lésultat seul est différent. Parmi les formes léduites de Gauss de dis-
ciiminant P ^ 3 (mod. 4), les unes sont de l'oidre piopre, les autres de l'ordre im-
propre. D'autie part, dans le coips C\(v — P), un idéal normal (<J,g-\-o)) corres-
pond à la forme de Gauss

iqx? + 2(2g + i)xy -h 2hy\ kqh — (ig -+- 0* = P,

qui est de l'ordre impropre. Mais les sommets singuliers du domaine correspondent,
d'après M. Humbert, aux classes d'idéaux du corps. Nous sommes donc amenés à
conclure que les sommets singulieis du domaine fondamental du groupe modulaire^
dans le corps (S3(v/—P), ont pour affixe les quantités

( r = qm + {g -h <*>) n,

où m est un entier ordinaire quelconque, n un entier ordinaire premier à q et
(2g, 20-f 1, 2/1) une forme réduite de Gauss de discriminant -h P et de Vordre
impropre.

C'est a ins i q u e d a n s les cas P = 3 , 7, 11, 19, où il n 'y a q u ' u n e r é d u i t e i m p r o p r e ,

i l n 'y a p a s d ' a u t r e s o m m e t s i n g u l i e r q u e le s o m m e t à l ' infini Ow, l eque l c o r r e s -

fpond, quel que soit P, à la réduite ( 2, 1,

Dans le cas P = i5, où il existe une deuxième réduite impropre, savoir :

kx* -h *xy -\- h ƒ on (4, 1, h),

nous aurons pour sommet singulier le point et les points homologues, no~
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tamment le point —, obtenu en changeant le signe de g , nous sommes en effet

dans le cas signalé pai M Humbeit où les deux coefficients extrêmes de la réduite
de Gauss étant égaux, on doit, pour obtenir tous les sommets sîngulieis, affecter
successivement le coefficient médian des signes -(-et —, ce qui ne change pas
la classe.

La formation effective des domaines P = 3, 7, 11, i5, 19 (V Chapitre x) vérifie
ces prévisions

8 4 . La méthode de M Humbert ne s'applique pas immédiatement aux anneaux
A>(\/—P). En effet, elle s'appuie sur la notion d'idéal plus grand commun divi-
seur des idéaux (r) et (à), et lorsque (r) et (s) sont deux idéaux d'un anneau on ne
peut pas leur attribuer de plus grand commun diviseur

On peut tourner cette difficulté en raisonnant sui des formes quadiatiques réelles
au lieu d'emplo)ei les idéaux correspondants, comme il suit .

Soit — un point d'affixe rationnelle du plan 11 s'agit de démontrer qu'il peul
s

être couvert, ou tout au moins atteint, par des sphèies (>, v)
Je forme comme dans un corps l'idéal I de l'anneau, le plus petit possible» con-

tenant les idéaux {r) et (s) [ce n'est pas leur p. g. c. d.J. Cet idéal I = (g, g 4- \/— p)
correspond à la forme

f=qx2 + igxy 4- hy\ qh — g* = P,

forme qui peut ici être de l'ordre propre ou de l'ordre impropre, et l'on a

r = qz + (g + \/~ P) t, s = qu 4- (g +• y/— P) v,

z, t, u, v entiers ordinaires.

Par une substitution modulaire réelle quelconque ( 1 effectuée sur les varia*

Mes (x, y), je transforme la foi me /(c, y) en la forme

J\x'y') = q'x'* 4- zg'x'y' 4- h'y*.

J'applique aux couples de variables (zf /), (a, 1»), la transformation inverse
1 ) ; soient (z' t'), (n' vf), les valeurs ainsi obtenues.

—T a /
Je pose

s' = q'u' 4- (g' 4- s/— P) v1.
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Je dis que Ton a —y = —. En effet, on trouve en développant
s s

>J = [q* + (9 + y/^V) t}* + {(g — v / ^ P ) z + hl]

= [qz + (g + V- P) t] a + * ï [çz + (g + y/—P)i

et de même

Étant donné une fraction rationnelle de l'anneau — dont dépend d'une certaine

r'
manière une forme réelle ƒ, nous en avons donc déduit une fraction égale —y, qui

s
correspond de la même manière à une forme ƒ' prise au hasard dans la classe d e / .

Si pour forme ƒ ' nous choisissons la forme réduite équivalente à ƒ, nous obte-

nons une fraction -y, bien déterminée, sur laquelle nous pouvons poursuivre le

raisonnement en suivant maintenant de près celui de M. lïuinbcrt. J'en indique le
schéma.

Pour que le point — , quelconque, soit couvert par une sphère (k, v), il faut que

je puisse trouver X et v entiers et satisfaisant à la relation ÀC — txv = i (i3o), tels
que

f
si Ton a le signe = , le point — sera atteint et non recouveit.

Je remplace — par la fraction égale —7 correspondant à la réduite f\ ce qui ne
A* S

change pas le point. Le nombre s' appartenant à l'idéal Y qui correspond à ƒ' est de*
la forme

s' = q'x -f (g1 4- v/

et Ton a par conséquent

puisque f est réduite.
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Inversement, je puis exprimer q' et (g' + \/— p) en fonction de r' et de s' sous
la forme

< avec Xp — p.v == -h i ,

ce qui montre que l'idéal (i) est le plus petit idéal contenant les idéaux (À) et (v).
Si donc il se trouve que cïl)S'> q(s, les nombres A et v définiront une sphère

(X, v) qui recouvrira le point — dont nous étions partis, puisqu'on aura

in,(vrr —A *') = </* < l f U \

Si par contre l'on a iH).ç' = q'*, alors le point — ne pourra pas être recouvert,

mais seulement atteint; ce sera un des sommets singuliers. On montrerait, comme

pour les corps £ (\/—P), que l'on a explicitement

(s =q,

m étant un entier quelconque, n un entier premier à q, et (q, g, h) une forme réf
duite de discriminant -f- P qui peut être de l'ordre propre ou de l'ordre impropre.

Les domaines du groupe V dans les anneaux P = 3, 7, 11, i5, 19, que Ton
trouvera au Chapitre x, vérifient ces prévisions.

En résumé, nous avons montré que la méthode de M. Humbert convenablement
étendue donne l'expression des affixes des sommets singuliers du domaine fonda-
mental, pour tous les corps et anneaux (y — P). Elle les rattache aux réduites de
Gauss de discriminant ~f- P,

de l'ordre propre pour les corps {s/—P), P = 1 ou 2 (mod. 4);
de l'ordre impropre — — P = 3 (mod. 4);
de l'ordre propre et de l'ordre impropre pour les anneaux.

8 5 . J'observe en passant que si on considère, au lieu du domaine fondamental
seul, la dhision du demi-espace en une infinité de domaines, on a une propriété
analogue à celle du groupe modulaire réel, d'après laquelle tout point d'abcisse

rationnelle — de l'axe Ox est sommet d'un domaine (et même d'une infinité de
n

domaines, correspondant aux puissances d'une même substitution parabolique).

En effet, soit — un point d'afiîxe rationnelle du plan l = o, I l'idéal p. g. c. d.
s
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de (r) et (s), V l'idéal (q, g 4- \/ ) de même classe que l correspondant à la réduite
de Gauss (q, g, h); j 'a i , entre idéaux,

( r ) = I A , ( * ) = I B .

Je pose

J'ai — = —, et de plus je puis exprimer r' et s' en fonction de la bases s

g + X / ^

( s' = Y(# 4- y/— P) 4- °q

de telle sorte que ao — ($Y == 4- i (*)•

(*) M. Humbert indiquait dans son Cours du Collège de France de 1918-1919 que
M. Hur\\Hz avait énoncé ce théorème et donne l'expression développée ( I 3 I ) des coeffi-
cients a, p, y, 8 sans démonstration La démonstration peut être restituée comme il suit :
il s'agit de démontrer que si (X), (p), (À'), (pr) sont deux couples d'idéaux principaux ad-
mettant le même p g c, d, I, on peut trouver a, (5, y, 8 tels que

Af = aX -f Bp, Ù = yX 4- 0? avec ao — 8y = 4- 1

(et non pas seulement ± 1, ce qui serait évident) Soit H le nombre de classes d'idéaux
dans le corps considéré, I" est un idéal principal, je rappelle (-.) L'idéal (7) est le p. g. c. d.
de (X«) et de (pu) , par suite, je puis écriie

T = mXH 4- n pn et de même 1 = m' Vu 4- n!p'H

m, n, m\ n\ étant des entiers du corps Cela posé, je veux une substitution modulaire,

transformant — en ~. 11 me suffira de trouver une substitution S transformant — en 00 ,
? P ., P

puis une substitution T transformant 00 en -^, la substitution TS, produit de S par T,

( * *\
r ,\, je la prends

égale à 1 La substitution T doit être de la forme [ \ m) ; je la prends égale
\ —p A / \? /

à I , „ f ) Mais les substitutions S et F ne sont pas modulaires, le déterminant\pf m'X'H—1 J *
de chacune d'elles est égal à T J'aurai donc .une substitution modulaire en faisant leur
produit et en divisant chacun de ses coefficients par -. Je trouve ainsi les entiers

m)rXH—l 4--n'es'"—»
f

/îp'pH-* 4-
T T

c'est le théorème de M. Hur\%itzl sur lequel je m'appuie ci-dessus.
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Le point — correspond donc, par une substitution du groupe ï\ au point
s

l_ t / p
, qui est un sommet singulier du polyèdre fondamental. Tous les points

d'affixe rationnelle — se groupent donc en H classes, s'il y a H classes d'idéaux,

ou de formes de Gauss, pour la valeur de P considérée, théorème que M. Bianchi

a démontré d'une autre manière dans son Mémoire de 1892. Tous les points d'une

même classe sont homologues entre eux dans le groupe F, et ce sont des sommets

singuliers de la division du demi-espace, centres de sous-groupes paraboliques du

groupe F.

86 . Nous savons construire le domaine fondamental du groupe Y et nous con-

naissons ses sommets singuliers. Nous allons maintenant nous proposer de recon-

naître, parmi les arêtes de ce polyèdre, quelles sont celles qui sont arêtes elliptiques

dordre deux ou trois.

Un premier pas dans cette direction consiste à déterminer la correspondance des

faces. Poincaré a montré que les faces du polyèdre fondamental se correspondent

deux à deux par des substitutions S, qui sont les substitutions génératrices du

groupe. Soient alors (Xv), (XV) deux faces correspondantes du domaine fondamen-

tal, ou domaine (1), correspondant à la substitution identique. Soit S( ' ) la subs-

titution génératrice de F qui transforme le domaine (1) en le domaine (S) et la

face (XV) de (1) en la face (ÀV) du même domaine. Soit S' ( , l , ) la substitution
\v p J

génératrice de Y qui transforme le domaine (1) en le domaine (S') et la face (Xv)

de (1) en la face (XV) du même domaine. On aura d'après cela

€t

Pour trouver la face correspondante à une face (Xv) quelconque du domaine

fondamental, on cherchera donc parmi les faces de même v s'il y a une, (X'v), dont

le X' permette la formation d'une substitution modulaire S du type ci-dessus.

Il y en aura au moins une d'après la théorie générale. Mais il peut y en avoir

plusieurs, et cependant la face (Xv) n'a qu'une coi redondante.

Pour distinguer entre les faces possibles on étudiera comme il Miit la correspon-

dance de* sommets.
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8 7 . Soit S f ^ j la substitution génératrice du groupe F qui transforme
\ V — À/

la face (Xv) en la face (Xrv). Les formules de transformation du demi-espace cor-
respondantes sont, en transformant légèrement les formules de Poincaré (Œuvres,
t. II, p. a63)

et les formules inverses sont :

z =

<t =

f* 2' + V-

(V2'-X')(V.Î'.->'.) + W.;-

11 en résulte lorsque le point (2,0 est sur la surface de la sphère (Xv), c'est-à-
dire que

le point transformé (z'Ç') est sur la sphère (X'v) et l'on a les formules de transfor-
mation simplifiées

C vz ' — X' - f vo2:o — X0 = o ,

FIG 5.

L'interprétation géométrique de ces foi mules est bien simple (Jig 5) les points
homologues (z,C) et (z , 1) ont même cote, et le> projections horizontales des rayons
qui passent pai ces points font, la demi-droite Cz a\ec la direction (—v0), la demi-
droite C'zf avec la direction (ve), des angles égaux et de signes contraires.
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Dans le cas d'une substitution parabolique, la substitution S peut s'écrire

V

'les deux face? correspondantes étant {\— i, v) et Çkt 4-1, v).
Les deux demi-sphères sont alors tangentes extérieurement ; et la ligne des cen-

tres est parallèle au\ directions (dbv0) (.fig. 6').

Fro. 6.

Revenant donc au problème que nous nous posions tout à l'heure de distinguer
-entre les différentes faces (X'v) qui paraissent pouvoir correspondre à une face don-
née (Xv), il suffît d'examiner, d'après les règles ci-dessus, quel est l'effet géométrique

/ / LU \
de chaque transformation ( ) à essayer. On trouvera nécessairement qu'il n'y

\v —X /
en a qu'une qui sur les deux sphères en question fasse correspondre les deux po-
lygones sphériques qui sont faces du domaine fondamental. Les autres feront cor-
respondre à la face (> v) la symétrique de la face ()'v) par rapport à un certain
plan ou à un certain axe. Cette disciimination se fait très rapidement dans la
pratique.

8 8 . Lorsqu'on a déterminé la correspondance, deux à deux, des faces du do-
maine fondamental (et que l'on a trouvé par là même l'expression des substitutions
génératrices du groupe F) on en déduit très aisément les cycles darêtes par la mé-
thode donnée par Poincaré (Œuvres, t. Il, p. 274). Les cycles d'arêtes étantdétermi-
nés, il est facile d'en déduire quelles sont les arêtes elliptiques. En effet, la somme
-des dièdres relatifs aux différentes arêtes d'un même c\cle est une partie aliquote
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de 2it (Poinearé, p. 276), elle est en général égale à 271; elle est égale à x si le cycle-
2 1

est formé d'arêtes elliptiques d'ordre deux, et à -r- s'il est formé d'arêtes d'ordre
0

trois On calculera donc le cosinus de l'angle extérieur 0 de deux faces qui se cou-
27T

pent, et Ton verra si la somme de ces angles est STT, -K OU -5- poui les arêtes d'un
o

même cycle
Le cos 6 cherché s'obtient comme il suit parlant des deux formes d'Hermite

f et f \ qui correspondent aux faces (>v) et (X'v) défîmes par la relation (81)

ƒ = w0xxo — v0)x9y — vX.acy, 4- Q\ — 0 yy.

on a

l 8 . . v

Posant pour simplifier l'écrituie

il vient

I — we(X'X'o — 9 4- v'vr
0(XX, — 1) — v#Xv'X', — vX>'éV

= t — n — n'

d'où

t — n — ri
cos ^ = ==—.

9 0 Les arêtes elliptiques étant ainsi déterminées, il s'agit de former les substi-

tutions elliptiques qui leur correspondent.

A cet effet, nous calculerons la forme de Dirichlet que représente Farête, inter-

section de deux faces (Xv), (XV)

D'après la formule (36) cette forme (cl>â$C) s'écrit

vQx — v0Xy —v0Xx-h (XXe— i)y

ou bien

[ 2 w \ x — (STO 4- n' - n) y]1 4- [4nnr — (/ - n — nj] y* (i3a)

et on observera que son déterminant étant toujours un nombre réel cette forme est

toujours de première espèce (par. 53).
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2) est négatif si les deux sphères (Àv), (XV) se coupent, ce qui est le cas qui

s intéresse en ce moment, il est positif dans le cas contraire (').

Or, soit i ' J une substitution elliptique d'ordre deux (par. 69), elle conserve
\ j —— y. y

la forme de Dirichlet

yar—i%xy—fi y* (n5)

ou

«de même la substitution elliptique d'ordre trois ( ) conserve la forme de

vr «—*/Dirichlet

•ou

[2Y^-( 2 a—i)y]* + 3y\ (i34)

On construira donc la forme (i32) à partir des deux sphères (Xv), (XV) dont l'in-

tersection est l'arête elliptique considérée et on l'identifiera avec l'une des deux for-

mes (i33) ou (i34) suivant le cas.

On trouvera au Chapitre x l'indication des substitutions elliptiques de chacun

des groupes étudiés.

(*) On a souvent besoin de connaître la forme correspondant à l'intersection d'une
sphère (X,v) avec son plan diamétral, parallèle soit à o££ soit à OYIÎ, ces formes sont res-
pectivement

(vv0X — X v ^ — vv^8

et
(wox — Xvoy)s -h woy*.



CHAPITRE IX

NOMBRE DE CLASSES DE FORMES DHERMITE POSITIVES
DE DISCRIMINANT A DONNÉ

9 1 . Nous avons indiqué au Chapitre v comment, connaissant les expressions de-
la mesure «,U>(A) des formes propres de discriminant A, et delà mesure *lb'(A) des
formes impropres, données par M. Humbert, on pouvait en déduire le nombre
36(A) de classes de formes propres, et le nombre <K?'(A) de classes de formes im-
propres, de discriminant A. On a en effet les deux formules

= 2dl> (A) + ~ %4(A), (85) •

(86)

Revenons un instant sur ces formules pour préciser les hypothèses faites.
Il convient de définir dans tous les cas ce que nous appelons une forme réduite.

Soit ƒ son point représentatif, la forme ƒ sera réduite dans les cas suivants : i° Si
le point ƒ est intérieur au polyèdre fondamental, 'j?o ; la forme J admet alors
deux automorphies, i et L et on a K = 2 ; 2" si le point ƒ est situé sur certaines
faces de (i*0, choisies en principe arbitrairement, à raison d'une face par couple de
faces correspondantes; on a encore K = 2 ; 3° si le point ƒ est situé sur certaines
arêtes de £0, choisies aibitrairoment à raison d'une arête par cycle d'arêtes. On a
alors K = a , s'il s'agit d'une aiête ordinaire, K = 4 ou K = 6 s'il s'agit d'une arête
elliptique d'ordre deux ou trois, V si le point ƒ e^l situé en certains sommets de
lf0, choisis arbitrairement à raison de un par groupe de sommets homologues.

Nous appellerons ces faces, ces arêtes et ces sommets faces réduites, arêtes rédui-
tes et sommets réduits.

Nous avons supposé pour arriver aux formules (85) et (86) que A ne prenait au-
cune des \aieurs correspondant au\ formes situées en un sommet polyédrique. Nou&
examinerons plus loin (par. 94) la portée de cette restriction.

Cela posé, on voit ce qu'il y a à faire pour connaître <1<)(A) et JH>'(A) : chercher,
sur les arêtes elliptiques réduite**, combien il existe de formes de discriminant
donné A, soit de Tordre propre, ï!>4, soit de l'ordre impropre, ']h\ et % r

8 .
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0 2 . Nombre de formes situées sur une arête déterminée. — Soit (.•bJfti?) la forme

de Dirîchlet correspondant à une arête déterminée du poi\èdre fondamental. Nous

connaissons l'expression générale — formule»» (90), par. 54 — des formes d'Her-

mite ƒ ou (abc) situées NUI cette arête; dans ces formules q et r représentent,

avons-nous dit, des fractions ordinaires de dénominateurs A* et k' respectivement.

Soit h le plus petit commun multiple de k et k' ; nous pouvons considérer g et r

comme des entiers ordinaites, «sauf à multipliei ƒ pai l'entier ordinaiie h. Expri-

mons alois que le disciiminanl de la forme —— est A, c'est-à-dire que celui de f

est A/i*, nous aurons

Pour savoir combien il y a de foi mes, tant ptopres qu'impropres, de A donné»
sur un arc quelconque MtMs de la demi-circonférence (,h&€), il faudra calculer les

paramètres -y- , -^- , de ses extrémités ; puis chercher combien il y a de représeu-

talions du nombre par la forme D^"—Pr\ satisfaisant à la condition que ~ -

soit compris entre les deux limites -^- et — .

Les limites —— et -^- entre lesquelles doit être compris -=— se déterminent

facilement. En elî'et, nous connaissons pour chaque \aleur de P les équations des
sphères (Xv) qui limitent Je domaine fondamental. L'arête particulière sur laquelle
nous cherchons à énumérer les formes de discriminant A a ses extrémités sur deux

de ces faces, (Xv), (XV). Écrivons donc que le point — , ou (abc), se trouve sur la

sphèie (Xv), dont l'équation est

aXX0 -f 6Xov -f- 60Xv0 -f cw0 = a; (8i>

utilisant la condition (par. i3)

I = ac' 4- eu' — bj/ — bb\ = o

et posant

il vient

qA (CTAV — mvj v/— P , ^ .

0 -1- Dw0 — A\k\

et une formule analogue pour -^- .

i 5
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Le problème est donc de trouver le nombre de représentations iTon entier n par

la forme quadratique réelle Dg%- Prs, lorsque -=— est compris entre deux limites

données. Or, ce nombre n'est pas connu en général. Dirichiet a seulement résolu le
problème de la représentation d'un nombre par le système de formes S dont fait

T
partie la forme proposée, dans le cas particulier où ces limites sont -ry- et oo, T et U

étant les plus petites solutions de l'équation de Pell t'—DPu*=i ; ou en d'autres

termes, lorsque — fait partie, sur Taxe réel, d'un domaine de la substitution

fondamentale

~ VDU T ) ^

attachée à la forme Dç8—Pr*. Ce nombre est (Zahlentheorie, 5ter Abschnitt)

(— j désignant un symbole de Legendre et d parcourant tous les diviseursjAe n

supposé premier à 2DP.
M. Humbert a cherché le nombre de classes de formes propres de discriminant A

dans les cas les plus simples, P =. 1 et 2 (C. /?., a3 juin 1919), P = 3 (C. /?.,

r r mart» 1920), en évaluant le nombre de formes situées sur les diverses arêtes ellip-

tiques du polyèdre fondamental ; et il a trouvé que les -~- correspondant aux ex-

T
trérnités de ces arêtes étaient dans chaque cas particulier le —- de Dirichlet, de sorte

que la formule précédente pouvait être appliquée. Mais cette coïncidence cesse
d'avoir lieu pour des valeurs plus élevées de P, de sorte que cette méthode directe
échouerait, si Ton ne disposait pas de la notion de famille de cycles que nous allons
introduite.

9 3 . Considérons une arête ÀB du polyèdre fondamental J e , et supposons
d'abord que cette arête ne soit pas elliptique. Il y a, remplissant l'espace autour de
cette arête, p polyèdres égaux non-euclidiemiemcnt au polyèdre £o, si cette arête
appartient sur '£0 à un cvcle d'ordre p.

Prolongeons par la pensée cette arête de part et d'autre de AB ; nous rencontre-
rons une suite de segments, en général infinie (l), qui seront tous arêtes de polyèdres

(*) Infinie si le déterminant Ü) de la foi me correspondante («A4ftO n'est pas cai ré par-
fait (par. 7"^ ; <*€* qui est le cas pour les arêtes elliptiques (li) = —1 et -- 3) qui seules nous
intéressent pour l'cnmiKT tHn>n dos cln^ses de foi ?m"> «nicrmito
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de la division du demi-espace (*). Soit H la substitution hyperbolique attachée à
l'arête AB, c'est-à-dire (par. 68) faisant glisser cette droite (non-euclidienne) sur
elle-même de la moindre longueur possible ; soit A' le point de l'arête transformé
de A par IL II est clair que A' devra être extrémité de segments, et que la suite de
segments AB, BC. . . . LV se reproduit indéfiniment sur l'arête \B dans les deux
sens, par Telfet de la substitution H et de ses puissances positives et négatives.

Parmi les segments AB, BG. . LV, il peut y en avoir qui soient homologues
à AB dans le groupe I\ et cela dans les deux cas suivants : 1 ° il se peut (par. 63)
qu'il existe une substitution loxodromiqne (L) conservant l'arête AB, et dont une
certaine puissance s (s = 2, 3, \ ou 6) reproduise H : L*=:H. Alors le segment AB
se trouvera reproduit 5 fois, avec son sens, dans l'intervalle AA'. S'il n'existe pas
de pareilles substitutions loxodromiques, nous poserons s=\. 20 II se peut
(par. 67) qu'il existe une substitution elliptique d'ordre deux dont l'axe rencontre
perpendiculairement l'arête AB. Il y en aura alors une seconde dans l'intervalle VA',
car il existe en ce cas une infinité d'arêtes elliptiques perpendiculaires à VB, dont

VA'
l'intervalle constant est (par. 80). Le segment AB sera alors reproduit alter-

'2

nativement avec le sens AB et le sens BA, dans chacun des intervalles de lon-

gueur . Soit / un coefficient égal à -i si cette circonstance se présente, à 1 dans

le cas contraire. Il y aura en définitive parmi la suite AB, BC, . . . . LAf, k = st
segments homologues à AB dans le groupe F.

Il se peut que ces segments épuisent la suite \B, BC. . . . LA'. S'il n'en est pas
ainsi, soit BC un segment non homologue à AB; le même raisonnement s'applique
au segment BC, qui sera reproduit k fois dans l'intervalle AA'.

Par suite nous \o\ons que la chaîne de segments AB, BC, . . . . LV' se compose
d'un certain nombre m de segments AB, BC . . . . non homologues dans le groupe F,
et dont chacun est répété le même nombre k de fois.

Considérons les demi-circonférences, supportant celles des arêtes du polygone
fondamental AtBf, V tB 2 , . . . . qui avec AB constituent un cycle. Sur chacune de
ces demi-circonférences, la période (\4A'f, ou As V'9, . ) est composée des mêmes
segments dans le même ordre que sur la demi-circonférence supportant \B. Cela
résulte de ce qu'il y a une substitution de F qui transporte AB sur \t Bt, une au-
tre qui transporte \B sur V4Bt,. etc.

Le segment BC, situé quelque part dans le prolongement de VB, et non homo-
logue à AB, ne fait pas partie du polvèdre fondamental, mais puisque tous les po-
lyèdres de la division du demi-espace sont égaux non-euclidiennement, il y a une

(*) Cette propriété, essentielle par le raisonnement qui suit, provient de ce que les grou-
pes F et V sont susceptibles d'amplification par s\métrie (erweiterungsfahig) de sorte qu'ita
donnent lieu à une division régulière de l'espace tregultire Emteilung des Raurnes) (Fricke).
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certaine arête du polyèdre fondamental, soit htCt, qui est égale à BC. il y en a
même p, si p est l'ordre du cycle d'arêtes contenant B4Ct. Je dis que cet ordre est
nécessairement le même que celui du cycle cou tenant AB. En effet, il est égal au
nombre de polyèdres qui remplissent l'espace au voisinage de BC ; et ce nombre est
le même que pour AB, puisque toute sphère qui contient une face du polyèdre fon-
damental aboutissant à YB est encore limite de polyèdres tout le long de l'arc AB
prolongé, et par conséquent suivant BG.

Sur toutes les demi-circonférences, supportant les arêtes du cycle I^C,, la pé-
riode B,B't est composée des mêmes segments dans le même ordre, et ce sont les
mêmes segments, dans le mémo ordre, que sur la demi-circonférence supportant
AB, puisqu'on peut amener celle-ci sur l'une des autres par la substitution de F
qui amène BC sur Bt(^ ou sur B2CS,. . . . etc.

Nous voyons donc que si la période A V, sur une demi-circonférence supportant
une arête quelconque du polyèdre fondamental, comprend m segments AB, BC. . . .
non homologues entre eux dans le groupe V, on pourra grouper mp arêtes du po-
lyèdre fondamental en m cycles d'arêtes, tous du même ordre p. Autour de cha-
cune des mp demi-circonféiences supportant ces mp arêtes, les angles dièdres for-
més par les faces de polyèdres qui \ aboutissent seront les mêmes dans le même
ordre, et la période des segments appartenant aux divers polyèdres sera composée
des mêmes segments dans le même ordre. Nous dirons que ces m cycles constituent
une famille de cycles.

Nous avons supposé dans ce qui précède que les arêtes en question n'étaient pas
elliptiques. Le raisonnement est cependant général. Si l'arête AB est elliptique
d'ordre deux, il faut seulement substituer à l'espace environnant cette arête l'espace
compris dans un dièdre d*ou\erture - ; c'est le nombre de polyèdres compris dans
ce dièdre qui est l'ordre p du cvcle dont fait partie AB. De même si AB est ellip-

tique d'ordre trois, il faut considérer un dièdre d'ouverture —^ . Dans le cas d'une

arête elliptique, il résulte du tableau du paragraphe 76 que s ne peut être égal qu'à
1 ou 2.

9 4 . Revenons maintenant à la recherche du nombre des formes de discrimi-
nant A, situées sur les arêtes elliptiques réduites. Soit AB une telle arête. Nous ne
devons énumérer que les formes situées sur VB et non celles situées sur les arêtes
du même cycle V,B4, AtB4,. . . etc. Nous avons à ajouter à ces formes celles qui sont
situées sur l'aie te BtC4 îéduite, mais non celles situées sur les autres arêtesdu cycle
dont fait partie BtC4. Et ainsi de suite.

Je dis qu'aux formes propres de discriminant A situées sur l'arête B1Ci je puis
substituer celles situées sur le segment homologue BC, segment qui fait partie de
la demi-circonférence contenant AB, et non situé par conséquent dans le domaine
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fondamental. En effet, il > a une substitution ( '̂  ) du groupe V qui transporte

B1G1 sur BC, et cette substitution étant modulaire ne change pas le discriminant A
des formes d'ïlermite auxquelles on l'applique. Elle ne change pas non plus l'ordre
de la forme, c'est-à-dire qu'une forme propie e&t transformée en une forme propre,
une forme impropre en une forme impropre. En effet, on a les formules de trans-
formation (note du par. 39)

( c' = Hpoa — %xb — £or0/>0 -h aa.c;

si donc a et c sont pairs à la fois il en est de même de a' et c\ et la réciproque est
vraie en considérant les formules de la transformation inverse, qui est aussi une
substitution de F.

Donc pour avoir le nombre de formes piopres de discriminant A, situées sur les
arêtes réduites d'une même famille de cycles, il suffît d'avoir celui des formes pro-
pres situées sur les segments AB, BC... non homologues de la période A A' caracté-
ristique de la famille, et de menu1 pour les foi mes impropres. Oi, d'apiès ce que
nous axons \u, les foi mes situées sur le segment tout entier VA' sont les formes
précédentes propies et impiopies lepioduites k fois. ÏNous auions donc, peur cha-
que famille de cxcles d'arêtes, à déterminer le nombie k = st, puis à chercher
combien il y a de formes, tant piopres qu'impropres, de discriminant A, contenues
dans une période A A.'.

Considérons dans ce but la substitution hyperbolique H attachée à la demi-
circonférence (t{>fB(°) et qui amène xV en A'. Elle effectue sur les points de l'arête

définis par le paramètre -^- une substitution homographique réelle, que j'appelle-

lerai Ha, et qui conserve la forme Dq%—Pr2(1). J'appelle G la substitution fonda-

(*) Prenons pour substitution ( C) la substitution

t — CRU — eu \
A«t t -h 0 W

non nécessairement hyperbolique ; remplaçons, dans les formules de la note du paragra-
phe 29, (abc) par leurs valeurs (90; (pai. 54) en fonction de (,\>, 3\r £, q, r), et de même
pour (a'b'cr). INous obtenons les équations explicites de la substitution réelle Ha effectuée
sur le point (q, r; de la premiere dioite (,1>(P><?) :

v/—i»

D "f« ZÜTf q + (//. + D«n.) r .
V/-P
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mentale conservant la forme Dq*—Pr*,

/ T PU\
~ V D U T ) *

T et U étant les plus petites solutions de l'équation de Peil

/"—DP«*= i . (i4o>

Les substitutions réelles Ha et G ayant les mêmes points doubles, ne diffèrent que
par leurs multiplicateurs. Nous verrons dans un instant qu'il y a une relation sim-
ple entre ces deux substitutions : on a, soit

Ha = G',

soit

Nous désignerons par a la puissance à laquelle il faut élever Ha pour repro-
duire G; ainsi u= i ou 3. On sait, d'après Dirichlet, trouver le nombre N de re-

présentations de n = par Dq'—Pr* et par les formes de la famille S, pour

un domaine de G (formule 139); le nombre de représentations dans un do-
2N

maine de Hrt, sera ; et le nombre de repiésentalions dans un intervalle cor-

2N
respondant à la famille de cycles sera k fois moindre, soit . \insi nous som-

SlU

mes certains que la for m aie de Dirichlel, inapplicable en général pour déterminer le
nombre des formes situées sur une arête, sera toujours applicable lorsque nous reten-
drons à une famille de cycles d'arêtes.

9 5 . V titre d'exemple de famille de cycles considérons dans l'anneau ^h\\/— 7 )
(V. Chap. x) les arêtes S^, pa, ptat, constituant chacune un cycle. Nous avons à
cnumérei les représentations de A parla forme q%—7/** dans les intervalles

00 . . . . — correspondant à l'arc o[5 (moitié do p.8,),

00 — » * » » Ha.
2

D'après la note du paragraphe précédent, à un déplacement cayleyen conservant
u ne d roi te (,|),i&,(?) correspond une homographie du lype( tj'=aq-rPbrt rf = Dbq-\-ar)r

conservant la forme Dq*—Pr*. En d'autres termes, la métrique de l'espace cayleyen,
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sur une droite (Ày, $ , (°) dont les points sont définis par le paramètre - 2 - a pour

/~P~
absolu le> deux points ± if ~fr

Pour mettre bout à bout, pai un déplacement cayleyen, les deux segments

/ 00 . . — J, l 00 - i - V l'absolu étant constitué par les deux points H^ y 7,

nous emploierons donc la substitution ( _ ), qui conserve l'absolu et amène le
V ,> Ï 4 /

point 00 en - — Le point -— tombe alors en —%- Le segmeet ( °° . • • —«- )

est précisément un domaine ( 00 —- J de Dirichlet. Les trois arêtes (ou cycles)

pp4, 6a, p4a t , couvrent ainsi deux domaines de Diricblet et constituent une famille

de cycles, ^ous devions bien trouver ici deux domaines, car s = t = u=i,

2

stu

9 6 . Nous venons de dire qu'il existait une relation entre les deux substitutions

Ha et G, opérant sur (</, r).

Considérons d'abord le cas des arêtes elliptiques d'ordre deux. D'après le para-

graphe 69, la substitution hyperbolique H attachée à l'arête est

_CLV-P_

('40

où (Tr,U') sont les plus petits entiers réels impairs satisfaisant à

r —Pttrs = 4; (M?)

ou bien, — soit que* l'équation (117) n'ait que des solutions paires, soit que les solu-

tions impaires ne conduisent pas à une substitution (i4») à coefficients entiers et

par suite doivent être laissées de côté, — la substitution H est

— # 1 - E l \ .

XV T + ftuJ; ( I I O )

T, U étant les plus petits entiers réels satisfaisant à

/• — P w f = i . (118)
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Le multiplicateur eib(H) de la substitution (i4i) est donné (par. 33) par

a4> + Ah — ( a + S)" 2 — T" a

d'où

r + y ' \/p y i / T' — u' \ / P, 1 ( m /

Cette substitution, eo\isagée comme une transformation de l'espace cayleyeo'

complet, conserve une première droite (Aj qui supporte l'arête elliptique considé-

rée, et sa conjuguée (D) ; et nous a\ons vu (par. 3o) qu'elle opère sur les points-

de (à) une homographie Ha dont le multiplicateur est le carié de celui de H :

par suite,

De même le multiplicateur de la substitution (i io) est

,lil,(H) = (T + U y/py

et celui de l'homographie Ho correspondante

Quant à la substitution fondamentale G conservant la forme q*—Pr", c'est

'T P

(T,U) étant toujours la plus petite solution de (i 18), et son multiplicateur est

Les relations annoncées en découlent. En ellet, dans le cas où la substitution H'

est la substitution (IIO), on a

.U»(HB) =

ou
H = G V
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Dans le cas où la substitution H est la substitution ( I 4 I ) , on remarquera que

la solution de rang n de (i 17) est donnée par

et que les solutions do (118) sont ( —, — 1, pour toutes les valeurs de n telles

que (t'Hy u'u) soient, pairs. Or (T' U') étant impairs et P ^ i (mod. 4), (t\ u'%) sont

impairs et (/'3 u'3) pairs. Les plus petites solutions de (f17) et (118) sont donc

liées par

T | u . / p - ^ Y
2 V 2 /

d'où en élevant à la puissance quatrième

ou bien

d'où finalement
G* = Ha

3.

Les relations annoncées sont donc démontrées en ce qui concerne les arêtes

d'ordre deux (*).

(*) A. titre d'exemple considérons dans le corps C (y/—5) i'arèle as (v Chap. x). 11 lui
correspond la forme ix%—a \] xy — ay*, conservée par la substitution elliptique d'ordre

deux y* /"")* ̂ e s formules (90) donnent, après division par h — 2,

a = %q, b = — v / - ((/ + r)« c = 3q 4- 5/% A = </2 — 5r*,

et nous avons à énumérer les icprésentations de A par la forme g2 — 5r* dans l'intervalle

(00 . . . . 5). La subslitution ( * ) répétée deux fois amène le segment cayleyen (00 . .5)

en (5 . . . . 3), puis en (s —K ot le segment |oo , . —j est la moitié du domaine

j 00 . —I de Dirichlet. La famille do cycles, qui comprend l'arête a*> et sa symétrique,

correspond donc à un tiers de domaine dv Diiichlot Ceci est bien d'accord avec le fait
que Féquation t% — 5u* — \ admet des solutions impaires, auxquelles correspondent des
substitutions du groupe Y , ainsi, à la plus petite solution T = 6, h = 1 correspond la

substitution h>perboliquo attachée à Tarôte ( — ^ J On a donc a = 3, ot comme
2 1d'autre part s = 1, l = 2, la famille de cycles doit bien couvrir — = — de domaine de

Slll o

Dirichlet.
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9 7 . Poui les arêtes d'ordie trois, nous a\ons \u (par. 70) que lorsque P n'est
pas multiple de 3. la substitution hyperbolique attachée dépend de Ia plus petite
solution de l'équation

La substitution Ho correspondante conserve la forme 5q* — Pr', et la substitution
fondamentale conseivant cette forme est

T PU\
)

(T, U) étant la plus petite solution de l'équation

= i . (i4a)

On peut refaire exactement sur les solutions des équations (ia3) et d4a) le
raisonnement que nous venons de faire à propos des équations (117) et (118), et on
aniveia au\ mêmes conclusions Ha = G* ou Ha

3 = G9.
Lorsque P est multiple de 3, il \ a un plus grand nombre de cas possibles et

d'autres relations entie Ha et G pourraient se présenter Mais nous laisserons les
arêtes d'ordre trois de côté loisque P = 3P' pour la iaison suivante :

Afin de pou\oit appliquet les résultats de Dirichlet, nous ne cherchons à
énumérei que les foimes de discriminant A piemier à aP. Or, loisque P = 3P',
du moins jusqu'à P = 21 (P — 6, i5, ?i), les disciiminants des foimes situées sur
les arêtes d'ordie trois sont toujours multiples de 3, donc non premiers à aP. Et il
y a lieu de penser que cette circonstance se présente en général poui P multiple
de 3.

9 8 . Il reste encoie deux lecherches à faire pour obtenir enfin Jes nombres
né> ftr

4»
 n'ê> q u e nous cherchons.

La formule de Dirichlet (139) dont nous nous sommes servi donne le nombre

de représentations d'un nombre /Î, ici •. • , à l'intérieur d'un certain domaine par

les foimes d'un système déformes S Or, nous avons besoin du nombre de repré-
sentations du nombre n par une seule forme, la forme Dq* — Pr* (où D = 1 ou 3
suivant que l'arête considérée est elliptique d'ordie deux ou trois) Ce nombre de

/DP\
représentations sera \ = D ( — j (formule i3cj) dans le cas seulement où les for-

mes indéfinies de déterminant -4- PD ne forment qu'une seule classe. S'il y a plu-

sieurs classes de foimes de déterminant -f- PD, on doit prendre un représentant de

chacune d'elles (pas nécessairement une forme réduite) pour constituei un s\stèmeS
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au sens de Dirîchlet. Les formes de ce système peuvent se grouper en un certain

nombre de genres; les formes d'un même genre pouvant représenter les mêmes

nombres, à l'exclusion des formes des antres genres. Ces nombres ê distinguent

les uns des anlres par leuis caractères, qui sont un certain nombre de svmboles de

Legend re, pour la foimalion desquels on ne dispose pas d'une règle générale, mais

qui se trou\ent, pour les valeurs du déterminant inférieures à JOO, dans les tables

de Cayley (Journal de Crel/e, t. L\). Montrons sur un exemple comment l'on devra

procéder poui obtenir le nombre de représentations de ri par* la forme Dq' — IV*

seule. Prenons le cas de la forme q~ — i 5rs qui fait partie d'un système S compor-

tant quatre formes, toutes de genres di Heren Is (Tableau \ ) . Ces genres se distinguent

au moyen de deux caractères, a — ( —- j et 8 — l —- J, pouvant prendio chacun

les deux valeurs 4- i et — 1. La forme q* — i5r* ayant pour caractères J = | I

et ,8= 4- i> 'e nombre de représentations d'un nombre par la seule forme q*— i5r"t

et non plus par le système S, sera

En effet, si le nombre n dont on veut les représentations est tel que, pour ce

nombre, U - ) = : a = | i et ( — ) = fi = -|- i, il sera représenté par la forme
\ o J \ 5 j

q*— J5;.« et par aucune des trois autres; le nombre de représentations cherché sera
/15\

donc 2( — J. Dans les trois autres cas, il ne pourra pas être représenté par cette

forme, et le nombre de représentations cherché sera zéro. La formule ci-dessus

couvre donc bien les quatre cas possibles.

On voit qu'il v a lieu d'aflecter la somme 2£ ( —- } relative aux arêtes d'ordre deux
n • \d J

d'un coefficient s, fonction de P et de A} c = — ~ dans l'exemple ci-dessus )
V a J

et qui prendra les valeurs i ou o suivant que n sera ou non représentable par la

forme qf — IV*. La formation de ce coefficient pour les différentes valeurs de P est

immédiate à partir des tables de Caylev ; on trouvera au Chapitre x un exilait de

ces tables, avec l'indication du coetïicient p, pour les valeurs de P <^ 21 (Table V).
/ 3 P \

De même on devra affecter la somme il ( — j relative aux arêtes d'ordre trois d'un
\ d j

coefficient z dont l'expression pour chaque valeur de P est donnée dans la Table VI.

Nous avons trouvé (par. 94) q«*e le nombre de représentations de n =

dans un intervalle correspondant à une famille de cycles, était ——. Comme N était
1 J stu

le nombre de représentations de n par les formes du système S, le nombre de
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2N
représentations par ia forme Dg* — Prs seule sera affecté du facteur p ou p'.

stti
Le nombre de formes d'Herniite, propres et impropres, situées sur tes arêtes d'une
même famille, est donc

2 / P \
n. 4- n'. = 0 S ( —r ) pour les arêtes d'ordre deux,

* l stu \ d J

et
1 I à

n' = o —— S ( —]- ) pour les arêtes d'ordre trois.6 r stu \ d ! r

99. Il reste enfin à distinguer les formes propres des formes impropres sur les

arêtes elliptiques d'ordre deux afin d'obtenir pour chaque famille de cycles les

nombres ni et n\ dont nous ne connaissons encore que la somme.

La distinction se fera au moyen des formules (90), où l'on aura remplacé Jb, $,(5,

par leurs valeurs numériques, la forme („^iAc) correspondant à Tune quelconque

des mp arêtes de la famille que Ton étudie. Les formes {abc) impropres sont celles

pour lesquelles a et r sont pairs à la fois; il en résulte des conditions de parité

pour q et r, d'où enfin des conditions pour A. Dans l'étude des corps et anneaux

jusqu'à P = 21, les trois circonstances suivantes, seulement, se présentent :

i° Pour certaines familles des corps (S (y—P), P = 1 (mod. 4), toutes les formes

de discriminant A situées sur les arêtes de la famille sont de l'ordie propre, si A = 1

(mod. 4); elles sont toutes de l'ordre impropre si A = 3 (mod. 4). A, devant être

premier à 2P, est d'ailleurs toujours impair. On \oit que si l'on pose, comme dans

les tables de Cayley,

A—1

-(^)=<-~-:
—7"" ( -f i si A = i (mod. 4)

i si A ̂  3 (mod. 4)

on aura

Les coefficients / e t / ' , comme les coefficients p et pr, ne sont susceptibles que

des valeurs o et 1.

20 Dans les anneaux ,t>(\/— P/ on a toujours /?4 = nf
4, c'est-à-dire que les for-

mes propres et impropres sont en nombre égal dans chaque famille (mais non né-

cessairement sur chaque arête).

3° Dans tous les autres cas, les formes situées sur les arêtes d'une même famille

soit toutes à la fois soit propres, soit impropres.
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Par exemple, sur i aiête, axe de la substitution ( ) correspondant à la
\i o /

forme x*-\-y*, on a quel que soit P

a = c = qf 6 = —r\/~Vf A = q* — Pr*.

La forme (abc) est ptopre ou impiopie suivant que q est impaii ou pair.
Si P = i (mod 4), A étant impair, q et r sont de parités opposées On a donc

les deux cas suivants

q impair, r pair, A = i (mod 4), forme (abc) propre,

q pair, r impair, A ̂  3 (mod 4), forme (abc) impropre.

Si P==2 (mod l\) q doit être impair, la foime (abc) est nécessairement im-
propre

Si P = 3 (mod 4) on ne peut lien dire de général

100 . Nous avons jusqu'ici exclu de nos raisonnements les valeurs de A corres-
pondant aux sommets polyédriques Ce sont les discriminants des foimes d'Hermite
primitives couespondant à ces sommets, et lespioduits de ces disciiminants pai un
carié arbitrane Poui ces valeuis de A la mesure des classes de foimes propies,
«.II? (A), ne compieud pas seulement des tei mes en | (2 , )(4, )(6, mais encore des ter-
mes d'indice 8, u ou 24, suivaut l'ordie du sous-groupe polyédrique (par 78), et
de même poui les foimes impropies 11 y a donc lieu d'examiner spécialement ces
valeurs de A

Toutefois, il se trouve, au moins poui les corps et anneaux jusqu'à P = 2i,
qu'elles doivent être exclues pour un autre motif La formule de Dirichlet pour la
repiésentation d un nombie pai un svstème de foimes iéeiles, ainsi que la formule
delà mesure donnée pai M Humbert, supposent A premie 1 a 2P Or, nous cons-
tateions au Chapitre suivant ( tableau l\) que les disciiminantb des foimes primi-
tives situées aux sommets polvcdnques des domaines [y — p) , P ^ 2 i , ne sont
jamais premiers avec P et même que l'on a (parfois a un facteui caire près)

poui un sommet tniectangle (a) A = P,

pour un sommet diédrique (fi) A = 3P,

pour un sommet tétraédrique (y) A = 2P.

Je ne suis pas parvenu à démontiei la généralité de ces formules
Enfin, la comparaison des Tableaux 111 et I\ paiaît montrer qu'il y a concor-

dance entre l'existence de sommets triiectangles et celle de solutions de l'équation
t*—Pu*== — 1 (pour P = 2,5, 10, i3, 17), ce que d'autres considéiations paraissent
aussi indiquer
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MONOGRAPHIES

On trouvera dans ce Chapitre les données particulières suivantes suc tous les

corps C(\/—P) et anneaux h(\/— P) jusqu a P = ai sommets singuliers et

faces du domaine fondamental, correspondance des faces arêtes elliptiques, som-

mets polyédriques cycles d arêtes elliptiques Et dans les corps Cit{\/—P;, et

les anneaux l (y/—P) la composition des familles de e\d(s et l énumeration,

pour chaque famille des foi mes propres sui les aiêtes elliptiques d ordre deux n4,

et des foi mes mipropies sui les aiêtes t llipliques d ojdie deux et tiois / i 4 e l / i #

Groupe de Picard

Les coips C(v— i ) et Ô\\/—3J diiîèient de tous les auties en ce qu il y existe

dauties unîtes (facteuis de i) que ± r H e n résulte en patticulier que tandis que

dans le gioupe moduiane r ( y — P; des substitutions du t>pe ( ^ ) sont néces-
a S

o o

sairement paraboliques (z =z~fri) les groupes 1 (\/—i) et P(\/— 3J contien-

nent une infinité de substitutions elliptiques conseivant une \eiticaie (perpendicu-

laire au plan des rr,) Ces substitutions sont d'oidie deuv dans le groupe de Picard,

d'ordre trois dans le gioupe I [y— ï) On se trouve donc dans le cas particulier

ou le point choisi comme centre pour 1 application de la nu tbode du tâtonnement

(ici le point a 1 infini sm o^) e>t situe sur un a\e de substitution elliptique On

doit alors (Humbeit, ( R \ août 1919) ne garder qui la moitié ou le tiers du

domaine fourni pai la imlViout gemiaîe(l)

{*) Diiis lts figuits - et c) iinsi (jue dins les planches place es «̂  la fin de ce travail, les

arêtes elliptiques d oidi< deux sont mises ( 11 « \idence p^r un liait plein épais et les arêtes

doidie tiOis pai un trait pointillé «pais
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Dans le corps ( D ( v — 0 o n a ^eî!> unités zb i, dt* Le prisme de côtés

1 -, soit zti 1 db—> qui limite d ordinaire le domaine du corps
a 2 2

(?(\/—P), doit ici êtie divine en deux paities, homologues dans le groupe parla
substitution S (V. ci dessous)

=* - z

SUBSTITUTIONS GENERATRICES

f J échange les faces \erticales i — i',

T(z) = z— i j ) transfoime la face verticale 2 en la face 2f.

\o 1 J
échange les polygones sphéiiques 6 — 3' sur

la sphère de centre o et de ra\on unité;

V(z)= — z -h 1 { J échange les faces verticales 4 — 4'

Les substitutions S, U, V, sont elliptiques d'ordre deux, la substitution T est
parabolique

Les substitutions S et V, qui ont pour axes deï> verticales, sont des cas particu-
liers des substitutions

où p est un entier a-f bi quelconque. Ces substitutions conseivent la forme

2ixy — $y\

k

elles représentent une rotation d'angle TT autour de la verticale d'affîxe — , c'est-

à-dire que chaque point d'un quadrillage de côté — dans le plan ^ = 0 est le pied

«d:e 1 axe vertical d une substitution elliptique d ordre deux

ARETES ELLIPTIQUES D*ORDRE DEUX

verticale o axe de la substitution ( ) ,
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verticale fi' axe de la subbtilulion ( — \
V o i J
f— i — i 4- i

— i — i — i
o .

arc p,op » » »

r f /o — T \
» oB » » » ] .

\ i o J

ARÊTES ELLIPTIQUES D'ORDRE TROIS

arc $y axe de la substitution l " j ,

/o i \

» fcT. » - »

SOMMETS POLYÉDRIQUES (premier quadrant).

Sommet trirectangle o : xx0 -f* yy0 A = i,

» diédrique fi : zxx0 — xoy — xye + 3j j 0 A = 3^

» diédrique [ir : 2XXQ — ix^y ~\- ixyQ 4- 2yy0 A = 3,

» tétraédrique y : 2XX0 — (i 4- 0xQy — (i — i)&y9 4- ^yy0 A = 2^

CYCLES D'ARÊTES ELLLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux :

1 . Cycle d'ordre un o,

2. » » » fi',

3. » » » op't
4 Cycle d'ordre deux 7 — yt,

5 » » p — p , f

6 » » » o f* — op,.

Àtêtes d'ordre Irois :

1'. Cycle d'ordre deux $y — f£fyt,

a f. » » » fr'ï — p'ï.*
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FAMILLES DE CYCLES

Ie* famille : cycles i,

4e

5'

2 - 3 ,

4,
5—6,
i ' — a ' .

NOMBRE DE RÉDUITES ST TUÉES SUR LES ARÊTES DE CHAQUE FAMILLE

1™famille. — Pour les formes située?» sur la verticale O à l'extérieur de la sphère

de îayon un, on a b = o, d'où ± = ac, et — > i .
a

Le nombre de décompositions de A = ac en produits de deux facteurs a et e

sans tenir compte de l'ordre des facteurs est évidemment T(A), Ï(A) étant le
nombre des diviseurs de A, y compris i et A. T(A) est d'ailleurs un nombre pair,
sauf si A est un carré, cas que nous examinerons spécialement.

11 y a donc T(A) réduites d'IIeimitede discriminant A pour la
2

famille.

Si A est impair, a et c sont tons deux impairs, ces réduites sont donc toutes de
l'ordre propre.

2" famille. — Nous voulons ériumérer les formes de discriminant A situées sur
l'arc oé6

f et sur la verticale p' à l'extérieur de la sphère de rayon un. Pour cela nous

remarquons, ce que le calcul vérifie, qu'une rotation de —- autour de l'arête d'or-
o

FIG. 8.

dre trois ytp'y amène la verticale fi'oo en pi sur le prolongement de opf (fig. 8,
qui est faite dans le plan vertical O/jI). Nous avons donc à énumérer les formes de
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discriminant A situées sur l'arc oi. Pour les formes situées sur cet arc on a, q et r
étant des entiers positifs,

a = c = q f b = — ri, A = q* — r*,

variant de o à i, — > i> On peut écrire aussi
a r

A = (g 4- r)(g — r) = cW avec

ce qui montre que le nombre de représentations de A par q%—r*, avec g > r , est

encore — T(A).
2

Si A est impair, q et r doivent être de parités opposées. Il y a deux cas à
distinguer :

q pair, r impair, A = 3(mod. 4). les réduites sont toutes de l'ordre impropre;

q impair, r pair, A = i (mod. 4), les réduites sont toutes de l'ordre propre.

3* famille. — Nous voulons énumérei les formes de discriminant A situées sur
la verticale yt seulement, et à l'extérieur de la sphère de ravon un. Pour ces formes

on a

a = 2g—2r, 6 = (q - r)(i — ï), c = iq,- ± = a(g*--ra),

q et r entiers positifs, et ^ - > i. Il n'y a donc pas ici dç formes de discriminant A

impair.

à* famille. — Nous voulons énumérer les formes de discriminant A situées sur
l'arc op4, et sur la verticale 484 à l'extérieur de la sphère de rayon un. Comme pour

2 TC

la a* famille, nous remarquerons qu'une rotation de -^- autour de l'arête d'ordre

trois ptY, amène la verticale {i,oo en pt(—i) sur le prolongement de oB4. On a ici

a = c = q, b = —r, A = q* — r* et - 2 - > i .

On a donc, comme pour la i" famille, — T(A) réduites, toutes de Tordre propre

ou de l'ordre impropre suivant que A = r ou 3 (mod. 4).
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Nous avons ainsi épuisé les arêtes d'ordre deux. En résumant nous vo>ons que

-si A== i(mod. 4), ou8 = a 7 7 T(A) + 7 T(A)
3

= — T(A)réduites de Tordre propre,
2

et aucune de l'ordre impropre;

si A = 3(mod. 4), ou o = ( J = — ï, il y a — T(A) réduites de l'ordre

propre et — T(A) + — T (A) = T (A)

réduites de l'ordre impropre,

ce qui s'écrit en définitive

A étant supposé impair.

5* famille (ordre trois). — Sur l'arête ptyt, on a

a = c =

et sur l'arête (S'y,

= — q — ri, A = 3q* — r

= 3g2 — r*, —

(La substitution ( ) conserve la forme 3g*—r8; elle amène l'infini en 4-
\5 à /

2 T
et -f-i en -—- , ce qui est le —- de Dirichlet.

»5 u

On a donc ^("~~T") représentations de A par l'ensemble des deux formes

q%— 3r\ 3gâ—r*.

Le coefficient G' est égal à (Tableau VI), c'est-à-dire que la forme Sq*—r*

ne représente que des A (impairs) ^ 3 (mod. 4)-
On a donc finalement

toujours avec A impair.
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Cas particuliers : i° A = i, ou un carré m*. — Lorsque A = i ou m1, il y a une

forme d'Hermite réduite de discriminant A située en o, la forme mxxQ-j-myy9 ;

cette forme est de l'ordre propre et admet huit automorphies. La formule du nom-

bre de classes de formes propres

= 2.U>(A) 4- - % 4 (85)

doit donc s'écrire ici

2 * 4 "

3
Nous allons montrer que la formule (85), où Ton remplace N, par l'expression —T(A)

que nous avons trouvée plus haut (o=4- i), ne cesse pourtant pas d'être valable.

En effet, lorsque A est carré parfait, le nombre de ses diviseurs est impair, soit

T(A) == 2/>4-1. Sur chacune des trois familles d'arêtes d'ordre deux se trouvent p

réduites de disciiminant A, en mettant à part la décomposition de A en deux fac-

teurs égaux qui donne chaque fois la iéduite située en o. On a donc, lorsque A = ma,

de plus
^fo9 = i , (savoir, la réduite située en o)

donc

- % 4 + 7%8 = j[T(A)- i] + 7 =

Ainsi la formule (85) donnant le nombre de classes de formes propres, de discri-

minant A impair, reste vraie lorsque A est carré, bien que recouvrant un fait

arithmétique .différent de celui qui correspond à A non carré.

2° A = 3 ou le triple d'un carré. — Lorsque A = 3 ou 3m*. il y a deux formes

d'Hermite réduites de discriminant A situées en (it et en (i\ savoir

en 6t 2mxx0 4- mxoy -h rnxy0 -f

et en fi' amxx9 — imxQy -f imxy0 4- 2myy0.

Ces formes sont de l'ordre impropre et admettent douze automorphies. La formule

du nombre de classes de formes impropres

#/(A) = 2.U>'(A) 4- l- %>\ 4- |%'«

doit donc s'écrire ici

36f(A) = aJb'CA) 4- \{%\ 4- | U ' . 4-1
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Nous allons montrer que la formule (86) ne cesse pourtant pas d'être valable, si
/ 3 \Ton y remplace 'Wt et IV$ par leurs* >aleuis Ï(A) et £/ —— J trouvées plus haut

En effet, la iie famille d'arêtes ne contient pas de formes propres. La 2* et la

4e familles d'arêtes contiennent chacune T(A)— 1 réduites de disciiminaut A,
2

en ne comptant pas les léduites situées en jü4 et en fi'. La 5e famille contient de

même 2 f -7-) — * réduites, en ne comptant pas la réduite frontière située indif-

féremment soit en fi4, soit en £' (l'énumération de Diiichlet s'applique expressé-

ment à un domaine bien constitué de la substitution G, c'est-à dire que le cas

échéant elle comprend une seule des deu\ fiontières) On a donc loisque A = 3m1

•'IV. = T ( A ) - a >

' 3^

%f
4t = 2 (savoir, les réduites $t et fi')

et l'on a identiquement

~(—3)- f | (—i) + ^X 2 = 0 , c. q. f. d.

CORPS C(v/—2)

FACES ET SUBSTITUTION GÉNÉBATRICE CORRESPONDANTE

Une seule sphère (X, v) ; X = o, v = 1. La substitution f J, elliptique

d*ordre deux, d'axe ax,, fait se correspondre les deux faces 1 — 1'.

ARÊTES ELLIPTIQUES (premier quadrant).

Arêtes d'ordre deux : aaâ axe de la substitution { );
\i o /

/ - i /"N
TT. » « » {j- J.

Arêtes d'ordre trois : yY4 » » » f J .
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SOMMETS POLYÉDRIQUES (premier quadrant).

Sommet trîrectaogie a : 2xx9— s/~ x*y 4- y/~ %y9 4- ayy0 à = a.

Sommet tétraédrique y : 2XxQ — (i -f *f~)x
9y — (1 — vO xï* 4* *yy9 A = i.

D'ARÊTES ELLIPTIQLES (constituaot chacun une famille).

i . Cycle d'ordre un ax#;

2 Cycle d'ordre quatre ay — ays — atYt — aiT*î

ir. Cycle d'otdre deux yy4— Ï»T3*

Pour les au tres éléments du calcul des nombres %4 , % \ , % ' 6 , voir les Tableaux Va X.

PARTICULARITÉS DE CE CORPS

i° Arête y\ — La forme de Diiichlet correspondant à celte arête es(

y/" x* -f 2xy— >J~ y*

forme primitive de déterminant — i Les coefficients Jb=yf~, 2 ^ = 2» 6 = - ^ ^ "
admettent le diviseur commun or = y/~~ . C'est le cas signalé au paragraphe §2.

L'arête y* est conservée par une loxodiomique d'angle — .

t-Su - & i \ _ (!-" « f l , . , „ . _ ,

f .*__ IJ ÏT1 .

t = Q, 1 1 = I,

— 6 5 v

>-vr"
i + vT 2 / ' 2 a
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2° Arête yy4 — Celle arête est conseivée pai une loxodromique d'angle ~ .
Ó

Forme correspondante 2X* — 2xy — 2j".

k\J 5 — 2 \J J

E l * I \ ƒ. ' *

\ I O / 3 2^

L _ H E _ f5 ~~ 2 vT — 5 — ji s/~\ ^ _ 5 — 6 y " u _ 5 + 2 y/~ .

"T~ V ' V / 2 2

3° Formes en y : A = i, oa w/i carré m2 — La foime y étant impiopie nous
avons à voii ce qui advient de la formule relative au nombre de classes d'Hermite
impropres.

4- -

Nous avons (Tableau X)

Si A = m * cette formule doit s'écrire

56'(A) = 2Jll,'(A) + - W , + | U ' , + — % ' „ .
2 «5 1 2

Or, les sommes S f —~ J et sf —— j donnent le nombre de représentations de à

par les formes q*— 2ra, Sqi— 2r\ lespectivement, et dans le cas de A = i ou m* il
y a une dé ces îeprésentations qui correspond à la forme située en y , elle ne doit
donc pas figurer dans les sommes piécédentes, la forme y étant comptée par ail-
leurs comme admettant ik automorphies. Nous devons donc écrire

mais comme on a identiquement

* •)+(£+•)—
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on en conclut que la formule

continue à être exacte pour A = i ou m*, comme les foi mules analogues relatives au*
groupe de Picaid

ANNEAU à> (\/— 3)

FACES ET SUBSTITUTION GÉNÉRATRICE CORRESPONDANTE

Une seule bphère (X, v) I X = o, v = i . La substitution f J, elliptique

d'ordre deux, d'axe ppt, fait se coriespondre les deux faces i — i'.

ARÊTES ELLIPTIQUES (premier quadrant).

Arête d'ordre deux 08, axe de la substitution ( )
\i o /

Arête d'oidie trois OOA » » » ( ).
\ i o /

» » » Q Q t » » » f J .

SOMMET POLYÉDRIQUE (premier quadrant).

Sommet diédrique fi : 2xxo — \/~ xoy 4- v^ ^7o + 2yy0, A = i .

CYCLES D*ARÊTES ELLIPTIQUES (constituant chacun une famille).

i Cycle d'ordre un 48jü4,

î'. Cycle d'oidre deux QO4, O,Ü3;

2'. Cycle d'ordre quatre 48O, ?Û t, p,Oa, $tQ*'

f ™ famille — Sur Tarête S^ , il y a un nombre égal de formes propres et de for-
i 4- 5

mes impropres et le coefficient relatif au système S est o = , on a donc
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2* famille. — On a sur i'arête Ûû4

a = c = iq, 6 = — q -\- r yf~9 A = $q* — 3r*.

le discriminant A est donc toujours multiple de 3, en d'autres termes il n'y a sur

les arêtes de cette famille aucune forme de A premier à 2P ou 6. Cette circonstance

se retrouvera sur toutes les arêtes d'ordre trois des domaines (y — P), P multi-

ple de 3 (par. 97).

3* famille. — On a sur l'arête pQt correspondante la forme 2 \/~x*-\-nxy — 2 y/""y*

a = c = $q, b = — q \f~ 4- r, A = cf — r*, - > 1.

Nous avons donc à trouver le nombre de représentations de &z=q*—r*, satis-

faisant à — ;> 1. Nous avons vu à l'occasion du groupe de Picard que ce nombre

Cas particulier : \ = 1 ou carré parfait — La forme correspondante p étant

impropre, il y a lieu d'examiner ce que devient la formule donnant le nombre de

formes impropres

Nous avons trouvé

i"A = m* cette formule doit s'écrire

/ 3 \
Nous avons à retrancher une unité de s(-^—- J ; on doit également retrancher une

unité de T(A) pour exclure la décomposition A = mxm. On devra donc poser

1 2 / I \ 5
Mais comme on a identiquement — (— Ï) -4- —~ { ) 4- -7- 4 - 1 = 0 , on en

2 o \ 2 / 6

conclut qu'ici encore la formule donnant <>()'(A) continue à être exacte pour A = m\

Cette difficulté ne se rencontre plus pour les valeurs supérieures de P(par. 100).

18
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CORPS

FACES ET SUBSTITUTIONS GENERATRICES CORRESPONDANTES

i . X = o , = i, (° o J du type E,,

2 ,

a 5 » »

aa » »

ARÊTES ELLIPTIQUES D'ORDRE DEUX (premier quadrant).

/V~ a \» _ J,
\ 2 — sTy

/— 2 sT\
» ( — ) •

W » /

ARÊTES ELLIPTIQUES D'ORDRE TROIS (premier quadrant).

nnA axe de la substitution ( ) .

\ i o y

SOMMET POLYÉDRIQUE (premier quadrant).

Sommet trirectangle a : 5xx0 — 2 y~ xQy + 2 sf~ xyü + 5yy0, A = 5.
C1CLES D'ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordie deux :

1 Cycle d'ordre un aa t,

2. » » deux a a — a a,,

3. » » deux ata3 — aÉaê»

4. » » un as ,

5. » » un a ts t .

Arêtes d'ordre tiois :

i'. Cycle d'ordie deux nné— n9n*-
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CORPS tD(\/^6)

FACES ET SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

i . X==of v = = i , ( ) du type E t ,
\i o /

t \ 2 I — sT /

3. 5, - 2 ^ ( 5 - 2 V ) » H.
\ — 2 V 5 '

ARÊTES ELLIPTIQUES D'ORDRE

aat axe de la substitution (

ARÊTES ELLIPTIQUES D'ORDRE TROIS

YY. axe de la substitution ( ),
\ i o y

SOMMET POLYÉDRIQUE

Sommet tétraédrique y : 6^jr0 — (3-f a v~)^oy ~ (3 — 2 V r)^y e+6yy0 , A = S.

CYCLES D'ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux :

1. Cycle d'ordre un aatf

2. » » deux cy — csYf,

3 . » » » C3Y3 — C 4 T 4 .

i'. Cycle d'ordre deux yy*

a'. » » » yn

3'. » » » Ï3>*3
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FACES ET SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

i . X = o , v = i , l J du type E t ,

•• r . .. Ci"_5,-) • E.,
3 S. , - ^ , ( . \ - ' +

3 0 » H.

ARÊTES ELLIPTIQUES D'ORDRE DEUX

fiö,, axe de la substitution ( i ) ,

fia, » » » (2).

ARÊTES ELLIPTIQUES D'ORDRE TROIS

nnAi axe de la substitution ( ),
4 \ i o /

3 —

SOMMET POLYÉDRIQUE

Sommet diédrique ,6 : i4xarr0 — 5 \T%9y 4- 5 V^^Jo + ^yy.i A = 21.

CYCLES D'ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux

1 Cycle d'ordre uu pêÔt,

2. » » » fia,

3 » » » j^a,

\rêtes d'ordie trois :

ir Cycle d'ordre deux nné — n%n9f

2'. » » » ppt — pP%t

S'. » » » ? fp, —&P4-
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CORPS C(\/— IO)

FACES ET SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

i . X = o, = J» ( ) du type E t ,

3. f, s, ( ; _ v ) » E„

4. i + vT, 3,

s. - 9 , a v r , ( ;_ - » ) >, H .

•aoc, axe de la substitution '

ARÊTES ELLIPTIQUES D*ORDRE DEUX

-V)-
/ I - j - y/~" 4 ~

ca » » » (

-fi
ARÊTES ELLIPTIQUES DORDRE TROIS

nnA axe de la substitution f ),
\i o /
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SOMMET POLYÉDRIQUE

Sommet trirectaogle « : IQJMC0 -— 3 \T xQy -f- 3 y/~ xy9 -f ioyy0, à = ÏO.

CYCLES D'ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'oidre deux :

1 Cycle d'ordre un aaf,

2 » » un aa, •

3. » » un a^*»

4. » » deux cd—e4e£t,

5. » » deux c3d3 — e3dt,

6. » » deux vb—*a&t,

7. » » deux oitb3 — a,^-

Arêtes d'ordre trois :

1'. Cycle d'ordre deux nn9 — ̂ ,^8»

a'. » » » PP — Ç.Ç;

3'. » » » P3qz — Pt<lf
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ANISEAL a>(v/—11)

FACES ET SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

i , À = o, v = i , f J du type E t ,

•• s. ... e: _v) . E,.
S. ,T. 3, ( 'T-») , L..

6 4-ff, 4 — ^ ) / 4 + V 2 — 2 ^ \
6'. Ô+v^. 4—*Tj V4— \T — 6 — sfy

ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux

aat axe de la substitution ( ),
\T o J'

6c » » » ( _
\ 2 \J

Arêtes d'ordre trois :

nnt axe de la substitution ( ) .
\i o /

Pas de sommets polyédriques.

CYCLES D'ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux :

i C^cle d'ordre un aalt

a. » » » 6c,

3 » » » 6f c#.

Arêtes d'ordre trois :

i'. Cycle d'ordre deux nné — ntnt.
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CORPS e(v/™ i3)

FACES ET SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

V=I' 0 "o') d ° ^ P e

2. / " , 2,

I . À = <

— v
3. y'"» • 3 ,

3 -

4. i + *T, 3, ( l 4 " 4 /

3 —

2 -f v/~ 45. a + v r , 4, ( ' V V ) ** H'
V 4 2 — v /

6. a + 2 ^ , 5, ( ï +
c

2 V " „ " ^ » H,5 2

7. _ , j + ,r, 2vr, ( - • ; + ^ _ - ; _ ^ ) . H/

ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux :

6füf axe de la substitution f J,

as » » »
V 2 —y/J

—5 av

v- 5 j '

de
\ 4 4- V 4 ~- 2 v /
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ARÊTES ELLIPTIQUES D'OBDRE TROIS

fs'fs', axe de la substitution f J,

4 —\Tun » » » ^

W » - - v _ 5 _ 3 _ :

SOMMETS POLYEDRIQUES

Sommet trirectangie a, sommets diédriques 48 et p'.

Forme d'Hermite (V) a = i 3 , 6 = —5 y"", c = a6, 4 =

» » (p') a = 2 6 , h = — (i3 -f 6 vO, c = 26, A = .

CYCLES D'ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux :

1 Cycle d'ordre un pp4,

3. » » » p.a,,

aa — aa t ,

fr'c —p' .c, ,

4.
5

6.

7-

8.

9-

1 0 .

1 1 .

1 2 .

Arêtes d'<

1' .

2 ' .

3 r.

Cycle

»

Cycle

d'ordre deux
» »

d'ordre un

3rdre trois :

Cycle

»

d'ordre deux

» » p . " , - p . '

5'. » » » P,Q,-PA
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CORPS C(v/— i4)

FACES ET SUBSTITUTIONS GENERATRICES CORRESPONDANTES

a. i + vT,

3 yT,

4 4,

5 - 3 + vT,
5'. — 5 + \Tr

« a vT,

7- 74-^»

2 ,

3,

C7
C 2 I

— 5N

8.

9-

C-W
V 2 + yT 5 - y/-)

V4— v 7 +
2 yT — 8 + 2 yT

6, V
— i3

6

— i3 6

ARÊTES ELLIPTIQUES

du type E,,

» P,

L,,

» H,

P,

E,,

L,,

» H.

Arêtes

Arêtes

d'ordre deux :

aat axe de la

6c » »

de » »

d'ordre trois :

substitution

»

c -.•)•
V 5 W'

r/.
-)•
-7-•<r

nnL axe de la substitution ( ),
\i o )

)) » » ( r / - et / - ) •

Pas de sommets polyédriques
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CYCLES D'ARÊTtS ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux :

1. Cycle d'ordre un aati

2. » » » bc,

3. » » » bt ct,

4. Cycle d'ordre deux de,dtet,

5. » » » ihe%-> dke%.

Arêtes d'ordre trois :

î'. Cycle d'ordre deux nnA,ntnt,

2'. » » » pq,ptq%i

3'. » » » p.g^P.g^

ANNEAU Jfe(\/— i5)

FACES ET SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

j. X = o, * = , , (° - ' ) du type E,,

a. <T, . , (^ _^) » E, ,

' | V 3 « — y/" J

«• +4- -^-. (_V 0 • "•
( v ,

H.
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ARETES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux :

aat axe de la substitution

Arêtes d'ordre trois :

nn4 axe de la substitution f J,

« • \ • (3 -,-V)'
rs » » * » j ' )

\ 2 4- v " — v

Pas de sommets polyédriques.

CYCLES D'ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux :

1 . Cycle d'ordre un aat,

2. » » » bc,

3. » » » ^ic,«

Arêtes d'ordre trois :

if. Cycle d'ordre deux nnê, ntn99

a'. » » » pq<P%q%,

5 r.
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CORPS e (s/— «7)

FACES ET SUBSTITUTIONS GENERATRICES CORRESPONDANTES

v = i , ( c " ) du type E t ,

a . • )T> *> ( r

\ 2 J

3. yT, 3 , ( \ -fy » L, .

4. f. 4, ( ;" _ ^ ) » E.,

5. a + v^, 4, ( a + / ~ 5 ^ » H,

6. +5, I yf~ ) / — 5 2 -h 2 y x p

6f. 7, i — v M \ — 1 4 - v T 7 j * '

K^ r , / - / — 6 4-vT — 8 —avTN f

7 . — 6 + \ T , 2 + ^ » ( i r - a i r ) * ^ »

\ o o -f- 2 v /

o . r- c , r- (—3 4 2 / ~ — 12 \
9 . — o 4 a y , 3 - t - v » l ' _ L _ r " ^ i _ r) ^ ^*»

a 1 a r- / 3 4 - 3 y T 2 3 \

10. 3 + SvT, 7, ^ 7 3 _ 3 ^ _ J ,> H,

...-.6+^, ,/-. ('L'f rtff) » «

ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux :

0L<xt axe de la substitution ( \ ,

. . . . (>>r).

/ • " 4 \
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axe de la substitution ( •
\ 4 — 2 — s / J

- 4 \T\

Arêtes (Tordre trois :

YY4 axe de la substitution ( J,

5 — 2 —

- v r 4,

SOMMETS POLYÉDRIQUES

Sommet trirectangle a et sommet tétraédrique Y-

Forme d'Hermite («) . a = c= 17, 6 = —4 v̂~> 4 = 1 7 .

» » (Y) : o = c = 34, 6 = 1 7 — 7/"» A = 34

CYCLES DURETES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux :

1. Cycle d'ordre un aa4,

2. » » » 6c,

3. » » » f)
i
c
i'>

4 . « » » OLÜ,

5 . » » » Ï ( Û ( ,

6. Cycle d'ordre deux *(d, ytdt,

7. » » » Ya^'ïA»

8. » » » agt, a{/s,

9. » » » «^,,«,0, .

Arêtes d'ordre trois :

1'. Cycle d'ordre deux YÏ«» T«7S>

a'. » » » Y/l»T«/l.»

3'. » » » r ,«,«Y4 i , .

4'. » » » M.^P,^,»

5'. » » » p,<]3,Ptqé.
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n . X = o ,

3.

4.

5.

\T,

8.
9-

*io.

ii.

-7+ V:
5»

— 4 4 v^
9 + /"%

i6 —I
€6'. — 1

ANNEAU Jb(v/— 19)

FACES ET SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

3,

4",

44- vr

6— / "
6 + f

2 2 yT

2 — 2 y/

2 + 2f
2 4 2 /

C 7)
(f 9
V 2 —y*

U -yf')

/ i 4 v T

V 3 -

" — 5N

du type

— 7

2 + ^ - H A
4 2 4- \f~ )

f 9 4 + 4 A
\ i —V'" 9 /

5 I — 2 S/

-4-vT 5 ; ^ \2-vT - 7 - / -

\ 4 + f 9-*r) e t l 4 - f -4-V")

5 4. 3 sr — 11 —. 2 \T

H,

H,

*+>/ - n +
6—vT 5 + 3

9
— 2

64-

— 2 V

7 + 2 q
IO— v̂  /

H,

P .
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ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes cTordre deux :

aa. axe de la substitution ( ),
\i o /

V" • •• • Cf-V)-

Arêtes d'ordie trois .

nnÂ axe de la substitution f j ,

SOMMETS POLYÉDRIQUES

S o m m e t d i é d r i q u e p : 0 = 2 X 1 9 , 6 = — a3 y/~, c = i 4 X 19, à = 3 X 1 9 ^

CYCLES D'ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux :

1. Cycle d'ordre un aat,

2. » » » $b,

3 » » » P.6.,
4. » » » pc,
5. » » » 8tc#.

Arêtes d'ordre trois :

if. Cycle d'ordre deux /w4 ,/i tn t ,

2'. » » » PP,,8pt,

3'. » » » P.P..P.P*-
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COBPS f(v/—21)

FACES ET SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

v = i , ( J du type E t,

r. .. (^J>)

3, .+/", 3, C+S 7 , , H>('V ,-V)
4. a + y r , 4, CV.V)

5. vT, 4, (^ J^-J » E„

6 - 8 , f, (~n ~l^~} » H >

7- 5, i - \ T J / 5 » + >/•>L e t / 9 } + » A H j

8 9, i — y T J V i —vT 9 / \> —V̂  5 /

^ "» ^ du type H,

— 2O 4- V — 1 O V "̂
i y — 2O — y /
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CYCLES D*ARÊTES ELLIPTIQUES

Arêtes d'ordre deux

i. Cycle d'ordre un pp,,

a. » » » p a,

4 Cycle d'ordre deux p'&,p',&t,

5 » » ,, p'A fj'A-

6 * » n k' f ft' f
» » >) Ir » 1 « * •

7 » » » Pf.c,,p'4c4,
8 » » » de,d%e%,

9 » » » d»e,>d*eé>

IO. Cycle d'ordre un / ^ ,

i i » »• » y*4 ̂ t

Arêtes d'ordre trois :

ir. Cycle d'ordre deux nn49ntn3,

a'. » » » P'P,P>.,

4'- » » » qr, Q*r%>

5' » » » a r a r

6'. » » » st,s,t„

8'.

9'-

SOMMETS POLYÉDRIQUES

Sommets diédriques p et j£'

Forme (p) a = i 4 , b = — 3 \T, c= i4» A==3xai

» (p') : a = i 4 , 6== — (7 + 4 )v r . c = a8t A = 7(ou3

Hous allons étudier à présent les corps f (y — P), P = 3(mod. 4)
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CORPS C ( v ^

Bans le corps C(v — 3), comme dans le groupe de Picard, il y a d'autres unités

que i et — i. Les nombres entiers du corps étant tous les nombres (a + 6w), où

ces autres unités sont

Hh i do\/— 3
soit ±o> et ~h«>0.

La méthode du rayonnement, appliquée au point o et aux points voisins -H i,

ifcwj zb ov donne un hexagone régulier de centre o que nous devons encore par-

tager en troib, la verticale o^ étant axe d une substitution elliptique d'ordre trois.

Finalement nous prendions pour prisme \eitical limitant le domaine fondamental

le prisme oyt7Y* fermé veis le bab pai la t>phèie de centie o et de rayon unité

SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES

S(z) = wtz ( ) ell d'ordre trois, faces verticales i — i';

U(z) = ( J ell d oidre deux, faces sphériques 2 — 2';

Y{z) = <Ù*Z 4- w ( ) eu. d'ordre trois, faces verticales 3—S'.
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ARÊTE.s ELLIPTIQUES D ORDRE DEUX

or axe de la substitution f ) ,
1 \i o J

°Yt

O — OJ

o

ARÊTES ELLIPTIQUES D'ORDRE TROIS

axe de la substitution ( 6 ),
\ — oi o y

i —a>\
w, o y

VERTICALES AXES DE SUBSTITUTIONS D ORDRE TROIS

La substitution elliptique d'orciie trois

où p est un entier quelconque du corps, conserve la forme

(a>0 — o>) xy ~ py*

et a pour axe la verticale dont le pied dans le plan C = o a pour aflfixe

y ™9 — (o 3

c'est-à-dire un point quelconque du réseau OYYt

SOMMETS POLYEDRIQUES

Sommet diédrique o, forme (o) xxQ 4- yyof à = i (ou 3 X 3).

Sommet tétraédnque Y* forme (Y) 3XXÔ — \/~~#,y 4- >j"~&ym -*- %y#» 4 = 6.
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CORPS e (s/— i)

"Pas de sommets singukers

FACES ET SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

i X = o , v = i , (^ J du type E t ,

a >=<*>, v = i , ( » Es

\I wt/

ARÊTES ELLIPTIQUES

Ordre deux 8fJ axe de la Substitution ( ) t
\i o /

» » pa » » » f • )
\i —o>y

Ordre trois Sn » » » ( V
\ i — o> /

SOMMETS POLYÉDRIQUES

Sommet diédrique p

Forme d'Hermite (p) 7ÜCX0 — 2 (oj - (oo) y j - f - a (o> — o*9) xy9 + ^yy9, A = 21.

CORPS C(v /—H)

Pas de sommets singuliers.

FACES FT SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

v = i , r o
f ) du type E , ,

E..
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ARÊTES ELLIPTIQUES

Ordre deux yyt axe de la substitution ( * j ,
\ i o J

Ordre trois y/i » » » [ ),

SOMMETS POLYÉDRIQUES

Sommet tétraédrique y.

Forme d'Hermite (y) : a = c = 11, 6 = — 3<Ü> — u>0), A = 22.

CORPS e(v/CTi5)

Sommet singulier (i*r quadrant). O = —.
2

FACES ET SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

1. X — o , v = i , ( j du type EMf

s ^0 / o > 3 \ ^
2. X = t * j , v = J , ( ) » E,^

/ 4 — , _j_ 3 w \
3 . X = + 4 » v = i — 2o), ( » H.

\ I — 2(*> 4 /

ARÊTES ELLIPTIQUES

Ordre deux aat axe de la substitution f J,

/w I\
Ordre trois np » » » ( j .

\ i <**/

Pas de sommets polyédriques.
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CORPS C(\/—19)

de sommets singuliers.

FACES ET SUBSTITUTIONS GÉNÉRATRICES CORRESPONDANTES

1 À = O, v = i , ( o J du type E t,

2 X = oj, v = 1, ( ) » E a ,
\ 1 w0 /

3 . X = w , v = 2 , ^ 2 N \ » E a .

ARÊTES ELLIPTIQUES

Ordre deux pê84 axe de la substitution ( J,

» » 8a » » » ( ),
\OJ0 — 2 /

» » Y ^
 w ® )J (

\ co0 3

Ordre trois yn » » » i l »

SOMMETS POLYÉDRIQUES

Sommet diédnque p a = c = i 9 , 6 = — £(<*> — a>0), A = 3 X 19.

Sommet tétraédrique y a = i o , 6 = —6(w — w9)t c = 38, à = 2 X 19.



Tableau I.

SOMMETS SINGULIERS, P = î ou 2 (mod 4).

P

I

2

5

6

1 0

i 3

i 4

*7

2 1

Formes réduites
de déterminant—P

1, 0, 1

1, 0, 2

1, 0, 5

2, 1, 3

1, 0, 6

2, 0, 3

1, 0, 17

2, 0, 5

1, 0, i3

2, i, 7

1, 0, 14

2, 0, 7

3, 1, 5

3, — 1 , 5

1, 0, 17

2> i> 9

3, Î, 6

3, - 1 , 6

1, 0, 21

3, 0, 7

2, 1, 11

5, a, 5

Sommetb singuliers

0 0

0 0

00

2

00

2

00

2

00

Ï + \T
2

00

2

3

00

3

1 - h ^

3
»

00

3
f -f v^

2

2 -f- v ~ ' +2V r

5 ' 5
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TaJWeau II.

SOMMETS SnGULÏfiRS, P = 3 (mod. 4).

1 6 1

p

3

7

11

i 5

«9

i ,

i ,

i ,

3,

3,

I f

3,

i ,

4,

4,

V

de

ormes réduites
déterminant —

propres

o,

o,

o,

! t

o,

o, •

o,

I ,

— I.

7

11

4

4

r5

5

19

5

5

P

impropres

2 ,

2 ,

a,

2, .

4,

a,

1 ,

1,

r,

1 ,

1 ,

1 ,

2

4

6

8

4

1 0

Sommets

\nneaux

0 0

1 4- \T
2

0 0

« + v"
2

0 0

' 3

1 + \T
2

0 0

vT
3

• 1 + \T
2

4

• 0

4

1 4- y^
2

singuliers.

Corps

c o

0 0

O O

C O

o>

2

—

—

0 0
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Tableau III.

ÉQUATIONS DE PEIX

p

2

3
5
6

7
IO

ii

i3

i4
i5

r I7
'9
2 1

t* — PU 5 = r

3,
2,

9»
5,
8,
19,

IO,

649,
i5,

4,
33,

170,

55,

2

1

4
2

3
6
3

180

4
1

8

39
12

t* — pu- _ 4

_

—

3, 1
—

—

—

—r-

iï, 3
—

—

—

—

5, 1

5,
—

4,
—

55,
11,

23,

25,

i3,

5o,
I5I,

2

1

12

2

4
*4
2 •

7
20

7'
—

2,

3,

18,

4,

£

5

1 '

1

5

1

— Les nombres qui figurent dans les colonnes 2, 4 et 5 sont les plus petits entier^
positifs satisfaisant à l'équation considérée

— Les nombres de la colonne 3 sont les plus petits entiers positifs impairs satis-
faisant à l'équation
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Tableau IV.

SOMMETS POL\J< DROLES

ET DISCRIMINXNTS DES FORMES COR RESPON DEISTES

p —• T

P==2

P==3
(corps)

P==3
(anneaux)

P

f

5
i 3

*7
2 1

2

6
IO

i 4

3

7
11

i 5

i 9

3

7
11

i 5

tri recta ngleb

A == P

5
i 3

«7
—

2

_

JO

—

—

—

—

SOMMETS

dieduques

A = SP

3

39
—

7 (ou 3 x ai)

.
—
—
—

i (ou 3 x 3)
2 1

—

57

i (ou 3 x 3)
2 1

tétraedriques

A = aP

2

—-

34
—

i ( o u 2 x 2 )

3 (ou 2 x 6)
—
—

—

2 2

—

38

—

—

—

—
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Tableaux V ©t

Dans ces tableaux P est un entier sans facteurs carrés et admettant au plus deux

facteurs premieis impaiis, p et p\ p<ZP> On a posé, m étant le nombre que Ton

cherche à lepiésenter pai une forme réduite de déterminant P ou 3P,

/ m \
\ p )

—- j ,
p /

symboles de Legendre,

( -I- i si m = i
I — i si An = 3

(mod. 4),
(mod. 4);

-f- i si m = i ou 7 (mod. 8),
— i si m = 3 ou 5 (mod. 8);

•f i si m = i ou 3 (mod. 8),
— i si m = 5 ou 7 (mod. 8).

p et p* sont les coefficients introduits au paiagtaphe 98.



Tableau V.
C\R\CTERES ET COEFFICIENTS

POLR LES ARÊTES ELLIPTIOLES D'ORDRE DEIA

1 p

2

3

5

6

7

1O

1 1

i 3

i 4

i 5

«7

«9

2 I

tonnes îeduites
de dt'teiminant i- V

l , O, 2

i, o, — 3

— i, o, 3

i, o, — 5
2, I, — 2

i , o, — 6

- i, o, 6

i, o, — 7

— i, o, 7

I , O, — I O

2 , O, 5

I , O, l ï

— I , O, I I

i, o, —13
2, I, 6

i, o, —14

— i , o, i4

i, o, —15

— i, o, i5

— a, i, 7

i, o, —17
2, 1, — 8

I, 0, —19

— 1, o, 19

1, 0 , — > ï

— l , O, 21

a

4-

4-
4-

4-

4-

4-

4-

4-

4
 

1
1

4

4-*

4-

4-

4-

4-

4 -

?

1

1 4- a
2

1

1 4- x
2

1 4-a
2

2

1 4-a
2

1

Ï 4- »
2

4

1

I + X
'2

1 4- x
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CARACTÈRES ET COEFFICIENTS
POUR LES ARÊTES ELLIPTIQUES D'ORDRE TROIS

p

2

5

7

I O

1 1

i 3

i4

17

Formes réduites
de détei minant 3P

1, 0, — 3

1, 0, 3

1 , 0 , 6

— 1, 0, 6

1, 0, —15
— i, 0, i5

3, I, ~ 7
2, 1, 7

1, 0, —21

— 1, 0, 21

1, o, —3o
— 1, 0, 3o

2, 0, —15

— 2, 0, —15

1, 0, —33

— ir 0, 33
2, 1, —16

—2, 1, 16

I, |O, 39

1 , 0 , 39

2, 1, —19
—2, 1, 19

1, 0, —42

— 1, 0, 42

2, 0, —21

— 2 , 0, 21

1, 0, —5i
— 1, 0, 5i

3, 0, —17

— 3 , 0, 17

1, 0, —67

—-1, 0, 57

2, I, - 2 8
— 2 , I, 28

Classe à laquelle
appartient la forme

3x* — Py*

3, 0, — 1

3, 0, — 2

S, 0, — 5

3, 0, 7

3, 0, —10

3, 0, —11

3, o, —13

3, 0, —14

3, 0, —17

3, 0, —19

a

4-

4-

4-

4-

4-

4-
4-

+ 
1 +1 1

0

4-

+ 1
+

1
+

 1
+

1
+ 1

1 
+

4-

4-

Oc

4-

4-

1 — a*

2

I 4-O£

2

( I _ X ) ( I _ 5 )

4

1 — a

2

(1—a)(i 4-8e)

4

1 + a
2

( , + « ) ( , _ 8)
4

4

4

1 — a

2
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Tableau VII.

CORPS 1° (\/^P)> P s r (mod. 4).

ÉWUMÉRATIOV DES FORMES REDUITES, P1R F*HILLES DE CTCLES D*ARÊTES ELLIPTIQUES

p

I

5

i 3

2 1

!

C>cles composant

une famille

5, 6 1

l \ 2f

2, 3

4, 5

i '

I. 2, 3
4, 5, 6, 7, 8, 9, IO, ii

13, l3

2', 3', 4f, 5',

i
2, 3, 4, 5
6, 7
8, 9

i', 2', 3', 4', 5'

I, 2, 3

4, 5, 6, 7 , 8, 9

IO, II

C(

de
de

s

pas

i

i
i

i

i
i

i

i

i

i
i
i
i

i

i

i

i

>mpo
la i

? segi

de

2

2
3

2

2
2

2

2

2

2
2
2
2

I

I

I

sitioi
}éri<x
nentî

u

)ério

i

i
i

3

i

i
i

3

i

i

i
i
i
i

Ï

i

i

3

i
ie

sta

de.

i

i

i/3

3

I
I

i/3

|

I

I
I
I
I

2

2

p OU rJ

I

i — a
2

i

(i «)(i S)

4
I

/ i \ t •* £\

(i -f a) (ï — S)
4

(i ~«)(i —8)

4

i +- a
2

Nomb
situées

de

s(ï)
exe.

*

i

J

ƒ

i

—

2

ie de réduites
sur les arêtes
/a famille

«'. i n'.

e\c.

!

SS
 

I 
1

—

ss
ss

—

I
I I

I >

—
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Tableau VIII.

CORPS 6 (\/~ P), P = 2 (mod.

ÉNÜMÉRATIOX DES FORMES HÉDUITES, PAR FAMILLES DE CYCLES D'ARETES ELLIPTIQUES

p

2

6

IO

i 4

Cycles

composant

une famille

ï

2

•'

2, 3

I

2, 3
4, 5, 6, 7

î', a\ 3'

I , 2, 3

4, 5

ï'. a', 3 '

péric

s

î

2

2

I

I

I

I

I

I

I

2

de
>de de

t

2

2

I

I

2

2

2

2

I

I

I

I

>sition
la
segm

u

î

î

î

î

î

î

î

î

î

î

î

enls

2
stu

i

1/3

I

2

I

I

I

I

2

2

I

2

p OU p'

I

î 4-Se
2

- î 4 -a
2

2

1»

(î — a)( i 4- OE)

4

î 4- a
2

( i - a ) f î 4- s)

'i

\omb
situées

de

2 S)

—

ap

P

P

—

re de ré
sur les
la fami

I

2 '

P

P

P

duites
arêtes

Ile

S(T)

—

P'

—

—

ap' I

—
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Tableau IX.

ANNEAUX Jfe (y/— P), P == 3 (mod. 4).

ÉNUMÉRATIOiN DES FORMES RÉDUITES, PAR FAMILLES DE CYCLES D'ARÊTES ELLIPTIQUES

p

3

7

11

i 5

l9

Cycles

composant

une famille

i

i '

2'

I, 2, 3

i f, a', 3 '

I, 2, 3

I

2, 3

Ï, 2, 3, 4, 5

i r, 2', 3'

péri<

s

i

pas

i

i

i

2

I

I

I

Gomp<
de

3do de

t

i

de pé

i

2

i

i

i -

i

2

Dsitioi
la
segrr

u

Ï

riode

i

i

i

i

i

i

1

i

îents

2

stn

2

2

I

2

I

2

2

2

1

p OU p'

i -\- a

2

2

I — a

2

i 4-a
2

2

(i +a)(i +Ô)

J *
• +«

2

i — a

2

>omb
situées

de

S(d)

0

—

P

P

—

ù

p

re de lé
sui les
la fami

—

P

P

—

s

?

duites
a rêtes

Ile

éi
e\c.

p'

1
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Tableau X {final}.

NOMBRES DE CLASSES DE FORMES D'HERMITE

DE DISCRIMINAIT DONNE VDMETT\NT 4 OL 6 \UTOMORPHIES

Cas exceptionnels : P = i, %4 =

P == i (mod. 4)
(corps)

P = 2 (mod. 4)
(corps)

P = 3 (mod. 4)
(anneaux)

P

i

5

i3

«7

21

2

6
IO

i4

3

7
ii

f9

exe.

1 + 4/

I

2

2

2

I

I

2

f

exc.

a/'

V'
4/'

4/

1/2

I

I

I

I

I

1

2

I

I

2

2

2

I

2

2

exc.
I
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