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PREMIÈRE THÈSE

ESPACE DISCRET PARAMÉTRIQUE

E T N O N P A R A M É T R I Q U E (')

INTRODUCTION.
Il y a an moins trois façons d'aborder l'étude des espaces discrets;

chacune a son propre mérite et m'a servi à différents moments. Tout
d'abord, les éléments (points) de l'espace euclidien, de même que
ceux des espaces non euclidiens comme celui de Riemann ou de
Lobatchewskv, forment un continuüm et par suite il en existe un
nombre infini dans le voisinage d'un élément quelconque de l'espace,
quelque restreint que soit ce voisinage. Ils ne peuvent donc pas
correspondre à des éléments concrets du domaine de l'expérience
comme les molécules, atomes ou électrons puisque l'on admet que
ces éléments ne forment pas un continuüm et existent en nombre
infini dans toute portion finie de l'espace. Nous nous proposons
d'étudier un espace (que nous appellerons espace discret) fornié
d'une quantité dénombrable d'éléments (particules) tel qu'il n'existe
qu'un nombre fini d'éléments touchant un élément arbitraire, et
nous ferons cette étude en prenant pour ba^e la relation de contact.
Notre Jbul est. non pas de supplanter une géométrie existante, mais

(*) Des parties de cet ouvrage ont été présentées à \ Attterican Matliematical
Society le >.H octobre 1922 et \c a- décembre 19 2-2 sous les tUves Partiële Geometry
et A contribution to partirle geometry. Elles constituent la thèse soutenue par
Fauteur à l'Harvard Universitv.
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de voir où pourrait nous conduire l'étude d'un espace si radicalement
différent des espaces familiers, où entreraient les plus importants
concepts des mathématiques, et où s'en appliqueraient les méthodes.
S'il fallait nous reporter à une image géométrique ou faire appel à
l'intuition pour la vérification des assertions que nous ferons sur les
espaces discrets, l'étude de ces espaces serait lente et fatigante. Car,
même dans l'étude de la Géométrie ou de la Mécanique, on exprime
généralement ses assertions par des formules algébriques ou vecto-
rielles, et Ton fait les déductions grâce à la connaissance que l'on a
des règles du calcul algébrique ou du calcul vectoriel. Si ces règles
de calcul qui nous sont familières s'appliquaient aussi à l'étude des
espaces discrets nous pourrions nous estimer heureux. Malheureu-
sement, ce n'est pas le cas, et nous sommes forcés d'introduire deux
nouvelles opérations Pj Q et P /Q qui, jointes aux opérations addi-
tion, soustraction et multiplication de Y Algèbre de la logique (' )
convenablement étendues aux espaces, formeront un ensemble de
cinq opérations semblable à celui de cinq opérations addition, sous-
traction, multiplication, division et élévation aux puissances de
F Algèbre des nombres réels et imaginaires. La signification intuitive
des symboles P Q et P / Q toutes les fois que P et Q sont des espaces
discrets est la suivante : P | Q désigne tous les éléments de P qui ne
sont pas en même temps éléments de Q et dont chacun touche au
moins un élément de Q; P/Q désigne tous les éléments de P qui ne
sont pas en même temps éléments de Q et dont chacun touche tous
les éléments de Q. Le premier est défini implicitement comme
une opération binaire continue (2) satisfaisant aux six conditions
suivantes :

Quand P, Q et R sont des espaces discrets, P j Q est un espace

(») Pour le lecteur à qui ces trois opérations de VAlgèbre de la logique ne
seraient pas familières, je les ai traitées dans l'Appendice à titre de renseignement.
L'usage explicite de la soustraction ma permis de définir cette opération d'une
façon plus simple qu'il a été fait jusqu'à présent et de démontrer les théorèmes qui
s'y rattachent dans un ordre plus naturel. Nous indiquons dans l'Appendice des
références aux livres qui traitent de cette Algèbre.

(2) On trouvera dans l'Appendice, la définition d'une opération continue ainsi que
la définition de la limite d'une suite d'espaces dont elle dépend. Cependant, si
nous nous bornons à «les espace4* d'un nombre fini d'éléments il n'est pas nécessaire
de spécifier que les opérations envisagées sont continues. Quand P et Q sont des
espaces, P < Q veut dire P est contenu dans O ( voir l'Appendice).
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f y , et

(1) p|Q<P-PQ,

(2) P | ( Q 4 - R ) < P | Q - f - P | R ,

(3) si R < P | Q , on a R < R | Q ;

(4) si R < P , ona R | Q < P | Q ;

(5) si R < Q , ona P | R < P | Q - f - Q ;

(6) si P |Q s O et PQ = O, ona Q |,P === O (*),

d'où nous t irons :

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

tg) si P < Q < R , ona ( R | P ) Q s Q | P ;

(h) p|(Q-+.R)^(P_PR)|Q_i_(P__PQ)|R) etc.

Nous plaçant à ce point de vue nous donnons les définitions (expli-
cites) suivantes : (i) deux éléments A. et B (l'un espace discret sont
ou ne sont pas conjugués (3 ) suivant que À | B ̂  o ou A | B = o;

(1) Le symbole O représentera, soit un espace vide, soit le nombre zéro suivant
que. dans l'autre membre, figurera un espace on un nombre.

(3) Cf. (pqY = prqr et (pq)jr — (qjr)p où /?, q et r sont des nombres.
(3) Nous emploierons l'expression très brève « éléments eonjugués » au lieu de

l'expression plus longue « éléments qui se touehent », non seulement à cause de la
rapidité mais aussi parce qu'il n'est pas besoin que les éléments des espaces consi-
dérés soient des corps solides (comme ceux qui ont suggéré cette étude). Us peuvent-
être, par exemple, des fonctions d'une certaine classe (ou fies nombres dun certain!
champ), où, si P et Q sont des ensembles de fonctions (ou de nombres) de cette classe-
(ou de ce champ), P j Q design*1 un sous-ensemble de P — PO qui satisfait aux six con-
ditions ci-dessus. Pour de telles applications, l'expression choisie convient certai-
nement davantage que l'autre que nous aurions aussi pu employer On trouvera au
Chapitre V une application où les éléments sont ries régions (dans un plan) aux
frontières convexes (voir i5(j). Parmi les nombreuses assertion^ impliquées par la
phrase « À est un élément (point) de l'espace S », il est seulement nécessaire, à notre
connaissance, d'en prendre une seule comme définition : toutes les autres s'en dédui-
sent. Voir dans l'Appendice la définition Clft et les théorèmes suivants. Cf. Ency-
klopadie der mathemalischen Wissenschaften, Band III,, Heft 1, VB p. 16-17.
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( M ) P/Q est le sous-espace de P — PQ contenant tous les éléments
conjugués chacun à tous les éléments de Q; et nous démontrons
(quand le second membre, Q ici, est dénombrable) que ( m ) PJQ
est le sous-espace de P — PQ qui contient tous les éléments conjugués
chacun à au moins un élément de Q, et nous démontrons en parti-
culier que

(i°) P /Q<P —PQ;

(a*) (P/Q)(P/R)<P/(Q+R);

(3°) si R<P/Q, on a R < R/Q ;

(4°) si R < P , on a R/Q < P/Q;

(5°) si R<Q ? on a P/Q < P/R (*);

(6°) si P/Q = o et PQ = o, on a Q/P == o.

A partir de là, le développement de la théorie des espaces discrets
qui consiste à les classer et à en étudier les propriétés est le même
pour chacun des trois moyens d'approche.

Un second moyen d'aborder l'étude des espaces discrets, qui ne
diffère que légèrement de celui que nous venons d'exposer, consiste
à définir implicitement l'opération P/Q comme une opération binaire
continue satisfaisant aux conditions i°, 2°, . . . , 6° ci-dessus. De ces
six conditions on déduit sans difficulté que les six identités ci-
dessus (a), (6), (c), (<:/), (e), (g) sont encore vraies si la barre
verticale y est remplacée partout par la barre inclinée et que :

(fto) P / Q < P | Q ; et, si , | Q | = i , on a : P/Q == P|Q.

Nous plaçant à ce point de vue, nous donnons les définitions sui-
vantes : (jf) deux éléments A et B d'un espace discret sont ou ne

(*) Cette condition fait particulièrement songer à la division. Il faut remarquer
que, à cause de (f) et de l'identité (f°) et de la définition {iii), qui vont suivre,
cette condition et la condition (5) ci-dessus sont essentiellement les seules condi-
tions qui diflërentient l'opération P/Q de l'opération P j Q.

(2) Cf. pipr=p^r, pir=(pi)r et \*>%pqr = logp<? -+- \ogpr. Les trois conditions
(lois) (pç)r-prqr, pipr = pi'r et pir= (p'i}r s o n t i e s conditions qui définissent les
puissances en Algèbre. L'opération P/O satisfait aux deux premières, mais au lieu
de satisfaire à la troisième elle satisfait à pipr = p<i-r. Elle satisfait cependant aux
lois de dislrihutivité du logarithme que nous venons de citer.
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sont pas conjugués selon que A / B ^ o ou A/B = o; (i7) P | Q est
le sous-espace de P — PQ contenant tous les éléments conjugués
chacun à au moins un élément de Q; et nous démontrons (quand le
second membre est dénombrable) que {iii) P/R est le sous-espace
de P — PQ contenant tous les éléments conjugués chacun à tous les
éléments de Q, et nous démontrons, en particulier, les six assertions
ci-dessus qui ont défini l'opération P | Q . Nous allons maintenant
parler du troisième et dernier moyen d'approche.

Le concept « espace /?-aire » (n ^> i), c'est-à-dire un espace S
avec une fonction (M S(X l 7 X2 , . . . , Xra) qui fait correspondre un
nombre à chaque ensemble de n éléments (points) de S et qui satis-
fait à la condition

(D S(X,, X2)-h S(X2, X,) = o,

si n = 2 et à diverses autres conditions si n > 2, un tel concept est
une union naturelle des concepts d'espace et de fonction et est à la
base de plusieurs théories mathématiques. Les plans euclidiens et
non euclidiens, les espaces à trois ou à n dimensions peuvent être
définis comme des espaces binaires satisfaisant à certaines conditions
qui viennent s'ajouter à celle que nous venons de donner. Les
auteurs (2) qui ont employé la relation d'entre ou d"ordre en déve-
loppant d'un point de vue moderne la géométrie euclidienne ou
projective se sont servi, dans les assertions (axiomes, postulats, etc. )
qui impliquent la définition du terme droite, de l'équivalent de
l'espace ternaire S dont la fonction S(X{ ,X.2 , X3) satisfait, à la
place de la condition (1) ci-dessus, aux conditions :

(1') Si S(Xi, X-2, X3) = 0 , alors Xt = X2, et réciproquement;

(1") Si S(Xt, X2, X3) > o, alors :

(a) S(X3, X,, X,) > o; (b) S(X2, Xiy X 3 )<o et (c) S(XU X,, X 2 )<o;

(ï") A trois éléments Xi, X2, ̂ 3 quelconques de S il correspond un élé-
ment Xj tel que S(X/, X7, XA) > o (i ̂  j ^ k 3̂  i = 1, 2, 3).

(') Nous réservons le mot fonctionnelle introduit par M. Hadamard à la fonction
d'un espace n-aire dans lequel les éléments sont définis comme des fonctions, des
courbes, etc.

(2) Encyklopadie, loc. cit., p. 23. Voir en particulier O. VEBLEN. A System of
American axioms for geometry, Transactions of the Mathematical Society,
vol. 5, 1904, p. 3̂ 4- A propos des espaces discrets on pourra aussi consulter
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Les aoteurs (4) , qui ont employé la relation de séparation dans les
assertions qui impliquent la définition du terme droite, se sont servi
(quoique, encore, sans l'expliciter en en donnant le nom ou la nota-
tion) de l'équivalent de l'espace quaternaire S dont la fonc-
tion S (X, , X2, X3 , X4) satisfait, au lieu de la condition ( i) , aux
conditions :

(i') Si S(XH X.2, X3, X4) = o, alors on a, soit :

Xt = X3, soit X2= X4, soit X, = X3, et X,> = X4, et réciproquement;

(i*) Si S ( X j , X.,, X3 , Xi) < o (*), alors :

(a) S(Xa, X,, X3, X 4 ) < o ; {b) S(X3,.X4l Xu X 2 ) < o;

(c) SfX,, X3, X,, X 4 ) > o ;

(iw) A quatre éléments distincts XlT X>. X3, X4 quelconques de S il corres-
pond au moins une permutation telle que

S(X/, Xy, X*, X / ) < o ( î V y V ^ ^ i , 2, 3, 4);

(iIT) Si Xu X-2. X3, X4 sont quatre éléments de S qui satisfont à la condi-
tion S(X,, X->. X3, Xv) < o et si X5 est un élément de S distinct de
ces quatre éléments, alors, soit S(X1, X.2, X3, X5) <C o et S(X1? X2,
X4, X 3 ) > o , soit S(Xt, X,, X3, X 5 ) > o et S('X,, X,, X4, X5) < o.

Maintenant, dans notre troisième moyen d'aborder l'étude des
espaces discrets nous donnons les définitions suivantes : ( i) deux
éléments A et B d'un espace binaire S sont ou non conjugués selon
que S (A, B) ̂ = o ou S (A, B) = o (3) , (ii) un espace discret est un
espace binaire dans lequel les éléments conjugués ou non conjugués
sont définis comme on vient de le faire, et nous définissons P /Q

MM. VEBLEN et BUSSEY, Finile projectile geometries, Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society, vol. 7, 1908, p. 241.

(1) Encyklopadie, foc. cit., p. 63. Voir en particulier J. L. COOLIDGE, The éléments
of non Euclidean Oeometry, Oxford Press.

(2) Le nombre peut être interprété comme le rapport anharmonique des quatre
points X t , X2, X3, X4. Les nombres que fait correspondre la fonction de Tespaöe
ternaire de Veblen ont aussi une interprétation géométrique simple.

(3) II se peut que, dans un espace binaire, S (A, B) soit égale à zéro, les élé-
ments A et B étant cependant distincts. Un espace (E), d'abord défini par
M. Fréchet. est un espace S binaire satisfaisant à la condition S{A, B) ?£ o
chaque couple d'éléments distincts de S.



et P j Q , au moyen des éléments conjugués comme nous lès avons
définis dans les premier et deuxième paragraphes. Nous démontrons
alors que P | Q et P /Q satisfont aux conditions qui les définissaient
dans les premier et deuxième paragraphes; et, ayant prouvé cela,
nous avons montré que les conclusions que nous pouvions tirer des
définitions dans le premier et le second paragraphe, au moins quand
les espaces considérés sont dénombrables (* ), sont identiques à celles
que l'on peut tirer des définitions que nous \enons maintenant de
poser.

Quel que soit le procédé que nous choisissions pour définir un
espace discret, nous pouvons définir un espace discret S connexe par
la condition que, R étant un sous-espace quelconque de S tel
que S — R Ê̂É o, on ait S | R ^ o ; l'interprétation physique d'espace
discret connexe étant qu'il ne peut être divisé en deux parties P et Q
telles qu'aucune particule de P ne touche une particule de Q, et
inversement. Ou bien nous pourrions encore spécifier qu'un espace
discret S est connexe par la condition qu'à tout couple de deux
éléments A et B de S il corresponde un arc discret ayant sa signifi-
cation évidente (voir i (, ) ( 2 ) , l'interprétation physique de cette défi-
nition d'un espace connexe discret étant évidemment que l'on peut
aller à travers cet espace d'une particule quelconque à une autre
particule sans avoir à faire des sauts (3) . Comme on montre aisément

( l) Pour qu'il en soit de même pour tous les espaces ordonnables, il faut modifier
un peu la définition d'une opération continue, (voir C1)5.

(-) Un nombre affecté d'un indice inférieur désigne une définition. Ainsi ib désigne
la définition ih. Un nombre affecté d'un indice supérieur désigne un théorème (ou
un corollaire). Ainsi ia désigne le théorème ia et if désigne le théorème ia corol-
laire 2. Un nombre sans indice désigne un Iemine.

(3) Gomme les expressions que nous introduisons sont définies avec brièveté et*
rigueur au moyen des opérations P | Q et P/Q, nous pouvons adopter une certaine
liberté de langage quand nous en donnons une interprétation physique, ce que nous
n'aurions pas pu faire sans cela. Ces définitions d'un espace discret connexe sont
analogues- respectivement aux définitions dun continuüm par Jordan et Cantor!
Cependant, bien que ces deux définitions d'un continuüm ne soient pas équivalentes,
les deux définitions que nous avons (tonnées d'un espace discret connexe le sont
(voir \a). Si (quand P et Q sont des espaces binaires) nous désignons par P |Q le
sous-espace de P — PO dont chaque point est un point d'accumulation de Q*
dans P- f -O, nous pouvons énoncer la définition d'un continuüm par Jordan de la
façon suivante : un espace (non vide) S est un continuüm (est connexe) si pour
tout sous-espace ( non vide ) FI de S, S — \\ yà o, on a : (S — R ) | H -«- R j (S — R ) ^ o .
Il est facile de démontrer que si l'on prend cet énoncé pour la définition d'un
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que ces deux définitions sont équivalentes il n'impoite pas particu-
lièrement de savoir laquelle des deux assertions nous choisirons
comme définition et laquelle nous démontrerons comme théorème.
Avant défini un espace discret connexe nous pouvons maintenant
définir un espace discret de connexité m comme un espace formé
de m parties connexes et telles que la somme de deux quelconques
d'entre elles ne le soit pas. Ce concept familier de la connexité, joint
à l'opération P /Q et au concept du nombre de dimensions, nous
permettra de faire plus loin (Chapitre i l) une large classification
des espaces discrets, seule classification existante de ces espaces, à
notre connaissance. Nous emploierons iéquation C(S) = /ra pour
spécifier que la connexité de l'espace discret S est m (*).

Une transformation qui établit une correspondance biunivoque
entre les éléments de deux espaces discrets S et S' est appelée trans-
formation équivalence si elle fait correspondre à deux éléments
conjugués de S deux éléments conjugués de S' et réciproquement
(voir r2a). Deux espaces discrets sont équivalents s'ils possèdent une
telle transformation. On peut dire, en gros, que, sans tenir compte de
la nature des éléments ni de la nature de la conjugaison, deux
espaces discrets équivalents sont essentiellement les mêmes et peuvent
être superposés. Chacun sait que deux plans euclidiens (ou des
droites, ou des espaces à trois dimensions) sont eongruents (équiva-
lents, égaux), et qu'ils peuvent être superposés d'une infinité de
façons. Le même fait n'est presque jamais vrai pour deux espaces
discrets équivalents pas plus que pour les espaces binaires, ternaires
ou quaternaires généraux. En fait, nous pouvons aisément construire
des espaces équivalents d'un nombre quelconque d'éléments qui
soient équivalents d'une seule manière (voir 23"). Le nombre des
transformations équivalence qui transforment un espace discret en
lui-même est ce que l'on appelle Vordre de cet espace, et nous pou-
vons construire des espaces discrets dont Tordre soit égal à un entier
positif quelconque donné à l'avance (voir 2/ja). Nous montrerons
que l'ensemble de ces transformations des espaces discrets forment

espace discret connexe, elle est équivalente aux deux définitions déjà données.
Un espace de n-ceUule (voir bb) connexe comme un espace binaire est aussi con-
nexe comme un espace discret, et réciproquement.

(*) Nous ne nous occupons dans ce mémoire que d'espaceg discrets de connexité
finie.
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un groupe (voir iofl) et par suite, si m est le degré d'un espace
discret fini S (si m est le nombre des éléments que S contient),
V ordre de S est un facteur de m!( ) ) . Nous nous servirons de l'équa-
tion S = S' pour indiquer que les espaces discrets S et S' sont équi-
valents.

Nous dirons par définition qu'un espace discret est à n dimensions
s'il contient n-\-i éléments et pas davantage, tels que deux quel-
conques d'entre eux soient conjugués (voir 3rt). Bien que cette défi-
nition puisse paraître à première vue un peu arbitraire, je pense tjue
la suite la justifiera pleinement. Je rappelle ici seulement que le
nombre maximum de points qui sont à la même distance l'un de
l'autre est de 3 pour le plan euclidien, de 4 pour l'espace euclidien
à trois dimensions, de n + i pour l'espace euclidien à n dimensions.
Pour que deux espaces discrets soient équivalents, il faut que leurs
degrés, ordres, connexités et nombre de dimensions soient respec-
tivement égaux. Nous emploierons le symbole S'w pour désigner un
ensemble de n -j-i éléments tels que deux quelconques d'entre eux
soient conjugués. L'importance de l'ensemble S'w tient à ce qu'il peut
être défini aussi aisément au moyen de la seconde opération que nous
avons introduite, et d'au moins deux façons, à savoir : (a) un
ensemble discret S de degré n-\-\ est un S'u si, pour tout sous-
ensemble R de S on a S/(S— R ) : ^ R ; (b) un ensemble discret S
de degré n -h J est un S'n si, pour tout espace discret T contenant S
et pour tout sous-ensemble R de S, o n a R < T / ( S — R). Il est clair
qu'un espace discret à n dimensions contient un S„ et non un S^
{m>n).

Nous allons étudier une généralisation des espaces discrets : l'es-
pace discret paramétrique et une spécialisation , Vhyperespace
discret.

Les espaces binaires paramétriques se divisent naturellement en
deux espèces : ceux dans lesquels le nombre des éléments reste cons-
tant et où varient seules les distances mutuelles des éléments, et ceux
dans lesquels le nombre des éléments ne reste pas constant. Les pre-
miers sont étudiés tout au long en Mécanique et nous n'en parlerons

(*) Le terme ordre (d'un espace ou d'une transformation) et le terme degré sont
empruntés à la théorie des Substitutions finies (groupes).
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pas ici. Les derniers ont à peine été étudiés et nous leur réservons le
Chapitre V.

Les hyperespaces sont des espaces dont les éléments ne sont pas
arbitraires, mais sont spécifiés comme nombres, fonctions ou espaces,
et on n?a commencé que récemment à les étudier. Les points du
plan euclidien, de l'espace euclidien à 3 ou n dimensions sont arbi-
traires; ils peuvent être des montagnes ou des microbes, cela importe
peu en ce qui concerne la démonstration des théorèmes après que
les termes figurant dans les énoncés ont été proprement définis; par
suite les espaces euclidiens ne sont pas des hyperespaces. Avant que
Pliiker ait commencé l'étude de la géométrie réglée les hyper-
espaces, dont les éléments sont des espaces (droites dans le cas de
Pliiker), n'entraient pas effectivement dans les mathématiques, mais
depuis lors s'est développée l'étude des hyperespaces dont les éléments
sont des droites orientées, des cercles, des cercles orientés, des
sphères, etc. ( ' ». De nombreux auteurs qui traitent de VAnalysis situs
considèrent cet espace comme un hyperespace dont les éléments sont
des ensembles de n nombres, et l'on a récemment introduit dans
l'étude du « fonction space » (un hyperespace dont les éléments
sont des fonctions) des concepts géométriques comme la droite, le
pian, Forthogonalité des droites, etc.

Pour montrer comment les concepts de l'hyperespace peuvent être
étendus à l'étude des espaces discrets, nous étudierons ici des hyper-
espaces discrets de deux sortes : ceux dont les éléments sont des
sous-espaces d u n espace discret arbitraire, et ceux dont les éléments
sont des cellules fermées à n dimensions. Parmi les hyperespaces
de la première sorte associés à un espace discret arbitraire S, nous
étudierons : (i) l'hyperespace T ( S ) , où T est une transformation
équivalence de S; (il) les hyperespaces complémentaires de T (S) ,
et (iii) les hyperespaces Dm (S) (où m est un entier positif quel-
conque au plus égal au nombre de dimensions de S), que nous appe-
lons le dérivé mi;'me de S (voir 2 r , 2,/, 5,/). Dans le premier, T (S ) ,
les éléments sont les ensembles de S cycliques par rapport à la trans-
formation T. Dans les seconds, les hyperespaces complémentaires
de T ( S ) , les éléments sont aussi déterminés par la transformation T.

( l) Voir The Circle and the Sphère, par l'auteur des Eléments of non Eucli-
deun Geometry déjà cité.
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Dans le premier, aussi bien que dans les seconds, deux éléments P
et Q sont conjugués si, considérés comme des sous-espaces de S, ils
satisfont à la condition P | Q ^ o. Dans le dernier, DW(S), les élé-
ments sont les ensembles Sf

//t contenus dans S et la condition pour
que deux d'entre eux P et Q soient conjugués est : soit (a) que la
somme P -f- Q , considérée comme un sous-espace de S ( * ), soit un
S'm-H ; soit (//) que le produit PQ, considéré comme un sous-espace
de S, soit un S'/;J_|. Il y a donc ainsi deux types d'hyperespaces D m (S)
associés à un espace discret arbitraire S. Dans l'un, tous les couples
d'éléments conjugués satisfont à la condition ( a ) , dans l'autre ils
satisfont à la condition (/>). Ici nous nous intéresserons surtout aux
hyperespaees Dm(S ). J'indique cependant en passant que l'étude des
liyperespaces complémentaires de Phyperespaee T ( S ) est, à un cer-
tain point de vue, analogue à l'étude des droites d'un plan sous une
transformation projective, et sera vraisemblablement poursuivie
comme telle plus tard, pour des espaces discrets particuliers. Parmi
les hyperespaees de la seconde sorte, ceux dont les éléments sont des
cellules fermées à n dimensions, nous n'étudierons que ceux que
nous appelons surfaces et qui sont des surfaces à n dimensions, du
moins au point de vue de VAnalysis situs.

Une cellule fermée à n dimensions (closed n-cell en anglais) ( 2 )
est ordinairement définie, dans les ouvrages d''A nalysis situs, comme
un sous-espace (d'un espace binaire) homéomorphe à une sphère
fermée S à n dimensions, et les points de cette cellule correspondant
aux points sur la frontière de S constituent ce qu'on appelle la fron-
tière de cette cellule. Nous avons pensé, cependant, qu'il serait plus
dans l'esprit de cet ouvrage, d'avoir une définition d'une cellule
fermée à n dimensions basée sur celles de ses propriétés (3) dont il
sera fait directement usage dans la démonstration de nos théorèmes.
C'est pourquoi nous considérerons une cellule fermée à n dimensions
comme un espace binaire connexe, ferme, satisfaisant aux huit con-

( l) Par somme (ou produit ou différence, etc.) de deux: éléments d'un hyperespace
nous désignerons toujours, môme quand nous ne l'indiquerons pas explicitement
comme ici, la somme ou le produit (ou la différence) des sous-espaces que ces deux
éléments représentent.

('-) Nous emploierons aussi dans nos démontrastions le mot n-cellule à la place de
l'expression « cellule à n dimensions ».

(3) Les propriétés qu'implique la suite d'axiomes contenus dans VEneyktopadië,
loc. cit., p. 168, ne suffisent pas pour le but que nous poursuivons.



ditions suivantes (A' et B' désignant les frontières («) des cellules A
e t B ) ( « ) :

i° Si le produit AB (tous^ les points communs à A et B) de deux
cellules fermées A et B à n dimensions (n = 1, 2, . . .) est une cel-
lule à n— 1 dimensions et que AB EEE A'B' : (i) A-f-B est une cel-
lule à n dimensions fermée; (il) (AB)'== (A-j-B) 'AB, et (iii)
A'H-B' EBZ (A -f- B ) ' + A B , où (A-h B)' et (AB)7 sont respectivement
les frontières des cellules A-f-B et AB, et où une cellule à zéro
dimension est un point et n'a pas de frontière.

20 Si les cellules à n dimensions A et B sont situées sur la frontière
d'une cellule à n -f-1 dimensions et si le produit AB est une cellule
à n — 1 dimensions, on a AB ^ A B ' .

3° Soient a un point quelconque d'une cellule fermée, A et b un
point quelconque de A — A' (distinct de a); alors, selon que a est
contenu ou non dans A; il existe dans A une cellule B à 1 dimension
contenant a et b et telle que BA'== a ou BA; == o ( 3) .

4° A toute cellule fermée A à n — 1 dimensions, située sur la
frontière C' d'une cellule G à n dimensions, il correspond une
cellule B, également à n — 1 dimensions, telle que : (i) A + B s C
et(iï)AB== A ' = B ' ( ' ) .

5° A tout couple de cellules à n — 2 dimensions A et B satisfaisant

(') La frontière d'une cellule fermée A est, bien entendu, un sous-espace de A
déterminé par A d'une seule façon. Une cellule ouverte est une cellule fermée
sans sa frontière. Le terme cellule, quand il n'est pas suivi de l'un des mots
fermée ou ouverte, désigne soit une cellule fermée, soit une cellule ouverte.

(2) Pour la définition d'un espace binaire connexe, voir la note relative à la
seconde définition dun espace discret connexe. Un espace binaire S est fermé si
toute suite convergente dans S a un point limite et un seul. Parmi les propriétés
d'une suite convergente nous ferons seulement .usage (voir 12c) de celle qui est
presque identique à la condition (H) dans la définition d'une (L) classe donnée par
M. Fréchet dans sa Thèse, Paris, 1906, à savoir : Si une suite Alf A2, . . . , An, . . .
est convergente, toute suite d'éléments de la première suite pris dans le même
ordre : Ant, An5 An , . . . est convergente; et, si A est la limite de la première
suite, c'est aussi limite de la seconde.

(3) Par suite, puisque toute cellule est connexe, à tout point P situé sur la fron-
tière A' d'une cellule fermée A il correspond (au moins) une suite conver-
gente P t , P2, . . , P,,, . . . de points dans A — A' telle que P soit le point limite
de cette suite. De même, A — A' est connexe.

(4) Par suite, la frontière d'une cellule fermée à 1 dimension est un couple de
points (voir 8°). Et, à tout couple de points contenus dans une cellule fermée ou
ouverte il correspond une cellule à 1 dimension dont la frontière est ce couple et
qui est contenue dans la première cellule.
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à AB = A ' = B ' et contenues dans la frontière A\ d'une cellule
fermée Af à n dimensions (n > 2) il correspond une cellule fermée B$
à n — 1 dimensions contenue dans A{ telle que A'1B,EEB'1 = À + B.

6° A toute cellule fermée à n — 1 dimensions B contenue dans
une cellule fermée A à n dimensions et satisfaisant à A ' B ^ B ' , il
correspond deux cellules fermées Aâ et B, à n dimensions telles que :
( 0 A, + B, = A et («) A, B, = A', B; = B (' ).

70 Si les frontières de deux cellules fermées A e t B sont identiques
et que A est contenue dans B, o n a A. = B ( 2 ) .

8° Toute cellule à n dimensions ( / i> i ) contient au moins une
cellule à n — 1 dimensions dans sa frontière.

De cette définition (implicite) d'une cellule à n dimensions il
résulte immédiatement que, pour les deux cellules à n dimensions A
et B de la condition i°,

et que A'— A'Bf est une cellule ouverte à n — \ dimensions dont la
frontière est (AB)' (4°)- Cela nous permet finalement de prouver que
toute surface (voir 5 )̂ connexe (considérée comme un espace
•discret dont les éléments sont les cellules et dans lequel deux
éléments sont conjugués s'ils ont une cellule à n — 1 dimensions
en commun) est un espace normal (discret) Sw de classe 2
{voir fa 11S 12e, i3 ')(»).

(*) Par suite, puisque A est fermée, A — B est de connexité 2. Voir plus loin la
définition d'un plan. Les définitions d'un espace binaire de connexité m et d'un
espace discret de connexité m sont littéralement les mémos. Seulement le mot
connexe est pris avec un sens différent dans les deux cas. Plusieurs des théorèmes sur
les espaces connectes, binaires ou discrets peuvent être énoncés (et aussi démontrés)
de la même façon. Par exemple, si les espaces connexes (binaires ou discrets) P et Q
satisfont soit à PQ ^ o, soit à P j Q ^ o, l'espace P -b O est connexe, etc.

(2) Par suite, à toute couple de points a et b contenus dans une cellule A à
1 dimension, il correspond une seule cellule (ah) dans A également à 1 dimension
dont la frontière est a -f- b. Et, pour trois points a, b, c quelconques de* A 00
a a{bc) -h b(ca) -4-c(ab) ^ o. Les théorèmes •«. d'ordre » pour les points sur un
segment ou une droite sont donc les mêmes points sur une cellule de 1 dimension.
Voir, plus loin, la définition d'un segment et d'une droite.

(3) En désignant par S | A' le sous-espace de l'espace binaire S dont chaque
point est à une distance d du point A, nous pouvons énoncer la définition de l'ana-



11 est clair, d'après le dernier théorème que toute caractéristique
{invariant) d'une surface W«, définie uniquement en fonction des
cellules à n dimensions de la surface, est nécessairement une caracté-
ristique des espaces normaux discrets Sn de classe 2. Et, proposition
converse, tonte caractéristique d'un espace normal Sn de classe 2
pour lequel il existe une surface W n équivalente à ce Sn est une
caractéristique (sans être nécessairement un invariant) de cette
surface. On peut montrer, sans grande difficulté, pour plusieurs
surfaces à deux dimensions, sans frontières (Randen) (*), que si Ton
trace sur elles un certain nombre de courbes, elles peuvent être
découpées en cellules à 2 dimensions de façon à former des
surfaces W3. Il en est indubitablement de même pour toutes telles
surfaces à 2 dimensions et peut-être aussi pour toutes telles surfaces
à n dimensions. Nous montrerons en détail, et avec quelque difficulté,,
qu'il correspond à tout espace normal S.» de classe 2, fini, de connec-
tivité 1 (voir 6e), une carte dans le plan (par suite une surface W 2 }
qui, considérée comme un espace discret de cellules à deux
dimensions, est équivalente à l'espace S2 donné (voir 8e, 9e, 1 5e, 60).
On peut certainement généraliser et prouver qu'il correspond à tout
espace normal S2 fini, de connectivité //?, une surface Wâ (non plus
dans le plan) équivalente à l'espace S2 donné, bien qu'il puisse y
avoir des difficultés à généraliser le théorème Sr. Cependant, il ne
correspond sûrement pas à un espace normal S3 (de classe 2), fini,
de connectivité ( 1, m) ou m^> 1 (s'il existe un tel S3) une surface W 3

qui lui soit équivalente. Ü serait certainement très intéressant que
tous les invariants d'Analysis situ s d'une surface à n dimensions (du

logue (pour les espaces binaires) d'un espace normal (discret) S,, de classe % de la
façon suivante :

Un espace binaire connexe, fermé S est un espace normal à n dimensions (n = if2,3,...),
si pour tout point A de S il existe un voisinage e "> o tel que chaque sous-
espace S | À (o <C d <C £) de S contenu dans ce voisinage soit un espace normal
à n — 1 dimensions, où un espace normal à zéro dimension est réduit à un couple
de points.

Les espaces enclidiens et les espaces non enclidiens à n dimensions, mentionnés
dans le commencement de l'Introduction, sont des espaces binaires normaux
à n dimensions.

(*) Les surfaces avec des frontières correspondent aux espaces de «-cellules qui
ne satisfont pas la première condition dans la définition d'une surface Wn . Ces.
derniers sont sous certaines conditions les espaces normaux TM (voir 6a).



moins ceux qui sont connus) fussent définis indépendamment de la
nature des éléments qui constituent la surface. Cependant, consi-
dérant l'état actuel de VAnalysis situs, où il est fait si grand usage
de l'intuition, il faut s'en remettre à l'avenir pour décider jusqu'à
quel point cela est possible ( * ).

Nous montrerons dans le Chapitre 11 que l'ensemble S'n déjà défini
est un espace normal à n dimensions, de classe i. 11 apparaîtra
souvent dans notre ouvrage un autre espace normal particulier,
l'espace normal S t à n dimensions (2) de classe 2; les S» finis ( 3 )
étant analogues aux courbes fermées (droite projective), et les Si
infinis étant analogues aux courbes Ouvertes (droite euclidienne). Il
peut être défini comme un espace discret connexe dont chaque
élément est de degré 2 [voir 3C). A tout couple d'éléments A et B
d'un tel S< infini il correspond un seul arc discret de S, passant par
A et B. Mais, si cet espace S t est fini, il correspond deux arcs
discrets de S passant par A et B dont la somme est Si et dont le
produit est A-f-B.

Un espace discret est dégénéré s'il ne contient aucun espace
normal de classe supérieure à 1. Nous montrerons que tout espace
discret qui ne contient pas un espace normal Si précédemment défini
est un espace dégénéré {voir \\c). En faisant usage du théorème qui
dit que tout dérivé dJun espace normal est connexe (voir i c ) ,
nous montrerons aussi que tout espace dégénéré fini, à n
dimensions, est colorable (twir 5C) en n -f- 1 couleurs et que tout
espace normal, dégénéré, fini, à n dimensions, est colorable en
n-\-\ couleurs d'une seule façon (voir 3 e , 17e, 18e). Il apparaîtra
comme corollaire des théorèmes qui conduisent au théorème cité
quelques lignes plus haut que tout espace connexe fini S, (j S | > 2),
a au moins deux éléments A d B tels que ses sous-espaces S — A
et S — B soient connexes, théorème très facile à énoncer, mais plus
difficile à prouver.

( !) Le nombre des cellules à o, 1, 1, . . . dimensions d'une surface Wn est le
même que celui des éléments des dérivés D"(W„), D""1 (Wn) , Dn~2(Wn), . . . .
Chaque dérivée d'une surface \Yn est un Komplexe ( Voir E ne y klopadie, loc. cit.,
p. i56) déterminé par cette surface ( Voir 5,,).

(2) L'indice dont on affecte l'espace, lorsqu'il n'est pas pris dans une suite
d'espaces, désigne presqne toujours un nombre de dimensions {voir 4f,)«

(3) Quand S est un espace, J S J désigne le nombre d'éléments de S. Un espace S.'
est fini ou infini selon que j S J est fini ou infini.
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II est évidemment intéressant, dans toute étude systématique des
espaces discrets, de savoir quel est le plus petit nombre d'éléments
nécessaires pour construire un espace discret de type donné, et
quel est le plus petit nombre d'éléments conjugués à un élément
arbitraire d'un espace de ce type (voir /\e). ^ n esPace d'un type
quelconque, comprenant le nombre minimum déléments sera
appelé primitif, et un élément d'un espace S, conjugué au
nombre minimum d'éléments sera appelé un élément primitif
de S. Nous démontrerons qu'un espace normal S^ primitif est
un Ŝ  et qu'un espace normal Sn (*) de classe m contient
m (n-\-i) éléments. Nous démontrerons également que pour tout
élément A primitif d'un espace normal Sn déclasse m S«1A est
un espace normal Sn_{ primitif de même classe, que deux
espaces normaux primitifs de même classe et même nombre de
dimensions sont équivalents, et plusieurs autres théorèmes
(voir Chapitre Tï). Le nombre des éléments d'un espace au-dessus
du minimum et le nombre des éléments conjugués à un élément
au-dessus du minimum sont appelés respectivement degré de
l'espace et degré de Y élément. Ainsi, un espace normal $n de classe
m et de degré k contient m (n -\- i) - j - k éléments, et, à un élément
de degré k' dans un espace normal S7i de classe m correspondent
mn -f- k' éléments qui lui sont conjugués (2). Approximativement,
l'étude de la colorabilité en quatre couleurs d'une carte dans un plan
revient en grande partie à celle de la distribution relative des
éléments de degré i et 2 dans un espace normal S2 de classe 2 et de
connectivité 1 (3).

Nous démontrerons que, pour tout espace normal Sm contenu
dans un espace normal S,t(n — m^>i), Sn—Sm et SA, | Sm sont
toujours connexes et que, pour tout espace normal SM_i de classq 2
contenu dans un espace normal Sn de classe 2, Sn—Sn_t et

(1) L'indice désigne son nombre de dimensions (voir l'avant-dernière note). Pour
plus d'unité nous ne parlerons, .dans l'Introduction, que des espaces normaux,
passant complètement sous silence les espaces denses et les espaces normaux Tn

(voir f\a, 6a).
(2) Voir la note relative à la définition 3.
(3) Voir Enryklopâdie, loc. cit., p. 177. Parmi les ouvrages parus depuis cette

date, voir en particulier G. D. BIBKHOFF The JReductibility of Maps {American
Journal of Ma thema tics, vol. 35, 191B, p. 116); et P. FRANKLIN, The four color
probleni, même journal, vol. 44/1922, p. 225.
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Sn I Sw_i sont soit connexes, soit de eonnexité 2 (voir rjd
J gd, iorf).

Ce dernier théorème nous permet de définir la connectivité d'un
espace normal de classe 2 analogue à la définition de genre
(geschlecht) ({) d'une surface, Ainsi, un espace normal Sa de
classe 2 est de connectivité 1 si, pour tout espace normal S< de
classe 2 dans S2, S2— S4 est de connexité 2 (voir 6C) ( 2) . De même,
un espace normal S2 est unilntëre ou bilatère selon qu'il contient
ou ne contient pas un espace normal S, (de classe 2) tel que S2 | Sj
soit connexe. L'existence des espaces normaux S2 qui ne sont pas de
connectivité 1 ou ne sont pas bilatères se montre sans trop de
difficulté.

Par exemple, Y espace normal S2 de classe 2 et de degré 10 dont
chaque élément est de degré -J est de connectivité 2. L'espace nor-
mal S2 de classe 2, de degré 4 et d'ordre 12 contenant quatre éléments
de degré 2 et six éléments de degré 1 conjugués à un des éléments
de degré 2 qui n'est pas conjugué aux trois éléments restants, est uni-
latère. Ces deux espaces sont, sans doute, respectivement un espace
normal S2 primitij de classe 2 et de connectivité 2 et un espace
normal S2 primitif de classe 2 unilatère.

Pour pouvoir étendre par induction les résultats auxquels nous
sommes arrivés pour un espace primitif d'un certain type à un espace
d'un nombre quelconque d'éléments du même type, il nous faut une
transformation telle que, si on l'applique à un espace de ce type, le
transformé de cet espace est encore du même type et a un élément
de plus. Approximativement un transformé d'un espace discret P
est l'espace résultant de P quand l'un de ses éléments s'est subdivisé
en deux éléments (voir 6b)• Un transformé normal d'un espace
discret P est un transformé de P dans lequel l'élément qui s'est sub-
divisé en deux l'a fait de façon à satisfaire à certaines conditions.
Nous démontrons qu'un transformé normal d\in espace nor-
mal Sn de classe 2 est un espace normal de même classe et même
nombre de dimensions que Sn (voir i5^) (3) . Par suite, puisqu'il

( ') Voir Encyklopaclie, loc. cit., p. 182 et 184.
(2) II est facile de démontrer qu'une surface W3 de genre m est de connectivité m

quand m = 1 ; c'est indubitablement vrai pour toute autre valeur de m et la réci-
proque doit aussi être vraie. Néanmoins la démonstration détaillée est longue, même
si m = 1.

(•*) Nous faisons cette démonstration en nous servant de l'espace normal T, (voir

THESE L1NFIBLD
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existe des espaces normaux Sn primitifs, il existe aussi des espaces
normaux S» de classe 2 et de degré quelconque ( * ). Nous démontrons
que si l'un des espaces normaux de classe 2 est un transformé de
l'autre, il en est un transformé normal. Pour deux tels espaces
normaux P et Q, Q étant le transformé de P et en outre

Q/(Q-PQ)«R.
on a les relations

D*(Q)| —

Par suite, le nombre

—...-+-(— i)«f D*(P>|

est invariant dans la transformation normale.
Contrairement à la transformation normale directe qui peut être

faite sur tout espace normal de classe 2, la transformation normale
inverse (à savoir : étant donné un espace normal Q de classe 2,
trouver un espace normal P tel que Q soit un transformé normal
de P) n'est pas toujours possible et présente de nombreuses diffi-
cultés. Gela ne peut évidemment être fait dans le cas où Q est l'un
quelconque des espaces primitifs déjà définis. Une condition néces-
saire et suffisante pour qiûà un espace normal Q de classe 2 et
dyun nombre quelconque de dimensions on puisse faire corres-
pondre un espace normal P tel que Q soit un transformé de P,
cyest que Q contienne un couple d'éléments conjugués qui ne
soient contenus dans aucun espace normal S» {de classe 2) pri-
mitif de Q (voir i6r/). Nous démontrons qu'un esoace normal S2

de classe 2 et de connectivité 1, non primitif, contient deux tels

6a, 5d). Par une légère modification de la définition d'un transformé normal nous
pouvons obtenir des transformations qui jouent — pour des espaces denses, normaux,
et des espaces normaux Tn — le rôle que joue la première pour des espaces
normaux SB de classe 2.

(l) On peut montrer l'existence d'espaces normaux Sn non primitifs de classe supé-
rieure à a en prenant des dérivés de l'espace normal S„ de classe 2.

(7) Voir Encyklopàdie, loc, cit., p. 182,



éléments conjugués, en montrant qu'r/ correspond à tout élément G
d'un tel espace normal S2 «a moins un S'< öfe C -+- S2 | GtelqueS^ | Sj
SOJ* w/i espace normal Si (voir 8e). Nous ferons fréquemment usage
de ce théorème dans l'étude de nos espaces paramétriques.

Nous considérerons dans le Chapitre V des espaces paramé-
triques Sr qui pour tout entier positif d'un intervalle (p'StS.q) sont
des espaces discrets. Les espaces paramétriques auxquels nous nous
intéressons particulièrement sont les espaces paramétriques S'f qui
sont des espaces normaux S2 (de classe 2), primitifs pour t =. 6 et
tels que S*+l soit un transformé normal de S* pour bSkSq — 1 • II
suit donc du dernier théorème et du théorème \ld qu'à tout espace
normal S2 (de classe 2), fini, de connectivité 1, il correspond un
espace paramétrique S2 tel que SJ soit équivalent à Vespace S2

donné (voir 9^)-

II est clair que si l'on fait correspondre une coordonnée à chaque
élément d'un espace discret fini de n éléments, une fonction dis-
tance s (m, k) de cet espace (voir jti) est déterminée par un déter-
minant symétrique d'ordre AI, d'après le procédé bien connu employé
par Poincaré ({) et d'autres auteurs. Elle peut aussi être déterminée
par n fonctions (polynômes) ft(m), f*(m), . . . , fn(m) satisfaisant
à la condition j\(m) =fm(k) =s(m, k). On ne sait pas encore, du
moins à notre connaissance, si une fonction distance d'un espace
discret fini S arbitraire est déterminable par un nombre de fonctions
(d'une seule variable) inférieur à n et indépendant de n (n = | S |).
Nous montrerons par de longues et soigneuses considérations sur
l'espace paramétrique orienté (voir jc) et à l'aide du dernier théo-
rème sur l'espace S' qu'une fonction distance d'un espace normal S2

fini de connectivité 1 est déterminé par trois de ces fonctions et même
par deux. Par suite, à tout espace normal S fini de connectivité 1,
il correspond au moins un couple de polynômes déterminant quel
couple d^éléments de S-2 sont conjugués et lequel non conjugués
(voir 11^).

A un espace normal S2 de classe 2 primitif il correspond une carte
dans le plan (une surface W2), dont chaque pays a une frontière
eonvexe, et qui lui soit équivalente. Il suit donc (par induction) du

C1) Bendiconti del Circolo matematico di Palermo, vol. t3, 1899, p. 285. Voir
aussi Encyklopàdie, toc. cit., p. 179.



théorème sur l'espace normal Ŝ  déjà cité (voir g\) et du lemme io r

qu'il en est de même pour tout S2 fini, de classe 2 et de connecti-
vité 1. Par suite, dans le problème du coloriage d'une carte en quatre
couleurs (f ) il suffit d'étudier les cartes dont les pays ont des fron-
tières convexes (voir 15e).

La démonstration du dernier théorème, sur l'existence dans le
plan d'une carte équivalente à un espace normal arbitraire S2, fini,
de classe 2, et de connexité 1, de même que celle du lemme 15, est
évidemment tout à fait indépendante des propriétés métriques du
plan, mais elle fait surtout appel à la propriété qu'a chaque droite de
diviser le plan en deux parties. Nous avons également pensé qu'il
serait intéressant et profitable de comparer les démonstrations des
théorèmes sur les espaces discrets avec les démonstrations synthé-
tiques des théorèmes de la géométrie euclidienne élémentaire, comme
celle du théorème : les cotés d'un triangle divisent le plan en
deux parties, etc. C'est pourquoi nous donnerons la définition d'un
plan non métrique (et celles des termes qui y sont associés : segment,
droite, etc.) pour lequel les théorèmes et les lemmes ci-dessus sont
vrais aussi bien que les théorèmes non métriques de la géométrie
élémentaire, et nous démontrerons dans IWppendice quelques théo-
rèmes élémentaires (et familiers) conduisant à la démonstration du
lemme précité. Pour faciliter la comparaison, nous emploierons pour
nos nouvelles définitions les trois opérations sur les espaces dont
nous nous sommes déjà si souvent servis. Nous commencerons par
les définitions du terme segment :

Soient X et Y deux points quelconques d9une droite S| ; le seg-
ment (XY) est un sous-espace de S, (déterminé par X et Y d'une
seule façon) satisfaisant aux deux conditions (explicites) :

X-4-Y<(XY) et

(') Encyklopadie, toc. cit., p. 177.
(*) L'arc discret (XY) dans un espace normal St, discret infini, satisfait à toutes

ces conditions, sauf à (XY) — (X-f-Y)?ëo. On peut définir les segments d'une
droite projective (orientée ou non) d'une façon semblable. En vue de certaines
applications il est préférable d'omettre cette condition, ou, dans l'étude des espaces
binaires, de lui substituer la condition que (XY) est connexe. Voir la définition
d'une cellule à n dimensions donnée ci-dessus.



et aux trois conditions (implicites)

(a) (XY)s(YX);

(6) Si les trois points A, B et C sont contenus dans Si on a-

A(BG) -+• B (GA) -+-C( AB) fà o;

(c) Si, en outre* C(AB) ^ o, on a

(AC)-h(CB) = (AB) et (AC)(GB)sG (*>.

Tout point d'un segment (AB) distinct de A et de È est entre A
et B; les points A et B sont appelés les extrémités du segment (AB).

En appelant espace primitif un espace dans lequel à tout couple
d'éléments A et B de cet espace correspond un seul segment (AB)
ou pas du tout (2) nous pouvons donner d'un espace primitif con-
nexe les définitions suivantes :

Un espace primitif (non vide) S est connexe si, à tout sous-espace
(non vide) R de S, (S — R) ^ o, il correspond au moins un couple
de points A et B, l'un dans R et l'autre dans S — R, tels que S con-
tienne un segment (AB); ou bien :

Un espace primitif (non vide) S est connexe si, à tout couple
de points A et B de S il correspond un ensemble de n points A,,
Aa, . . . , AW(A< = A e t A„ = B) de S tels que S contienne les seg-
ments (A/A|+1) ( i = i, 2, . . . , n — i ) et ne contienne pas les seg-
ments (A/Ay) (i —J <Cl)y ensuite :

Un espace primitif (non vide) S est connexe si, pour tout couple
de points A et B de S il contient un segment (AB) ( 4 ) .

(') En posant que, si A et B désignent le même point, (AB) désigne aussi ce
point, il suit immédiatement que les conditions (b) et (c) sont toujours satisfaites,
même quand À, B et G ne sont pas distincts.

(2) Les espaces droite, plan, Sn que nous allons définir dans un instant et tout
sous-espace de ces espaces sont des espaces primitifs.

(3) En appelant conjugués deux points A et B d'un espace primitif S si S contient
un segment (AB), un espace primitif est un hyperespace discret; et ces deux défini-
tions d'un espace primitif connexe sont identiques aux deux définitions d'un espace
discret connexe données daus le cinquième paragraphe de l'Introduction. Far suite,
puisque ceux-là sont équivalents (voir i«), ceux-ci le sont aussi.

(4) Cf. la définition d'un Sf
n dans le septième paragraphe de l'Introduction.



D. Une droite (primitive) Sl est un espace primitif (non ¥Îde)~
qui satisfait aux deux conditions suivantes :

a. A tout couple de points A et B contenus dans S{ il correspond

un seul segment (AB) de S4 ;

b. A tout point C contenu dans Sf il correspond deux sous-
espaces P et Q (appelés couples de demi-droites) de S satisfaisant à

P-+-Q^S l t PQ^C
tels que

P, P - P Q , Q, Q — PQ

soient chacun convexe, et

P _ PQ _+_ Q _ PQ

ne soit pas connexe (' ).

P. Un plan (primitif) Sâ est un espace primitif (non vide et non
réduit à un seul point) qui satisfait aux deux conditions suivantes :

a. A tout couple de points contenus dans S2, il correspond une
seule (2) droite S, de S2 contenant ce couple.

h. A toute droite Sf contenue dans S2 il correspond deux sous-
espaces P et Q (appelés couples de demi-plans) de S2 satisfaisant à

P _ h Q ^ S 2 > PQ^S,,
tels que

P, P - P Q , Q, Q - P Q

soient chacun convexes (3), et

p _ PQ _+. Q — pQ

ne soit pas connexe (*).

(*) Par suite, il n'y a qu'un seul tel couple de demi-droites correspondant à un
point dans S,. Et, pour tout couple de point» À et B contenus l'un dans P — PQ et
l'autre dans O — PQ, (AB)PQ est un seul point. Les deux théorèmes pour le plan
qui correspondent à ces deux théorèmes pour la droite sont vrais et ils se démontrent
exactement de la même façon. En vue d'études sur les espaces binaires il est parfois
préférable d'entendre ici le mot connexe dans le sens où nous l'avons employé pour
définir une cellule à n dimensions et non pas dans le sens où nous venons de Je
définir. Cf.» Encyklopcidie, loc. cit., p. i6-25.

(*) Par suite, si deux droites dans un plan S, ont deux points (distincts) e»
coHimuns, ils sont identiques.

(3) Cf. les théorèmes §d et iod.
(k) Un espace (primitif) Sn (à /t dimensions) est un espace primitif qui contient



Soient maintenant A f , À2, . . . , Am m points ordonnés (cyclique-
ment) d'un plan, tels que trois consécutifs ne soient pas alignés, el
soit Pij Q/ le couple de demi-plans correspondant à la droite conte-
nant A,- et A;+î , alors si P;contient tous ces m points (i = i, 2, . . . , m),
le produit P, P2 . . . Pm est un espace convexe contenant tous les seg-
ments (A|Ai+ l ). Un tel produit P4 P2 . . . Pm est appelé un polygone
convexe (•) (de m côtés) dont les sommets sont les points A| ,
\2? • • • Î AOT et dont les côtés sont les segments (A/, A l+ i ). C'est cette
définition d'un polynôme convexe que nous employons dans le
lemme 15. Le triangle est donc un polynôme convexe de trois
côtés. Vangle A, A2A3 est le produit P, P2 , et les côtés de cet angle
sont les produits P , P 2 Q , et P, P2Q2- Les côtés R' d'un polygome R.
dans un plan S2 constituent la frontière de R et de S2— (R — R ; ) .
Cette frontière est convexe si pour tout couple de points A et B de R',
(AB)R' est identique soit à (AB), soit à A -\- B. C'est cette définition
d'une frontière convexe que nous employons dans le théorème 13e.

Dans tout le cours de ce travail nous admettrons comme expres-
sions équivalentes (quand P et Q sont des espaces) :

(i) « P est contenu dans Q » ( 2 ) et « P < Q »,

(ii) « P est identique à Q » et « P ss Q »,

(iii) « P est vide » et « P s O ».

na espace Sn- t et qui satisfait aux deux conditions suivantes :

a. A tout ensemble de m points de S B ( 2 | w | n ) qui ne sont pas tous contenus
dans un SOT-2 de Sn il correspond un seul Ŝ—j de S„ contenant cet ensemble de
m points.

b. A tout S,,-! contenu dans Sn il correspond deux sous-espaces P et Q (appelés
couple de demi — Sa) de S„ satisfaisant à

P -+. Q s Sn, P Q s S„_t,
tels que

P, P — PQ, Q, Q —PQ
soient chacun convewes, et

p _> PQ _j- PQ
ne soit pas connexe.

(*) Voir dans l'Encykiopàdie, loc. cit., p. 26, la référence à MM. ENUIQÜIS et
ÀMOLDI.

(2) Et aussi « Q contient P », « Q renferme P », « P est un sous-espace de Q »,
« il existe un sous-espare P de Q », « il correspond un sous-espace P de Q », etc.
Le grand nombre d'expressions équivalentes employées dans les mathématiques couv-
rantes est embarrassant. Je n'ai cependant pas pu, dansja circonstance, m'écartjer
beaucoup du langage mathématique maintenant employé, bien que dans les démons-
trations je me sois restreint aux phrases les plus simples possibles.
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La première est définie implicitement dans F Appendice par les
conditions C<, C2, C3 ; la seconde y est définie explicitement (•)
par C4 ; et la troisième implicitement par C5 et GJ2-

Nous admettrons aussi comme expressions équivalentes (quand P
et Q sont des espaces) :

(*") .« la somme de P et Q » et « P H- Q »,

(ii) « le produit de P et Q » et « PQ » (*),

(iii) « la différence de P et Q » et « P — Q ».

Les deux premières sont définies explicitement dans l'Appendice
par les conditions G6 et C7 ; la dernière, implicitement par C$, Cg.
Toutes les assertions que nous faisons dans ce travail et qui ne con-
tiennent que ces six expressions peuvent être déduites de ces dix
assertions Cf à C9 et C,2 (

3)? et nous les démontrons dans l'Appen-
dice. Toutes les assertions que nous faisons dans ce travail et qui,
non seulement contiennent ces expressions, mais d'autres encore,
peuvent être démontrées à partir de ces dix assertions et des défini-
tions des autres expressions. La plupart sont démontrées dans le
texte (4).

Quand, à l'époque actuelle, on compose un ouvrage de cette nature

(1) Dans une définition implicite les conditions imposées à l'expression que
définit cette définition contiennent cette expresion. Dans une définition explicite il
n'en est pas ainsi, c'est-à-dire que l'hypothèse et la conclusion ne contiennent
pas toutes les deux l'expression que cette définition définit. Cf. Eucyklopadie, loc.
cit., p. I I . Les définitions des opérations et les définitions des fonctions par des
équations fonctionnelles sont presque toujours implicites. La définition du segment
que nous venons de donner est implicite: les définitions du plan et de la droite
sont cependant explicites. La définition (due à M. Fréchet) des expressions suite
convergente et point limite d'une suite convergente que nous employons réelle-
ment est implicite. Voir la Note relative au ternie fermée dans la définition d'une
cellule à n dimensions.

(2) Ce sont les trois opérations de l'Algèbre de la logique.
(3) L'expression un élément {point) d'un espace est définie explicitement par C1#,

et quelques expressioos qui lui sont associées sont définies par Cu. La condition Gn

peut être énoncée sans faire usage de l'expression « élément d'un espace ».
(4) On peut définir implicitement l'expression « a est inférieur à b » (ou a < b)

comme relation binaire entre les nombres réels qui satisfait aux trois conditions
suivantes :

( i ) a < a,
(2) si a <c b et b <z c. on a a < c,
(3) si a < b et b<£c, on a a<£c

pour trois nombres réels quelconques a, b, c. On peut ensuite définir explicite-
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( où l'on insiste plus particulièrement sur la démonstration des con-
clusions que Ton veut tirer, et non pas sur les applications physiques
possibles), on contracte une grande dette envers la « mathematisch
logischen Schule » ( ' ) d'Italie et de divers autres pays; car il faut lui
être reconnaissant des exemples qu'elle a composés. En composant ce
travail je me suis cependant écarté, pour diverses raisons que j 'expo-
serai brièvement, et au moins sur quatre points, de la marche suivie
par cette école.

Tout d'abord je n'ai pas commencé en faisant état des termes (ou
symboles) indéfinis et des propositions non démontrées (axiomes,
postulats, etc.). Il m'a paru, en effet, préférable d'intégrer les condi-
tions imposées aux termes employés en des définitions (explicites
ou implicites), aussi bien à cause des théorèmes concernés qu'à
cause de l'unité de théorie. J'ai déjà signalé, dans ma thèse d'Har-
vard, qu'il n'y a pas de distinction définie entre les définitions
et ce que M. Huntington (2) appelait gênerai laws postulâtes
(une fois intégrés). Depuis lors, je suis arrivé à la conclusion
que les assertions qu'il appelait existence postulâtes sont (3) des
conditions, dans une définition d'un espace, portant sur la nature des
sous-espaces que contient cet espace. De même, qu'aucune sorte de
postulats, d'axiomes, etc., n'est nécessaire à l'étude d'un espace dont
les éléments sont arbitraires, ou à l'étude d'un hyperespace parti-
culier. C'est pourquoi, comme il ne s'agit ici que de tels espaces et

ment b = c comme dans G4, à savoir : si b <fc c et c <fc b on a b = c, et réciproque-
ment. (De même, explicitement, si b < c, on a O b, et réciproquement.) De la
dernière définition on déduit immédiatement (voir l'Appendice) et (i) a = a,
(ii) si b = c on a c = b, et (iii) si a = b et b = c on a a = c (trois assertions qui
sont ordinairement prises comme définition des égalités des nombres), et toutes les
autres assertions liées aux expressions inférieur à et égal à. Cf. M. HUNTINGTON,
Transactions American Mathematica! Society, vol. 5, 1904, p. 289, et Vol. 6, 1905,
p. 17. On y trouvera d'autres références relatives à de sujet et à des sujets qui en
dépendent. Pour une discussion (classification) des définitions voir en particulier
les mémoires de MM. PEANO et BURALI-FORTI dans la Bibliothèque du Congrès
international de Philosophie, vol. 3, Paris, 1900. Je ne considère pas comme une
généralisation trop hâtive l'assertion que les mathématiques commencent nécessai-
rement par des définitions implicites.

(') Encyklopddie, loc. cit., p. \l\.
(-) Â set of postulâtes for abstract geometry, expressed in terms of the

simple relation of inclusion (Mathmatische Annalen, vol. 73, 1912-13, p. «122-559).
(3) L'Existentialaxiome dans V Encyklopddie % loc. cit., p. 168, est aussi de même

nature.



hyperespaees, je me suis écarté, par la forme, de la marche suivie
dans ma thèse d'Harvard et je ne donne pas ici de postulats,

Deuxièmement, je n'ai qu'effleuré la question de la compatibilité
de nos définitions, c'est-à-dire de savoir si aucun des espaces définis
n'est nécessairement vide. Ainsi que nous l'avons déjà fait remarquer^
on peut facilement construire des espaces de n'importe quel nombre
de dimensions et de n'importe quelle classe. Je n'ai pas pu construire
cependant de tels espaces ayant toutes les connectivités définies.
Ainsi, par exemple, il reste encore à montrer l'existence d'un espace
normal à trois dimensions, de classe 2 et de connectivité (1, 2) (*).

Troisièmement, je n'ai du tout abordé la question de Y indépen-
dance des conditions dans aucune de nos définitions. En fait, dans le
choix des conditions pour une définition, je n'ai été guidé que par
deux considérations : rendre l'énoncé de la définition le plus simple
possible, et employer seulement les conditions qui serviront directe-
ment dans les théorèmes suivants. Car j 'ai pensé que du moment
qu'un théorème donnant des « conditions nécessaires et suffisantes » ( a)
est à sa place à un endroit quelconque de la théorie, il n'y a pas de
raison que je m'embarrasse tout au commencement. De plus, dans
une théorie nouvelle, les questions d'indépendance ne sont que d'im^
portance secondaire.

Quatrièmement, je n'ai pas hésité, pendant tout le cours de ce
travail, à me servir des opérations géométriques (opérations sur les
espaces) soit des opérations, addition, soustraction et multiplication,
de l'Algèbre de la Logique, soit des deux opérations introduites au
début de l'Introduction. De nombreux auteurs font maintenant usage
dans leurs ouvrages du symbolisme condensé de Peano. D'autres se
servent de ce symbolisme mais ne l'utilisent pas dans leurs publi-
cations ( 3 ) . Nous avons pensé pouvoir donner une idée plus claire

(*) Voir la note à la définition 6.
(2) Et par suite une nouvelle définition.
(3) The logical symbolism of Peano, although not employée in the paper as pre-

pared for the press? has been of almost indispensable value in working out the
details of the démonstrations. Without sonie such symbolism, it is almost impossible,
in a work of this sort, to avoid errors (HUNTINGTON, Annalen, loc. cit., p,



de l'étude des espaces discrets en publiant cet ouvrage dans la forme
même où il a été élaboré; d'où l'emploi des opérations géométriques.
D'autre part il ne suffit en comparaison que d'un très faible effort
pour les apprendre et elles sont très précieuses dans toute étude
des espaces.

Ce travail n'a pas été entrepris comme étude des concepts mathé-
matiques, ni pour obtenir une vue d'ensemble des mathématiques en
se plaçant à un nouveau point de vue, ni dans aucun but utilitaire
défini; et pourtant il remplit remarquablemeni ces divers buts. Nous
avons pu, dans l'ensemble, rendre plus clairs que dans tout autre
livre, à notre connaissance, l'introduction et l'emploi des opérations,
transformations, dé/initions implicites, hyperespaces et espaces
paramétriques, concepts qui marquent la différence entre les mathé-
matiques modernes et celles des Grecs et du Moyen Age. On peut
certainement se faire une idée plus claire sur la structure et le déve-
loppement d'une théorie mathématique en lisant un ouvrage de cette
sorte qu'en lisant un traité sur un sujet qui a été étudié pendant des
décades par de nombreux mathématiciens, où la familiarité même du
sujet nous provoque peu et nous pousse à accepter sans examen cri-
tique et réflexions adéquates bien plus de points que nous n'aurions
fait sans cela. Lorsque les opérations géométriques seront étudiées et
enseignées parallèlement aux opérations algébriques, les théorèmes
sur les espaces discrets (comme les théorèmes sur les espaces nor-
maux à deux dimensions de classe 2 ) pourront être employés pour
rendre familières les opérations géométriques, comme les théorèmes
de géométrie euclidienne sont maintenant employés pour rendre
familières les opérations algébriques; ils pourront aussi être employés
pour faire mieux comprendre la signification du mot « démons-
tration ». Pour ma part, je ne puis m'empêcher de croire que les
espaces euclidiens (ou même des espaces moins restreints comme
les espaces primitifs définis ci-dessus) sont de beaucoup trop res-
treints pour être d'un grand aide aux débutants en mathématiques.
On trouve aisément dans Fétu de des espaces discrets des théorèmes
illustrant la signification des groupes de transformations, de dimen-
sions, des démonstrations par induction, des théorèmes introduisant
à des théorèmes fondamentaux comme celui de Jordan sur les courbes
simplement fermées du plan (et son extension aux espaces à n dimen-



sions). Néanmoins nous ne nous étendrons pas davantage ici sur ce
sujet et nous ne ferons guère d'autre digression dans le courant de
cet ouvrage.

Il me reste pour terminer cette Introduction, à exprimer ma pro-
fonde reconnaissance à M. Lebesgue, qui a bien voulu prendre con-
naissance de ma thèse de Harvard et me faire part de ses observations,
et à M. Fréchet, qui a bien voulu lire les pages manuscrites du pré-
sent travail et qui, par ses précieux conseils, m'a permis de faire
plusieurs améliorations.



CHAPITRE I.
DÉFINITIONS FONDAMENTALES ET THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LA

CONNEXITÉ, LE NOMBRE DE DIMENSIONS, LE DEGRÉ ET L'ORDRE
D'UN ESPACE DISCRET.

Nous montrerons dans le théorème la que la seconde définition
d'un espace discret connexe, sur laquelle nous avons appelé l'attention
dans l'Introduction, est équivalente à celle que nous avons donnée.
Nous répétons cette définition et nous en ajouterons de nouvelles.

DÉFINITION l a . — Un espace discret S est connexe si, pour tout
sous-espace R de S, (S — R) =2̂  o, on a S j R ^ o (*). Un espace
discret S est de connexité m s'il consiste en m espaces connexes dis-
crets, la somme de deux quelconques d'entre eux n'étant jamais un
espace connexe, et nous écrirons alors C ( S ) = ^ m . Un sous-espace
connexe R de S est entier si S J R == o. Selon que P | Q est, ou n'est
pas, non vide nous disons que P est, ou n'est pas, connexe à Q. Le
sous-espace P / Q de P est le conjugué de Q dans P. Si P /Q == P (et
par suite, Q /P EEEE Q) , P et Q sont conjugués.

b. Nous appellerons arc discret un ensemble de n éléments
ordonnés d'un espace discret S(n> 2) dans lequel chaque élément, à
l'exception du premier, est conjugué à celui qui le précède immédia-
tement et non à ceux qui viennent avant.

c. Si A est un élément de l'espace discret S, le sous-espace
(S — S|A"- ' ) | (SjAw) de S est appelé le (71 -f- i)ième voisinage de A
dans S et est désigné par S | An+i (/& = i, 1, . . . ) , où S | A0 = A,
S | A < = S | A .

LEMME 1. — Si A et B sont respectivement des éléments des espaces
discrets P et Q et si P -f- Q contient un arc discret (AB) passant
par A et B, Pcontient au moins un élément conjugué à un élément
d e Q .

(l) Nous considérons un espace d'un seul élément comme connexe, mais nous ne
considérons pas un espace vide comme connexe.



Le Iemme est évidemment vrai pour | (AB) j = 2. Je suppose qu'il
soit vrai pour | (AB) | = 3, 4> • • • ? m-

Soit | (AB) | = m + i , e t soit C l'élément de (AB) conjugué à A;
alors, si C appartient à Q, le Iemme est démontré. Si C appartient
à F , (AB)—C est un arc discret contenant seulement m éléments,
pour lequel, par suite, le Iemme est vrai. Puisque G ne peut appar-
tenir qu'à P ou Q le Iemme est démontré par induction.

LEMME 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
élément B d'un espace discret S soit dans le ^ième voisinage d'un
élément A dans S est que le plus petit nombre des éléments d'un arc
discret allant de A en B dans S soit n -h 1.

La démonstration est immédiate par induction.

COROLLAIRE i . — Si B est un élément dans le nième voisinage de A
dans S, S contient un arc discret de A en B ne renfermant aucun
élément situé dans le (n -f- A )ifMDC voisinage de A dans S(A~= i 5 2 , . . . ) .

LEMME 3. — Si A, B et C sont trois éléments d'un espace discret S
contenant un arc discret passant par A et B et un autre arc discret
passant par A et C, S contient un arc discret passant par B et G et
dont les éléments sont des éléments des arcs discrets passant par A, B
et A, C.

COROLLAIRE 1. — Si un espace discret S contient trois éléments A,
B, C tels que B et C soient respectivement dans les m!ème et ^ième voisi-
nages de A dans S, alors cet espace contient un arc discret passant
par B et G et ne contenant pas plus de m -f/1 + 1 éléments.

COROLLAIRE % — Si B est un élément situé dans le nièmc voisinage
de A dans S et si G est un élément de S conjugué à B, alors C est un
élément de l'un des trois sous-espaces S | Aw~f, S | An

1 S | A' l + I .

LEMME 4. — Si à un sous-espace R d'un espace discret S il corres-
pond un élément A de S tel que

R = 2 S I A*~ S !

à deux éléments quelconques B et C de R il correspond un arc discret
de R passant par B et C.
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Supposons que B et C soient respectivement dans les mième et nièmm

voisinages de A dans S : alors R contient des arcs discrets passant
par A, B et B, C [24 ], et, par suite, R contient un arc discret passant
par B, C [3].

THÉORÈME la. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu un espace discret S soit connexe est qu'à chaque couple d'élé-
ments quelconques B, G de S il corresponde dans cet espace un
arc discret passant par B et C.

Du lemme 1 on déduit immédiatement que la condition est suffi-
sante. Pour montrer qu'elle est nécessaire il suffit de prouver que

oc

pour tout élément A de S on a S = ^ S j An.
n = 0

En effet, soit R ^ ^ ^ S | An et supposons S — R = Q ^ o; alors

Q ne contient aucun élément de R et, puisque S est connexe,
Q contient un élément B conjugué à un élément C de R. Soit, main-
tenant, C un élément de S | A", alors B est un élément de l'un des
trois sous-espaces S|A"~I, S|A", S|A / i+ l, [32], et, par suite B est
un élément de R, ce qui contredit l'hypothèse R et Q disjoints; par
suite Q est vide.

COROLLAIRE 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
espace discret S soit connexe est qu'il contienne un élément A tel

COROLLAIRE 2. — Le nombre des éléments d'un espace direct S de
connexité dénombrable, dans lequel le nombre des éléments de S
conjugué à un élément quelconque de S est dénombrable, est un
ensemble dénombrable.

Nous ne nous occupons dans ce Mémoire, comme nous l'avons
déjà dit dans l'Introduction, que d'espaces discrets de connexité finie
dans lesquels le nombre des éléments d'un espace S conjugué à un
élément quelconque de S est fini. Par suite :

COROLLAIRE 3. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un



espace discret connexe soit fini est qu'il contienne un élément A
m

auquel corresponde un entier positif m tel que S = ^ S | A".

COROLLAIRE 4. — Pour tout espace discret S lini ou infini, il existe
une fonction uniforme S(X) qui fait correspondre à chaque élé-
ment A de S un seul entier positif S (A) de telle façon qu'à tout
entier positif b qui n'est pas supérieur à j S | il corresponde un seul
élément B de S tel que S(B) = b.

[Le nombre S (A) qu'une telle fonction S(X) fait correspondre à
l'élément A de S est appelé la coordonnée de l'élément A; et, par
suite, la coordonnée d'un élément quelconque d'un espace discret S

n est jamais supérieure à et les coordonnées de deux éléments
quelconques de S ne sont jamais égales. 11 est clair qu'un entier
positif qui n'est pas supérieur à | S j quand S est infini peut être tout
entier positif (voir Chap. V). ]

DÉFINITION 2a. — Nous appellerons transformation équivalence
de S en S', une transformation qui établit une correspondance biuni-
voque entre les éléments des deux espaces discrets S et S' et qui est
telle que des éléments conjugués de S correspondent à des éléments
conjugués de S' et réciproquement. Deux espaces discrets S et S
sont équivalents si l'ensemble des correspondances biimivoques de S
en S' contient au moins une transformation équivalence de S en S'; et
l'équation S = S; exprime que S et S' sont équivalents. Une transfor-
mation équivalence de S en S est appelée une transformation équiva-
lence de S en lui-même, et deux éléments A et B de S qui se corres-
pondent dans une transformation équivalence de S sont appelés
équivalents ; S est symétrique si pour chaque couple d'éléments A
et B on a S/A = S/B. U ordre d'un espace discret S c'est le nombre
des transformations équivalences distinctes qui transforment S en
lui-même.

b. Un ensemble de m éléments Ao, Af, . . . , Am__( (m>o) d'un
espace discret S est cyclique par rapport à une transformation équi-
valence (ou pseudo-équivalence) (') Y = T(X) de S en lui-même

(*) Voir la note relative au théorème A a.



si A/ 4 . i=T(A| ) (mod/n, £ = o, i, a, • . . , m — i). Üa élément
invariant de S dans la transformation Y^=T(X.) est un ensemble
cyclique d'un seul élément.

c. Soit T une transformation équivalence (ou pseudo-équivalence)
de l'espace discret S; alors, V hyperespace (l) discret T(S) est Vhy-
perespace, dont les éléments sont les ensembles de S cycliques par
rapport à T, et qui satisfait à la condition que deux éléments P et Q
de T(S) sont conjugués si (et dans ce cas seulement) ces éléments
considérés comme sous-espaces de S satisfont à P | Q ^ O.

DÉFINITION 3a. — Un espace discret qui consiste en n-f-i élé~
ments conjugués deux à deux est appelé Sn (

2); et, l'on appelle p —*
fonction de S une fonction ?n(rri) qui désigne le nombre des S'n contenus
dans un espace discret S et tels que | S /S'n | = m. Un espace discret
qui contient un S/i? mais ne contient pas un S'n+i est un espace à
n dimensions,

b. Un espace discret de connexité quelconque m qui consiste
en m espaces S'?i, S^a, . . . , S'nm (c'est-à-dire un espace discret dont
chaque sous-espace connexe entier est un espace normal de classe un)
est appelé un espace de pseudo-dimension zéro. La pseudo-dimen-r
sion d'un espace discret S général est le moindre entier positif n qui
corresponde à S tel que pour tout S^_t de S, S jS'n_x soit un espace de
pseudo-dimension zéro.

c, Le degré d'un espace discret S est le nombre des éléments
contenus dans S, et le degré d'un élément quelconque de S est le
degré de S /A, Le pseudo-degré d'un espace à n dimensions (a) est le
nombre, diminué de n - j- i , des éléments qu'il contient.

Si nous employons l'expression « caractéristique intrinsèque »
pour désigner un nombre associé à tout espace discret de telle sorte
que les nombres associés à deux espaces équivalents soient égaux,
nous voyons immédiatement que :

i
(*) C'esi-à-dire un espace dans lequel les éléments sont définis; voir l'Introduction.
(2) Nous montrerons plus loin [3i<] qu'un S« est un espace normal de classe un.
(3) D'une façon plus générale, si À" est le plus petit nombre d'éléments que puisse

avoir un espace du type t, le pseudo-degré fie l'espace S du type t est le nombre
diminué de £, des éléments de S. Il est clair, que le plus petit nombre des éléments
que puisse avoir un espace à n dimensions est /?-+-i. ÏVous supprimerons le mot
pseudo dans pseudo-ete^rc quand il n*y aura pas de confusion à craindre.

THESE LIWFIBLD
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THÉORÈME *Èa. — Le degré, Vordre^ la connexité, le nombre de
dimensions {ou pseudo-dimensions) et les valeurs entières dJune p —
fonction d'un espace discret S sont chacun une caractéristique
intrinsèque de S.

La démonstration de la dernière partie de ce théorème qui est le
seul point qui peut ne pas paraître tout à fait évident peut se déduire
facilement du lcm m e 7 suivant.

LEMME 5. — Si A' et B' sont les éléments d'un espace discret S'
qui correspondent aux éléments A et B d'un espace discret S dans
une transformation équivalence de S en S', A' est, ou n'est pas con-
jugué à B' suivant que A est, ou n'est pas conjugué à B.

COROLLAIRE 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une transformation biunivoque de S en S' soit équivalence est que
si A, B sont deux éléments quelconques de S, B étant dans le nitime voi-
sinage de A dans S, et si A', B' sont les éléments de S' correspondant
à A, B, alors B' est dans le n[ème> voisinage de Af dans S'.

COROLLAIRE 2. — Si A et B sont deux éléments équivalents d'un
espace discret S, pour chaque entier positif n on a

e t S|A«=S|B».

COROLLAIRE 3. — Si les conjugués (*) respectifs des éléments A
et B dans S — B et S,— A sont identiques, A et B sont des éléments
équivalents de S.

COROLLAIRE 4- — Si les degrés des éléments A et B d'un espace
discret fini S sont tous deux | S | — i, A et B sont des éléments équi-
valents de S.

COROLLAIRE O. — Si un élément A de degré m d'un espace dis-
cret S est invariant dans une transformation équivalence de S et, si
parmi les m éléments conjugués à A m — i sont aussi invariants dans
la même transformation, tous les élément conjugués à A sont inva-
riants.

( l) P/Q est appelé le conjugué de Q dans P [i«]%
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COROLLAIRE 6. — Si un élément A de degré un de S est un élément

invariant dans une transformation équivalence de S, l'élément de S
conjugué à A est aussi invariant dans la même transformation.

LEMME 6. — Si P' et Q' sont deux sous-espaces de S' qui corres-
pondent respectivement aux sous-espaces P et Q de S dans une cor-
respondance biunivoque de S à S7, P'-j-Q' et P'Q' correspondent
respectivement à P-J-Q et à PQ dans cette correspondance.

LEMME 7. — Une condition nécessaire et suffisante pour que deux
espaces discrets à n dimensions WB et W^ soient équivalents, est
qu'il existe une correspondance biunivoque entre Ww et W^ telle
que si m -j- i éléments de Pun de ces espaces constituent un

S'm(m ==e, î, 2, . . . n)

les m -f-1 éléments correspondants de l'autre espace constituent
aussi un S'w.

COROLLAIRE 1. — Une transformation équivalence d'un espace dis-
cret est aussi une transformation équivalence de chacun de ses espaces
dérivés (4 ).

De la définition des espaces discrets équivalents il suit immédia-
tement :

THÉORÈME Sa. — Si P, Q et R sont des espaces discrets, alors
(«)P = P, (ü) si P = Q, Q = P et (m) si P = Q et Q == R, P = R.

COROLLAIRE 1. — Si A et A' sont des éléments correspondants de S
et S' dans une transformation équivalence de S en Sf et B un élément
de S équivalent à A, il existe une transformation équivalence de S
en S' dans laquelle B et A' se correspondent.

COROLLAIRE 2. — Si S = y A / (où n est fini ou infini) (2) et

, (3) Pour la définition de l'espace dérivé voir ia définition 5«.
(-) Puisqu'un espace discret S contient un ensemble dénombrable d'éléments [ i f ]

n

nous pouvons toujours écrire S = ^ At, car cela revient simplement à dire qu'une
i = i

fonction coordonnais [if] de S a été choisie et que ki désigne l'élément de S dont la
coordonnée est i.



S/A«- = S/Aï+I, Ai et A l+I étant des éléments de Fespaee discret S?

cet espace est symétrique.

COROLLAIRE 3. — La somme de deux espaces symétriques équi-
valents et non connexes l'un à l'autre, est un espace symétrique.

THÉORÈME: 4a. — Une condition nécessaire (mais non suffi-
sante) pour que deux espèces à n dimensions S et S' soient équi-
valents est qiCil existe une correspondance biunivoque entre S et Sf

telle que si A et k! sont deux éléments correspondants de S et S'
on ait S/A = S'/Af («).

Il est clair, qu'une condition nécessaire pour que deux espaces
discrets soient équivalents c'est que toutes leurs caractéristique intrin-
sèques soient égales. 11 reste à montrer dans le cas des espaces géné-
raux, que pour que deux espaces soient équivalents il suffît que l'on
soit assuré seulement de l'égalité de certaines de leurs caractéristiques
intrinsèques (2) en particulier, de l'égalité de celles qui sont men-
tionnées dans le théorème 2a. Cependant, il résulte immédiatement
des définitions 3a et 3c le théorème suivant :

THÉORÈME 5a. — Une condition suffisante pour que deux
espaces à zéro dimension soient équivalents c'est que leurs degrés
soient égaux, et une condition suffisante pour que deux espaces
à n dimensions soient équivalents c'est que leurs degrés (pseudo)
soient nuls.

Quant à l'expression de la connexité et de l'ordre de la somme de
deux espaces discrets S et S' en fonction de la connexité et de l'ordre
de S et S' elle résulte des quatre théorèmes très simples qui vont suivre.
Le dernier donne une formule simple pour calculer l'ordre d'un
espace non connexe lorsque les ordres de chacun de ses sous-espaces
sont donnés et quand on sait lesquels de ces sous-espaces sont équi-
valents.

(*) Une transformation qui établit une telle correspondance entre les éléments
de S et S' est appelée une transformation pseudo-équivalence de S en S' et les deux
espaces sont appelés pseudo-équivalents.

(2) On peut construire des espaces pour lesquels le degré, la connexité, Je nombre
de dimenssions, les valeurs entières correspondantes de leurs p— fonctions sont les
mêmes, et qui cependant ne sont pas équivalents, mais je n'en connais que <iJordre§
différents.
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THÉORÈME 6 a. — Si les espaces dise têts S et S' sont disjoints et

satisfont à S | S' = o? alors C(S -4- S') == G (S) -+• C(Sr), e* rée*-
ptoquement.

THÉORÈME la. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
les espaces R, S et R', S' qui satisfont aux conditions

C(R) + C(S) = C(R'-4-S') et R = R'

satisfassent aussi à la condition Ss=S' est que R -f- S =* R' + S' ê£

THÉORÈME 8a . — Si' /es espaces discrets S e£ S' SOA*£ équivalents
dans la transformation X' = T ( X ) , alors (i) le sous-espace R' de S'
qui correspond à R dans X' = T ( X ) est, ou nyest pas connexe
à S' — R' selon que R est, ou n'est pas connexe à S — R, (ii) R = Rf

et (ÙÏ)S — R = S' —R'.

COROLLAIRE 1. -— Si A et A' sont des éléments correspondants
de S et S' dans une transformation équivalence de S en S', le sous-
espace connexe entier (*) de S qui contient l'élément A est équi-
valent au sous-espace connexe entier de S' qui contient l'élément A!.

THÉORÈME 9a. — Soient deux espaces discrets S et S' d'ordres k
et k\ S' étant connexe et la relation C(S H- S') = C(S)-f-C(S')
étant satisfaite : Vordre de S-{-S' est (n-\- \)kk' si S' est équi-
valent à n sous-espaces de S tels que la somme de deux quel-
conques d'entre eux ne soit pas connexe, et réciproquement.

COROLLAIRE 1. — Si les n sous-espaces connexes d'un espace dis-
cret S de connexité n sont tous équivalents et d'ordre k, Tordre de S
est knn\

COROLLAIRE 2. — Si A* et kf sont respectivement les ordres de S et S',
si G(S H- S') = C(S) -H C(S') , et si enfin aucun sous^espace connexe
de S n'est équivalent à un sous-espace connexe de S ;, Tordre
de S-h S' est A*'.

Nous allons démontrer maintenant que si m est le degré d'un
espace discret S. l'ordre de S est un facteur de Ml

En effet :

( • ) Un sous-espace entier R de S est un sous espace de S qui satisfait S | R ==~ö [i et].



— 38 —.

THÉORÈME 10a. — La totalité des transformations équivalences
d1 un espace discret S forment un groupe; et si S n'est ni un
espace à zéro dimension, ni un espace à n dimensions de degré
zéro, le groupe des transformations équivalences deS est unsous-
grouoe symétrique dyordre m !, où m = \ S |.

Puisque les transformations équivalences de S sont biunivoques il
est suffisant de montrer que le produit de deux quelconques des
transformations équivalences de S est une transformation équi-
valence de S.

En effet, soient A,w= T, ( An) et AJn = T2 ( An) ( « ) (n = i, 2, . . . | S |)
deux transformations équivalences de S, posons 4 = <p(/i), et consi-
dérons deux éléments quelconques A m et An de S ; alors, suivant
que Am est, ou n'est pas conjugué à An, AÇ(m) est, ou n'est pas
conjugué à A?(w), et Ay? m) est, ou n'est pas conjugué à AJ9{n)l
Par suite le produit des deux transformations T t et T2, à
savoir AJ9(n) = T, [Tj( An)] est une transformation équivalence
de S.

De même nous démontrons :

THÉORÈME i i a. .— La totalité des transformations pseudo-
équivalences d"un espace discret S forment un groupe; et, si S rfest)
pas symétrique, le groupe des transformations pseudo-équiva-
lences de S est un sous-groupe du groupe symétrique d1 ordre m !
où m = | S |.

COROLLAIRE 1. — Le groupe des transformations équivalences d'un
espace discret est, soit identique au groupe des pseudo-transforma-
tions équivalences du même espace, soit à un sous-groupe de ce
groupe.

COROLLAIRE 2. — L'ordre d'un espace discret S est un facteur du
pseudo-ordre (2) de S.

C1) Voir note à 3f. On peut faire cette démonstration sans se servir des coordon-
nées, mais la marche suivie est plus concrète.

(2) Le speudo-ordre d'un espace discret S c'est le nombre des transformations
pseudo-équivalences qui transforment S en lui-même, et le pseudo-ordre d'un
espace symétrique, de même que l'ordre d'un espace à zéro dimension ou d'un
espace à n dimensions de degré zéro, est ml, où m = \ S j*
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THÉORÈME 12a. — A toute transformation équivalence d'un
espace discret S il correspond un ensemble dénombrable de sous-
espaces disjoints, dont la somme est S, tels que chacun de ces
sous-espaces soit une suite cyclique par rapport à cette transfor-
mation et telle que le plus petit commun multiple des degrés de
ces sous-espaces soit égal à Vordre de cette transformation ( l ) .

Les suites cycliques d'un espace discret jouent un rôle important
dans la détermination des groupes des transformations équivalences
de cet espace. Sans entrer dans les détails nous donnerons cependant
quelques théorèmes simples sur ces suites. Nous commençons par
quelques lemmes.

LEMME 8. —• Si Ao, A l 5 . . . , A/M_| est une m-suite de S cyclique
par rapport à une transformation équivalence (pseudo-équiva-
lence) X' = T(5L) de S la /eième puissance de cette transforma-
tion X' = T*(X) satisfait à A»+/. = T*(An) (/i = o, i, . . . m — i ;
mod m).

COROLLAIRE i . — Toute m-suite de S cyclique par rapport à une
transformation équivalence (ou pseudo-équivalence) de S est aussi
cyclique par rapport à toute puissance de cette transformation.

LEMME 9. — Si Ao, Al9 . .. , Am_ t est une m-suite de S cyclique par
rapport à une transformation équivalence de S, A{ est, ou n'est pas
conjugué à A/ selon que A t + I est, ou n'est pas conjugué à Ay + I

(mod m.).

COROLLAIRE 1. — Si Ao, Aiy..., A,w_i* est une m-suite def S
cyclique par rapport à une transformation équivalence de S, A* est,
ou n'est pas conjugué à A^fc selon que A ^ . est, ou n'est pas conjugué
à A i+3/ (mod m).

COROLLAIRE 2. — Le groupe des transformations équivalences
d'une m-suite de S qui est cyclique par rapport à une transforma-
tion équivalence de S contient le groupe de substitutions qui trans-

( l) Si S est infini est si le nombre des sous^espaces est fini, l'un des sous-espaces
doit être infini, et l'ordre de la transformation est alors évidemment infini. Par
suite, il nous faut, dans la démonstration de la dernière partie du théorème» nous
borner au cas où chaque sous-espace est fini.
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forment un m-agone(!) régulier en lui-même, et par suite,

de la m-suite n'est pas inférieure à a m.

LEMME 10. — Soient P et Q deux sous-espaces disjoints d'un
espace discret S dont la somme est S, soit R == P | Q-4~Q | P> et
soient T, et T2 respectivement des transformations équivalences de
P et Q : une transformation biunivoque T de S qui est identique àT4

dans P (2) et à T2 dans Q est une transformation équivalence de S si
(et dans ce cas seulement), T est une transformation équivalence
deR.

COROLLAIRE 1. — Si Tj et T2 sont respectivement des transfor-
mations équivalences des espaces conjugués P et Q dont la somme
est S, la transformation T de S identique à la transformation Tf

dans P et à T2 dans Q est une transformation équivalence de S.

COROLLAIRE 2. — Si un sous-espace R d'un espace discret S
satisfait à la condition que les conjugués dans S — R de tout élément
de R soient identiques, alors à toute transformation équivalence TdeR
il correspond une transformation équivalence T'de S, dans laquelle
chaque élément de S — R est invariant, et identique à T dans R.

COROLLAIRE 3. — Si un espace discret contient deux espaces
conjugués P et Q de somme S, l'ordre de S est égal au produit des
ordres de P et Q si (et dans ce cas seulement) P (et par suite, aussi Q)
est invariant (3) dans chaque transformation équivalence de S.

COROLLAIRE 4. — Selon qu'un espace à n dimensions de degré un
contient ou non un élément de degré k inférieur à w, l'ordre de cet
espace est k ! (n — k -\- i) ! ou in !.

COROLLAIRE 5. — L'ensemble des espaces différents à n dimensions
de degré un est n -j- i ; et, de ces n -f-1 espaces un seul n'est pas
connexe. \

LEMME 11. —- Si les éléments d'un hyperespace S' sont sous-espaces
dti sous-espace connexe entier d'un espace discret S, et si deux

(*) m-agone étant une simple abréviation de polygone de m-eôtés.
(2) C'est-à-dire T(A) =~Tt(A) pour tout élément A quelconque P.
(3) C'est-à-dire T(À) est un élément de P pour chaque transformation équiva-

lence T de S et pour chaque élément A de P.



éléments P et Q de S' sont conjugués quand (et dans ce cas
seulement), considérés comme sous-espaces de S ils sont connexes
l'un à l'autre, on a C (S) = C ( S ) .

THÉORÈME 13a. — Toute suite d'éléments d'un espace discret S
cyclique par rapport à une transformation équivalence de S est
un espace symétrique.

En effet, soient Ao, A,, . . . , Am_h une m-suite de S cyclique par
rapport aune transformation équivalence de S, et soient AA, A; , . . . ,
A//f tous les éléments de cette m-suite conjugués à A»; alors tous les
éléments de cette suite conjugués à A;+1 sont Ay i+I, A/VH» •••*
Ay/ + t [9] et Ajm est, ou n'est pas conjugué à AJn selon que Ajm+i

m — \ 5 rn — i

est ou n'est pas conjugué à Ayrt+I. Par suite 7 i An / At- = 7, An ƒ Aj+ {

et, par suite, cette m-suite est un espace symétrique [3j ] .

COROLLAIRE 1. — Le nombre de dimensions d'une m-suite cyclique
de S est le même que celui de tout sous-espace connexe entier de
cette m-suite.

COROLLAIRE 2. — Une 3-suite cyclique est soit un SJ, soit un S',.
Une 4-suite cyclique est soit un SJ, un SJ, un S^, ou 2 espaces S',.
Une 5-suite cyclique est soit un Sjj, un S* ou un S'4. Une 6-suite
cyclique est soit un S^, un S^, un SJ, un U2 , un S^, 2 espaces S'2,
ou 3 espaces S^. [Pour les définitions de ces espaces voir la définition
Suivante (4c)] .

THÉORÈME 14a. -^ Si Ao, A | , . . . , Am_i et B0, Bj, . . . , B«_f sont
respectivement une m-suite et une n-suite dJun espace discret S
cycliques par rapport à une transformation équivalence de S,
alors Ai est, ou n*est pas, conjugué à By selon que Ai+1 (mod/n)
est, ou n'est pas, conjugué à B /+, (modra).

COROLLAIRE 1. — Si Ao, At, . . . , Aw_« et B0, B f , . . . , Bm_i soùt
deux m-suites de S cycliques par rapport à une transformation
équivalence de S, A, est, ou n'est pas, conjugué à Bj selon que Aj+1

est, ou n'est pas, conjugué à B i 4 . , .

COROLLAIRE 2. — Si deux m-suites de S cycliques par rapport à
une transformation équivalence de S sont connexes l'une à Fautrei à
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tout élément A de ces /n-suites, il correspond au moins un élément B
de l'autre m-suite conjugué à A.

COROLLAIRE 3. — Si R et R' sont deux suites de S cycliques par
rapport à une transformation équivalence de S le nombre des éléments
de R' conjugués à un élément de R est le même pour tous les éléments
de R. (Ce nombre est appelé Tordre de contact entre R, R' et, par
suite, si k et kf sont respectivement l'ordre de contact entre R, R' et
R', R, alors * | R | = *• ' |R ' | ) .

COROLLAIRE 4. — Si P et Q sont deux suites de S cycliques par
rapport à une transformation équivalence de S, le sous-espace P' qui
contient tous les éléments de P connexes à Q est symétrique.

COROLLAIRE O. — Si une m-suite et une /z-suite de S cycliques par
rapport à une transformation équivalence de S, m et n étant premiers
entre eux, sont connexes l'un à l'autre, ils sont conjugués ( ! ).

THÉORÈME loa. — Si un espace discret S possède deux transfor-
mations équivalences, cf ordre m et n respectivement, telles que
tous les éléments de S qui ne sont pas les éléments invariants
dans une de ces deux transformations soient les éléments
invariants dans Vautre, Vordre de S est supérieur ou égal à mn.

En effet, soit R les éléments non invariants de S dans T< et soit T
la transformation biunivoque de S identique à T* dans R et à T^ dans
S — R (kSm; l<n). Alors T est une transformation équivalence
dans R et dans S — R. Soient A et B respectivement deux éléments
quelconques de R et de S — R, et soient A' et B' leurs transformés
dans T; alors, puisque T* est une transformation équivalence de S
[8, l i a ] et que B est un élément invariant de S dans Tf [ 8 ( ] , A est,
ou n'est pas, conjugué à B selon que 4' est, ou n'est pas, conjugué
à B; et, puisque Tg est une transformation équivalence de S et que
A' est un élément invariant de S dans T', A' est, ou n'est pas,
conjugué à B selon que A' est, ou n'est pas, conjugué à B'. Par suite,
T est une transformation équivalence de S [5] et, par suite, l'ordre
de S est supérieur ou égal à mn.

(l) Deux espaces P et Q sont conjugués si P/Q == P, et par suite, Q/P == Q; voir
l'Appendice.
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THÉORÈME 16a. — Si un espace discret S conlient une seule
m-suite R cyclique par rapport à une transformation équi-
valence T,, d''ordre £, de S et si les degrés de toutes les autres
suites de S cycliques par rapport à T, et connexes à R sont
premiers avec m, la transformation biunivoque de S identique
à T dans S — R et identique à une « trantformation involutive »
de la m-suite R (*) dans R est une transformation équivalence
de S [ 92 , i 4 s ] -

COROLLAIRE 1. — L'ordre de l'espace discret S dans le dernier
théorème est supérieur ou égal à k -j- m(l —• 1), où / est le plus petit
commun multiple de k/m et 2.

THÉORÈME 17a. — A tout sous-espace connexe R de S qui
consiste en m-suites cycliques par rapport à une même transfor-
mation équivalence T de S il correspond un sous-espace connexe
R' de R, qui contient un seul élément de chaque m-suite cyclique
deR.

En effet, soit T(R) un sous-espace de l'hyperespace T(S) dont
les éléments sont les m-suites cycliques dans R; alors, puisque R
est connexe T (R) est aussi connexe [11]. Soient P un élément de
T(R) et P", Pj, . . . , P£, . . . lesm-suites de S qui sont les éléments
de T(R) |P", soient A£„ A£2, . . . , A£m les éléments de lam-suiteP^,
et soit R' un sous-espace de R qui contient un élément A de P, les
éléments A}>;t, AJ>y-i, . . . , AJ. ;i, . . . conjugués à A, et les éléments

A,,* -M , A2/«+i, . . . , AX/«n, . . . conjugues chacun a au moins un
élément de l'ensemble A?;», A£,-«, . . . , A";>«, . ̂  . (n = 1, 2, 3, . . . ) .

Alors tous les éléments AA ;«+» (A* = 1,2, . . .) sont dans le (n -f- i)ième

voisinage de A dans R, et R' est connexe [if] et contient un seul

élément de chaque m-suite cyclique dans R.

COROLLAIRE 1. — A tout sous-espace connexe R de S qui consiste
en m-suites de S cycliques par rapport à une transformation équi-
valence de S il correspond m sous-espaces connexes équivalents et

( l) G'est-à-dire une transformât ion, qui correspond à une rotation d'un m-agone
régulier autour de l'un de ses axes de symétrie*
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disjoints de R contenant chacun tin seul élément de toute iw-s
cyclique de R [26] .

COROLLAIRE 2. — Si R contient tous les éléments d'un espace dis-
cret S invariant dans une transformation équivalence involutive de S,
alors S — R contient deux sous-espaces équivalents disjoints dont la
somme est S — R et dont la connexité est inférieure ou au plus égale
àC(S-R).

COROLLAIRE 3. — Si aucun élément d'un espace discret connexe S
n'est invariant dans une transformation équivalence involutive de S,
alors S contient deux sous-espaces équivalents, connexes et disjoints
et dont la somme est S.

Le dernier théorème nous permet de définir un hyperespace S'
complémentaire à l'hjperespace T (S ) [2c] , où les éléments de S'
contrairement à ceux de T ( S ) , sont toujours sous-espaces connexes
de l'espace discret S, et où la condition pour que deux éléments
soient conjugués eét, comme avant, que ces éléments considérés
comme sous-espaces de S soient connexes l'un à l'autre.

DÉFINITION %d. Soientx:

i° T une transformation équivalence de l'espace discret S;
2" Rm le sous-espace de S consistant en toutes les m- suites de S

cycliques par rapport à T ;
3° R^, R;„, . . ., R"/, . . . les sous-espaces connexes entiers deRm.

Alors, un hyper espace complémentaire à l'hyperespace T(S) est
un hyperespace ( J ) dont les éléments sont

Rm,i> Rm,2> Rm,m (m, 1 = I, 2, . . . ),

où R"ê j , R*lr2, . • . , R'*è m sont sous-espaces connexes, équivalents et
disjoints de R*t contenant chacun un seul élément de toute m- suite
cyclique de R^t [ 17 * ] (' ), et (ii) qui satisfait à la condition que deux quel-
conques de ses éléments, R'^ y et R^ /? soient conjugués si, considérés
comme sous-espaces de S ils satisfont à R'*M | R[ y ̂ â o (voir 2c) .

THÉORÈME 18a. —- Si T est une transformation équivalence d*un
espace discret S et si Sf est un hyperespace complémentaire
à T(S), alors C(S) = C(S'), et s'il n'y a pas dans S deux sous-
espaces connexes entiers équivalents, C(S) = C[T(S)].

(!) A tout RJJM- il correspond un Kjjify tel que R^y = T (RJ,^).



COROLLAIRE 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
espace discret S soit connexe est que l'hyperespace T(S) (où T est
une transformation équivalence de S), de même que chaque hyper-*
espace complémentaire à T(S), soit connexe.

COROLLAIRE 2. — Si T est la transformation identique de S,
T(S) = S et il existe un seul hjperespace à zéro dimension complé-
mentaire à T(S) et dont le degré (pseudo-degré) est égal à la çon^
nexité de S diminué de i.

THÉORÈME 19a. — Si T est une transformation équivalence
d'un espace discret S, le degré de tout hyperespace complémen-
taire à T(S) n7est pas supérieur au degré de S, et n'est pas infé-
rieur à l ordre de T, et tous les hyper espaces complémentaires
à T(S) ont le même degré.

COROLLAIRE 1. — Si T est une transformation équivalence de l'es-
pace discret S et si un hjperespace complémentaire à T(S) consiste
en deux éléments conjugués, S est connexe, T est involutive et aucun
élément de S n'est invariant dans la transformation T.

COROLLAIRE 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
hjperespace complémentaire à T(S) soit identique à S (T étant une
transformation équivalence de S) est qu'il n ' j ait pas deux m-suites
de S cjcliques par rapport à T qui soient connexes l'un à l'autre.

THÉORÈME 20a. — Une transformation équivalence T de l espace
discret S est aussi une transformation équivalence de tout hyper-*
espace complémentaire à T(S).

COROLLAIRE i. — L'ordre d'un hjperespace complémentaire à T(S)
est supérieur ou égal à Tordre de T.

THÉORÈME 2ia. —• Soient T une transformation équivalence
d'un espace discret S et R un ensemble connexe entier de m- suites
cycliques par raoport à T : le sous-espace (correspondant à R)
d*un hyoerespace complémentaire àT(S) est symétrique et son
nombre de dimensions n'est pas moindre que celui de chaque
m-suite deT\ ; et, si le sous-espace correspondant àR d'un hyper-
espace complémentaire à T(S) est à zéro dimension, le sous-
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espace correspondant à R, de ri1 importe quel autre espace
complémentaire à T(S) est aussi à zéro dimension.

THÉORÈMK 22a. — Soient :

T une transformation équivalence de l'espace discret S;
P d Q, deux ensembles connexes entiers de m-suites et de

n-suites de S (cycliques par rapport à T) connexes Vun à
Vautre;

P' et Q' les sous-espaces correspondant à P et Q d'un hyper-
espace S' complémentaire à T(S).

Le sous-espace P' qui contient tous les éléments de P' connexes
à Q' est symétrique et, si les degrés de Pf et Q' sont premiers
entre eux, P' et Q' sont conjugués.

COROLLAIRE 1. — Si les degrés des suites de S cycliques par rap-
port à T, ne sont pas supérieurs à trois, deux hyperespaces quel-
conques complémentaires à T (S) sont équivalents.

COROLLAIRE 2. — Si T est une transformation équivalence invo-
îutive de S, deux hjperespaces quelconques complémentaires à T ( S )
sont équivalents.

Quand le degré m d'un espace discret S est donné à l'avance, il
n'est pas toujours possible de construire un espace de ce degré et
dont le groupe de ses transformations équivalences soit un sous-
groupe quelconque du groupe symétrique d'ordre m\ [92]? mais il
est facile de démontrer que cela est possible pour certains sous-
groupes du groupe symétrique d'ordre ml

THÉORÈME 23a. — A tout entier positif m (m >> 5) il correspond
au moins un espace discret connexe S, à deux dimensions,
d'ordre 1 et de degré m.

En effet, soit (AB) un arc discret de degré m — 1 dont les extré-
mités sont A, B et soit E un élément extérieur de (AB) conjugué à
deux éléments C, D de (AB) et à aucun autre élément de (AB),
C étant conjugué à A. Alors S = ( AB) -h E est connexe et de dimen-
sion 2, et, puisque SjA2 et S|B2 sont respectivement de degré 2
et 1, A et B sont invariants dans toute transformation équivalence
de S [52, 2" \. D'ailleurs, puisque E est de degré 2, C et D de degré 3,
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S|C2 de degré i, et S |D2 de degré 2 —, les éléments G, D et E sont
des éléments invariants de S et, par suite, la seule transformation
équivalence de S est la transformation identique (4) .

Nous démontrons de la même façon :

THÉORÈME 24a. — A tout entier positif m (m >̂ 1) il correspond
un espace discret connexe à deux dimensions, de degré 'dm et
d'ordre m.

Le nombre des espaces discrets différents (c'est-à-dire non équi-
valents) d'un degré quelconque m n'est pas encore connu.'Mais nous
donnerons dans les théorèmes suivants une limite inférieure et une
limite supérieure pour ce nombre.

THÉORÈME25a. — Siok(m) est le nombre des espaces discretsdif-

rents de degré m de connexitè k, cpA (m -4-1) = ^ ?/ ( / n) •

En effet, soit S la totalité des espaces discrets différents de degré m
et de connexitè supérieure ou égale à k, et soit S' la totalité des
espaces discrets dans laquelle un espace P' de S; consiste en un
espace P de connexitè/? (p^/r) de S et en un élément conjugué à un
sous-espace P" de P et à aucun autre élément de P — P" où

(l)P* = P1+P2 + . ..4-Pp-A+i («)P = Pi

( « ï ) | P / l â | P / + l | (*=»!, 2, . . . , / > - !
et enfin

Alors tout espace dans S' est de degré m -j- 1 et de connexitè A*. Nous
allons démontrer que S' ne contient pas deux espaces équivalents et,

i — m

par suite o..(m-f-i)^V ot-(m).
i = A-

Soient P' et Q' deux espaces quelconques de Sr, P et Q les espaces
correspondants de S, soient

A s P ' - P , B S Q ' - Q ,

(*) Cette démonstration s*étend à des cas plus généraux que celui cfue nous venons
de considérer.



et supposons que P ' = Q'. Alors

P*V A -+- (P — P") = Qff -4- B -4- (Q — Q'), P | P*ss'Q |Q*so ,
C(P + À) = C(Q f f+B)= i

et le degré de tout sous-espace connexe de Q —- Q" est moindre que
| P " 4 - A | . Par suite

Or l'élément À de P'1 -h A et l'élément B de Q" + B sont tous deux
de degré | P" |, et chaque élément de Q" + B de degré | P'f | est équi-
valent à B [2c 54J. Par suite, puisque les espaces P ' - f -A et Q"-f-B
sont équivalents, il existe une transformation équivalence de P" H-A
en Q" -H B dans lequel les éléments A et B se correspondent [3^], et,
par suite, P" = Q" |8 a ] et P = Q [ ^ « ] , ce qui contredit notre
hypothèse.

COROLLAIRE 1. — Le nombre des espaces discrets différents con-
nexes de degré m est plus grand que le nombre des espaces discrets
différents connexes et non connexes de degré m — 1.

Du dernier théorème il suit :

THÉORÈME 26a. — Si cp(m) est le nombre des espaces discrets
mfim— 1)

différents de degré m, im' K S<D(m)1i 2 2

On établit de la même façon :
THÉORÈME 27a. — Le nombre <p(m) des espaces discrets diffé-

rents de degré m satisfait, à

Vn-2)?c
l
2)-i-...-4-fi(~^ f l ( T ) " H l (mpair),etc.

COROLLAIRE 1. — II n'existe qu'un seul espace discret de degré m
et de connexité m — 1 (c'est-à-dire ffn~l(ni) = 1 dont Tordre soit
2 (m — 2) !.

Nous terminerons ce chapitre par quelques résultats relatifs



espaces discrets de degré m inférieur ou égal à | S j et de coimexilé
inférieure à m — i.

THÉORÈME 28a. — Le nombre des espaces discrets connexes, diffé-
rents, de degré 3 est deux : F un d'ordre 2, l'autre d'ordre 6. Le
nombre des espaces discrets, différents, de degré 4 et de connexité 2
est trois, d'ordres 2,6 et 8 ; et le nombre de ces espaces qui sont
connexes est six : trois à une dimension, d'ordres 2,6 et 8, deux à
deux dimensions d'ordres 2 et 45 et un à trois dimensions d'ordre 24-
Le nombre des espaces discrets, différents, de degré 5 et la connexité 3
est trois, d'ordres 4^8 et 12; le nombre de ces espaces de con-
nexité deux est huit : quatre à une dimension^ d'ordres 2, 4? ö et 8,
trois à deux dimensions d'ordres 2,4 et 12, et un à trois dimensions
d'ordre 24; et le nombre de ces espaces qui sont connexes est
vingt et un : (a) six à une dimension dans lesquels trois sont
d'ordre 2 et de pseudo-ordre 6 ou 12 et trois d'ordre 10, 12 et 24;
(ù) cinq à deux dimensions de pseudo-dimension, un dans lesquels
trois sont d'ordre 2 et de pseudo-ordre 2 ou 4 et deux d'ordre 4 et 8;
(c) six à deux dimensions également de pseudo-dimension dans
lesquels trois sont d'ordre 2 et de pseudo-ordre 2 ou 4 et trois
d'ordre 4?8 et 12; (d) trois à trois dimensions d'ordre 4, 6 et ia , et
enfin (e) un à quatre dimensions d'ordre 120.

COROLLAIRE 1. -— Deux espaces discrets de degré cinq ou moins,
pour lesquels la connexité, le nombre de dimensions, le degré,
l'ordre et les valeurs entières correspondantes de leur 0 — fonctions
sont les mêmes, sont équivalents {voir oa et note).

COROLLAIRE 2. — L'ordre de tout espace discret de degré
m (1 <^ m <C'6) est pair (voir 23 a) .
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CHAPITRE IL
ESPACES DISCRETS DENSES ET NORMAUX.

Jusqu'ici nous avons étudié les espaces discrets généraux et les
nombres que nous avons définis pour ces espaces, comme la
connexité, la dimension, la pseudo-dimension, le degré, Tordre,
le pseudo-ordre, existent pour tout espace discret. Nous allons
maintenant donner une classification des espaces discrets en pro-
cédant comme nous l'avons indiqué dans l'Introduction. INous défi-
nirons la classe et la pseudo-classe qui sont des nombres n'existant
pas pour tous les espaces discrets, mais qui existent cependant pour
des espaces normaux qui nous intéressent et pour beaucoup des
dérivés des espaces normaux.

DÉFINITION 4a . — Un espace discret, à n dimensions est un espace
dense y Vnj si pour tout S'm de V,* ( m = o, i , . . . / i — i) V«/Sm n'est
pas vide.

b) Un espace discret connexe à n dimensions est un espace normal,
Sn, si pour tout Sm de Sn (m = o. i , . . . n — 2 ) Sn / Sm est connexe (f) ;

c) Un espace discret Ww (à n dimensions) est de classe m, si pour
tout $;_t de Wn on a C ( W„ / S'„ „t ) = m ( 2 ).

(Nous emploierons souvent la phrase « un espace normal SJJ* » pour
la phrase « un espace normal à n dimensions de classe m »,

Nous emploierons aussi les phrases « un espace \ / 4 » et « un
espace Sn » pour les phrases « un espace dense à n dimensions »
et « un espace normal à n dimensions ») (3) ;

« (l ) Par suite, un espace normal est un espace dense, niais la réciproque n'est pas
vraie.

(2) Le lecteur est prié de faire des figures au moins pour les cas n = 2.
(•) Les espaces V6, So et SJ* sont tous des espaces discrets à zéro dimension, le

dernier contenant m éléments.
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d) Un espace discret S de pseudo-dimension n est un espace de

pseudo-classe m, si pour tout S^_t de S on a C ( S / Ŝ __t) = m.

THÉORÈME 1 b. — Une condition nécessaire et suffisante pour
quy un espace discret S, fini ou infini, soit un espace Vw(/i^i) est
que pour tout S'w de S (m = o, i , . . . l\ l<^ n)y S/S'm ne soit pas
vide et que pour tout Si de S, S/ Si soif* «m espace Vn^i_t.

COROLLAIRE 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
espace discret S soit un espace V« (ra = i) est que pour tout élé-
ment A de S, S/ A soit un espace Vn_t.

COROLLAIRE 2. — Si S™ contient S'n_17 SJ^/S'^, est un S™.

COROLLAIRE 3. — Si pour tout S^_j d'un espace S* on a

S« est un espace normal S£*.

THÉORÈME 2 6. — Une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un espace discret connexe S, fini ou infini, soit un
espace Sn (ndii) est que pour tout$'mde S (m = o, i,... l; l<Zn — 2)
S/S'm soit connexe et que pour tout Si de S, S/Si soit un
espace S«_/_ f .

La condition est nécessaire. En effet, pour tout S'm de Sn

(m1^l<Cn — 2) Sw/S'w est connexe [4*], et pour tout Si de Sw,
S/i/Si est un espace Vn_/_f connexe [i*]. Or pour tout SY

A

de Vw_/_t (k <C,n — ^ — 2), Yn—i—t/S'k est connexe car,

Si) [/o] et G[S»/(Si-t-Si)] = r[4*L

et, par suite, V„_^, est un espace S«_/_!.
La condition est suffisante. En effet, à tout S^de S {l<^k<^n— 1)

et à tout Si de S* il correspond un Si_/_, identique à S^ — Si tel
que S/Si soit un espace S^-^-i contenant S _£_t. Donc, puisque

est connexe, S/Si est connexe, et, puisque S est connexe il est un
espace Sw.

COROLLAIRE 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
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qu'un espace discret connexe S soit un espace Sn(n^.i) est que pour
tout élément A de S, S/3V soit un espace Sw_|.

COROLLAIRE 2. — Tout élément A d'un S ^ contenu dans un
espace Sn (n^i) est connexe à tout sous-espace connexe entier R
de S*. — S ^ , . ( Puisque

es* connexe, et ( Sn — Ŝ __, — R) | R = o).

COROLLAIRE 3. — Si la pseudo-dimension d'un espace Sn est diffé-
rente de ?/, la pseudo-classe de Sn existe et est égale à un; et, si la
pseudo-dimension de S>t est n et si la pseudo-classe de S» existe,
Sn est un espace normal.

De même :

THÉORÈME 3 b. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un espace discret connexe S, fini ou infini, soit un espace
normal S"1 {n^-i) est que pour tout §'k de S (Ar= o, i , . . . l',
l<Cn — i) S/S^ soit connexe et que pour tout S', de S, S/S) soit
un espace normal SJJL^.

COROLLAIRE 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un espace discret connexe S soit un espace normal S ^ ( J I ^ I ) est
que pour tout élément A de S, S/ A soit un espace normal S^_f.

COROLLAIRE 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un espace discret S soit un espace normal à n dimensions de
classe un est que S soit un S'n.

COROLLAIRE 3. — La pseudo-dimension est la pseudo-classe d'un
espace normal S™ (m ]> i) sont respectivement égales à la dimension
et à la classe de cet espace.

COROLLAIRE 4. — Pour tout SJ£_4 continu dans un SJf on a

COROLLAIRE S. — Pour tout S£l contenu dans un S?7(
™ __ Sf contient un S ^ _ t .

THÉORÈME 4b. — Une condition nécessaire et suffisante pour



qu'un espace discret S de pseudo-dimension n et de pseudo-
classe in soit un espace V*(n^/c) est que pour tout S'/ de S (/ = o,
i , . . . n — i ) S/ S'̂  ne soit pas vide et que pour tout S^_t de S les n\
sous-espaces connexes de S/S',f_t soient équivalents et à k^—n
dimensions.

La condition est nécessaire. En effet, puisque S est à k dimensions,
pour tout S^_, de S les m espaces connexes de S/S^_t sont chacun
«n $'f(l1ik — A), et, puisque S est un espace V*, ces m espaces ont
tous même nombre de dimensions k—n et, par suite sont équi-
valents .

La condition est sufiisante. En effet, pour tout S/
/l„1 de S,

les m espaces connexes de S ƒ S,', sont à A* — n dimensions; S/S'^j est
donc un espace VA—». Or,» puisque S/S/ n'est pas vide pour
tout S/ de S (/ = o,. . . n — i), S est un espace VA [ i*].

THÉORÈME 56. — Soit R un espace discret conjugué à un espace
normal fini S™ : la somme R-f-S"* est un espace normal S™+1 si R
est un SJJ1, et réciproquement.

Le théorème est évidemment vrai pour n = o. Je le suppose vrai
pour 7i. = i , 2 , . . . p — i .

Soient S£' un espace normal fini et conjugué à SJ>n, et A un élé-
ment quelconque de S"1 : alors, puisque S"1/A est un espace
normal S '̂ t conjugué à SJJ1 [3J J, S^/ A+SJJ1 est un espace normalS£\
•et. par suite, S^'-hSJJ1 est un espace normal Sp+i [3^].

L é i d é t d l ê f
p , ^ J J p p+

La réciproque se démontre de la même façon.

THÉORÈME 66. — Le nombre des éléments de tout espace nor-
mal S"1 fini est supérieur ou égala m(n -H i), et le nombre des
éléments de tout espace V„ ou S» fini est supérieur ou égal
à /i-+-i[3î, 5*, 3C].

La définition 4c qui va suivre nous donne :

1. — Un espace normal S"1 primitif contient
-éléments; et-un espace V/t ou S« primitif est un S^.

GOEOLLAIRE 2. — Une condition nécessaire et suffisante pout*
-qu'un espace normal S"1 soit primitif est qu'il contienne un espace
normal S ^ primitif tel que | S;;1 — S^_t | = m [4C, 5*].
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COROLLAIRE 3 . — Tout élément et tout espace normal SJJ!_, con-
tenus dans un espace normal SJf primitif sont primitifs [ 3 , , 6 , 3 4 ] .

COROLLAIRE 4. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un élément A d'un S™ soit primitif est que S'f / A soit unjespace
normal S™ f primitif.

COROLLAIRE O. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu un
espace Wn connexe, qui est soit un espace ~Vn soit un espace Sn, soit
primitif, est qu'il contienne un S'„ dont chacun des éléments soit
primitif.

Pour tout Ŝ __( d'un W« qui est soit un espace Yn soit un espace Sflf

on a | W„/S / ,_ i | ^ i . Or en déunissant un S ^ d'un tel espace Wn

d'être primitif quand | Ww/ S,,-, j = i, il résulte :

. COROLLAIKE 6. — Tout espace Wn non primitif connexe qui est soit
un aspace Vn soit un espace Sn, contient au moins un S',,,-* n o n Pri~
mitif (voir i5 c ) .

De même :

COROLLAIRE 7. — Tout espace Wf t non primitif (qui n'est pas
un S'n) connexe contient au moins un élément A tel que W w /A n'estj
pas un S'm (voir 16e).

DÉFINITION AC. — Le degré ( ' ) d'un espace normal S™ fini est le
nombre | S"' | — m( n ~h i), et le degré d'un élément A quelconque
d'un S'// est | S;'1/ A | — mn. De même, le degré d'un espace discret S
qui est soit un espace Yn soit un espace Sn est | S | — (n-\~i)j et, le
degré d'un élément quelconque de cet espace S est | S/A | — ri. Un
espace ou un élément de degré zéro est appelé primitif.

Les théorèmes 7&, 96, 106, 126, 146, qui vont suivre se démontrent
par induction, et puisqu'ils sont vérifiés comme on le voit facilement
pour les espaces à i dimension, je supposerai, dans les démonstrations,
qu'ils sont vrais pour les espaces, à p dimensions (p = 2, 3 , . . . , n — 1}
et je montrerai qu'ils sont vrais pour les espaces à n dimensions.

THÉORÈME 76. — Si un espace Sn contient deux éléments conju-
gués, A et B, qui sont primitifs, S« est primitif (voir 1-^).

(i) Voir note à Définition 3c.
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En effet, soient B + Sa_2 et A-}- S«_2 identiques respectivement à
Sw/A et S„/B, et soit C un élément quelconque de S'„_2 ; alors A et B
sont des éléments primitifs de l'espace normal à n — i dimensions
§n-t qui est identique à Sw/C, et par suite, S r t /Ces tun Sn_f [ôf]
identique à A + B + Si,_2 — C. Or, puisque aucun élément de
A + B + S^_2 n'est conjugué à un élément de Sn— (A + B- f S'„_2)
et que Sn est connexe, Sn est identique à A-f-B-f-S^_2 et par suite
est primitif [6f ].

COROLLAIRE 1. — Un espace dense connexe Yn contenant deux
éléments conjugués qui sont primitifs est primitif'.

THÉORÈME 8b. — Si le produit PQ (tous les éléments communs
à P et Q) afe deux espaces normaux (ou denses) à n dimensions,
ly et O, est un espace normal (ou dense) à n — i dimensions satis-
faisant (P — PQ) | (Q — PQ) E= o, la somme P -j- Q est un espace
normal (ou dense) à n dimensions [2^, 1*].

THÉORÈME 96. — Soient Sn un espace normal an dimensions
contenant un $'n-t pour lequel Sn— S'„_j n'est pas connexe, et R
un sous-espace connexe entier de Sn—S^_« ; alors S,t — R et

sont deux espaces normaux à n dimensions.

En effet, A étant un élément quelconque de S'„_,, R/A n'est pas
vide [2J]. Soit R' un sous-espace connexe entier de R /A.; alors puisque
S,,/A est un espace normal à n — 1 dimensions [2^] contenant un
S^_2 (identique à S'//_4 /A) pour lequel Sn /A — S^-^ n'est pas connexe
et R' est un sous-espace connexe entier de Sr t/A— S^_2, il en résulte
que S'„_2-|- R est un espace S«_,. Par suite, S'/t_i /A -H R/ A est aussi
un espace Sn_« [8*] et S/?_f -f-R est un espace normal à n dimen-
sions [2*]. Donc Sn—R est aussi un espace normal à n dimen-
sions [Sb].

COROLLAIRE 1. — Si un espace Srl non primitif contient un élément A
qui est primitif, A est un élément réduisant de S„, c'est-à-dire S»— A
est aussi un espace normal à n dimensions [2^, 6*].

Le dernier théorème n'est pas vrai pour tout espace dense Vn(/i ̂ > i)?

et un espace normal S"f même ne contient pas un SJ,—i tel que
SJ"— Ŝ —i ne soit pas connexe [1 id]. Nous allons donner maintenant
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§»<Mir les espaces normaux S"/, les théorèmes correspondants aux trois

derniers théorèmes sur les espaces S«.

THÉORÈME 106. — Tout espace normal S;" es£ irréduisant, c'est-
à-dire, si R est un sous-espace (non vide) d'un espace normal SJ",
S™ — R n'est pas un espace normal SJ".

En effet, soit R un sous-espace de Ŝ * (non vide et non identique
à S™); alors, puisque S™ est connexe, S"' — R contient un élément À
connexe à R, et par suite, R/A n'est pas vide. Or, puisque S"/ /A est
un espace normal S"è_f [3^] et que R/A n'est pas vide, S"*/A — R/A
n'est pas un espace normal S"*_-t, et, par suite, S™— R n'est pas un
espace normal S"1 [3^].

COROLLAIRE 1. — Si P et Q sont des espaces normaux de même
dimension et de même classe, et si P contient Q, alors P est identique
à Q .

COROLLAIRE 2. — Si l'espace normal SJ" /A contient l'espace normal

S?/_,, A étant un élément de S™, S;;\_, == S™/A.

COROLLAIRE 3. — Si P e t Q sont deux espaces normaux distincts
quelconques de même dimension et de même classe, on a

| P | > | P Q K I Q I -

COROLLAIRE 4, — Si l'espace normal S"* contient les m éléments
A|, A2, . . . , Am dont les conjugués dans S'" sont identiques,
| S - - S - / A , | = W [ 3 , , 5*].

COROLLAIRE5. — Si | S"1 — ŜJ* f | == w, SJJ*— Sf/t
l-§ est unSJ' conju-

gué à S ̂  13^, 3*].

COROLLAIRE 6. — A tout élément A d'un S"1 primitif il correspond
un seul S™ contenant A et on seul S"'—* conjugué à SJJ1, et Ton a

sr+s;;'_, = s;;'[3t, . * ] .
COROLLAIRE 7. — Deux ensembles S'o'* différents quelconques,

contenus dans un S"' primitif, sont disjoints et conjugués.

COROLLAIRE 8. — Soient A, B, C trois éléments d'un S^4 primitif :
(i) si A et B ne sont pas conjugués, C est, ou n'est pas, conjuguée B
selon que C est, ou n'est pas, conjugué à A, et (ii) si A et B sont
conjugués, C est conjugué à l'un au moins des élément?» A et B.
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THÉORÈME l i é . — Si pour tout élément A d'un S™—i -contenu
dans un espace normal S™ on a \ S,'? /A — SJ?_, /A j = m ; S* — S2l_,
es£ M/I SQ1 conjugué à S™_4.

. En effet, puisque | S™/A — Sft
l_, /A | = m, S;?/À— SSl_,/A est un

S™ conjugué à S"\_, /A [ i o j | . Soit B un élément quelconque de S"\_t ;
alors, puis([ue S _̂_4 est connexe, il contient un arc discret R passant
par" A, B [i"J. Or, si le degré de R est 2, B est contenu dans S?,1-! /A,
donc conjugué à S™, et par induction nous démontrons qu'il en est
encore ainsi si le degré de l'arc discret R est un nombre quel-
conque. Donc S'o" est conjugué à S'f_», et, par suite, S"/ est iden-
tique à s;;1.! 4- s;" [5*, \O\\.

COROLLAIRE 1. — Si tout élément ou tout S"l_, d'un S™ est primitif,
Sm est primitif [6j , 6 j ] .

COROLLAIRE 2. — Si tout élément d'un S"l_« contenu dans un S"1 est
un élément primitif de S"\ le dernier est primitif [6j] .

COROLLAIRE 3. — Si tout S1^ (où k est un entier positif fixe) con-
tenu dans $"* est primitif. S"/ est aussi primitif [1 1*].

CoROLLArRK 4. — Si, pour tout S'A (où k est un entier positif fixe)
d'un S;;\ "S//1/S; est un S;;i_*_, primitif, S;;? est primitif [36 , I I { ] .

THÉORÈME 126. — Une condition suf fisante {et aussi nécessaire)
pour qu'un espace S™ soit primitif est que le conj ugué dans S™ d1 un
élément quelconque de S"1 soit le conjugué de m — 1 autres élé-
ments fie S"'.

En eftet, soient A un élément quelconque d'un S"t
l répondant aux

conditions de Ténoncé et B un élément quelconque de S^/A, alors

S;Î*=H A -+- S;{'/AL -+- B A « H -+- SÎ;I/H -+- RB,

RA et RB étant des ensembles S'o"~' f 5*]. Or, puisque B est conjugué
à A -f- RA et non conjugué à RB, S"1/A contient RB, et, par suite,
S;" /A est identique à B -h (SJ"/A)/B -f-RB, où tout élément de RB est
conjugué à (S"7A)B. Donc, S'"/A est un S"'-^ primitif [3*] et, par
suite. S"1 est primitif [i if ].

COROLLAIRE 1. — Si à tout S'"~t d'un S"' il correspond un S^1 de
S;:1 conjugué à S';;_l? S;f est primitif [3Î].
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THÉORÈME 136. — Une condition suffisante pour quhm espace
normal S"1 (n^ 2) soit primitifest que tout élément d'un S'n contenu
dans S™ soit un élément primitif de S™.

En effet, soit

S ^ = A0-4- Ai -+- . . . -+- An, et S"1/(S/4— A/) = Rf- (i = o, i? . . . , n)\

alors, R; est un S'0
;i [3*], et Ay est conjugué à R* (i^éj) et contenu

dans R,-. Par suite, les n-\~i ensembles Ro, Ri, . . . ,.R« sont distincts.
Or, puisque S™/Ay est un S"l_i primitif [3^, ^e] et contient R; et R*
(i^ék, i7 ky^j), Rt- et R# sont disjoints et conjugués [ io î ] . Donc
les ensembles Ro, R<, . . . , R« sont conjugués l'un à l'autre et leur
somme est S™ [5*, 10*]. Par suite S™ est primitif [6*].

COROLLAIRE 1. — Si un S™ ( n^ 2)contient trois éléments primitifs
conjugués l'un à l'autre, il est primitif [4a, 3^, 6^J (voir nb).

COROLLAIRE 2. — Si un S;, ( n ^ 2 ) contient deux éléments conjugués
primitifs qui sont contenus dans un S'J primitif de S'ft il est primitif.

COROLLAIRE 3. — Si un S;, non primitif contient deux éléments A
et B conjugués qui sont primitifs, S;, | (A + B) est un S;4_2 primitif.

THÉORÈME 14 b. —• Tout espace normal contenu dans un espace
normal S™ (n^i) primitif est primitif.

En effet, soit S^ contenu dans S^1 et soit un élément quelconque A
de S^; alors, puisque SJf/A est un S^_, primitif [3j , 63] qui contient
le Sĵ —i identique à S^/A, A est un élément primitif de S .̂ [6j]? et,
par suite, Sl

A. est primitif [1 i j ] .

THÉORÈME 156. — Si T t est une transformation de R en R', R
et R/ étant des ensembles S™ contenus dans un Sjf primitif\ et, si
T2 est une transformation équivalence de SJf — R en S"1—R;,
alors la transformation T, qui transforme S^1 en lui-même et qui
est identique à Tf dans R et à T2 dans SJ"—R est une transfor-
mation équivalence de S"1 [ i o j j .

COROLLAIRE 1. — Toiîl espace normal primitif est symétrique, et,
deux espaces normaux primitifs de même dimension et même classe
sont équivalents.
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COROLLAIRE 2. — L'ordre et le pseudo-ordre d'un S™ primitif sont
respectivement (m!)B + { (/&-+-1)! et [m (n -+-1)] !.

COROLLAIRE 3. — Toute suite d'un S™ primitif, cyclique par rapport
à une transformation équivalence de S™, est un espace normal pri-
mitif [i4*].

CHAPITRE III.
LES HYPERESPACES QUI SONT LES DÉRIVÉS D'UN ESPACE DISCRET

QUELCONQUE ET LES HYPERESPACES DONT CHAQUE ÉLÉMENT EST
UNE CELLULE A n DIMENSIONS. COLORABILITÉ D'UN ESPACE DISCRET
A n DIMENSIONS E N n + i COULEURS.

DÉFINITION S a . — Soient Dm (WB) un hyperespace discret dont
les éléments sont S'm de Ww ( * ) (n >> o) et soient P et Q deux élé-
ments quelconques de cet hyperespace. Alors, selon que P et Q sont
conjugués, si ( a ) P - j - Q est un S^M ou si (b)PQ est un S',,.,,
F hyperespace D / n(Ww) est appelé (a) le dérivé mième propre de W#
ou (b) le dérivé mième impropre de W„.

Les symboles. D™(W«) et D™(W») désignent respectivement les
dérivés mll>mes propre et impropre de l'espace W»( 2 ) .

b. Nous appellerons espace de n-ceUtiles un hyperespace discret
dont chaque élément est une cellule fermée à n dimensions (3) et qui
satisfait aux deux conditions suivantes :

I. Pour deux éléments quelconques A et B de cet espace, le

(') Le symbole Wn désigne comme toujours un espace discret à n dimensions.

(2) Ainsi un espace discret à n dimensions Wn a n dérivés propres D?(W„),
I>i(WB), • . . , D?~1(WW>, et n dérives impropres D^(VVR), D|(VVn), . . ; , DjJ<Ww).
Mais D? ( WK) est identique à Wn. Il est clair, que si les sous-espaces de P et Q de \V„
sont les éléments conjugués de Dm~^ (Wn), propre ou impropre, on a | P -t-Q | = m-f-1
et | PQ | = m — i, puisque ; P -+- Q 1 -h ! PQ i = ! P \ -h \ Q |.

(3) Pour les définitions d'une cellule fermée à n dimensions et de \a frontière
d e c e t t e c e l l u l e voir l ' I n t r o d u c t i o n p . I I .



produit (1) AB (tous les points communs à À et B) mî sjur la
frontière de A. et sur celle de B.

IL Deux éléments sont conjugués si (et dans ce cas seulement)
le produit de leurs f routières contient une cellule n — i dimen-
sions.

Un espace de ^-cellules W » est une surface ( 2 ) si :

X. Tout point situé sur la frontière dun élément de "Wn se
trouve aussi sur la frontière d1 un ou de plusieurs autres éléments
de Wn, et si :

XX. P%our tout ensemble de m-\- i éléments Af, A2, . . . , Am+4

de Ww, tels que (le produit) A, A2 . . . Aw+1 ^à o. A, A2 . . . Am+4

est une cellule n — m dimensions (m = 1 , 2 , . . . , n).

La dérivée mièmc d'une surface à n dimensions est l'espace de
(n — m) cellules (voir 11e), dont les éléments sont les cellules fer-
mées à n — m dimensions qui sont chacune le produit de w + i
éléments conjugués de cette surface (3).

c. Une fonction uniforme S(X.) qui fait correspondre à tout élé-
ment discret S un des m nombres 1, 2, . . . , m est une fonction
m-coloriante de S, si les nombres que S(X) fait correspondre à
deux éléments conjugués ne sont pas égaux.

Un espace discret qui a une fonction m-coloriante est colorable
en m couleurs (/•).

( ') Voir l'Appendice
(2) L'a sur/ace ainsi définie est une surface à n dimensions du point de vue de

Y Analysés si tus.
(3) Nous montrerons plus loin que la dérivée m«ème d'u»e surface \Vn est équiva-

lente à D f (W n ) .
,(*) Le problème du coloriage d'une carte en quatre couleurs, qui a été étudié par

de nombreux mathématiciens, se ramène au théorème suivant qui reste encore à
démontrer. Un espace de 2-cellules contenu dans un plan est colorable en quatre
couleurs. Pour références aux travaux sur ce problème, \yoir Encyklopadie, loc. cit.,
p. 17*7. Une bibliographie complète se trouve dan* la récente thèse de Alfred Errera
« Du coloriage des cartes, etc. », Bruxelles, 1921.

Des travaux connus sur ce problème il résulte immédiatement que toute carte
dans le plan est colorable en quatre couleurs si tout espace diserct normal S2 (de
classe 1) est colorable en quatre couleurs. Il suit comme < orolïaire du théorème 15e,
que nous démontrons dans le dernier Chapitre, que la réciproque est aussi vraie.
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rf. Un espace discret, qui ne contient aucun espace normal de
classe supérieure à i, est dégénéré.

THÉORÈME l e . — Tout dérivé d'fin espace normal t]n (*) est
connexe.

En effet, soient A et B deux éléments quelconques d'un D^(U»),
et a et b deux éléments de U» contenus respectivement dans A
et B( 2 ) . Alors, puisque Un est connexe, il existe un arc discret (ab)
allant de a à 6 dans Un. Soit maintenant ( (ab) | = 2 : alors, ou bien
A est conjugué à B, ou bien à (a- \-b) et (a-\-b) est conjugué à B (3) .
De toutes façons il existe un arc discret (AB) dans D^(UW). Suppo-
sons que ( AB) àeiyl

p(\]n) existe dans le cas où | (ab) \ = 3, 4? • • -j k— 1 •

Soit | (ab) | = A-, et soient c un élément de (ab) conjugué à a,
C l'élément de DJ, (Uw) identique à (a -f- c) . Alors, puisque
| (bc) | = fc — 1, (àc) < (ba) il existe un arc discret(BC) dans DJ(U„),
et si A et C sont distincts ils sont conjugués. Donc il existe un arc
discret (AB) deD; (U w ) .

Ainsi nous avons démontré notre théorème pour un espace normal
à 1 dimension. Supposons qu'il soit vrai pour un espace normal
à m dimensions (m = 2, 3, .. ., n —- 1).

Soient A et B deux éléments quelconques d'un D /w(U,e), où m > o
si ce dérivé est propre et où m > 1 s'il est impropre, et soient a
et b deux éléments de Un contenus respectivement dans A et B.
Alors il existe un arc discret (ab) de Un. Si maintenant | (ab) \ = 2,
soit G = (a + 6 + Sm-2 ) (4 )•> o u S'm__2 est contenu dans XJn j ( a -h b).
Nous allons démontrer maintenant qu'il existe un arc discret (AC)
de D-(LU)-

Soit S'm l'ensemble de Un correspondant à Félément A de D/n(Uw)-,
et soient A' et G les éléments Sw — a) et ( b -h S'm„2 ) de Dm~ * (U»/a) .
Alors, puisque le-théorème est vrai pour un espace normal à n— 1.

(^-Nous réserverons l'expression « un espace normal S,, » dans le reste de e©t
Ouvrage pour désigner un espace normal de classe 2. « Un espace- normal Ŝ f »
désigne comme toujours un espace normal à n dimensions de classe m. ( Voir ic, 3f).

(-) ( n éJément A d'un Dm(W n) contient un élément a de W,, si A considéré
comme sous-espace de Wfl contient a.

(3) Le symbole ( S ^ ) désigne l'élément de Dm(WJ qui correspond à l'ensemble Bf
m

de \Vn. Ici (a -*- b) désigne Félément de Dp(Un) qui correspond à a -+- b de Un.
(4) Si /« < :», S'rt_2 est vide.



dimensions, un arc discret allant de A' à C' existe dans Dm~f (U«/ a ) .
Par suite, un arc discret (AC) existe dans Dm('Ure). De même,
puisque B et C contiennent l'élément b de U«, il existe un arc
discret (BC) dans Dm(U«) s'ils sont distincts. Donc il existe un arc
discret (AB) dans Dm(Un) quand \{ab)\ = 2. Supposons mainte-
nant qu'il en soit de même quand | (ab) | = 3, 4? • • • ? k — l •

Soit \(ab)\ = k * et soient c un élément de (ab) conjugué à a ,
C un élément de Dm(U«) contenant l'élément c de U„. Alors,
puisque \(cb)\ = k— 1, (cb) <^{ab), il existe un arc discret (GB)
dans Dm(Uw), et, si A et C sont distincts, il existe un arc discret(AC)
dans Dm(U„), puisque | ( « c ) | — 2 , {tic) << {ab). Il existe donc un arc
discret ( AB) dans Dm( U„) et par suite D'W(U„) est connexe.

En appliquant ce théorème à un espace normal Sn de classe 2, oîi
obtient sans difficulté :

THÉORÈME 2 C. — Si une transformation équivalence d'un
espace normal S" de classe 2 laisse invariant chacun des n -f- 1
éléments d un S'a contenu dans Sw, chaque élément de Sn reste
invariant dans cette transformation.

De même :

THÉORÈME 3 C. — Si un espace normal à n dimensions est colq-
rable en n -f- 1 couleurs, il est colorable en n -h 1 couleurs d'une
seule manière {* ) .

COROLLAIRE 1. - Un espace normal S£* primitif est colorable
en n -f- 1 couleurs d'une seule manière.

THÉORÈME 4C. — Uordre de tout dérivé {le nième peut être
excepté) d'un espace dense Vn est supérieur ou égal à Üordre
de Yn.

Puisque toute transformation équivalence d'un espace discret est

( l) Un espace discret qui est colorable e» m couleurs est au moins colarable de
ml façons différentes en prenant les rnl permutations des m couleurs. Mais quand
nous dirons qu'un espace discret est colorable en m couleurs d'une seule manière
ces permutations sont exclues. D'après cette définition, un S,, est évidemment colorable
en n -4-1 couleurs d'une seule maDière. Nous montrerons, plus loin, qu'un espace
discret dégénéré à n dimensions est colorable en n -+-1 couleurs et, par suite, un tel
espace normal est coiorable en n -+-1 couleurs d'une seule manière.
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aussi une transformation équivalence de tout dérivé de cet espace [71]
il suffit de démontrer que deux transformations équivalences distinctes
de Yn sont aussi transformations distinctes de D w (V n ) (m <C n).
Soient y = y(x) et z = z(x) deux transformations équivalences
distinctes de Yn; alors Yn contient un élément A de coordonnée a0 tel
que les éléments B et G de Yn de coordonnées bQ = y(aQ) et
e 0 —3(a 0 ) soient distincts. Soient Z>f, 62, . . . bm les coordonnées
de m éléments d'un S'm de V„ contenant l'élément B, mais non l'élé-
ment G [4a]? et soient a4, a2, . . . am les coordonnées satisfaisant aux
conditions bj = y{aj) (j = 1, 2. . . m). Alors l'élément (S'm) de
Dm(Yn) est distinct de l'élément G de Dm(V„) consistant en m-\-\
éléments dont les coordonnées sont cô,c<, . . . c,«, où Cj= z{aj) .
(y = o, 1,2, . . . m). Par suite, ces deux transformations distinctes
de \ n sont aussi transformations distinctes de DW(VW).

COROLLAIRE 1. — Si à tout couple d'élément — A, B de Yn il corres-
pond un S'n de Vn contenant A et non B, l'ordre de tout dérivé,
même le nième, de Vn est supérieur ou égal à l'ordre de Yn.

COROLLAIRE 2- — L'ordre de tout dérivé d'un espace normal
S"1 (m <Z 1 ) est, sans exception, supérieur ou égal à l'ordre de S"\

Puisqu'un espace dense \J
n contient au moins n-^-i éléments il en

résulte :

THÉORÈME Se. — Le degré d'un dérivé mième d'un espace dense Yn

est superieur a ( A _ m ) ! ( m H . l ) !
 ou h = I V»l-

THÉORÈME 6. — Le dérivé nieme d'un espace normal S" l + l(m> o)
est un espace dense à m dimensions de pseudo~classe n ~\- 1 et de
pseudo-dimension \.

En effet, soient Ao et Bô deux éléments distincts d'un S'n con-
tinu dans S™1 ; alors Ao et Bo sont continus respectivement
dans S^VCS;, — Ao) et S, '^7(S; ,—Bo) . Soient Ao, A,, . . . , Am

et Bd, B f , . . . Bw tous les éléments de S*/(S'„ — Bo) et S / , /(S /
n—Bo ;

alors

Ai(S'n—Pk@)==ï Bi(S'ti — B o ) ^ A / A y s s B i B y s s o ( i V / = 0 , 1 . . . , m )



Par suite, q
Ai($'n — A»)

et

Or puisque aucun des éléments A,, A», Am n'est conjugué à Att [i**]»
et que tous les éléments Bo , B4, . . . , Bm sont conjugués, les éléments
Ao, A | , . . . Am sont différents des éléments Bo. B,, . . . Bm . Par suite,

A/ By s s o ( i , ; = o, i , . . . , m )

et les éléments (S'/t — Ao + A/) et ( S ; , - B e + B y - ) de D«(S,?+I) sont
distincts.
Maintenant puisque

| (S'^-Ao-4- A/)(S;4 - B0-h By) |
s KSi— Ao) (S'„.- Bo) | a | ( S ' n - A*— Bol = »— i,

les éléments (S'n— Ao -+- A,) et (S'M — Bo -f- By) ne sont pas conjugués ;
et puisque

^ - A o + A ^ s S ^ X S ^ - A o H - A ^ s S ; , —Ao (î*j),

k s éléments ( S'n — A o + Af ) et ( S',, — Ao -4- Ay) de D» ( S'//"1 ) sont con-
jugués l'un à l'autre et à (S' ; |). Par suite, le sous-espace D"(S"?+1 )/ (S' t)
de Dn(S'f"f'' ) est de connexité n -f- i, et tout sous-espace connexe
entier de D l*(S^1)/(S /

/ t) est un S^_4. Donc, D«(S;*M) est un espace
dense à m dimensions [46] de pseudo-classe n -f- i [4</] et de pseudo-
dimension i [3$].

COROLLAIRE 1. —La pseudo-dimension du dérivé nièm* d'un espace
normal XJn non-primitif est i.

COROLLAIRE 2. — La pseudo-classe du dérivé nième d'un espace
normal XJn tel que pour chacun de ses S^_, on ait ]U„ /S^_ | | ^2 ,
est n -+- i.

COROLLAIRE 3. — Le dérivé rième d'un espace normal S« (de classe -a)
est un espace normal à i dimension de classe n - f-1.

THÉORÈME 7C. — Si les sous-espaces P | , P2 , . . . P#+i de W^
sont des éléments d'un S^ de Dm(Ww); WB contient un sous-
espace Q tel que soit (i) P,-+ P ^ s Q (f ^ y ' ==1,2, . . . . m- f - i ,
soit (2) P,-Py=== Q {iyéjz=: 1,2, . . . .m -i- 1).



— 65 —

En effet, soit Q = P4 P2 ; alors, si Q est contenu dans

P/ (* = 3 , 4, . . . , * - h i ) ,

la deuxième condition est satisfaite. Supposons que Q ne soit pas

contenus dans P3. Alors, puisque | Pjl'2 i — m — li o n a

1PIP 2 P 3 | ^ ^ i - 2 ,
et, puisque

l(P1-P IP2)P3 i = IP 1 P 3 | - iP 1 P 2 P 3 i ^o et i P i - P i P 2 | = i,

on a
(Pi —PiP«)<Pi, et . P,<P,-t-P,.

Par suite, puisque | P/-+- Py- J = m -f- i,

Je dis, maintenant, que pour tout sous-espace P/ {l^> 3) de W^ ati
moins l'un de trois produits PJPJJ, P2Ps, PsPi n'est pas contenu
dans P/. Supposons en effet qu'il n'en soit pas ainsi. Alors

et, puisque

P2 est contenu dans P ,̂ ce qui n'est pas. Donc la première condition
est satisfaite.

Si nous prenons comme définition : Selon qu'un S^ de Dm~~f(W»)
satisfait à la première ou à la deuxième condition (de notre théorème)
il est propre ou impropre, nous avons les résultats suivants :

COROLLAIRE 1. — Tout S/v. de D m - I (W«) est, soit propre, soit
impropre.

COROLLAIRE 2. — Pour tout S'̂  propre de Dm~f(Ww) & est infé-
rieur à m + i.

COROLLAIRE 3. — La dimension de D^n(W») est n — m ou m.+ i
selon que im est, ou n'est pas, inférieur à n.

THÉORÈME 8C. — Le dérivé (n — i ) l e m e propre d'un espace nor-
mal §"* est un espace dense à n dimensions de pseudo-classe m ei
de pseudo-dimension i.

THRSE LINFIEL»
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En eftet, soit S/Î_l contenu dans S™, et soient A*. A>, . . . . Am les

éléments de S™/$'n_%. Alors Df-1(S /^1-4-A/) — ( S ^ J est un S^_4

de D"~*(S™) et est conjugué à ( S ' ^ ) . Or, puisque les éléments A(-
et Aj de S™ ne sont pas conjugués, aucun élément de

n'est conjugué à un élément de

Par suite, la connexité du sous-espace D?"1 (S;'/)/(S;,_, ) deDf"1 (S;;1)'
est fil, et chacun de ses sous-espaces connexes entiers est un Sr

n_i.
Donc D^'-^S™) e s t u n espace dense à n dimensions de pseudo-
classe m et de pseudo-dimension i.

COROLLAIRE i. — La dimension et la pseudo-dimension de D""f (W«)
sont respectivement n et i.

THÉORÈME 9C. — La pseudo-dimension et la pseudo-classe
de Df~s (S"* ) (m > i, n >> a) sont respectivement i et m -f- i.

En effet, soient A et B deux éléments distincts d'un'S^_t contenu
dans SJJ*, et soient C,, C2, . . . C/w les m éléments de S'̂ /S^__j.
Alors D^2(S;_ t) est un S),., propre de D'/-2(S^); et (S'n_ t—A)
et (S^ j — B) sont conjugués respectivement à

or2(s;, ,) — (s^.t —A)

et à D f - ^ S ^ j ) — (S;,_t — B). Maintenant, puisque

s;,-, — A -+- [s;,_f — A — B -H et]

efst identique à S^_,—A-j-C,-, et puisque les éléments Cg et Cy-
de S"1 ne sont pas conjugués, les éléments (S^_t — A) et

(Si., - A - B H - C Î )

de Dl
$

l-î(S^) sont conjugués et les éléments (S'tt l— A — B-f-Q)
e t (S«-, — A—"B-hCy)de D;"*(S^1) ne sont pas conjugués. Par
suite, la pseudo-dimension de D"~2(S^1) est supérieur à un. Orf

puisque le sous-espace de D" ^(S^) qui consiste en tous les éié-
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de D;- 2 (S£) conjugués à (Sr
/t„t — A) et à (S; t_ t — B) est

-+- (S'^_, - A - B -4- C , ) -4- . . . - + - (S'w_, — A - B +• C m )

la eoïtnexité de ce sous-espace est m -t- i, et tous ces sous-espaces
entiers sont des espaces normaux de classe i. Donc la pseudo-dimen-
sion de D'''~* (S'//) est rx, et la pseudo-classe m 4 - i.

Puisque le conjugué d'un élément quelconque de D*(SJ)
dans D* (SJ) est connexe, il en résulte que :

COROLLAIRE 1. — L'espace DJ (SJ) est un espace normal S£.

THÉORÈME 10C . — La dérivée rrieme d1 une surface W^ est équi-
valente à pr

s
n(Wn).

En effet, soit S la dérivée mièmQ de W„, et soit T une transforma-
tion qui fait correspondre à un élément [une (n — m)-cellule
fermée| A de S, le S/;i de W« dont le produit de ces éléments (n-cellules
fermées) est identique à A [ 5 &]. Alors T est une transformation biuni-
voque de S en D"lÇWn). Soient B et C deux cléments quelconques
de S et Bly B2, . . . Bm + 1 et C1? C2, . . . , Cw + Î les éléments correspon-
dants dé Ww dans la transformation T ; alors

, et C

MainteÉtant si B et C sont conjugués, BC est urïé cellule fétMè€
à ti — (m -h i ) dimensions. Par suite, puisque BC n'est pas vide, B*C/
n'est pas vide, B; et Cy sont conjugués, et la somme

Bt -+- B j H - . . . - + - B/M-^i - H Ci -+- G2 -f- . . . *+- C/ren-t

est un*espace normal de classe 1. Et puisque BC es f une cellule
fermée à n —(m -f- 1 ) dimensions, cette somme est un Sm + t de Ww .
L>onc les deux éléments de D"'(W„) correspondant à B et C dans T '
sont conjugués. Nous démontrons de même que si B et C ne sont pas
conjugués, les deux éléments correspondants de Df (W t t) dans T ne
sont pas conjugués. Par suite T est une transformation équivalence
de S e n D m ( W « ) .

THÉORÈME 1 1 C . — Pour tout ensemble de m ~\~ 1 éléments
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(n-cellules), d'une sur/ace W»À1? As? . . . , Am conjugués deux à
deux, la cellule A tA 2 . . . Aw4.i à n — m dimensions est contenue
dans la frontière de la cellule Aj A2... Am an — m-\-i dimensions.

Le théorème est vrai pour m = i. Je le suppose vrai pour m = p — i.
Soient Ai, A2, • . . , A^ p éléments de Wre conjugués deux à deux.

Alors
Aj A2 . . . Ap == ( A j A 3 . . . A;,_t Aj)(A2 A3 . . . Ap_i Ap),

A 2 A 3 . . . A/,..|A< et A2A3 . .-Ap_t Ap sont des cellules à n — (p — 2)
dimensions et A2A3 ...A^.^ est une cellule à n — (p—3) dimensions.
Or puisque le théorème est vrai pour m = p — 1,

A2A3 . . . Ap-i Aj -H A2A3 . . . A/^Ap < (A 2 A 3 . . . Ap_i)',

où (A 2 A 3 . . . Ap_h )' est la frontière de la cellule A â A 3 . . .K p _ { . Par
suite, puisque la dimension de A2 A 3 . . . Ap_, Af et A â A 3 . . . AjP_1 A^
est inférieure d'une unité à celle de A2 A 3 . . . A /,_ l, et puisque la
dimension de leur produit est n — {p— 1),

( A 2 A 3 . . . Ap_iAi) (A2A3 . . . Ap-tA,,)

=- ( A2 A 3 . . . A/,_1 Ai )'( A2 A3 . . . A p M kp)' [<?] ( 1 )

où les deux termes à gauche dans la dernière identité sont respecti-
vement les frontières des deux cellules à droite. Donc Ai A2 •. . A^
est contenu dans la frontière de la cellule Af A2A3 . . . A /?_f.

COROLLAIRE 1. — Si A et B sont deux cellules à n — m dimensions
correspondant à deux S'm d'une surface Ww on a AB = A'B', où
A' et B' sont respectivement les frontières de A et B.

THÉORÈME 12C. — Le sous-espace Kde la dérivée première dfune
surface Ww dont les éléments (cellules à n— 1 dimensions) sont
sur la frontière d un élément A quelconque de Ww est une sur-
face W w_f.

En eftet, puisque la surface W» est un espace discret à n dimen-
sions, R est un espace de (n— i)-cellules à 11— 1 dimensions.
Soient a l ? a2, . . . , am m éléments de R tels que ata2..> am ̂  o,
et soient A| , A2, . . . , Am les éléments de W B tels que ai z= AA/( i = 1,

(l) Toutes les références indiquées dans les démonstrations de ne et 12e se
rapportent à la, définition implicite de la /i-eellule dans l'Introduction,



2, •.•.,«&). Alors, puisque le produit A A f . . . A m n'est pas vide,
c'est une cellule à n — m dimensions [5fe], et puisqu'il [est iden-
tique au produit a 4 a â . . . a f l l , ce dernier produit est une cellule
an — m ) dimensions. Par suite, R satisfait à la condition (ii) dans
la définition d'une surface \VW_|.

Soient maintenant a un élément quelconque de R et B l'élément
de Wn tel que a = AB; alors (AB)' est la frontière de la cellule
à n — i dimensions A' — A'B/ [ i°, \°] où, comme avant, A' et B' sont
respectivement les frontières des cellules A et B. Soient P un point
de (AB)' et P f , P., . . . , P„, . . . une suite convergente des points'
de A' — A'B' ayant comme point limite le point P [3°]. Alors,
puisque les points de cette suite sont sur A; et que tout point sur A'
est sur la frontière d'un ou de plusieurs autres éléments de W«,
chacun des points P,, P2 , . . . , PM, . . .sont sur la frontière d'un ou de
plusieurs d'autres éléments de Ww conjugués à l'élément A. Or,
puisque le nombre des éléments de XV n conjugués à A est fini, Ww

contient un élément C qui contient un nombre infini Pm,, Pm,, •••%
Pm„, . . . , ( mn^K <C rnn) de points de la suite convergente P<, P2 , . . . ,
Pm... ; et, puisque les points de la dernière suite ne sont pas des
points de B', C est différent de B. Maintenant, puisque la suite Pm i ,
Pms, . . - , Pm,(, ••• est convergente et a le'point P comme limite, et,
puisque C est une cellule fermée, le point Pest contenu dans G. Par
suite, Pest contenu dans ABC, et, puisque

ABC == ( AB)(AC) = ( AB)'(AC)' [ufj

où (AC)' est la frontière de la cellule à n — i dimensions AC; P est
contenu dans ( AC)'. Par suite, tout élément situé sur la frontière de
la cellule a est sur la frontière d'au moins un autre élément de R, et.
par suite, la condition (i) dans la définition d'une surface W»_4 est
satisfaite. Donc R est une surface W w _ | .

Le dernier théorème avec le théorème àb nous donne immédia-
tement, par induction, l'important théorème suivant :

THÉORÈME 13C. — Toute surface Ww connexe est un espace
discret normal de classe deux.

LEMME 12. — Si pour tout élément X d'un espace connexe S on
aC( — X) = | S / X | ^ 2 , S n'est pas dégénéré.

En effet, soient A un élément quelconque de S et B, C deux élé-
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ments quelconques de S / A ; alors, puisque G (S — A) = | S / A | ,
il n'existe pas de sous-espace connexe de S — A contenant les
éléments B et G.'Par suite, puisque le degré de B est supérieur è un
S I A2 n'est pas vide et B est conjugué à au moins un élément de S | A?.
Soit maintenant D un élément de S A2 conjugué à B; alors, puisque B
et G sont contenus dans un sous-espace connexe, A-j-B—f-G,
de S — D , les éléments G et D ne sont pas conjugués. Donc sous les
hypothèses de notre lemme l'assertion suivante : S j Am+* n'est pas
vide et tout élément de S J Am est conjugué à un seul élément
de S|A'W~! nest conjugué à aucun élément de S j A™ et est
conjugué à au moins un élément de S j A 7 ^ 1 », est vrai au moins
pour m =. i. Supposons cette assertion vraie pour m = 2 , 3, . . . ,
n — 1.

Par hypothèse Si Aw n'est pas vide. Soient D un élément quel-
conque de S | A" et B, G deux éléments quelconques d e S j A " " 1 ;
alors, puisque B et G sont contenus dans le sous-espace connexe
n — 1

2 S | A' de S — D, ces éléments ne sont pas tous deux conjugués à

l'élément D. Par suite, D est conjugué à un seul élément de S | A»-1 .
Soient maintenant B l'élément de S | A""* conjugués à D et E un
élément quelconque de S|AM. Alors, puisque B et E sont contenus

n —1

dans le sous-espace connexe E -r- ^? S | A' de S-—D, l'élément D

n'est pas conjugué à l'élément E, et par suite, D n'est conjugué à
aucun élément de S j A". Or, puisque le degré de D est supérieur
à un* S | Aw~ * n'est pas vide et D est conjugué à au moins un élément
deS|Aw J~ f . Donc, l'assertion mentionnée plus haut est vraie pour
toute valeur de m, S est infini, et | S ] A" | = 1 S | An+t i.

Soient maintenant Ai, A_f deux éléments distincts de S|A,
soient A2? A_2 deux éléments de S ; A2 conjugués respectivement
à A, , A-i et A„, A_„ deux éléments de P|AW conjugues respect i-

vement à A„. A_(„__t) (n = 3, 4? • • • )• Alors y Arn ou Ao ^ A, est
n = — «o

un S| infini (de classe deux). Par suite, puisque S contient un
espace normal de classe supérieur à M/Î, il n'est pas dégénéré.

D'où par induction :
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1. — Tout espace connexe fini (|Sj ̂  2) contient au
moins deux éléments, A et B, tels que C(S — A) = C(S — B) = 1.

De même :

COROLLAIRE 2. — Tout espace normal S"* (m^>2) contient un
espace normal S« (*).

Le dernier corollaire joint au théorème 3b nous donne :

THÉOHÈME 14C. — Une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un espace discret soit dégénéré est qu'il ne contienne pas-
d'espace normal Si.

THÉORÈME 15C. — Une condition nécessaire et suffisante pour
quun espace normal\]n fini soit dégénéré est que pour tout $f

n_f

de \Jn on ait :

La condition est évidemment nécessaire si Uw est primitif. Sup-
posons Un non primitif. Soit un S^_, de XJn non primitif et soit
V + B <^ Uw/S'/1_1 ; pour prouver que la condition est nécessaire, il

suffit de montrer qu'aucun sous-espace connexe de Un — S^_t ne con-
tient A et B. Supposons qu'il existe un arc discret ( AB) de Un — S^ _,,
alors, puisque A et B ne sont pas conjugués, il existe un élément D
de (AB) distinct de B et conjugué à A. Maintenant, puisque la
dimension de Un est /*, l'élément D ne peut pas être conjugué à tous
les éléments de S^_,. Soit C un élément de S,,_., non conjugué à D ;
puisque G n'est pas contenu dans (AB) et n?est pas conjugué à tous
les éléments de (AB), mais est conjugué à l'extrémité de (AB),
C-h (AB) contient un espace normal S t (fini). Donc Lw n'est pas
dégénéré. Gette dernière conclusion contredit l'hypothèse d'après
laquelle Un est dégénéré, et par suite aucun sous-espace connexe de
Un — S'/t__t ne contient A et B.

Pour prouver que la condition de l'énoncé est suffisante, il suffit
également de montrer que U« ne contient aucun S, . La condition est

( ! ) Le symbole S,, désigne toujours dans le reste de eet ouvrage un espace normal
à 71 dimensions de classa ">., même si e.cla n'est pas spécifie. Ainsi ici ot dans le
théorème suivant Sj désigne un espaee normal à i dimension de clause 2. Voir
aussi Ce, i3, %d et la note au théorème l e .



évidemment suffisante pour un espace normal U« de degré zéro. Je la
suppose suffisante pour un espaee normal XJn de degré inférieur à m.

Soit Un un espaee normal de degré m, soit S^_t de Uw non pri-
mitif, et soient enfin P { , P2 , . . . , P* les sous-espaces entiers connexes
de Uw — S ^ . L'espace P t-4-S^_, est fini, dégénéré, normal, et
à n dimensions [9*[, par suite il n'existe aucun S< de P,- + S„_|.
Supposons qu'il exisie un S( de Un contenant des éléments de P;
et de Py. Soient respectivement A et B des éléments de S, P; et SjPy.
Alors, puisque S( est fini, il contient deux arcs discrets, S ( i ) et S(2^
allant de A à B, tels que (S ( l ) —A) (S\2) —B) soit vide, et tels qu'au-
cun élément de S(1) —A — B ne soit conjugué à un élément de
S(2) — A — B. Cette dernière conclusion est une contradiction,
puisque les deux arcs discrets S ( i ; et S(2) doivent contenir chacun au
moins un élément de S^_, et par suite Un ne contient aucun S| .

COROLLAIRE 1. — Tout espace XJn fini, dégénéré, a au moins deux
éléments qui sont primitifs.

THÉORÈME 16C. — Tout espace W» non primitif, connexe et
dégénéré, contient au moins un S'm ( m < n ) , tel que Ww — S'm ne
soit pas connexe" (voir 6J).

Le théorème est vrai pour n = i. Je le suppose vrai pour n = 2,
3, . . . , £ — 1 .

Supposons que le théorème ne soit pas vrai pour tout'W"* salis-
sant aux conditions de notre théorème. Soit W& un tel espace, et
soit A un élément de W*, tel que W*/A ne soit pas un S'm [6*J.
Alors Wfc/A est un W/c, {k' <C.k) non primitif, connexe et dégé-
néré- Par suite, puisque la dimension de Wjt/À est inférieure à celle
de Wfc, Wjt/À contient un Ŝ  ( l<^k — 1) tel que W^/A — Ŝ  ne soit
pas connexe. Or, puisque A est conjugué à S), A-f-S^ est un S'i+i

et Wjt/A— Ŝ  est identique à (W^— S/)/A. Par suite (Wfc — Sf
ê) — A

est connexe [puisque WA- — (S't -f- A) ^ (Wjt — Ŝ  ) — A] , et
("Wjk — ti'i)IA. n'est pas connexe. Donc W*— Ŝ  contient un S< fini,
ce qui n'est pas vrai, puisque WA- est dégénéré.

THÉORÈME 17C. — Si un espace discret S est colorable en ni cou-
leurs, et si un sous-esoace R de S est colorable en m couleurs
« d'une seule manière », à toute fonction R ( X ) m-coloriante
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de R, il correspond une fonction S(X) m-coloriante de S
àR(X) <ians R [c est-à-dire, Je//e ^we S(A) = R(A)

élément ArfeR].

En effet, puisque S est colorable en m couleurs, il existe une
fonction St(X) m-eoloriante de S. Or, puisque le sous-espace R
de S est coiorable en m couleurs d'une seule manière, il existe une
permutation p z=. p(x) des m nombres i, 2, 3, . . . , m telle que
R( A) = p\ S4 (A)] pour tout élément A de R. Par suite , la fonction
coordonnale S(X) de S satisfaisant à S( B ) = p JS4 (B)] pour tout
élément B de S est une fonction m-coloriante de S et elle satisfait
aux conditions de l'énoncé.

Maintenant, il est clair que : « Si P(X) et Q(X) sont respective-
ment des fonctions m-coloriantes des espaces discrets P et Q satis-
faisant à la condition (P— PQ)1(Q—PQ) = oet si P(A) = Q(A)
pour tout élément A de PQ, la fonction coordonnale R( X) de P -f- Q
qui est identique à P(X) dans P et à Q(X) dans Q est une fonction
m-coloriante de P-f-Q », et, « si un espace discret S est colorable
en m couleurs de telle façon que k seulement de ces m couleurs
(nombres 1, 2, . . . , m) soient sur les éléments d'un sous-espace
R de S, à toute fonction R(X) ^-coloriante de R il correspond une
fonction S(X) m-coloriante de S, telle que S^X) soit identique
àR(X) dans R ». 11 suit donc du dernier théorème :

COROLLAIRE 1. — Soit le produit PQ de deux espaces discrets P
et Q, satisfaisant à la condition ( P — PQ) | (Q — PQ ) = o, colorable
en k couleurs d'une seule manière ; alors, si P et Q sont chacun
colorables en m couleurs (klim) d'une telle façon que À seulement
de ces m couleurs soient sur les éléments de PQ, P - h Q est colo-
rable en m couleurs.

Or, puisque un S'w est colorable en n -\- 1 couleurs d'une seule
manière, il suit par induction du dernier corollaire et des théo-
rèmes 16c et 3c :

THÉORÈME 18C. — Tout espace discret, dégénéré, finiy est colo-
rable en n-\~i couleurs, n étant la dimension de cet espace. Et
tout espace normal U« dégénéré, fini, est colorable en n-b-i
couleurs « a"une seule manière ».
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On sait bien ( f) que l'on peut décomposer l'espace euclidien en
cellules à 3 dimensions, de façon qu'il contienne un nombre m aussi
grand que l'on veut de cellules à 3 dimensions, deux quelconques
d'entre elles étant conjuguées. ïl semble qu'il reste encore à cher-
cher s'il existe ou non un nombre W{n) ne dépendant que dé zi, et
représentant le nombre de couleurs nécessaire et suffisant pour colo-
rier un W,i uni arbitraire. Même dans le cas où W« est un espace de
/i-eellules, l'existence du nombre correspondant W(M; n'a pas, à
notre connaissance, encore été établie. Sauf dans les cas où n = i
et n = 2 la question de l'existence du nombre S,n), qui représente
le nombre de couleurs nécessaire et suffisant pour colorier unS„ fini
arbitraire, paraît ne pas avoir été du tout étudiée (2) .

Nons allons maintenant entreprendre1, avec plus de détails que
nous n'avons fait jusqu'ici, l'étude des espaces normaux Sa (de
classe a), en définissant tout d'abord un Tn légèrement plus général
que l'espace S», espace dont nous aurons à nous servir dans l'étude
de transformés d'un Sw.

CHAPITRE IV.
ESPACES DISCRETS Tn. TRANSFORMÉS ET TRANSFORMÉS NORMAUX

D'UN ESPACE DISCRET. CONNECTIVITÉ D'UN ESPACE NORMAL S*.

DÉFINITION 6 a. — Un espace normal à n dimensions est un
espace TM si pour tout S^_.,' de TM on a|T»/S^_, | ^ a .

Un élément 4 d'un espace Tn est un élément de la frontière
de Tw si Tw/A n'est pas un espace normal S»_4 (de classe a) . La
totalité de ces éléments constitue la frontière de TV Si la frontière
de Tn est un espace normal $n-i (de classe 2) elle est normale.

( ' ) Encyclopedie (lue. cit.), p. 177-178. — ï\ STAOKKL, Zeitschrift für Mathe-
rnatik und Phy.ùk. 42, 1̂ 07» !>• :>7^- — H. TIETZE, Monatshelfte für Malhematik
und Physik\ 10. 190.Î, p. :>n.

(-) Cf. P.-J. !IKA\\Y)OI>. Qttarterly Journal of Math^matics, vol. 2î, 1891», p. 33n.
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b. ^oient P et Q deux espaces discrets ̂ satisfaisant aux deiix con-
ditions :

i° P—- PQ consiste en un seul élément;

2° Q — PQ consiste en deux éléments conjugués te/s que
Q | (Q — PQ) •= P | (P — PQi), alors Q est un transformé de P.

Soit Q un transformé de P satisfaisant aux deux conditions :

i ° P | ( P — PQ ) est un espace normal de classe 2 ;

2° Q/(Q — PQ) est un espace normal déclasse 2 telque(*)
Q | (Q — PQ) — Q/ (Q — PQ) soit un espace de connexité a, et tel
que chaque élément de Q — PQ est conjugué à un seul sous-
espace connexe entier de Q | (Q — PQ) ̂ -Q I (Q — PQ)> alors Q
est un transformé normal de P.

c. Un espace normal S2 (fini ou infini) est de connectivité i, si
pour tout St contenu dans S2 on a G(S2 — S t) = 2.

Un espace normal S2 est de connectivité m -\- i, si m est le nombre
maximum d'espaces disjoints Rt ? R2, . . . , Rm, qui sont chacun un S§

de S2 satisfaisant à R£ — R; | Ry -yé. o ( i ^~j = i, 2, . . . , m), et pour
m

lesquels S 2 — \ R/ est connexe ( 2 ) .

THÉORÈME le/. — {7/ie condition nécessaire et suffisante pour

qu1 un espace discret connexe S soit un Tn est que pour tout $'k de S

(* > II est suffisant de dire ici : tel que G[P/ (P — PQ) — Qf (Q - P O ) ] > i , etc.
[<)d]. Il suit du théorème ld que le nombre de dimensions de Q | ( Q — PQ) excède
d'une unité celui de Q/ (Q — PQ)- Nous montrerons [o.2] que la somoïe
de Q/(Q — PQ) et d'un sous-espace connexe entier de P/(P — PQ) -- Qf (Q •— PQ)
est un espace Tn avec une frontière normale, où n est la dimension de P/{ P — PQ).
Dans le cas où Qj(Q — PQ) est un espace normal à i dimension il faut lire
u Q!(Q — PQ) eonsiste de deux éléments tels que, etc. »,

(2) On peut facilement étendre cette définition aux espaces à n dimensions de la
façon suivante :

Un espace normal S3 est de connectivité ( i , /n), si pour tout S* contenu dans S3

on a C(S3— S,,) = 2 et si, pour tout élément A de S3 l'espace normal (à 1 dimensions)
S3 | À est de connectivité m; etc. (Ainsi pour un Sn il y aura n -4-1 nombres de «a
connectivité) ; mais il est difficile alors à démontrer pour n ̂  2 qu'il existe des
espaces pour chacune de ces connectivités.
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.̂)== i (k= i , 2 , . . . , l; l<^n — 1) et que pour tout^
l'espace S /SJ soit un Tn-i-i*

COROLLAIRE 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
espace discret connexe S soit unT» est que pour tout élément A de S
l'espace S /A soit un Tn_t •

COROLLAIRE 2. — Si un S'n_m d e T r a ( o < m £ n ) contient au moins
un élément qui n'est pas sur la frontière de T^, alors Tn/S'n-m e s t

un Sw_«.

COROLLAIRE 3. — Un espace discret T» qui a une frontière normale
n'a aucun Sf

n_m primitif ( * ) (m = 2, 3, . . . , n ) . Mais tout tel Tn a au
moins un Sn_! primitif.

COROLLAIRE 4. — Tout élément A d'un S^_t primitif de T a est un
élément de la frontière de Tn/(S'n-i— A-)*

THÉORÈME 2<i. — ^ i Sw est contenu dans la frontière de T"„
( m < 1̂ — 1), alors (Tn/Sm-)'< (T«)7S^, oà (Tw/S^)' ê  (!"„
les frontières de T w / S ' m et Tw ( 2 ) .

En effet, soit A un élément de (Tw /S^) ' ; alors

n'est pas un espace normal et, par suite, A est un élément de (T n ) ' [ i j ]
et (T« /A) '< (Tn)'. Or, puisque (T w /S m ) f < T, /S m et

THÉORÈME 3d. — Si P est un S'n_t primitif d'un TAl avec une fron-
tière normale, et si Q est un S^_t contenu dans cette frontière tel
que PQ soit un S^_2, alors Q est un S^_j primitif de Tw.

En effet, TW/(PQ) est un T< non primitif [13] qui n'est pas
u n S | ( i f | . Par suite, T r t/(PQ) a une frontière contenant deux élé-
ments A et B, contenus dans (^IV/f^J. Or, puisque (T n ) ' estunSw_ f

et que A, B sont conjugués à PQ, les éléments A etB sont (Tn)7(PQ)«

(1) C'est-à-dire tel que \ 'l\J$n-m \ = #*•
(2) Nous emploierons la rnème notation dans les deux théorèmes qui suivent.
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Par suite, puisque Q —«- PQ est un élément de (TW)'/(PQ), c'est un
élément de la frontière de TW/(PQ). Donc T»/Q est réduit à un seul
élément, puisque (T n / (PQ) / (Q — PQ) = T„/Q.

Maintenant, puisque tout Tn contient un S ^ primitif [if] et
que D*Zj ($„_,) est connexe, il en résulte :

COROLLAIRE 1. — Tout S'n_t contenu dans une frontière normale
d'un Tn est un S^_t primitif de Tn.

COROLLAIRE 2. — Si A et B sont deux éléments conjugués contenus
dans une frontière normale d'un T,n alors B < (Tw/A)'.

En effet, supposons que le corollaire ne soit pas vrai. Soient

et S^_t contenu dans (Tn)
r et contenant A-f-B. Alors Tw/S^_, est

identique à S/i_2/(S'n_1 — A — B), ce qui est une contradiction,
puisque | T n / S ^ t | = 1 et | S ^ a ^ S ^ - — A — B) | = 2.

Le dernier corollaire joint au théorème 2 d nous donne :

THÉORÈME \d. — Si T„ a une frontière normale contenant Vêle-
ment A de Tn, (TM/A)'== (

Nous démontrons par induction :

THÉORÈME 5G?. — Si P et Q sont des espaces Tn dont PQ est
un S„_,, frontière de P et de Q, e* dont (P — PQ) | (Q — PQ) est

^ P-+-Q est un S,,.

COROLLAIRE 1. — Si R = À + S t t_, et R/A est un Sn_i, R est

un Tw avec une frontière normale; si R ^ A -4- B -+- S^_1? A | B =?é o
et R/A, R/B sont chacun un S^_(, R est encore un Tn avec une
frontière normale.

THÉORÈME 60L — 5 t R es* w/i sous-espace (non vide) d'un
espace T / n alors Tn — R w'e.ç^ pas un espace normal S«.

COROLLAIRE 1. — Si Sre_w et S/w_4 sont contenus respectivement
dans Tw et Tw/S^_m, alors STO„, EEE Tw/S„_m.

THÉORÈME 7<i. — Pour tout espace normal Um (à m dimensions)

contenu dans un espace normal U« (an dimensions) des sous-
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espaces D«[UW et X3n—Um de XJn soient% connexes sûrement
quand m est inférieur à n — i -

Le théorème est \rai quand m = o pour toute valeur de n supé-
rieure à un. Par suite il est vrai pour n=%. Je le suppose vrai
pour 7i = 3, 4? • • M ^ — f •

Soient A', Bf deux éléments quelconques de

U A | U m (o<m < / — i),

et A, B deux éléments de Um conjugués respectivement à A', B ; .
Alors puisque Uw est connexe, il contient un arc discret (AB) allant
de A a B. Soient A ( , A>, • • -, A/ les éléments d'un tel arc discret,
où Ai est identique a A et A,+ i est conjugue à A,, et soit Ct un
élément quelconque de

I)A < A I T - Vi-f-i ) — li,nH At - A,+ , > . (î = I, >, / — l) .

Alors aucun des éléments G* n'est contenu dans Um . Maintenant,
puisque A' et G* sont des éléments de U A / A J — Um/A, et que le théo-
rème est vrai pour n = k—i, il existe un sous-espace connexe
de U*/A| — Um/A, contenant A' et Gt. Par suite, puisque

est contenu dans U*| UW7 il existe un sous-espace connexe de U*| \Jm

contenant A' et G,. Or, puisque Cf_4 et Ct sont des éléments
de U^/Af— U/it/A,, il existe un sous-espace connexe du dernier
espace les contenant. Par suite il existe un sous-espace connexe
deU* |U m qui les contient. Nous démontrons de même qu'il existe
un sous-espace connexe de U^JU,» contenant C^-! et B'. Par suite il
existe un sous-espace connexe de U*|Um contenant A; et B'. Donc,
puisque A' et B' sont des éléments quelconques de L *.( Uw , le dernier
sous-espace de l^es t connexe et, par suite, U*.— Um est connexe.

LEVÏME 13. — Si B<S W _4<^S„ (n^>i) et A < Sn—Sn-n M
existe un arc discret (AB) de Sn qui ne contient aucun autre
élément de S,l^1 que B.

Le lemme est vrai pour un S< fini. Je suppose qu'il est vrai pour
un Sn fini (n = 2, 3, . . . , m).

Soient B < S w < S v / + i et A < S m ^ . 1 — Sm , où Sm+i est ou
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infini; alors il existe un arc discret ( AB) de S/w+1. Si (AB) et Sm ont
plus qu'un élément en commun, soit B1? le premier élément de (AB)
qui est aussi un élément de Sm en allant de A à B. Alors il existe un
arc discret (B1B) de Sm. Gomme avant, soient B f , B2, . . . , B& les
éléments de cet arc (B&=B), et soit A{ l'élément de l'arc (ABj)
conjugué à Bx, où (ABX) <^ (AB). Alors, A et A, sont continus dons
un sous-espace connexe de S/w+1— S/w, et, puisque

B 2 < Sw /Bj < S / n + 1 B, et A l < S / W + ! 'B , — S,w. B.,

un arc discret ( Aj_B2) de Sw+1/Bx existe qui ne contient aucun autre
élément de Sm/B4 que B2. Par suite Sm+1/( B 2 + B2) contient un élé-
ment A2 (identique à (A1B2)/B2) tel que Axet A2 sont contenus dans
un sous-espace connexe de Sm+x/Bx—Sm/B l7 et par suite ils sont
contenus dans un sous-espace connexe de Sm + 1— Sm . De même

B^, < S/w/B/< S/H+1'B/ et A,-< S//l+,/B/— S,,,/B,-.

Par suite A/+l de Sm+l/(Bj-|—B/+l) existe tel que A, et A|+f sont
contenus dans un sous-espace connexe de Sw^/Bj—Sm/B f* et
de S m 4 i —S m ( t = : 2 , 3, . . . , k—i). Donc il existe un élément A^
de Sm.n/Bfc (BfeE^B) tel que A et Ak sont contenus dans un sous-
espace connexe de Sw + 1 -h SOT et le lemme est démontré.

COROLLAIRE 1. — Si B <C Sn__i < Sn (ri >> i) et A < S ĵ S„_i, il

existe un arc discret ( AB) tel que (AB) — B < Sn | S/t_i.

THÉORÈME 8< .̂ — Si S .̂_, <C S,, t <T; S„ (n l~> i) et A < Sn— S»—19

il existe un élément B <ie S»/S^.., tel que A et B sont contenus
dans un sous-espace connexe de Sn— Sn_i.

Le théorème est évidemment vrai pour un Si iïni. Je suppose qw'if
est vrai pour S« fini (n = 2, 3, . . ., m) .

Soient D <^ S^u<^ Sm<C Sm + [ et A <^ S/w+,— Sw , où Sm+t est fini ou
infini. Alors d'après le dernier lemme, il existe un élément C de
Sm-j-t— Sw conjugué à D tel que A et C sont contenus dans un sous-
espace connexe de Sm+1 — Sm. Or puisque

S; / l/D<Swl/D<Sw+,/D et C < Sm+1/D — Sw/D,

il existe un élément B de (Sm + 1 / D)/ (S m / D ) ̂  Sm+t/ Sm tel que G et B
sont contenus dans un sous-espace connexe de Sm4. t/D —-
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Par suite G et B sont contenus dans un sous-espace connexe de
Sm+1— Sw, et par suite A et B sont contenus dans un sous-espace
connexe Sm+1— Sm.

Le dernier théorème nous donne immédiatement le théorème qui
est à la i>ase de la définition de la connectivité d'un espace normal
(voir 6 c).

THÉORÈME 9^/. — Pour tout espace normal S7j_i (de classe 2)
contenu dans un espace normal Sw (de classe 2). le sous-espace
S«— Sn-t de,Sn est soit connexe, soit de connexité 2.

COROLLAIRE 1. — A tout espace normal Sw_{ ( f) (de classe 2)
contenu dans un espace normal S» pour lequel S^—$n—i n'est pas
connexe il correspond (d'une seule façon) deux sous-espaces P et Q
de Sn (appelés demi-S») tels que

P, P|(PQ), P - PQ, Q, Q|(PQ), Q - P Q

soient chacun connexes (voir la définition d'une droite et d'un
plan dans l'Introduction).

En définissant deux tels sous-espaces d'un Sn un couple de
demiSn il résulte :

COROLLAIRE 2. — Tout demi-Sn (n^>i) est un T« avec une
frontière normale.

COROLLAIRE 3. — Soient P et Q deux espaces normaux de classe 2 ;
alors, si Q est un transformé de P, les espaces P et Q sont de même
dimension [3?] et C[Q |(Q — PQ) — Q/ (Q — PQ)] < 2 (voir i5rf).

THÉORÈME 10 d. — Pour tout espace normal S7l_f contenu dans
un espace normal Sn (n^> 1) le sous-espace S« | S/ê_f de Sn est de
connexité pas plus grande que 2 [i4i5 8rf, grf].

Nous démontrons d'une façon analogue :

C1) Quand n = i il faut dire à tout élément contenu dans un St infini il corres-
pond, le te.
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THÉORÈME iid. — Pour tout Sf

m contenu dans un Sre(m< n> 2) (f)
les sous-espaces Sn— S'n et Sn \ S

f
m de Sn sont toujours connexes.

THÉORÈME 12ÖL — Soient P,, Q, et P2, Q2 deux couples des
demi-%n d'un espace normal S„; alors, « Q 4 — P, Q i < Q2 —P*Qs,
onaV2 — P.Qa<P, —P.Q..

En effet, supposons que (P 2 —P 2 Q 2 )P < Qt =?â o, et soit A un de
ses éléments. Puisque A est contenu d a n s P l Q M Q i—PiQ» contient
un élément B conjugué à A [8^], et, puisque A est contenu dans
P2—P2Q2 et B est un élément de Q3 — P-2QaH- P2 conjugué à A,
l'élément B est contenu aussi dans P2 . Par suite (Q,— P< Q i ) P 2 ^ o
ce qui contredit notre hypothèse, à savoir Q%—^îQi e s t contenu
dans Q 2— P 2 Q 2 . Donc (P2— P 2 Q 2 )P 1 Q 1 == q.

Or, puisque P2— P 2 Q 2 est contenu dans P4 -h Q, et

= (P!-- \\q%) -+- ( Q i - PiQi) -H PtQ t t

il est contenu dans (P< — P, Q, ) -f- (Q^ — P< Q, ). Par suite, puisque
p 2 — P 2 Q 2 est connexe et le dernier espace n'est pas connexe,
P 2 ™ P 2 Q 2 est contenu soit dans P{ — ly

{ Q4 soit dans Q f — P | Q f .
Maïs (P 2 — f )

2Q2)(Q2^- P2Q2) est vide et par hypothèse Q, — P, Q,
est contenu dans Q2 -— P2Q2- Donc P 2 — P2Q2 e s t contenu dans

l. — Si Qi — Pi Qi ^ Q2 — P2 Q2 on a

et les deux couples de demi-Sw sont identiques, aussi :

COROLLAIRE 2. — Si Pi E= P2, les deux couples de demi-S« sont
identiques.

COROLLAIRE 3. — Si Pf-4- Q%— P2Q2 <C P1Q1 on a

(*) Pour tout S§ d'un S u St— S© est de connexité 2 ou 3 selon que St est fini om
infini; pour tout S\ d'un S,, S t— S'| est de eonnexité 1 ou 2 selon que St est fini
ou infini. Pour tout S„_! d'un S„, Sn/Sra_t est (quand il n'est pas vide) de pon-
nexité 1 ou 2.

THÈ9H LINFIKLD
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THÉORÈME i3d. —~ Soient P4, Qi et P2Q2 öfea# couples de
demi-Sn d'un espace normal Sn; alors, si PiQiP2Q-2=o deux,

et deux seulement, des quatre produits P4Q1P2, PiQiQa, P2Q2Pi,
P2Q2Q1 sont vides.

En effet,* puisque PiQi est continu dans P2-+- Q2 et que

P2Q2)-f-Q2—P2Q2).

Or, puisque P,Qi est connexe et que (P2 — P2Q2)-h(Q2—P2Q2)
n'est pas connexe, on a soit PiQi(P'2— P2Q2) = o soit

PtQi(Q2— P2Q2) = o.

Par suite Fun des espaces P1Q1P2 et PiQiQ2 est vide et l'autre n'est
pas vide.

Nous démontrons de même que l'un des espaces P2QaP| et
? 2 Q 2 Q J est vide et que l'autre n'est pas vide.

COROLLAIRE 1. — Si l'un des produits P1Q1P2, PtQ<Q2> P2Q2PU
P2Q2Q4 e s t vide, un seul autre de ces produits est vide.

THÉORÈME 14GL — Soient P4, Q{ et P2, Q2 deux couples de
demi-Sn dJun espace normal Sn] alors, si Vun des quatre pro~
duits P tQ^i , PtQiQi, PsQ^Pi, PiQ^Qi est vide, un seul des
quatre produits Piï

>-2, P1Q2. Q1P2, Q1Q2 est vide.

En effet, soit PtQjP.2^ o. Alors, comme plus haut, puisque Pâ est*
connexe et continu dans P< + Qi, ou bien Pâ(Pi — P1Q1) ̂  o ou
bien P,(Qi - PiQt) = 0 . Par suite l'un des produits P,Pi et P.2Qt

est vide et l'autre n'est pas ^de. Soit P2Pi ^ o ; alors P^Qi et P±Q2

ne sont pas vides. Supposons maintenant que QiQ-i — o. Alors,
puisque PiP.2= o, on a 1\<C Q2— P-2Q-2, et puisque QiQ 2 = o on a
Qt < p4 _ p,Q2. Par suite \\ +- Q, < (P.2 — J>,Q,) + ( Q, — P*Q2 ),
ce qui n'est pas. Donc Q1Q2 n'est pas vide.

LEMME 14. — Soient P et Q deux espaces normaux, Q étant un
transformé de P; alors, si P est de classe 2, Q est de classe 2; et
réciproquement [3*].

THÉORÈME 15rf. — Soit P un espace normal de classe 2 et Q un
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transformé de P; alors, si Q est un espace normal^ Q est un
transformé normal de P, et réciproquement.

En effet, soit

B 1 + B 2 S Q - P Q , R = Q/(B,-+- B»),

Rt = Q/B2 - R — Bt, R2 SE Q/B, — R — B,.

Alors, puisque

- . (R-4-B1)Q/B1-(R-+-B2)fQ/Bg--(R-4-B1)]

- Q/( B, H- B,) - R - (R - R) = o,

Bt) = Q | B , ~ B2-+- Q | B2 — B t = Rt-H R H- R2,

Soit G un élément de Ri ; alors, puisque C/Bi = o,

# (Q/B 2 ) /G<[Q| (B 1 -HB 2 ) ] /C .

Or, puisque les deux derniers espaces sont tous deux des espaces
normaux de mêmes classe et dimension [8^], ils sont identiques. Par
suite,

Rj/C -4r R/C = Rt/G H- R/C -+- R2/G,
et puisque

Rj R2 ^= RR2 ^= Oj

R2/C(Ri/C-+-R/C)==o.

Donc R2/G ^ o et, puisque G était un élément quelconque de Rj, on
aRalRiEEEO.

Démontrons la réciproque. Soient R', et R'o les deux sous-espaces
connexes entiers de Q | (Q — PQ) — Q/ (Q — P Q ) conjugués à B2

et Bi, où comme plus haut, B4 -f- B2== Q — PQ. Alors

, ) et R2-+-Q/(B,-4-B2)

sont chacun un espace Tn avec une frontière normale Q/ (B1-f-B2) et

R', |B,^R /
2 |B2^o.

Or, puisque Bt -h Q/(B4+ B2) et B2 -4- Q/(Bt -h B2) sont chacun
un Tn [5f], R; -+- Q/(B,H- Bs) - B, et R; -+- Q/(R + B2) + BS sont
chacun un Sn [5d]. Par suite Q j (Q — PQ) -H (Q — PQ) est un T^ i
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avec une frontière normale Q | (Q — PQ)- Or, puisque

est aussi un Tn+i avec la même frontière et qu'aucun élément de
Q — PQ n'est conjugué à un élément non sur la frontière de PQ, la
somme Q — PQ -f- PQ = Q est un espace normal de classe 2

COROLLAIRE 1. — Soient P et Q deux espaces normaux de classe 2,
Q étant un transformé de P; alors, si À est un élément de PQ con-
jugué à Q — PQ, Q/ A est transformé normal de P/ A.

De même :

THÉORÈME 16d. — Soient Q un espace normal de classe 2 et un
transformé de P; alors, si P est un espace normal, Q ne contient
aucun Si primitif contenant Q — PQ; et réciproquement.

On déduit sans difficulté des deux derniers théorèmes le théorème
suivant :

THÉORÈME 17d. - Soient P et Q deux espaces normaux Sw2,
Q étant un transformé de P; alors, si P est de connectivité i r

Q est de connectivité 1, et réciproquement.

Nous allons maintenant étudier les transformés des espaces S$ et de
connectivité 1.

CHAPITRE V.
ESPACES PARAMÉTRIQUES Ŝ  ORIENTÉS. DÉTERMINATION D'UN S2 DE

CONNECTIVITÉ 1 PAR DEUX POLYNOMES. EXISTENCE D'UNE CARTE
DONT CHAQUE PAYS A UNE FRONTIERE CONVEXE ET QUI EST ÉQUI-
VALENTE A UN S2 DE CONNECTIVITÉ 1.

Nous considérerons ici des espaces paramétriques S* qui pour tout
entier positif d'un intervalle (p<t<q) sont des espaces discrets.
Nous supposerons que les éléments des derniers espaces ont chacun
une coordonnée [1"] et que, pour un élément A commun à Sk et S*+l

la coordonnée de A dans S*+f est la même que dans Sfe.
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DÉFINITION 7. —a. Une fonction coordonnale (*) S (x) d'un espace
discret S est une fonction d'orientation de S si pour tout élément A
de coordonnée a contenu dans S,

où aM a2, . . . , ar sont les coordonnées des r éléments de S
conjugués à A.

b. Un espace discret S est orientable s'il existe une fonction
d'orientation S (a?) de S telle que :

( i) Si les coordonnées, de deux éléments B et G conjugués à
un élément quelconque A de S, sont adjacents (2) dans S (a),
B et C sont conjugués;

(il) Si a, b, c sont les coordonnées de trois éléments A, B, G
quelconques conjugués l'un à Vdutre et si b précède c dans la
suite S (a), c précède a dans S (6) et a précède b dans S (c) ;

S avec une telle S (x) est appelé un espace discret orienté.

c. Un espace discret paramétrique S r(/?5^ = ç) e s t orientable
s'il existe une fonction d'orientation Se (x) telle que >

(i) Sk avec Sk(x) est un espace discret orienté (&=ƒ?,

(ii) Si a, 6, c sont les coordonnnées des éléments A, B, G de
S*S&+I conjugués Vun à Vautre et si b précède c dans S*(a), il
précède également c dans Sk+t (a) (k = p^ p -+-1, . . . , q — i).

S* avec une telle fonction S*(x) est appelé un espace paramétrique
orienté.

Deux espaces paramétriques (orientés ou non) S* et R/ {ƒ? = t^q)

(1) Une fonction coordonnale S ( \ ) d'un espace S est une fonction qui fait corres-
pondre à chaque élément de S un ou plusieurs nombres. La fonction S(X) a ici
pour eflet d'ordonner tous les éléments de S conjugués à un élément quelconque A
de S. Voir la démonstration du théorème 2 e.

(2) Deux nombres at et a sont adjacents dans la suite («, , €t2, . . . , alt .«..,
af, ..., ar), si u — / , = i. Le nombre a t précède ou «at'l « ; dans cette suite selon
que i — j —s — t o u j —ƒ = i. Les nombres a, et « r sont adjacents et at suit ftr.
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sont équivalents, si S*= R* (k = p, p -\~ i, . . . , g), et nous écrivons
alors S'=R*.

d) Une fonction s* (xy y) est une fonction distance d'un espace
paramétrique S'' (p = t^q) si, powr £ow£ entier k de Vintervalle
(p, q) et pour tout couple d*éléments A et B de S* de coordonnées
a et bj sk(aj b) est nul ou différent de zéro selon que S*(A, B) est
nul ou différent de zéro (c'est-à-dire selon que A et B ne sont pas,
ou sont, conjugués).

e. Le symbole [ar] désigne une suite de r nombres (af , a2,,...,a r),
et les inégalités a < [<zr] et a<£[<2r] signifient respectivement que
le nombre a est ou n'est pas un nombre de la suite [ar].

Si at<^ [ar] et ay<£[a,], les « produits » (at-, af) [ a r ] , et
(ay, a t) [a r] désignent respectivement les suites (a<, a2, . • • , a^ aj,
a i + l , . . . , ar) et (a l ? a2, . . . , a^ , , ay, ai? . . . , a,.), et (ai-^aj) [ar]
désigne la suite ( a{, a2, . . . y at-k, aj, a t + l , . . . , a,) .

Si a * < [ a r ] , a,-< [a r] et ajk<[a r] , le «produit» (aô«y)[«r]
désigne la suite (a^ ci /+ |, . . . , QJ—K, ctj) et le « produit »
(a;, ay){ [a,.J -+- ak\ désigne la suite (ah ai+u . . . , ay_,, ay, a*) ( f).

DÉFIHITION 8a. — Un espace paramétrique orienté est un espace
paramétrique canonique (à deux dimensions) S^(ô^t^q) si :

(1) S g es* w/i espace normal S2 <ie classe deux primitif (de
connectivité i) ;

(ii) II existe une fonction distance s((x,y) de S{ satisfaisant
<**•(! , 6) = *• ( a , 5) = 5 6 ( 3 > 4 ) ^ O ( 2 ) ;

( cû) Sg est un transformé normal de Sj""1 (A: = 7, 8, . . . , q) ( 3 ) ;
S{ est positivement ou négativement orienté selon que 2 précède
ou suit 3 d a n s / a suite S* (1) ( 4 ) .

(') L'équation [ a r ] = [6^] signifie qu'il existe une permutation cyclique des
nombres de la suite [ar] telle que les nombres de la nouvelle suite soient égaux aux
nombres correspondants de [ ô r ] .

(2) Par suite, S§ (i> = (2, 3, 5, 4), SS(2) = (3, i, 4, 6), etc., ou S | ( J ) = (3 , 2,
4, 5), etc. [7^,], et il n*y a que ces deux possibilités. Aussi, une telle fonction s*{x,y)
est le polynôme {x — 6y) (2x — 5y) ... (6x —y) (x —y).

(3) Pa.r suite, ,S* =k et la coordonnée d'un des éléments de Sf — Slsf*"1 est£.
(4) Par suite, tout Si canonique est orienté soit positivement, soit négativement.
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b. Soient Se
±(6^ t^q) un espace paramétrique canonique (orienté

positivement ou négativement) et a, 6, c, les coordonnées de trois
éléments A, B, G conjugués l'un à l'autre dans S£ (G^k^q); alors,
selon que c précède ou suit b dans la suite S* (a), l'élément G est le
premier ou second conjugué dans S\ du couple A, B.

On déduit immédiatement des deux dernières définitions :

THÉORÈME ie. — A tout espace paramétrique canonique
S . î ( 6 < £ = q) H correspond un seul (l) e n s e m b l e d e t ro i s f o n c t i o n s

ƒ<>(#), /i(#)> /*{%) tel que pour tout entier k de l'intervalle (6, q)
on ait :

(i) fo(k) et k sont respectivement les coordonnées des éléments

(ii)ft(k) et /2(k) sont respectivement les coordonnées du
premier et second conjugué du couple A et B.

c. Un tel ensemble de fonctions fo{x), ƒ« (# ) , A ( ^ ) est appelé le
triple (de fonctions) canonique de Se

2 et un triple canonique de tout
espace discret équivalent à Sk

2(6^ k^ç) (2)« Par suite :

TH#OREMK 2é?. — Soient f\(jc), f{ (x),/2(,x') le triple canonique
d'un espace paramétrique canonique S't (6^ t^q') et S!2(x) la
fonction d'orientation de Sf

2 ; alors, si a est la coordonnée de
Vêlement A de S£ on a :

!Si-*[/oa)l-+-/o(it)| quand a = k,
), M*)] i sir* [M*)] -f- k j » « =ƒ<>(*),

)->A:]Si-'(a) yaanrf a
et que a j£ f\(k), f%(k),

pour tout entier de l'intervalle (6, q') (voir Te).

(*) C'est-à-dire si ƒ„(#). fx{x), ƒ ,(«) et / i ( «
triples de fonctions satisfaisant au \ conditions (i) et (ii), on a

fjk) =fUk) (i = °> i, a, Ar = 6, 7, . . . . ^r).
(2) II est un triple positif ou négatif selon que S2 est orienté positivement ou

négativement.



En effet, soit

Alors, puisque Sg est orienté,

(0

et, puisque S2 est un transformé normal de S^

(«l, «2, . . . , «r-i, ^ , r , «r+l,

où le couple (a?, y ) est identique soit à [/o(^)> ^]> so*1 à [k, ƒ©(£)]•
Or, puisque / 4 (A:) est le premier conjugué dans Sfc du couple

Sj[ / . (*)] = [ . . . , ƒ , ( * ) , * , . . . ] [86].
Par suite

SJ [/l(*)] = [ . . . ,*,ƒ.(*), • • • ] •

Donc A- précède ƒ„ ( A ) dans SJ [ ƒ , ( * ) ] , et

(a) S* [ƒ,(*)] = [a,, a2> . . . . a M , *,ƒ,(*), ar+1, . . . , a p ]

>=[*,ƒ.(*)] S*-»[ƒ,(*)} L7«]
De même

±= [/0(Ar)t Ar] S ^ [

Soient, maintenant, B, et B2 les éléments de S^"1 dont les
coordonnées sont f\{k) et f%(k)y et soient Rf et Ra les deû L
sous-espaces connexes entiers de

SJ-M (S5-* - SJ SJ-' ) - (B, -f- BO,

où R | et R2 contiennent respectivement les éléments dont les
coordonnées sont a,-.^ et al + i. Alors, d'après l'équation (1), les
éléments de R< sont les éléments dont les coordonnées sont les
nombres de la suite («,__i, . . ., 6^_|), et les éléments de R2 sont les
éléments dont les coordonnées sont les nombres de la suite
(bq+%i . . ., 6j, bu 62, . . . , a,-M ). D'autre part d'après l'équation (2)
l'élément de S | de coordonnée k est conjugué à Rf et l'élément de
S | de coordonnée/o (À) est conjugué à R2. Par suite



sauf quand a est un nombre de la suite [fê (k)ifz(k)] S*~*
et les autres équations du théorème sont satisfaites.

THÉORÈME 3 e. — A tout espace paramétrique canonique (normal)
S.' (6< t < q) il correspond une seule (*) fonction distance s'(x, y)
de Si[sk(x,y)] =—sk(y,x) satisfaisant aux conditions suivantes:

(i) s'il, n) = n - i j * ( 2 , n ) = n + 6)
{ ( Î = 2, i , 4, 5) et / ( n = 5. &):

s*(5 n) / i H 8 P ' ' '

sauf quand

^=^r<[/i(^),/s(^)]Sf-1[/o(^)] et y^
(iii) s*(k, y) = **-* [/0(^>, r ]

quand

*)« ƒ•(*)] Si"1 [ƒ•(*)], et que r ^ fi(k)

quand
t = o, i, 2, A: = 7 , 8, . . . , y ) ,

o ù / 0 (^?), f% (x),f2 (x) est le triple canonique de SjJ.
#

d. Une telle fonction distance sl(x,y) est appelée la fonction
distance canonique de SJ; et un couple de fonctions gK (x), g% (# )
satisfaisant à gt(k) = sk-* [f\(k), / o ( * ) ] (* = i> a; A: = 7, 8, . . . , f )
est appelé le couple canonique de Sg. Par suite :

THÉORÈME 4e. — *Sï sf (#, y) e5^ la f onction distance canonique
d1un espace paramétrique canonique Sl(6Si = ç)i à tout entier
positif k' inférieur ou égal à 3 (k — 2) ou (6^.ki£q) il correspond
un seul couple dyentiers positijs a, b tel que sk(a, b) = k'.

Par suite, puisque gt (A*)£3 (k — i),

THÉORÈME 5e. — Si s* (xf y) est ia f onction distance canonique

(l) C'est-à-dire si $l(a;, y) et s\ (x, y) sont deux telles fonctions» on a

sk(x,y)=isfï(x, y) (A = 6, 7, . . . , q,• x, y = 1, 2, . . . , # ) .

note à ie.
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d'un espace paramétrique canonique S^ô^t^q) et si gt(x),
gî{x) est le couple canonique de Sj, la fonction s^(x,y) et le
couple gh (x), g% (x) déterminent chacun le triple canonique

ƒ o (#)> ƒ« O)> A (#) de S2-

THÉORÈME 6e. — Si f o (x)^ fi (&)i fi ix) s°nt un triple canonique
de chacun des espaces paramétriques canoniques S| et R£ (6 £ t ̂  q)
qui sont tous deux orientés positivement ou négativement, la
transformation biunivoque de H{ en S', dans laquelle les éléments
correspondants ont leurs coordonnées égales, est une transfor-
mation équivalence de Rij en S£. {Par suite : R4 = Si).

Le même théorème est vrai pour le couple canonique gK {x),
g2(x). Par suite :

THÉORÈME le. — Le triple canonique J*0 (x),ft (x),*f2 (#) ou le
couple canonique gt(x), g*(%) d'un espace paramétrique
canonique Sl(ô^t^q) orienté posivement {ou négativement)
déterminent chacun quel couple d'éléments de SJ est conjugué et
lequel n^ est pas conjugué (O^kSq).

Nous allons montrer maintenant que pour tout espace normal S2

de classe 2 et de connectivité 1 il existe un espace paramétrique cano-
nique Sf,(6 5 tS q) tel que S2 = S'|. Par suite pour un tel S2 il existe
un couple de fonctions (le couple canonique de Ŝ  ) qui détermine
quel couple de ses éléments est conjugué et lequel n'est pas con-
jugué.

THÉORÈME Se. — A tout élément C contenu dans un espace nor-
mal S2 de classe 2 non primitif de connectivité 1, il correspond
au moins un S[ contenu dans C -b S21 C tel que S2 | S', soit un S4.

En effet, soient :

i° A,, A2, . . . , Am tous les éléments (distincts) de

S 2 jC (À/|A/+, fïÉo).

20 (S 2 — C)/ (A| 4- A/+1) E= Bj (les éléments B ne sont pas tous
nécessairement distincts).

« . Si trois éléments B successifs (ou davantage) coïncident S 2 | C
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contient un S', dont chacun des éléments est primitif, et par suite,

S2 | Sj est un Si primitif [ i3J] . Supposons que Ce ne soit pas le cas.

b. Si deux éléments Bi_ê et B,- coïncident, mais ne sont pas con-
jugués à aucun autre élément de S21 C que Af_f, A*, A i + i , on a

S2 j A/— A/-t — G — A,+, = B et B, | (S2 , C — A/-t — A/ — A/+,) ss o.

Par suite S 2 | ( C - h A | ) est un S f . Supposons que ce ne soit pas le
cas.

c. Si S2 | G
2 ne contient pas des éléments entrelacés ( ' ) , tous les

éléments B sont distincts, et pour tout élément A/ de S2 |C on a

(S, ! C - A,-! — A, - A/+1) | (S, | kt - A/-t — C - A,-M) =* O.

Par suite S2 | (C -h A/) est encore un S<. Supposons que ce ne soit
pas non plus le cas.

d. Soit D un élément entrelacé de S21 C2 conjugué à At* et
AJ(J— i>i) et à aucun autre élément A* entre (2) A/ et Ay tel
qu'aucun autre élément (entrelacé) de Sa | C

2 ne soit conjugué à un
couple d'éléments de S2 ] C compris entre A, et Ay. Alors, puisque

A,-1 Ay = C| D==o

et C, D sont chacun conjugués à A* et Ay, l'ensemble

A/ -+- G -+- Ay H- D

est u n S , de S2 et puisque S2 est de connectivité "i, S2 — Si n'est pas
connexe. Par suite, puisque l'hypothèse dans (a) et (b) n'est pas
satisfaite, les éléments B/, B,+ J , . . . , By_j sont distincts. Or, soit A*
un élément entre A/ et Ay(y — k ^> o, k — Î ^ > O ) . Alors B#_l? B*
sont distincts et

( S2 1 kt — A A - I — C — A/t-hi ) I ( S» | C — Ajt-i — AA —

Donc S2 | (C -+- An) est un S f , et le théorème est démontré.

(1) C'est-à-dire un élément conjugué à A, et A|f j i—j | > i, mais non conjugué â
tous les éléments A(t., . . . A|_1 ni à tous les éléments A/+l, . . . , kt. v

(2) C'ést-à-dire J — k > o et k — i > o.
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COROLLAIRE 1. — Si un espace S2 de connectivité i contient un

élément A tel que S2 === A-f-S 2 | A - f - S a | A2 et tel que chaque élé-
ment de S2 ] A

2 soit conjugué à deux éléments conjugués de S2 | A,
on a : | S21 A21 <1 S2 j A | et il existe un Si de S2 contenant au moins
un élément de S*1 A2 et tel que Sa ! S't soit u n S t .

Soit maintenant cet espace S2 un transformé d'un espace discret P,
pour lequel S2|(S.2 — S2P) est u n S , . Alors S2 est un transformé
normal de P [6h] et par suite, P est un espace normal de mêmes
dimension, classe et connectivité que S2 [i6f/, 17**]. Par suite, par
induction :

THÉORÈME 9e. — A tout espace normal Sâ (de classe 2) fini de
connectivité 1, il correspond au moins un espace paramé-
trique S'2(6St<q) tel que (i) S® soie un espace S2 (de classe 2)
primitif, (ii) S*4"1 soit un transformé normal de S* et(iii)S\soit
identique à l'espace S2 donné (k = 6, 7, . . . , q — 1).

COROLLAIRE 1. — Soit A un élément quelconque d'un espace S2

fini de connectivité 1 ; alors il existe un espace paramétrique

tel que
<O|S$ |« |S , |A | -* -a ,

(ii) Sj+* soit un transformé normal de S*

(m) S* = S2 et (*V) A < [ S | ^ - Sf+« 1 (Sf+* - SjSj+4)]Sf,
(k = p,p-hi, . . . q— I).

Or, puisque un espace S*,1* primitif est orientable (positivement ou
négativement) de façon qu'il existe une fonction distance s(x^ y)
de S2 satisfaisant à s ( i , 6 ) = s ( 2 , 5 ) = .ç(3,4) = o; et puisque un
transformé normal d'un espace normal S* orientable est orientable de
façon que la seconde condition dans la Définition le soit satisfaite,
il suit :

THÉORÇME 10e. — A tout espace normal S%fini de connectivité 1

(*) Tous les espaces normaux S2 que nous considérerons dans ce Chapitre (sauf
dans le Théorème \6e) sont de classe a. Aussi nous omettrons presque toujours,
pour plus de rapidité, l'expression « de classe 2 » à la suite de « un espace normal S2 ».
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il corresp&nd au moins un espace paramétrique canonique

orienté positivement (ou négativement) tel que Sf = Sf.

Or, puisque | SJ | — | D*(SJ ) | -+-1 D2(SJ) = 2 et le nombre adroite
est invariant dans la transformation normale (voir l'Introduction)

COROLLAIRE 1. — Pour tout espace normal S2 fini de connectivité 1
on a

| S j | — | D » ( S * ) | -4- | D 2 ( S 2 ) j = 2 ( « ) ( f o r m u l e d e E u l e r ) .

THÉORÈME I l e . — A tout espace normal S2Jini de connectivité 1
il correspond au moins un couple de polynômes gK^\ g{*] (le couple
canonique dJun Se

2 orienté positivement satisfaisant à Sf = S2)
qui permet de distinguer parmi les couples d'éléments de S2 ceux
qui sont conjugués.

On déduit facilement du théorème 8e qu'à tout espace normal Sâ

fini de connectivité 1 il correspond un Ŝ  qui satisfait, en outre des
conditions du théorème 9e, à la condition

Or, les coordonnées (dans S£) du couple Sj— S^Sg"4 sont k, f^ [ie],
et la coordonnée de l'élément Ŝ  — S£'+l Sj est fo(k-\- 1). Par suite,
si Ŝ  — S^1 S* est contenu dans S* — S2 S^% le nombre fo(k + 1) est
égal soit à k soit à f(

o
k ; et si S^ — SjS.^1 est contenu dans

l'élément Sj — S£"+1 Sj est un des conjugués du couple

S§~SjS|-i [ie]

et par suite, /0(Ar + 1) est égal soit k/[k) soit à/(
t
A).

THÉORÈME 12e. — A tout espace normal Sâ fini de connectivité 1,
il correspond au moins un triple canonique f^\ ff\ f{** ie%

(») On déduit aussi facilement que le degré de l'élément Sf—S^S*"*"1 est égal à
la somme des degrés du couple S |+ l — S | S | + l

t ct̂ ;.



que f{Q+i) soit égal à un de quatre nombres kf /Jf\ fl£\ f ^ pour
tout entier compris dans l'intervalle (7, ^ —i) f où q = | S21,
(voir 8c).

Nous avons vu dans le théorème 6e que deux espaces paramé-
triques canoniques Sg et R* également orientés qui ont le même
triple canonique sont équivalents. La réciproque n'est pas vraie ainsi
que le montre le théorème suivant :

THÉORÈME 13 e. — Soient :

l° /<>X)' ƒ iX)> /«X) Ie triple canonique d'un espace paramétrique
canonique Sf, (ô^tSq),

20 A ^ B l'élément de S* de coordonnées k et /(
0

A), A étant pri-
mitif ;

3° c la coordonnée de Vêlement Sf;/A—(S^ /(A -+- B) 4- B).
Alors les trois j'onctions f'^\ / t

(X) , J"^ satisfaisant à

/ a ) = / « x ) ( X ? é / c 5 ; = o, 1,2) et /8*> = c, f't*>=ff\ fék)=f^\

sont un triple canonique d'un espace Rî>(6f:££gr) équivalent
àSf,.

Nous donnons maintenant pour les espaces normaux S2 de classe 2,
le théorème analogue au théorème 28a pour les espaces discrets
arbitraires.

THÉORÈME 14e. — TOAIS les espaces normaux S2 de degré 1 sont
équivalents et d'ordre 20. Le nombre des espaces normaux S2 non
équivalents de degré 2 est deux : un d'ordre 24 et un d'ordre 8. Le
nombre des espaces normaux S3 non équivalents de degré 3 est quatre,
un d'ordre 28 et trois d'ordre 4 (un contenant deux éléments de degré 2,
un contenant un élément de degré 2, et un ne contenant aucun élé-
ment de degré 2). Tous les espaces normaux S.2 de degré 3 et d'ordre 4
sont chacun un transformé normal de l'espace normal S2 de degré 2
et d'ordre 8. Tous les espaces normaux S-2 de degré 3, sauf les espaces
qui ne contiennent aucun élément de degré 2, sont chacun un trans-
formé normal de l'espace normal S-2 de degré 2 et d'ordre 24, etc.

Nous appliquerons maintenant les théorèmes 8e et 9e pour démon-



trer l'existence d'un hyperespace discret dans le plan (primitif ou
Euclidien) équivalent à un espace normal quelconque S2 fini de con-
nectivité 1.

THÉORÈME 15 e. — A tout espace normal S2 (de classe 2) fini de
connectivité 1, il correspond une carte dans le plan dont chaque
pays a une frontière convexe et qui (considérée comme un espace
discret de 2- cellules) est équivalente à Vespace S{

4>
n.

Le théorème est évidemment vrai quand S2 est primitif. On déduit,
par induction des théorèmes que nous venons de citer et du lemme
suivant qu'il en est de même pour tout espace normal S-2 fini de
connectivité 1.

LEMME 15. —* Soient dans un plan trois polygones convexes A,
B, B' disposés de la façon suivante : A et B ont un côté commun bt b%
et sont respectivement dans les deux demi-plans qu'il détermine, de
même A et B' ont un côté commun b\ b'.2 (b{ b2 et b\ b2 n'ayant aucun
point commun) et sont placés de part et d'autre de ce côté.

Prenons un point a entre b% et b2j et un point a entre b\ et b'%.
Dans le polygone B les deux côtés qui aboutissent au côté aK bt déter-
minent quatre demi-plans dont deux 1\ et P.2 contiennent le poly-
gone B. De même on peutassócier au polygone B' deux demi-plans P't
et P', qui le contiennent. Soit c un point entre a et a! dans le pro-
duit P{ P-2A et c' un point entre c et a dans le produit P',P«,A. Cela
posé :

i° B et le triangle btcb.2 constituent un polygone convexe, il en
est de même de B' et du triangle b\ c b[2 ;

20 Si l'on retranche du polygone A les deux triangles b\Cb%
et b\c'b[> on obtient deux polygones convexes ayant en communie
côté ce' et situés de part et d'autre de ce côté.

Or, puisqne le problème de la colorabilité de toutes les cartes
(dans le plan) en quatre couleurs est équivalent au problème de la
colorabilité en autant de couleurs de tous les espaces normaux Sf
fini de connectivité 1 [i3 e , 16e], il résulte donc du dernier théorème

( l ) On peut même exiger que chaque pays sauf un, soit une région convexe. Le
pays excepté est celui qui contient le « point infini ».



qu'il faut seulement considérer les cartes dans lesquelles chacjue pays
a une frontière convexe. En d'autres termes, si toute carte (dans un
plan) dont chaque pays a une frontière convexe et qui est un S2 fini (*)
est colorable en quatre couleurs, toute carte avec des pays quel-
conques est colorable en quatre couleurs.

Nous terminons par un théorème illustrant de l'opération inverse?
de l'opération D"/( Wn), et une application de ce théorème.

THÉORÈME 16e. — Soit S un hyperespace discret dont les élé-
ments sont les sous-espaces normaux St fini dJun espace normal S*
(de classe 3) qui satisfont chacun à C(S* — S j )= : i , deux élé-
ments quelconques P et Q de S étant conjugués si (considérés
comme sous-espaces de S\) PQ =^o. Alors S est un espace nor-
mal Si satisfaisant à jy'p(Sz) = SJ, si les trois conditions suivantes
sont satisfaites :

(i) A tout couple d'éléments conjugués a et b de %\ il corres-
pond un seul élément de S contenant a -f- S \ | a — b ;

(ii) Le produit PQ de deux éléments conjugués de S est
{considéré comme un sous-espace de SJ) toujours connexe;

(iii) Si trois éléments P4, P2, P3 de S satisfont à P/Py yé o
(/, j = i, 2, 3), ils satisfont aussi à P{ P2P3 ^â o.

En effet, soient P et Q deux éléments conjugués de S et soit a un
élément de SJ contenu dans PQ. Alors, puisque

|P/a| = |Q/a| = a, |Sf/a| = 3 et P/a H- Q/a < SJ/a,

on a PQ|2J2. Supposons que | PQ >̂ 2. Alors, puisque PQ est
connexe, il contient un élément b tel que | (PQ)/6| = 2. Soit c
l'élément SJ | 6 — (PQ) | b. Alors S contient deux éléments (P et Q)
contenant les éléments 6-f-SJ|6 — c de SJ, ce qui n'est pas.
Donc |PQ | = a.

Soient P, Q et R, trois éléments de S conjugués l'un à l'autre, et
supposons que |PQR| = i. Alors puisque | PQ j = 2, on a PQR = PQ.
Soient a et b les éléments de PQ. Alors les élément P/a—b,

(*) On peut même exiger que tout St dans cet S2 ne soit pas primitif et d'autre»
restrictions, de cette nature ; vçir G. D. BIRKHOFF et P. FRÀHKLIN, ioc. eit^
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Qfa— bj R/a—b et b sont distincts, ce qui n'est pas, puisque

Par suite | PQR | = i, et S contient deux (et deux seulement)
éléments conjugués à P et à Q, et ces deux éléments ne sont pas
conjugués. Et à tout couple d'éléments de SJ contenus dans P il
correspond un seul élément de S conjugué à P et contenant ce
couple. Donc S est un espace normal S2 (de classe 2 ).

Or, puisque à tout élément de SJ il correspond trois éléments
(conjugués) de S contenant cet élément de S:,J, la transformation qui
fait correspondre à tout élément de S'1 les trois cléments de S conte-
nant cet élément est une transformation biunivoque entre les élé-
ments de S* et les ensembles S', de S. 11 suit aussi de ce que nous
avons déjà dit- que cette transformation est une transformation
équivalence de S'f en D*(S). Le ihéorème est donc démontré.

Il faut rattacher au problème du coloriage d'une carte dans le plan
en quatre couleurs le problème4 qui consiste à chercher à quelles
conditions un espace normal S' doit satisfaire pour qu'il existe dans
le plan un « graph » (complex à 1 dimension) { ! ) C qui (considère
comme un hyperespaee discret dont les éléments sont les sommets
de C et dans lequel deux éléments sont conjugués si G contient une
ligne qui les joint) soil équivalent à S ' .

Les deux derniers théorèmes nous donnent immédiatement :

THKORKMK 17e. — Une condition suffisante pour qu'il existe
dans le plan un « grapfi » (Z équivalent à un espace normal SJ,
est que S* satisfasse aux trois conditions (/), {ii) et (iii du
dernier théorème et que l hyperespaee normal S2 associé avec
cet S] soit de connectivité 1.

(Le « graph » déterminé par la carte équivalente à l'hyperespace
normal S2 associé avec Sf' est le graph désiré).

Il n'est pas besoin d'ajouter que nos définitions et nos théorèmes
sont susceptibles de plusieurs généralisations et extensions. Je n'in-
diquerai qu'une généralisation des transformations équivalences.

En appelant une transformation équivalence une transformation de
genre zéro, nous pouvons définir une transformation du nième genre

ff___ .

(x)Encyklopadie toc. cit. p. 177.
TIIKSK L1NFIEL» 7
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comme une transformation hiunivoque d'un espace S-en lui-même
(ou S en S') satisfaisant à la condition que si A et A; sont deux
éléments quelconques correspondants dans cette transformation,
S { A et S | A' sont équivalents dans une transformation du [n — iysme

genre. La transformation pseudo-équivalence est alors une transfor-
mation du iltme genre. Il est clair, qu'une transformation du nième

genre est aussi une transformation de chaque genre supérieur à
n, et que la totalité des transformations du /?'èuie genre d'un espace
discret S forment un groupe qui est un sous-groupe du groupe
symétrique d'ordre J S | ! et qui contient comme sous-groupe le
groupe des transformations de S de ( n— xy™* genre. I n problème
qui n'est pas résolu même pour les espaces symétriques définis [3a]
en fonction de la transformation équivalence est le suivant : si A est
un élément d'un espace symétrique S, le sous-espace S | A de S est-il
un espace symétrique?

Dans un travail qui est maintenant en préparation je reviens à
l'étude des espaces n—aires (plus particulièrement à celles des
espaces binaires) que j'ai définis dans l'Introduction et je les traite
en suivant une marche semblable à celle que j'ai employée ici. Mais
tandis que j'ai étudié les espaces discrets du point de vue des opé-
rations géométriques qui ne font aucun usage du concept de
nombre quantité ou grandeur, je me placerai surtout dans le nouveau
travail du point de vue des opérations algébriques où le concept de
nombre est de toute première importance. VA. tandis que le présent
travail nous a conduits à des espaces presque tous nouveaux, le travail
en préparation sera presque entièrement consacré à la coordination
des espaces déjà familiers. Entre autres j'apporterai quelques restric-
tions aux termes segment, droite, plan, espace à n dimensions; que
j'ai définis dans l'Introduction de façon à obtenir les termes euclidiens
correspondants, et j'aborderai quelques points délicats que je n'ai pu
qu'effleurer ici.



APPENDICE

Les cinq conditions

Cfi. F < P,

Ct. S i P < Q et Q < R , on a P < K,

G3, Q et R satisfait soit à Q < R. soit à Q < R ,

G4, Si Q < H et R < Q, on a Q =£s R, et réciproquement

Cs. O < P,

sont évidemment satisfaites quand P, Q et R sont des espaces quel-

conques (2) si nous les interprétons ainsi ; (i) P < Q ou P<£Q veut

dire que P est, ou n'est pas, un sous-espace de Q; (ri) Q ~ R veut

dire que Q et R représentent le même espace, c'est-à-dire que tous

les éléments de Q sont éléments de R, et réciproquement et (Hi)

O représente un espace vide, c'est-à-dire un espace qui n'a aucun

(*) Pour une bibliographie étendue sur l'Algèbre de la logique, voir SCHRÖDER,
Algebra der Logik, vol. 1, 1890. Dans SCHRÖDER, voir vol. 1, § 5, 13, et vol. 2,
§ 44, 47: Parmi les travaux qui ont été publiés sur ce sujet depuis cette date, on
pourra consulter avec fruit : K. V. HI'NTINGTON, Sets o f independent postulâtes for
the Algebra of Logic {Transactions Am. Math. Soc, vol. 5. 1904, p. 288-309);
H. 'M. SHEFFEB, A set of five independent postulâtes, etc. (vol. 4* P* 4^I~4$$)î
L. COUTURAT. L'Algèbre de la logique. *

(2) Dans le cas. des espaces binaires, nous posons aussi CQ. : Si Q <C R et si A et B
sont des éléments*de l'espace O (et, par suite aussi, de l'espace R [ C { 0 ] ) , on a

O(A, B) = H(A, B).

Pour les espaces discrets définis comme dans le premier et second paragraphe de
l'Introduction, nous démontrons (voir C j i ) que, « si A et B sont deux cléments
d'un sous-espace Q de R, ils sont (ou ne sont pas) conjugués dans Q selon qu*ila
s©nt (ou ne sont pas) conjugués dans R >». (La condition correspondante à Cê pour
les espaces ternaires ou quaternaires est immédiate.)
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élément. De ces cinq conditions on déduit immédiatement :

CJ. P ^ P [C,,CU],

Cl SiQsR, on a R == Q [r'C4, €*] (*),

C'i. S i P < Q et Q==R, on a P < R [rCh C2],

Cf. S i Q < P et Q = R, on a R < P,

CJ. S iP=sQ et Q = R, on a P — R, [rC4, CJ, C4],

CJ. SiP<0, on a P == O [C,, C4] et réciproquement K [rC4],

Les quatre conditions qui définissent les trois opérations addition,
multiplication et soustraction,

C6. Si Q < P et R<P , on a Q + R < P, et réciproquement,

C7. Si P < Q et P < R, on a P < QR, et réciproquement,

C8. Si P < R — Q, on a ( P -4- Q ) < R et PQ == o, et réciproquement.

C9. Si P < R -+- Q on a P — PQ < R, et réciproquement,

sont évidemment satisfaites quand P, Q et R sont des espaces quel-
conques si nous les interprétons ainsi : (i) Q-f-R est l'espace qui
contient tous les éléments de Q et R et ceux-là seuls, (ïi ) Q R est
l'espaée qui contient tous les éléments communs à Q et R et ceux-là
seuls et (iii) quand Q est un sous-espace de R, R — Q est le sous-
espace de R contenant tous les éléments de R qui ne sont pas
éléments de Q. 11 est clair, que pour deux espaces Q et R
quelconques (2) les espaces Q -f- R et QR existent et que pour
tout sous-espace Q d un espace R quelconque, le sous-espace R — Q
de R existe.

Alors, puisque

Q + R < Q + R et QR<QR [C,]

( ' ) ^C^ veut dire, la réciproque de la condition C4.
(2) Dans le cas des espaces binaires il faut que, pour tout couple d'éléments À

e,t B communs à Q et \\, on ait

O(A, B) = R(A, B).

Pour les espaces discrets définis comme dans le p£emier et le second paragraphe
de l'Introduction, il faut que pour tout couple d'éléments À et B communs à Q et R.
ils soient (ou ne soient pas) «-onjugués dans O selon qu'ils sont (ou ne sont pas)
conjugués danf R.
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on a

C| Q<Q_|-R et R<Q-+-R
G} QR<Q et QR<R [rC7| («).

Par suite
C| p -HP ^ p [G6î CJ, C*],

C6> SiQ<R,
on. a

Q + B = R [Cf, CJ, G,]

et réciproquement [rC4, rC6] ,

GJ SiQ<R,
on a

parce que puisque Q < R e t R < P - f - R [CJ], Q<P-+-R[C2J, et
par suite

P-+-Q<P-+-R [G*, C.].
Donc

C| SiQ==R, on a P -+- Q » P -4- R [rC4, C|, C4],
Cf Q + R ^ R + Q [C6, C6, G.],
cl (P-+-Q)-+-H= P - h ( Q + R ) .

D'abord, puisqueP<PH-(Q + R) et Q < Q H - R < P - 4 - ( Q - H R ) ,

P + Q < P + (Q + R) [Ct, C6].
Et puisque

R<(Q + R)<P + (Q + R),
on a

En suite, puisque

(1) Pont le lecteui sciupuleux nous donnons les tiois iheoiemes .

C°t. Deux espaces vides sont identiques [Ct j .

Cf, Deux espaees Pt et P, qui sont chacun la somme de Q et R sont identiques,

(En effet, puisqne Q <. P t et R ^ Pv [Ci] P ^ ^ P J C g ] , et, puisque Q <̂  Ps et
R ^ P2, Pt < P, par suite P, = P2 [ C4 ] ).

Cf. Deuao espaces P l e^ P, </«i ^O/Ï^ chacun le produit de Q par IX sont idem~
tiques.
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et
Q < (P-f-Q)< (P-4-Q)-f-H

on a
(Q-4-K)<fP-+-Q)-4-R,

et, puisque
P<(P-H-QX(P-*-Q)-f-R,

on a
P + (Q + R)<(P + Q)+R,

Donc
(P _t_ Q) _+. R = p .+. (Q -^ R).

Nous démontrons de la même façon les corrélatifs des six derniers

théorèmes
Cf P P ^ P .

Cf Si Q < R, on a P(J> < PR.

Cf QP ss RQ.

G7
{ Si R < Q, on a QR == R et réciproquement.

Ci Si Q == R, on a PQ == PR.

Cf (PQ)R^P(QR) .

Nous allons démontrer maintenant quelques théorèmes concernant
la soustraction, théorèmes qui nous permettront de démontrer la
distributivité de la multiplication par rapport à Faddition et à la sous-
traction [CJ, Gg].

Puisque l'espace R — Q existe toujours quand Q est un sous-espace
de R, et puisque R — Q <Z R — Q [G< ], il en résulte :

CJ Si Q < R
on a

R _ - Q < R et Q(R — Q) = O [C8],
Cf Si P < Q < R

on a

P(R_Q)==O, R ~ - Q < R —P et Q — P < R (*).

En effet, puisque P < Q , P (R — Q ) < Q ( R — Q) [CJ], et par
suite, puisque

{») Par ^uite Q — P <-" R — P, puisque (Q — P) H- P < R et P ( Q — f » ) s i o ; et,
i P < Q^rr R, Q — P — R — P.
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Or, puisque
R _ Q + P < R [c;,cfi]

et
P(R-Q)«O, R — Q<R--P [rC8];

et, puisque
Q~l><Q<K, Q —P<Ji.

Du dernier théorème on déduit t

C-J. Si P ~ Q < R,
on a

R — P ^ - R - Q [rC4, CÎ,C4](»)
CJ. Si P = R —Q

on a
RSSP-+.Q et P Q s O ;

et réciproquement (2).
En effet, puisque

P < R —Q[rC4J, P-+-.Q<R et P Q « O ;
Et, puisque

K — \\Q~B R — Q < P f CIS CJî,. R — RQ < P

par suite^
R < P + Q [rC,].

Donc
H s= p -t- Q et P Q e O .

Pour démontrer la réciproque on a

P~t-Q< R et PQ^O.

Par suite
P < H — Q [TC 8 ] .

Or, puisque
R < p ̂ _ Q et R — RQ s R -*. Q

on a

Donc
p == R _ Q,

(») Si Ton n'a pas vu au moment des définitions cjue « Cj, siJP, et P2 sont chacun
la difFêrence K moins Q, ils sont identiques » cela est maintenant évident d'après
le dernier théorème.

(2) Par suite, puisque O-hP ss P et OP = O, P—P " O ; et, puisque R —Q ~ \\ — Q.
c t < ? ( R - Q ) s O , K - Q + Q s R.
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Du dernier théorème résulte encore :

Cf. Si P == R —Q, on aQ = R - P ,
CJ. R - ( R - Q ) = Q[C3, Ci], («)
CJ. Si P<R— Q on a Q<R — P[Cê, r C»] ;

et si P < R —RQ on a PQ === o [G7,-C8].
Cg. Sî(P-*-Q)<R et P(R — Q ) s o , on a P < Q.

En effet, puisque

P + ( R - Q ) < R [ C J , € 6 ] et P(R—Q) = o, P < R — ( R —Q),

Or, puisque
R ( R Q ) Q [ C S l

Nous sommes, maintenant, prêts à démontrer les lois de distribu-
tivité dont nous avons parlé plus haut. D'abord,

Lemme CJ. Si PQ = PR = o,
on a

En effet, soit
S — P-+-Q-+-R;

alors, puisque
P + Q<SctPQsso, Q<S —P[rGs],

De même
R < S - P t

et par suite, •
Q-f-R<S — P[C6]

En effet si PQ = PR r~o, le théorème est vrai.
Supposons que si PQ et PR ne sont pas tous deux identiques à

zéro le théorème ne soit pas vrai. Soit S = P -+- Q ; alors puisque

PQ — PR<P<'Q-4-R)lCJ, Cl C«], PrQ~-R><PQ^~PR[C3, C*].

(x) Par suite, la réciproque de C | est vraie, c'est-à-dire, si R — P = R — Q, on
a P — Q. La réciproque de C | et G7 n'est pas toujours vraie.

(*-) Cf. HüNTlKGTON, loç. Cil., p. 3oi.
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Par suite

(puisque P(Q4_R)<;Set PQ + PK<S), donc :

T<P[Gî] et T(PQ-+-PR)E=o[Ci,G8].
Or, puisque

T(PQ)-4~T(PR)<TCPQ ~^-PR),
OsTfPQ) = (TP)Q = PQ et O =» T { PR > =É (TP) R = PR [C|, G?, G| ],

ce qui contredit notre hypothèse.

C;j. Si Q < R, on a P(R— Q) == PR — PQ.

En effet, soit
R _ Q s 3 S ,

alors
R==Q~~S,QS sso,

et
PR s P f Q -+- S ) - PQ H- PS.

Par suite^
PS » P(R — Q) » PR — PQ [r GJ},

puisque
(PQ)(PS)==QS=o.

Maintenant, puisque

P = p __ pQ _̂_ pQ < p _ pQ _i_ p t

il en résulte que
P - P Q H - Q ^ P - + - Q I C Î , G6, G4];

et à cause du dernier théorème R( Q— QR) : ^ o. Donc

Cij. Si R = P-i-Q,
on a

P-PQ^K-Qt rCJ ] ,
par suite,

CJ. Si(P-^ Q;<R
on a

P<R — Q-4-PQ[rG9) (»>.
Or, puisque

{R — P ) -+- < R — Q ) — P Q < R

(*) oG| veut dire Folners du théorème C|.
(2) De raé«ie, M P Q s O . o n a Q -H P — P as Q, t*t si P + B s Q + R et PR s <|R,

on a P - Q , puisque

P + R-RsQ+U-RaP-PR^Q- QR.
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et

R == < R _ p , ̂ _ ( R ___ Q ) _,_ P Q 9

ce qui nous donne l'important théorème :

C*. Si (P + Q ) < R
on a

(R-P)-r(R-Q)sR~PQsR-[R-(R-P)l[R-(H-Q)l.

Maintenant, à cause de l'identité de théorème C', on a :

( S — P ) ( ( S — Q ) - r ( S — R ) ) s = ( S — P K S — Q ) - ( S — P ; ( S — R )

= ( S — P ) ( S — Q H j sS-(P + Q) - r - S — ( P r - R )

—R).

Par suite, on a pour trois espaces P, Q et R quelconques

Ct P-rQR3(P+Q)(P4.R),

On peut employer le même raisonnement pour démontrer le corrélatif
de tout théorème qui n'est relatif qu'aux sommes et aux produits.

CJ. Si P<Q<R
on a

<R_Q)_p = R___(Q .̂p)

En efTet, puisque

R s R - Q + Q s R-Q n . (Q-P) T .p s (R- .Q_ r P) i } . (Q.p)

et
(Q-P)(R-Q + P)so

on a
R_^Q^_psR_(Q_P)

CÇ. Si (P-T-Q)<R et PQso
onfa

( R ^ Q ) _ p s R _ ( Q ^ P )
En effet, puisque

R»(Q^P)^psR_.(Q^p__P)==R__Q et p[R-.(Q+P)]gëo

on a
R__tQ^P)=(R__Q)-.p.

C lö. Un sous-espace A dhtn espace S (A<f^o) est un élément
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de S si (et dans ce cas seulement) (*) pour tout sous-espace R
de S qui satisfait à AR < f o o n a À < R .

C n . Si un espace S contient m éléments distincts A,, A2. . . Aro

(c'est-à-dire, A/ A; EH o ) (2 ) et ne contient aucun autre élément, S est
un espace fini de ni éléments, et nous écrirons alors : S ' = m. Si
l'ensemble des éléments distincts de S est infini mais qu'on puisse
les mettre en correspondance hiunivoque avec l'ensemble des nombres
entiers positifs i, 2, 3 , . . . , S contient une infinité dénombràble
d'éléments. Le nombre des éléments d'un espace S est dénombrablç
si le nombre de ses éléments est soit fini soit infini {dénombràble),

C(2. Pour tout espace S qui satisfait àjSî = o o n a S < o (3).

CJ a . Pour tout espace S qui satisfait à ; S | ̂  o on a S <£ o.
En effet, puisque ; S 7^ o. S contient au moins un élément, soit A

un élément de S; alors A<^o et S, — A-f-A<£o. Par suite, puisque

S==S — A-r-A,

on a

S < o .

CJ0. Soit A <̂  R <C S; alors A est un élément de l'espace R s'il est
un élément de l'espace S, et réciproquement.

En effet, soit R' un sous-espace quelconque de R tel que AR'<£o;
alors, puisque R ' < R < S, on a R'*< S. Par suite, puisque A est un
élément de S o n a A < R'. Donc A est un élément de R [CJ0 | .

Maintenant, soit A un élément de R et soit R' un sous-espace

( ' ) Dans une asseitftwi qui est une définition ( et non seulement une condition
dans une définition exprimée ou impliquée) on pose que la réciproque de cette'
assertion est vraie même si cV n'est pas cxplicitemeut indiqué. Nous l'avons posé
explieitement ici, mais non dans la définition suivante pas plus que dans les défi-
nitions en dehors de l'Appendice, comme c'est l'habitude chez beaucoup d'auteurs.

(2) Deux espaces P et O sont différents si Pon n'a pas P .— O, et P et Q sont
distincts (ou disjoints) si PQs=o. Par suite il peut arriver que deux espaces ne
soient pas distincts et soient différents mais deux é/éments d'un espace quelconque
qui ne sont pas distincts sont toujours identiques. Nous emploierons la nota-
tion P Tüf Q pour indiquer que P et O sont différents.

(3 ) Celte condition jointe à la condition C. définit un espace vide ainsi que su i t :
Un esoqce qui tfa aucun élément est vide, et un espace vide est contenu dans
tout espace.
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quelconque de S tel que ARf<j^o. Alors, puisque

A ( R' R ) = ( AH ) IV =3 AR' < o

et RR' < R. on a A < R R ' [ r C , 0 ] . Par suite A < R' et A est un élé-
ment dp S fCio]-

Du dernier théorème il suit immédiatement :

C~o. Soit A un élément de l'espace P; alors pour tout espace Q,
A est un élément de P-f-Q, et pour tout espace Q qui satisfait
à A < PQ (ou A < P Q, ou A < P / Q , ou A < P — Q) A est un
élément de PQ (ou P Q, ou P / Q , ou P — Q respectivement).

CK
U). Si A est un élément de P -f- Q. il est un élément d'au moins

un des espaces P et Q. Si A est un élément de PQ, il est un élément
de P et de Q. Si V est un élément de P — Q, il est un élément de P
et non de Q, etc.

C10 . Si A,, A2 , . . . A/;i sont les éléments d'un espace fini P de m

éléments P -=: ^ A, [C,2 , CJ0J; et, si A est un élément de P, il existe

un (et un seul) entier positif A tel que 4 -= A* (k<m).

j 0 . Si les espaces finis R et S satisfont à la condition
alors | R , < ' S ; si R == S, alors R == S ' ; et, si R < S et | R | = | S|,
RZEES.

C;o. Si 'l>-hQI = |P|,onaP-+.Q=-P; et. si | PQ | = | P|, PQ~P.

CJj. Pour deux espaces finis P et Q on a

|P -Q | - r - | PQi = | P | - | Q | .
En effet, soit

A, M < Q ( / n = i , 2 . . . À ) , A , , <Q(n = A ̂ - î , k — 3...p)

Alors, puisque Am est un élément de P, c'est un élément de

l* QIC?,],

et par suite Aw Q <; o [C | 0 ] , Aw B̂  <^ o [Cl ], et les éléments A
et B« de P -f- Q { m = i , 2 , . . . k; 1 = 1, 2 , . . . q) sont distincts. Donc

K ss À, -^ À, — . . . -^ AA — Bi -f- B ^ . . . — B ç < P -+- Q
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et

Or, soit A un élément de P + Q ; A est soit un élément de P soit
de Q [CJ0 }. Si A est un élément de Q, il est identique à l'un des
éléments Bâ, B 2 , . . . B^fC^] et par suite À < R. Si \ n'est pas un
élément de Q, il est identique à un des éléments A f , A 2 . . . AA [ C | o ] ,
et par suite il est encore un élément de R. Donc P -f- Q <^ R, et par
suite | P -f- Q | = A* -H gr.

Nous démontrons de la même façon que | PQ] =p — X", et que par
suite | P + Q | + |PQ j = | Pi 4-1 Q| .

C j , . Pour deux espaces finis P et Q qui satisfont à la condition P < Q
o n a | P - Q | = | P ! - | Q | .

CJ,. Soit S un espace fini de /&-éléments; alors (i) si A est un
élément de S, | S —• AI = n— i ; (il) si R,, R2î . . . Rm sont des sous-
espaces non vides de S qui satisfont à R/ Ry- s o, m est inférieur
ou au plus égal à /i, ( iii) si m est égal à n, R; est un élément de S.

C;v | PQR1 > I PQ ; -+- J PR j — P.
Nous allons maintenant définir l'expression : opération continue ( l )

que nous avons employée dans l'Introduction à propos des définitions
des opérations P jQ et P / Q , et démontrer quelques théorèmes où
ligure celte expression.

G i : l. Un espace S est la limite (2) d'un ensemble de ses sous-
espaces St, S2 , . . . S / t,. . . , si, à tout espace fini R de S, jl correspond
un entier positif m tel que R << S« ( n ^ m ) , et nous écrirons alors

S == ïini S,Ï.
n ~

C|4* Une série des espaces Sf - j -S 2 - 4 - . . . ~f- Sn-+-... est conver-

gente s'il existe un espace S tel que S == lim JV Smj et nous écrirons

alors

> S» = lim NSj».

(1) Cette dénomination, ainsi que la oore suivante, m'a été suggérée par M. M. Fréchet»
(2) Cette limite est la limite restreinte définie par M. E. Borel dans nes Leçons

sur les fonctions de variables réelles, Paris, Gauthier-Villars.
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Ci5. Une opération binaire F(X, \ ) est continue (dans Y)^si
pour deux espaces R et S quelconques qui satisfont aux conditions :

S== ïïiïi Sw. Q = F.< R, S„) (« = i, -2, . . Jjr"
n = se

on a
Q i F< R, S;.

La définition Ci* nous donne immédiatement :

C\%. Si Ai, A2j . . . , A», . . . sont tous des éléments d'un espace S,

n

in ~ lim V1 Aw .

LBMME C~'4. Si chaque élément d'un espace R est contenu dans
un espace S, R est contenu dans S.

En effet, soit R — RS -= Q ; alor^, si Q n'est pas vide, il contient
au moins un élément [oCi2] . Soit \ un élément de C,) ; puis-
que Q ^ R — RS, c'est un élément de R — RS[C'10| H, par suite,
c'est un élément de R[Ci0J. Or, puisque chaque élément de R est
contenu dans S, on a A < S et \ S ^ o [C î 0 ] ; et, puisque A est un
élément de R — RS, on a \ <; R — RS et VS — o [CJ]. Donc Q est
vide; et, par suite. R Œ E R S [ G * ] et R < S [ Q ] .

CJ,f. Les trois opérations : addition, multiplication, soustraction
sont continues.

En effet, {a) soit R et S deux espaces quelconques satisfaisant aux
conditions S =E lim Sw et Q = E R - 4 - S „ (71 = 1, 2, . . . ) ; alors, puis-

que Sn^ S [ C u ] , on a R -h Sw ̂  R 4- S, et, par suite, Q <^ R -f- S.
Maintenant, soit V un élément de R - f - S ; si V est un élément de R,
il est contenu dans () et, s'il est un élément de S, il existe un entier
positif m tel que A*^S / M [Ci 3 ] . Par suite, V est encore contenu
dans Q. Ainsi chaque élément de R-f- S est contenu dans QIC?O| et,
par suite, R -f- S < Q. Donc O == R -J- S.

(b). Soit R et S deux espaces quelconques satisfaisant aux condi-
tions S = Hm Srt et () == RS„ (7? = 1.2, . . . ) . Puisque S»<^ S, on

a RS« RS et, par suite, Q ^ RS. Soit A un élément de RS; A est
un élément de R*et de S. Par suite, il existe pn entier positif m tel
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que A <" Sm; et, puisque A <" 11, on a V < Q. Or, chaque élément
de RS est contenu dans Q, par suite RS < Q. Donc Q =s RS.

{c). Soient R et S deux espaces quelconques satisfaisant aux condi-
tion-. SsslimS,, et Q ^=R — Sn (n = i, 2, . . . ) ; alors R - E E Q + S »

et (^S» EEE o J CJ ]. Par suite, puisque les opérations addition et multipli-
cation sont continues, on a R ~ Q 4- S, et QS -JE O. Donc Q = R — S.

Démontrons, maintenant le théorème que nous avons annoncé dans
le premier paragraphe de l'Introduction : « P j Q est le sous-espace
de P — H ) qui contient tous les éléments conjugué» chacun à au
moins un élément de () ». D'abord :

CJj. Si P - : Q , on a

P/R^Q/KLH, P|B^(V)|R[4], R/P^R/Q[5«] et R | P » R | Q[5, GJ7 C'9J.

G,,. Si P et (> sont des espaces, Q étant dénombrable, à tout
élément \ de P j Q *7 correspond au moins un élément B de Q tel
que A B<£o.

En effet, puisque A < P | Q, on a A < A j Q < P | Q[3, 4] et par
suite A | Q <£ o[Cj2]. Soient A,, A2i . - . , Aw, . . . tous les éléments
de Q, et supposons que A | A«= o ( n = i , 2, . . . ) . Soient (^ ,^A 4 ,
( ) 2 = <),-f- A2,. . . , Q„ - Q„_i + A„,. . . ; alors, puisque A | Qt = o,
A[A2 - o et A[ (Q<H-A 2 )<A|Q 4 - t -A | V2 [ 2 J, on a A | Q t = o.
iNous démontrons par induction que A | Q,! = o. Donc, puisque l'opé-
ration dont il s'agit est continue V | Q _= ofC1^] ce qui contredit ce
que nous avons déjà démontré, à savoir A | Q<£o.

G\,, Si A est un élément de P — PQ et si B est un élément de Q
tel que A B <£ o, alors A < P | Q.

En efTet, puisque A 1 B n'est pas vide ol est contenu dans A[3J, on
•aA'B = A[C;0|. Or puisque A | B < P | B [ 4 " | , on a A < P ; B ; et,
par suite, A <̂  P j Q + Q[5J. Maintenant, puisque À < P — PQ, on
a A < Pe t o = A ^ P Q ) ^ ( V P ) Q - A Q . Donc A ( P | Q ) = A [ Q ]
et \<_ P |Q.

Ces deux théorèmes démontrenl le théorème de l'Introduction que
nou*> venons de rappeler. Démontrons maintenant le théorème
correspondant du deuxième paragraphe de l'introduction.



3. Si A et B sont respectivement des éléments de P/Q

En effet, puisque 1 << P/Q, onaÀ<( A/Q [3°], et, puisque B < Qy

on a A/Q < A/B. Donc A < A/B.

CL- ( P/Q) (P/R) ^ P/(Q + R).
En effet

P/(Q-t-R)<P/Q et P/(Q-i-R)<P/R[5o].

Par suite
P/(Q R)<(P/Q)(P/R).

Or, puisque
(P/Q) (P/R) < P/CQ H- R) [a°],

on a
(P/Q) fP/R)

C?5- * Si A est un élément de P et, si pour tout élément B de Q, on
a A/B<jCo (où Q est dénombrable), alors A << P/Q.

En effet, soient A,, A2, . . . , Aw, . . . tous les éléments de Q ;
alors, puisque A/An n'est pas vide et est contenu dans A, on

n

a A = A/Art. Soit Q,, =: > A^; puisque A ^ A / Q 4 == A/A2, on

a A - (A/Qi) (A/A>), et, puisque (A/Q,) (A/A2) -= A/(Q,-+- Aa)[a°|,
on a A -^ A/Q2. 3Nous démontrons par induction que

À = = A / Q « ( n = i , > , . . . , ) ,

et que, par suite, A HE: A/Q. Donc A < P/Q, puisque A/Q < P/Q [4°).
Nous n'entrerons pas maintenant dans le détail des démonstrations

de tous les théorèmes de l'Introduction relatifs aux deux, opérations
que nous avons introduites. Cependant nous démontrerons rapide-
ment les théorèmes (/ ), (# ) et (/°).

Q,. ( P | Q ) ( P , R ) < P (Q + R).
En effet, ( P | Q ) ( P R ) < P (Q H- R) + Q + R[i , 5] et, par suite,

puisque
(P |Q)Q~tP |R)R^o [il,

on a
<PIQ)<P| R K P | ( Q - R j fC§].

Cï,. Si P < Q < R on a

QIP et (R/P)QsQ/P .
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En effet, soit S==(R|P)Q; alors S < R ) P et S < Q. Par
sui teS<SlP<Q|P[3 , 4]. Or, puisque Q |P < R | P[4J et

on a Q | P < S. Donc S = Q | P.
Maintenant, puisque les conditions i°, 3°, 4° sont identiques aux

conditions i, 3, 45 la seconde partie de ce théorème est aussi
démontrée.

R) = (P/Q)/R.
En effet, soit A un élément quelconque de P/(Q -h R) ; alors

A<A/(Q-t-R)<A/Q<P/Q [3°, 5°, 4°].

Soit B un élément quelconque de R; alors, puisque B est un élément
de Q + R, on a A/B<£o [CJ5J. Par suite, A<(P/Q)/R [Q,].
DoncP/(Q + R)<(P/Q)/R[Q 4 ] .

Or, soient A, B et G respectivement des éléments quelconques
de (P/Q)/R,QetR;alorsA/C<t:o [Q,], A < P/Q [i°] et

A/B<o [Cf5].

Par suite, A < P/(Q + R) (Q']]. Donc (P/Q)/R < P/(Q + H).
Jusqu'à présent nous n'avons pas encore défini les opérations P | Q

et P/Q dans le cas où Q est vide. Si nous voulons 1e faire il faut évi-
demment s'arranger de telle sorte que les théorèmes» déjà démontrés
relativement à ces opérations subsistent quand on suppose que le
« dénominateur » est zéro. Une telle définition s'exprime par les
identités P | o == P/o == P.

Nous terminerons en démontrant que la proposition corrélative
de Qs, à savoir, P | (QR) < P | Q -H P | R, est vraie et que la propo-
sition corrélative de Cj, ne l'est pas. Démontrons d'abord les propo-
sitions suivantes :

Q. S i P < Q e t Q R ~ o, alors (R + Q) —P = R-V(Q — P).
En effet, soit S - (R + Q) — P ; alors SP -~ o et S == SR -f- SQ.

Or, puisque SR < R? on a SR < R -+- {Q — P ) ; el puisque SQ < Q
et SQP = o, on a SQ < Q — P < R -+• (Q — P). Par suite,

S R - H S Q < R H - ( Q —P).

Donc (R-l-Q) — P < R + ( Q — P).
THESE LIPFIELD
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Maintenant, puisque PQR = PR = o,ona RS = R. Par suite,

R<(R-f-Q)~P.
Or, puisque

Q-P<(R + Q)-P,
on a

R-4-(Q — P ) < (R-+-Q) — P.
Donc

Q°. P — PQR==(P_ PQ)4- (P_PR) .
Puisque

p _ PQR == p _ PQ .+_ PQ _ PQR as (p _ PQ) .+. Q(p _ PR ).

QV P j ( Q R ) < P | Q + P|R.
En effet, soit A un élément de P | ( QR) ; alors QR contient un,

élément B tel que A | B <£ o, et puisque A < P — PQR, on a

A < (P — PQ) -r- (P — PR).

Par suite, A est soit un élément de P | Q soit de P | R. Donc chaque
élément de P| (QR) est contenu dans P| Q H- P| R et par suite P | (QR)
est contenu dans P | Q -f- P | R.

En rapprochant ce dernier théorème du théorème Q3 on conclut :

CU. Soit (A + B ) < P < Q . S i A < P | B , on a A < Q j B , et
réciproquement.

En effet, soit A < P | B; alors, puisque P < Q, on a P j B < Q | B.
Par suite, A <; Q | B. Soit maintenant A < Q | B ; alors, puisque A <; P,
on a A < ( Q | B ) P . Or, puisque (Q | B)P = (PQ) | B = (P | B)Q, on
a A < P | B .

Nous avons ainsi démontré que si A et B sont deux éléments d'un
espace P contenus dans un espace discret Q, ils sont, ou ne sont
pas, conjugués dans P selon qu'ils sont, ou ne sont pas, conjugués
dans Q.



QUELQUES THEOREMES ÉLÉMENTAIRES SUR LES SEGMENTS
ET LES DROITES.

THÉORÈME 1. — Si le point C est entre les points A et B, À n'est
pas entre B et C,

En effet, supposons que A soit entre B et C, Alors

(a) (BA)(AG)-A,

el puisque C est entre A et B,

(3)
(4)

Pa'r suite, puisque

(«)

et

on a :

(3)

Donc

M, (4)

ce qui n'est pas.

(AC)-t-(CB)==(AB),
(AC)(CB)eC.

(AG)<(BC)

(BC)-(CB),

(CB)s(ABh

A-C,

COROLLAIRE 1. — Quand trois points distincts A, B, C sont alignés
(sur une ligne droite) surSi, un de ces points et un seul est entre les
deux autres.

COROLLAIRE 2. — Soient A, B, C trois points distincts; alors*
si C(AB) =z* O, on a A(BC) -+- B(CA) == o.

COROLLAIRE 3. — Si 4(BC)=^o et B(AC)^o , les points*AG
et B ne sont pas distincts.



— 116 —

COROLLAIRE 4. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
trois points \ , B, C dans un plan soient alignés est que

A(BC)-f-B(CA)-+-G(AB) ^ o.

COROLLAIRE 5. — Si C est sur le côté ( \ B ) du triangle (ABD) et
est entre A et B, ce n'est pas un point de la droite AD et ( BC) AD = o
(puisque tout point entre C et B est entre A et B).

THÉORÈME 2. — Soient A, B, C et D quatre points sur une droite
satisfaisant à {A -H B -f- C)D -= o et ( AB)D ^ o ; alors, si
(AC)D p^ o, on a : (BC)D = o, et réciproquement.

COROLLAIRE 1. — Si C-h D < ( AB), on a ( C D ) < (AB).

COROLLAIRE 2. — Si les segments (AB) et (CD) sont identiques,
A + B-C + D.

THÉORÈME 3. — Soient A, B, C et DE trois points et une droite

dans un plan satisfaisant (A-|-B + C)DE^o et (AB)DE^o;

alors, si (AC)DE ^ o, on a (BC)DE==o, et réciproquement.

THÉORÈME 4. — Tout produit de demi-plans qui n'est pas vide
est convexe.

Les trois théorèmes suivants sont les analogues des théorèmes 12d,
\Zd et 14rf du texte. Les démonstrations des deux dernières sont
identiques aux démonstrations des 13rf et 14rf; et la démonstration du
premier est presque identique à celle de 12rf.

THÉORÈME 5. — Soient P1? Q4 et P2 , Q2 deux couples de demi-
plans d'un plan S 2 ; alors, si Qi — P i Q i < Q 2 — P2Q2, on a
P 2 ~ P 2 Q 2 < P î - P i Q i .

COROLLAIRE 1. — Si Qi — Pi Qi ^= Q2 — P2 Q2, on a

S a — PtQjE^Sij — P2Q2Î et les deux couples de demi-plans sont
identiques; aussi

COROLLAIRE 2. — Si P* == P2 î les deux couples de demi-plans sont
identiques.
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THÉOIIÈME 6. — Soient Pi? Qx et P2, Q2 deux couples de demi-
plans d'un plan S2 ; alors, si les lignes Pi Q, et P2Q2 ne se coupent
pas, deux (mais pas plus) des quatre produits 'PiQ lP2, PiQiQ2,
P2Q2 Pi et P2Q2Qi sont vides, et réciproquement.

COROLLAIRE 1. — Si l'un des produits PiQiP2, PtQtQ2 , P2Q2P*
et P2Q2Qi est vide, un seul autre est vide.

THÉORÈME 7. — Soient Pt, Q, et P2, Q2 deux couples de demi-
plans d'un plan S2 ; alors, si l'un des produits PiQ,P2, PiQiQ2,
P2Q2Pi, P2Q5Q1 est vide, un seul des produits I \P 2 , P tQ2, QiP2,
QiQ2 est vide.

THÊOHÈME 8. — Soient P t, Qt et P2, Q2 deux couples de demi-
droites correspondant aux deux points (distincts) A et B sur la
droite AB; alors, si Pi contient B e£ P2 contient A, on a :

(ABJsPiP , , Q!Q* = O, et Ï B s Q j + P^Pj + Q,.

En effet, puisque P t contient B et A E== P ,Q t , on a : (A H- B) < P i .
De même (A + B ) < P , . F^r suite ( A - f - B ) < PiP2. Donc, puisque
\\ Pi est convexe, ( AB) < Pi P2.

Supposons maintenant que Pi P-2 — (AB') .^o , et soit C un de
ses points. Alors, puisque Pi P2 est contenu dans la droite AB, C est
un point de AB — (AB). Par suite, puisque G(AB) == o, C est diffé-
rent de A et B, et

Af BG) 4- B(AC; ^ o.

Soit A(BC) ̂ o ; alors, puisque B est contenu dans P t — A, C est
contenu dans Qi — A, ce qui ri'est pas. De même, si B(AC) ^ o?

C est contenu dans Q-> — B, ce qui n'est pas. Donc PA P2 == ( AB).
Or, puisque P* (^P^Q* == AB ==s o, un des quatre produits P|Pa,

P1Q2, Qi Pi et QiQ-2 est vide [(), 7] . Mais les trois premiers con-
tiennent respectivement A-}- B, B et V. Donc, QtQ* ^ o.

Or, puisque la droite AB est identique à ( Ï>A -\- Q t ) (Pa -+- Q2), elle
est identique à P t Q 2 4- P|P2 + Q i P i . Et, puisque

et Qi == Qi ( P-2 + Qi) -= Q« P 2 Î ̂ B est identique à Q* -+-1>, P5 -+- Q,.
Les « demi-droites » Q2 — B et QA — A sont respectivement appelées
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les prolongations du segment (AB) dans les directions AB et BA;

et nous les désignerons quelquefois par (AB) — B et (BA) — A. Par

suite ÂB = ( AS ) - H AB) -+- ( BÂ ), A = ( AB ) ( AB), B = ( BA) (AB)

et ( AB ) (BA) == o ; et selon qu'un point C contenu dans ( AB ) ou dans

ÏB—(ÂB) , on a : B ( A C ) ^ o ouB(AC) = o.)
Soient P,, Qj et P2, Q-2 deux couples (différents) de demi-plans d'un

plan S2, et C le point d'intersection des droites P4Qi et P»Qs;
alors :

COROLLAIRE I. — Si A < Pt — P I Q , et B < P i Q 1 , o n a ( Â B ) < Q 4

COROLLAIRE 2. —- Si D est un point de l'angle P1P-2 distinct de C,
on a (CD)-f-(CD) < P4P, e t ( D C ) < Q t Q * et, tout segment (AB),
dont les extrémités A et B sont sur les deux côtés de l'angle P1P2,
coupe ou coïncide avec la demi-droite (CD) -j- (CD) [3].

COROLLAIRE 3. — Si A et B sont deux points sur les deux côtés de
l'angle PiPâ distincts du point C, l'angle PtP2 est identique à l'en-
semble des points (CD) - j - ( CD) où D est tout point du segment ( AB);
et, pour un point quelconque D (fixé) du segment (AB) la somme
des angles ACD et BCD est identique à l'angle ACB, et le produit
de ces angles est identique à (CD)-f-(GD).

THÉORÈME 9. — Soient Ai, A2, . . . . Am les sommets d1 un polygone
convexe R ; alors, A,-Â/+1 R == ( A;*A,-+1 ) et il n'y a pas trois sommets
en ligne droite.

En effet, puisque R contient les sommets A; et A/+i, il contient le
segment (A/At+i) [4a]* Supposons que A;A/_M R — (A/A/+i) ^ o et
soit C un de ses points. Alors C est un point de la prolongation du
côté (A/A/4.1), soit dans la direction A t+iA|, soit dans la direc-
tion At'Al+1. Si C <C ( Ai+i A J — A,, le point A4 est entre C et Al+i
et (CA;+1) coupe la droite A ^ A ; . Par suite, C et A/+, ne sonf, pas
contenus dans le même demi-plan de deux demi-plans correspon-
dant à la droite A^A/ , ce qui n'est pas. Nous démontrons de
même que l'hypothèse C <^ (Af-A;+1 ) — A/^i conduit à une contra-
diction.
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Donc At-A£+1 R = ( A* A f + I).
Supposons maintenant que (A,A i + l) contienne un sommet AA et

ne contienne pas le sommet Afc+4. Alors Ak est entre A£ et A l+1 et le
segment (A£-A,-+l) coupe la droite \ + i A*. Par suite At- et Ai+i ne
sont pas contenus dans le même demi-plan des deux demi-plans
correspondant à la droite AA+, A*, ce qui n'est pas. Donc il n'y a pas
trois sommets de R en ligne droite.

COROLLAIRE 1. — Le produit des deux côtés de R est soit un
sommet de R, soit vide.

COROLLAIRE 2. — Pour tout couple de points A et B sur deux côtés
du polygone R, o n a Â B R = (AB) [3],

COROLLAIRE 3. — La frontière d'un polygone convexe est con-
vexe [ i ]. Ce corollaire avec la réciproque est pris par quelques
auteurs pour la définition d'un polygone convexe.

THÉORÈME 10. — Si D g / E sont des points situés respectivement
sur les côtés (BC) et (AC) du triangle (ABC), D étant entre B et G
et E entre A et C, le segment (AD) coupe le segment (BE) (*).

En effet, puisque D est un point du côté (BC) du triangle (EBC)

et est entre B et G. on a (CD)BE== o [ i 5 ] , Et puisque E est entre A

et C on a (AC)BE f£ o. Par suite, puisque (A -f C-f-D)BE EE= O, on

a ( AD ) BE ^ o [ r 3 J. Or, puisque

(AD)(ABC)s(AD) et BË( ABC) == (BE)
on a

(AD)BÈs(AD)(ABC)BKs(AD)(BE) féo.

Donc le segment (AD) coupe le segment (BE) f93, 22] .

COROLLAIRE 1. — Si D est entre B et C et si E est sur la prolonga-
tion du côté (AC) dans la direction CA, le côté (AB) coupe le
segment (ED); et :

C1) Ce théorème ou un des corollaires qui sui¥ent est pris par ïa plupart des
auteurs comme une condition dans la définition d'un plan à la place de la condi-
tion Pfe. { Voir Flntroduction.)
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COROLLAIRE 2. — Si D est entre B et C et si E est sur la prolonga-

tion du côté (AC) dans la direction AC, le côté (AB) coupe la pro-
longation du segment (ED) dans la direction ED [82].

THÉORÈME 11, — Soient K, B, C les sommets d1 un triangle (ABC)
dans le plan S2 ; alors, si P,, Q< ; P2, Q2 ; P3, Q3 sont les demi-
plans correspondant aux trois droites contenant les côtés du ( ABG)y

où AQ, = BQ2 == CQ3 = o, on a Qi Q2 Q3 = o e t

S2 = PtP2P3 -+- P I P Î Q , -+- P 2P 3Q. H- P 3 PiQ 2 -+- Q2Q3 -f- Q3Q1 -+• QtQi.

En effet, supposons que Q< Q2Q3 ^ o et soit D un de ses points.
Puisque (A-+-B-f-C)Q1 Q2Q3 ^ <>? le point D n'est pas un sommet
du triangle (ABC). Et puisque A <C Pi etD < Q<, on a (AD)P, Q# ̂ zâo.

Par suite, puisque AP,Q, = oT (DÂ)P4Q, = 0 et( DÂ) (BC) = oT

ce qui ri est pas, puisque D est un point de l'angle Q2Q3 distinct
deA[8 a ] .

Soit maintenant D un point quelconque de P4P2P3; alors si
E < P I P 2 Q 3 il est facile de démontrer que (DE)(AB) ?é o et si
E<cQ2Qs il est facile de démontrer que soit (DE)(AB)=^o, soit
(DE) (AC)^o (*). Donc du dernier développement de S2, il suit :

THÉORÈME 12. — Si R' est la frontière d:un triangle R {la
somme de côté de R) dans un plan S2? S2 — R; ri est pas connexe,
mais consiste en deux espaces connexes dont Van est R — R' et
l'autre S2 — R.

Du dernier théorème et de quelques théorèmes auxiliaires on déduit
qu'il en est de même pour tout « polygone » (connexe ou non)
dans S2 ; on en déduit encore la propriété suivante :

Soient R, et R2 deux polygones dans un plan S2 satisfaisant à
R4 R2 = RA, R; OÙ R; R; sont les frontières des ̂ et R2 ; alors, siR{ R'2
riest pas connexe, S2 — R1R2 ri est pas connexe; et si tout sous-
espace connexe entier de R', R2 ri est pas un point, la connexité
de R;

f R'2 est égale à la connexité de S2 — R| R2.

(*) Par suite, à tout point D de ce plan il correspond (au moins) un sommet
du triangle (ABC) tel que la droite déterminée par ce sommet et D coupe la
droite déterminée par les deux autres sommets. Ce théorème est aussi pris par
plusieurs auteurs comme une condition dans la définition d'un plan.
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Nous avons vu dans le théorème 9 qu'une condition nécessaire pour
que trois droites différentes P t Q f . P2Q2 et P3Q3 correspondant à
trois couples de demi-plans P4? Q< ; Pf, Q2 et P3, Q3 contiennent les
côtés d'un triangle est qu'un des huit produits

soit vide. Cette condition n'est pas seulement nécessaire mais elle est
aussi suffisante et toute relation topologique entre ces droites est
complètement caractérisée par les nombres de ces huit produits qui
sont vides ou qui sont réduits à un seul point. En particulier, une
condition nécessaire et suffisante pour que ces trois droites se
coupent en même point est que l'un de ces huit produits soit un point;
et l'on obtient beaucoup de théorèmes intéressants quand on étend
cette étude aux in produits correspondant à n droites.


