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Sur les courbes de Jordan ne- renfermant
aucune courbe simple fermée de Jordan.

par

Tade Wazewski

Introduection.

Nous nous proposons de faire comprendre pourquoi les mno-
tions de correspondance homéomorphe, de type topologique, et de
courhe de Jordan se sont imposdées aux recherches mathématiques.

Nous invoquerons pour cette raison quelques faits histori-
ques sans prétendre cependant donner le développement historique
complet de cette question. ‘

Nous commengons par donner la définition de la correspon-
dance homéomorphe, de quelques mnotions qui s’y rattachent et de
quelques théorémes qui la concernent.

& 1.
Def. 1. On dit que la fonetion
p=y(q)

constitue une correspondance homéomorphe entre les ensembles
P et Q. si
10) I'équation précédente fait correspondre & tout point p de
P un seul point ¢ de ¢ et & tout point ¢ de @ un .seul point
p de P, c. & d, sicette correspondance est biunivoque et réciproque
20) si
lim p,=p

entraine pour les poiunts correspondants de @



lim g, =¢

et inversement, c. & d, si la correspondance est bicontinue.

Déf. 2. Deux ensembles P et () entre lesquels se laissse
établir une correspondance homéomorphe s’appellent homéomorphes.

Déf. 3. On appelle invariant topologique toute propriété P qui
se conserve. si l'ensemble qui en jouit subit une transformation
homéomorphe. La classe de tous les ensembles possédant une pro-
priété étant invariant topologique s'appelle type topologique.

Th. 4. Si p=19(g).q=14(»)

sont deux correspondances homc¢omorphes, alors leur produit e. a. d.

la correspondance

p=9[p )]

est homéomorphe.

Th. 5. La correspondance biunivoque et continue entre deux
ensemhles P et () situés dans deux espaces cartésiens dont un est
ferm¢é et borné est hicontinue.

(On entend par espace cartésien C, la classe de toutes les
suites x,, &y,..., x, composées de nombres réels).

§-)

<.

Correspondance homéomorphe dans la question du nom-
bre de dimensions,

Le. difficultés contre lesquelles on s'est heurt¢ en cherchant
la définition précise d'une multiplicité & » dimeusions s'offrant aussi
dans le cas des espaces cartésiens C,, il nons suffit de nous borner
aux ensembles faisant partie de ces espaces.

Riemann est un des premiers qui ont cherché & préciser la
notion du nombre de dimensions.

Afin de pouvoir sc¢ rendre compte du rapport du concept in-
tuitit du nombre de dimensions i la notion découlant de la défi-
nition riemanienne nous donunons quelques théorémes sur ce sujet
puisés dans Pintuition.

Th. &) Le segment de droite & une dimension.

a’) L’équation
y=/f(x)
ot /" est une fonction continue définie dans lintervalle (0, 1) repré-
sente une ligne.
a”) La ligne a une dimension.
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b) Liintérieur du cercle et du carré (frontiére comprise; ont

chacun deux dimensions.

¢) L'intérieur de la sphere (frontiére comprise) a trois dimensions.

d) Aucun sous ensemble d’'une multiplicité & » dimensions

n’a n— A dimensions (k> o).

Dans les énoncés précédents deux notions ne sont pas préci-
sées: celle du nombre de dimensions et celle de la ligne. Pour ne
pas s'éloigner de lintuition. il convient de les définir d'une fagon
conforme aux propositions .« .

Voiei la définition riemaunienne que nons citons in extenso
afin d’éviter toute altération de ses idées?).

HEtant donnd, dit-il. un concept dont les modes de détermi-

v

nation [les points 2y forment une varieté continue. si U'on pugse,
suivant une mauiere determinée, d'un mode de détermination a un
autre les modes de détermination parcourus forment une variété
étendue dans un seul sens dont le caractére essentiel est que, dans
cette variété, ou ne peut. en partant dun point savancer d'une
maniére continue que dans deux directions en avant et en arriére.
Imaginons maintenant que cette variété se transporte d son tour
sur une autre variété complétement distincte et cela encore d'une
maniére déterminée, c¢'est i dire tellement que chacun de ses points
se transporte en un point détermind de lautre varicté. I'ensemble
des modes de détermination ainsi obtenus formera une variété de
deux dimensions. On obtieut semblablement une variété de trois
dimensions, si l'on congoit gqu'une variété de deux dimensions se
transforme d’une fagon détermindée sur une autre completement
distincte, et il est aisé de voir comment on peut poursuivre cette
construction®. ..

La définition suivante de ,larc simple spécial* doune une
ligne au sens de Riemann, sans les comprendre cependant toutes.

Déf. On appelle are simple spécial chaque clusse de tous les
points p de Lespace (), satisfaisant aux conditions sulvantes.
%) p=29(t) O<t<1)

ou ¢(¢) est une fonction continue de ¢;
B) 9(¢) n'a pas de points multiples c. a. d.

1), Uber die Hypothesen die der Geometrie zu Grunde liegen (Trad. fraggaise
dans les Oeuvres mathématiques de Riemann,
2. La parcnthdse n'est pas du texte



p(t)Fo(t), sit, 1y

v) 1l n’existe pas trois ares simples L,, L,, Ly, tels que

L+ Lo+ Ly C L
et dont les équations sont
L=o. ()
ly =g, (¢)
=9, (1) O<II)
et, tels que
L Ly+L,Lg+ Ly Ly==2,(0)=="2, (0)==14 (0).

En abrégeant on pourrait dire: Pare simple spécial est Vimage
homéomorphe du segment (0,1) dans lespace C, qui satisfait en
outre & la condition v.

Oun n’est pas & priori certain si v résulte de « et §, la néces-
sité de la démonstration va paraitre dans la suite.

L’exemple suivant jettera un peu de lumiére sur la défini-
tion riemamienne d’une maultiplicité & deux dimensions.

On a donné l'exemple d'une fonection

= flay)
qui, dans tout point du carré aux sommets opposés

(0,0) (1.1),
est continue par rapport a x seul et par rapport iy seul et possé-
de néunmoins les points de discontinuité dans tout cercle intérieur
au carré ).

La classe de tous les points », y. o satisfaisant a l'équation
précédente est une multiplicité & deux dimensions au sens de Rie-
mann., car elle est déerite par la famille d’ares simples speciaux
que l'on obtient en regardant la variable » comme paramétre. On
pourrait démontrer que cette ultipliticé n'est pas homéomorphe

') Soit a,. a,.... une suite dont tous les points forment un cnsemble dense
sur le carré. La fonction
» 1
S ‘,‘P(x—'-’vy,!/—!lv),
4
v
. ey
ol (. y)= -+ ~—5 (x? 20
9 ( wipyr @ E0
0, 0)=0

Ty Yy)=a,
posséde la proprieté en question.
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avec aucun ensemble plan ainsi que tout son sous-ensemble corré-
spondant 4 un carré partiel

La correspondance homéomorphe ne joue done pas le role
qu’ on lui pourrait attribuer & premiére vue dans la définition de
Riemann.

Cet exemple suggere l'idée de chercher & remplacer la defi-
nition riemanienne par une autre qui ne caractériserait pas comme
multiplicités 4 deux dimenszions les emsembles si différents des
surfaces ordinaires,

Il fait entrevoir les difficultés qui se présentent, si 'on cher-
che a démontrer le théoréme d (page 3). Ces difficultés ont été
mises en évidence par les résultats de M. M. Cantor et Peano.

La marque caractéristique de Ja multiplicité i deux dimensions
au sens de Riemann consiste dans une certaine correspondance
entre ses points et les points de l'espace cartésien (.

Cantor s’est pousé le probleme de savoir si la propriété, pour
cette correspondance. d’étre biunivoque, suffirait & caractériser le
nombre de dimensions. Il a montré que la réponse est négative?),
en construisant une correspondance biunivoque eutre les points d’ub
segment et ceux d'un carré c. a. d. entre des cnsembles dont les
nombres de dimensions sont différents. I a remarqué que cette
correspondance n’était pas coutinue et a énoncé Popinion que le
postulat de continuite rendrait un exemple pareil impossible.

Des recherches du méme genre ont conduit M. Peano & con-
struire une courbe remplissant le carré. Cette courbe a des points mul-
tiples — de li lexistence d'une courbe pareille mais sans points
multiples (d'un are simplej apparait a priori comme possible. Si l'on
parvenait 4 en counstruire une, il en résulterait que la propriété y
introduit une restriction essentielle dans la definition de lare
simple spécial.

Le probléme posé par Cantor se généralise de la fagon suivante:

Est-ce qu'est vrai le théoréme: (7) ILiimage homéomorphe
d’un hypersolide sphérique » »n dimensions c. & d. de la classe de
tous les points oy, xo...., r, satisfaisant 2 la relation

Sz, —a, =z (;>0)

ne peut pas renfermer un hypersolide spherique iv n+k dimensions (k> o).

1) Journal de Crelle t. 84, aussi Mat. Ann. 1897 (Zur Begriindung der
transfiniten Mengenlehre I).



Tout d’abord ce théoreme a été démontré. dans le cas parti-
culier, par M. Liiroth; la démonstration générale a été donuée_ par
M. Brouwer et par M. Lebesgue!). .

Le rapprochement des théurémes (d) et (7' suggere l'idée de
considérer comme ensembles & 1 dimensions, dans un espace car-
tésien C,, les ensembles qui ont leurs homéomorphes dans I'espace
C, et n'en ont pas dans les espaces d'ordre inférieur.

On peut constater que les théoreémes o - d sont vrais pour
une telle définition (igne v étant considérée  comme  synonvme
d’are simple). Si Pon remarque qu'elle est plus simple que celle dé¢
Riemann, nous sommes conduits i Tut donner la préférence, d'autant
plus qu'en tant que nons le savons bien la proprié¢té o n'a pas été
démontrée pour la définition de Riemanu.

Remarque. L circonfévence suivant cette définition a deux
dimensions et pourtant elle est considérée comme une ligne. De la
vient I'idée de donner @ part de la définition précédente aussi une
définition du nombre de dimensions dans un autre sens. definition
»in amicro“. A tout point e de la eirconférence correspond un sous-
ensemble (un petit are) qui est d'une dimension et gui contient
tous les points de la circonférence renfermés dans un certain voi-
sinage de w On peut exprimer cela en disant que la eireontérence
a une dimension en chacun de ses points. (Un ensemble i dimen-
gions in miero peut ¢tre décomposé, s'il est fermd et borné. en un
nombre finl d'ensembles & » dimension in marco — théoréme de

Borel Lebesgue.)
§ 3.
Courbes de Jordan.

Déf 1. On appelle courbe de Jordan la classe de tous les
points x,,...x, satisfaisant aux équations:

x,=19,(t) @1,...n)
ol o,(¢) sont des fonctions continues et définies dans un intervalle
fermé (t,,t,).
Déf 2. Ou appelle orbe de Jordan ou orbe l'image homé-

omorphe de la circonférence. Clest cvidemment uune courbe de
Jordan.

1) Muth. Ann. t. 70. Voir aussi IFund., Math, t. 1L
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Th 3. La propriete d’étre une courbe de Jordan est un inva-
riant topologique, ¢. & d. toute image homéomorphe d’une courbe
de Jordan est une courbe de Jordan.

L’exemple de la courbe de M. Peano qui est une courbe de
Jordan est un de premiers qui a apporté de l'intérét u cette classe
d’ensembles.

On a recherché les conditions auxquelles doivent satisfaire
les ensembles pouvant étre remplis par une courbe de Jordan.

Deux criteres trés préeis et trés maniables ont ¢té donnés par
M. Mazurkiewicz et par M. Sierpinskil).

La classe des courbes de Jordan doit aussi son intérét au
théoréme de Jordan suivant lequel toule orbe J divise le plan en
deux domaines £ el [, tels que deux points du méme domaine
. se laissent joindre par une courbe de Jordan coutenue dans £ el
toute courbe reliant un point de [, avee un point de L, empiéte sur J.

Le role joué par ce thioreme dans lex théoremes de Cauchy
et Green est bien connu.

[étude de ces courbes a été Pobjet des travaux de M. Schin-
fliess (et M. Riesz)?). Il s'est proposé inversement de chercher, si
tout ensemble de points divisant le plan est une courbe de Jordan,

[/exemple de Tensemble [ suivant fait voir que la réponse
est négative. [ esl composé de la ligne

!/:Si"; (o Tr= ;_')

et des segments

(o) (5

(O,_l); (07 2)

(0,2); (1,2)

(Il existe méme des ensembies découpant le plan et ne renfer-
mant aucun arc simple fermé. On -en obtient un en combinant

') Fundamenta Mathematicue. Tome 1. Varsovie 1920. p. 166 et 44.
) Math. Annalen, tomes 28 et 59.
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plusieurs continus ne reufermant ameun sous-eontinu representable
paramétriquement ).

Les travaux de M. Schinflies sont suggéré & M. Brouwer la
construction d’un domaine dont la frontiere est fermée et continue;
elle divise le plan en trois domaines dont elle est frontiere com-
mune 2). M. Denjoy a donné un exemple pareil dans lequel le nom-
bre trois est remplacé par linfinité dénombrable.

La recherche des conditins auxquelles doit satisfaire un do-
maine fini plan pour que sa frontitre soit une orbe a abouti au théo-
réme suivant 3):

La condition nécessaire et suffisante est que la ftrontiére de
ce domaine découpe le plan en deux parties et que tout point f
de cette frontiére soit necessible de Tintérieur et de lextérieur, c.a. d.
quil existe des ares simples sitnés i Pextérieur et des autres & 'in-
térieur i Pexception d'une de ces extrémités qui coincide avee f.
M. Denjov a douné un aulre ¢ritére consistant i ce qu’ i tout
e >0 il existe 8> 0 tel que denx points du domaine se laissent
joindre par un sous-are simple du domaine de diameétre inférieur i ¢
pourvu que la distance de ces points soit inférieure i 3.

L’arc simple a été 'objet de plusieurs travaux. On a recherche¢
des conditions pour qu'un cnsemble soit are simple. des conditions
dans lesquelles n'intervienne pas la représentation  paramétrique.
M. M. Lennes. Zoretti. Janiszewski. Sierpiiski, Knasier et Kura-
towski 4 ont consacrd des notes et des mémoires4).

Tous les resultats cités montrent que les courbes de Jordan consti-
tuent un groupe d’ensembles jouissant de propri¢tés tout & fait parti-
culiéres.

1) Les continus e la sorte ont été construits par M. .Janiszewski et par
M. Brouwer, Une construction développée d'un tel continu se trouve dans le mé-
moire de M, Knaster Fund. Math: t, III.

2) Mat. Ann. t. 68,

3) Les articles de M. Schiinfliess et de M. Riesz précités (Math, Ann.
t. 58 et H9i.

*) Lennes Ann. .Journ. Math. 1911.

Zoretti Annales de I'Ecole Norm. 1909.
Janissewski .Journal de I’'Ecole politechnique 1912.
Sierpinski Fund., Math, 1,

Mazurkiewicz ibid. 1 et 2.

Knaster et Kuratowski ibid 2.

Kuratowski ibid 1.
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M. Mazurkiewicz!) en train & rechercher si sur chaque
courbe de Jordan il existe des points qui ne la découpent pas (com-
me tous les points pour la circonférence et les extrémités pour l'are
simple) a été obligé de s'occuper d'une famille particuliére de
-courbes de Jordan qui ne renferment comme sous ensemble (I'en-
semble ¢tant regardé comme un de ses sous ensembles) aucune
orhbe de Jordan. (Nous les appelons dendrites).

Il a posé 4 cette occasion le probléme: est-ce que toutes les
dendrites s nt homéomorphes d’'un ensemble plan? ou, dans la ter-
minologie du chapitre précédent: est-ce que le nombre de dimen-
sions de toute dendrite est deux au plus?

Nous démontrerons que

I) Toute dendrite e¢st une image homéomorphe d'un ensemble
plan et 'homéomorphie en question peut étre efféctivement indiquée.

II. La classe des points ‘de branchement de toute dendrite est
effectivement ¢numérable. .

III. On peut construire effectivement une dendrite /)%, telle
que toute autre dendrite est effectivement homéomorphe avee une
partie de ¥,

Une partie de la démonstration consiste i établir un certain
ordre sur la dendrite. Pour le faire de fagon a éviter les nombres
transfinis et Paxiome de M. Zermelo, nous nous sommes servis d’un
certain espace abstrait. Cependant cette voie n’est pas la plus simple.
M. Denjoy au cours de lexpertise de ce travail a indiqué une
méthode heaucoup plus simple. Elle permet de démontrer. en plus,
le théoréme II et donne un eritére permettant de reconnaitre Vordre
de multiplicités des poiuts de brauchement. Elle se trouve déve-
loppée & la fin de ce travail.

Tdée directrice de la démonstration.

Tragons sur le plan un segment a, b et considérons un
ensemble dénombrale de points (2;) deuse sur ce sezment et ne
contenant aucune de ses extrémités. Choisissons un des ciles de ce
segment comme positif. On peut, comme il est facile de le voir,
tracer 4 partir de chaque point @, deux demi-droites différentes et
situdes du coté positif de a, b .

1) Fund. Math. t. II. p. 130.
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Ra,, R’a‘

de fagon que les afhgles 3 (Ra,, R’'a,) correspondant aux a, diffé-
rents soient deux & deux disjoints. Dans chacun de ces angles
choisissons une infinité denombrable de demi-droites issues du
point «, correspondant. Sur chacune de ces demi-droites nous dé-
coupons un petit segment d'origine «, de fagon que la longeur de ces
segments fende vers U. et que ces segments forment avec le seg-
ment «,, b un ensemble fermé ¢t hien enchaint. Désignons cexs
nouveaux segments par o« b, .

Nous avons obtenu une sorte d'arbre dont a, b est la tige et
dont les feuilles a,. 6, ne se touchent pus mutuellement en dé-
hors de la tige

Sur chacune des feuilles «,, 4, nous construisons un feuil-
lage de secoud ordre d'une fagon analogue, tout en avant soin que
lexs feuilles nouvelles ne se touchent pas mutuellement en dehors des
feuilles anciennes et que chacune touche une seule feuille ancienne.
En continnant ce procédé et en prenant des précautions conve-
nables concernant la longeur des feuilles. on obtiens aprés une
infinité  d’opérations un ensemble /. En le fermant on obtient une
dendrite 1%

Soit d’autre part une dendrite quelconque /). Elle renferme
des arcs simples saturés c. a. d. ne se laissant pas prolonger sans
quitter L. Nons en choisissons un, soit «, s . Dans ce qui reste
nous choisissons un ensemble d’ares simples «,,4, avant seulement
a, sur a, b . ne se laissant pas prolonger an deli de 4, et ne se
touchant pas mutuellement en dchors de  a. b . Nous tragons au-
tant de ,feuilles® «,.h, quil est possible, en prenant quelques
précautions sur lesquellex nous n'insistons pax pour le moment.
Nous recommengons cette opération i partir dex a,, b, et conti-
uuons jusqu’ i épuiser toute la dendrite.

L’analogie de la structure des feuilluges dans les cas de L* et 1)
suggére l'idée que /) est homéomorphe avee une partie de D* et
fait entrevoir comment on peut établir cette homéomorphie.

Les difficultés consistent (1°) a décider parmi tous les choix
possibles 2°) i ne pas laisser hors des raisonnements les points
gintroduisant it la limite. 39 &a épuiser toute la dendrite [ par
upe suite infinie ordinaire d'opérations (abstraction faite. de des
puints qui s'introduisent pendant qu'on ferme le résultat),
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A°. Choix effeetif.

§ 1. Faire le choix effectif (ch. ¢) dans une classe 4 veut dire
établir une loi & laquelle satisfait un seul élément de la classe A.

Au lieu de dire que nous savons faire le choix effectif dans 4,
nous dirons souvent qu'il existe dans 4 un élément parfaitement
déterminé.

§ 2. Pour démontrer que toute classe peut étre bien ordounée,
M. Zermelo a été obligé de se servir du principe suivant (.axiome
do choix¥):

(1) étant une classe d’ensembles sans points communs deux
i deux. il existe un enscmble B ayant avec tout ensemble A un
seul point commun et ne contenant pas d’autres ¢léments.

Ce prinecipe n'est pas.reconnu par tous les mathématiciens.
Ses adversaires sont d’avis que l'existence de B n’est ¢tablie que
si Von sait faire le choix effectit dans tout ensemble A.

Toutes les fois que nous aurons besoin de nous servir de
I'existence de l’ensemble B. nous ferons les choix effeetifs dans les
., ce qui sera possible en raison du caractére spéeial des classes
1A} que nous rencontrerons. Nous ne développerons cependant la
loi du choix dans les cas oi elle est banale ou bien. si elle découle
d’une fagon simple des considérations antirieures.

A
I. Classe fréchétienne normale £ (;).

§ 1. Nous appclons espace fréchétien normal toute classe & (p)
satisfaisant aux conditions:
1,) A toute couple (a, ) d’élémens (,points*) de & (3) corres-
pond un nombre :(a,b) (,distance*), tel'que
%) ¢(a.0)=0 équivaut & a=»5
B) P(ash)zP(l)'a)
1) 2 la,hy A2 (b 0) > 5 (as0)
2,) E (o) est compact c. a. d. toute infinité de points admet
au moins un point d'accumulation ).

1) On appelle sphére de rayon » (>0 et au centre a la classe de tous
les points x de K (z) pour lesquels ¢ (a, &) < ». Toute sphére de cette sortc Sp (@, r)
s’appelle voisinage de @. On dit que b est un point d’accumulation d'un ,en-
semble B, si tout voisinage de / contient un sous — c¢nsemble infini de B. Nous
désignons dans la suite les points par minuscules, les ensembles par majuscules,
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3o) E (3) rerferme une partie dénombrable (¢,) effectivement
énumérable et partout dense sur E (;) ¢ a. d. empriétant sur tout
voisinage de chaque point.

Voiei quelques conséquences de cette définition.

§ 2. La classe de tous les points de 'espuce cartésieu a n dimen-
sions, tels que

g l(@y, 2y ooy (0,000 <2

ol « est un nombre positif et

zﬁv(‘rv - !/v)’

L2l

/
a2, -y )| =}
forme un espace I (g).

§ 3. ¢(a, ) =0. )
§ 4. Déf. Nons désignons par A a classe composée de tous les
points de A4 et de leur points d'accumulation.

& h Si AC B. alors ACB.
§ 6. D¢t o4 est fermér signifie: A= A.
$ 7. La partie commune d'une famille quelconque d’ensembles

fermés est fermée.
8. I/i;) est fermée.
9. 4= 4.
10. 4 +B=4-+B.

e ur

M/

$11.Si 4= 1. B=R8, alors A.B=4.B.
§12. Une fonetion /' (xr) réelle est dite continue au point a, si

pour tout ¢ >0 existe un voisinage de a, tel que pour les points
de ce voisinage pour lesquels 7/'(x) est définie, on a
S(x)——f(a) ==

§13. ¢(a,x)=1¢(r,a) est une fonction continue en tout
point de Kl(g).

§ 14. Si f(x) est continue dans un ensemble fermé {r}, alors
la classe de tous les x pour lesquels f(r)=u (ou f(r)=<<a«) est
fermée. Autrement: la classe

L (f(2) =)
est fermée.

$ 15. Les bornes supérieure et inférieure d'une fonction con-
tinue sont les mémes pour 4 et 4.

§ 16. On appelle diamétre de 4

v (4)
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la borne supérieure de :(2.y). ol x et y sont deux points varia-
bles dans A.

§ 17. Le diametre de toute sphére de rayon » est au plus 2 r

§ 18. On appelle sphére rationnelle toute sphére au centre e,
(comp § 1, 3,) et dont le ravon est rationnel. ¢, s'appelle point ra-
tionnel

§ 19. Toutes les sphéres rationnelles constituent une classe effecti-
vement énumérable.

§ 20. Tout pointa de [ (z) est contenu dans une sphére rationnelle
de rayon £ >0 (ch. e) oli & est arbitraire.

Cela résulte des § 1, 3, et § 19.

§ 21 8i B B0 2. oo

Fu+1 Cr,
alors

o T
nr,=1I0F,%0
»/1. v/l
et on sait faire le choix effectif d'un élément de cet ensemble.

Dém La classe de toutes les sphéres rationnelles élant effec-
tivement énumerable, on peut facilement (§ 20) trouver une suite
de sphéres rationnelles (ch. e)

, Sxy . Sxg,y. .,
telle qué ) . /
Sx,., C S=, (v/1,...00)
lim rayon Sz,=0

Sa, X F, 40 (v/1,...00)

On démontre facilement que le produit de toutes ces spheé-
res n’est pas vide et qu'il ne comprend qu'un seul point et que ce
point. appartient & F, (v/1,...co.

§ 22. Dans chaque ensemble /' ferme et non vide on peut choisir
effectivement un point.

Dém. Cela resulte du § 21., si I'on y pose F,=F.

§ 23. A tout ensemble infini 4 correspond (par un choix effectif)
un point d’accumulation.

La démonstration est analogue a celle du § 21.

§ 24. A toute suite infinie de points correspond une suite choisie
(ch. e) convergente. Cela résulte du § 23.
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$ 25, La classe des points od une fonction continue et définie
dans un ensemble fermé atteint son maximum (ou minimum) est
non vide et fermdée. Une telle fonction est done bornée.
Dém. Considérons une suite décroissante {x,} tendant vers le
minimum de la fonction qui & priori est fini ou égale co. On a
E(r(r)<»,)40
Er(e)<s,) CE(f@)<a,)
et, d'aprés le § 14, les ensembles /' sont fermés.

TE( (x)<=,)
11

est done fermé et non vide (§ 21). d'out résulte le théoréme.
§ 26. L’espace F(;) est borné. c. . d. son diameétre est fini
(§ 15, % 25)
$ 27. Dans le cas des espuces normaux I'image univoque et
continue d’'un ensemble fermd¢ est fermé.
Autrement:
Si y =19 (x) est une fonction continue subordonnant & tout point
x d'un ensemble fermé X appartenant.:‘\ un espace normal FK(p,)
un point y d’un auntre espace normal, alors (p(x)) est fermé.
Nous n'insistons pas sur la définition de continuité dans ce
cas, c’est une simple généralisation de la définition du § 12.
On riméne comme il suit la proposition précedente au théo-
réme du § 25.
Supposons que
Ye (@)Y (1)
et considerons la fonction
S(x) =: (49 @) (2)
/(x) est une fonction continue non négative. D'aprés (1) son mi-
pimum est 0. ,
Il est atteint en un point r, de X (ch. e § 20) et on a

O0=/(2) =3 (41, % (1)),

d’o
hr=29(=)
e, a d
ne{e(@)}
c. q f. d
§ 28. On appelle o(a, 4)

1) a ¢ A signitie: ¢ est un élément de la classe A.
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le minimum de la fonction p(a,) définie pour tout .r appartenant
a A.
§ 29. Suivant le & 15
p(a, A)=p (a, 4).
§ 30. D’aprés le § 20, il existe un a, (ch. e). tel que

o(a, A)y==p(aya,)

a,cA
§381.Si F=T, alors
#(a, F)=0
équivaut & )
ac F.

C’est une conséquence du § 25.
§ 32. Déf. Pour 0= A== B0, nous posons
(4, B)= minim ( (5,))

(xeA,ye B)
§ 33.0n a pour 034 B40

¢(4,B)y=minpwx,y) =minp (4, y) =min (z, B)
(xe A,ye B) (ye B) (we A)
Dém. E'videmuent pour xeA4,yecB on a

2 (4yy) =z (@ ). @)
done
min ;(4,y)=min p(z,y)
(ye B) (xeA,yeB)
D’autre part & tout 4 (yeB) et 4 tout £>0, il existe a’
(x’e-A), tel que / )
i) = (wy) —e
d’'ou ¢ étant arbitraire on a
min g (4, y)=min ;(r,y) (2)
(ye B) (xed,yeB)
De (1) et (2) il résulte,
min ¢ (x,y) =min ;(4,y).
D’une facon analogue on démontre

min ;(x, y)=min :(z,B)
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§$34 (4, B)=: 4, B)=;(4,B)=p(B,4)
C’est une conséquence des § 33 et § 29.
§ 35. pldb) 43 (b, () =2(4,0),
Il suffit de démontrer (§% 34, 29) que
s (A,h) 434, C)=6(4,0)
I’aprés § 30, il existe un a, et un b, (a‘az by sﬁ-), tels que
2 (d,0) =z (ay,b)

i’(b:—c):?(bycl)
p(A4,0)4:(b,C) =0 (ay b)) =>¢(4, B) . q f d.

§ 36. 5 (i, A) est une fonction continue dans tout point x, de £ (3)
En effet
p@, 4) =3 (x,,) 43 (29, 4)

p(@g, A) = (0, %) + o (, 4),

— oy ) (20 A) — 2 (2, 4) = 3 (,20)

done

c a d
el A)— o (xy, A) Zo(xg,x) ¢ q. f d

§ 37. Pour deux eunsembles fermés non vides

# (b, £5)=0 1)
Fy X Fy 50 )

car la fonction continue ;(z, F,) atteint son minimum dans un point
a, dé F,. On a selon (1)

équivaut &

p(ay, Fy) =0,
done
a, e Iy,
d’olt tésulte (2). Llinverse est ¢évidente.
§ 33.Si [ et F, sont fermés et F, — F, =0, alors F, — F, est
une somme d’'une suite d'ensembles fermés (ch. e).

Dém. On a
Fi—b=3(EG(r )= )1

v

nuité de s (x. Fy) [§ 14, § 36}

et les ensembles (E ((x, Fy) = ! ).F, sont fermés en raison de la conti-
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§39.5i F, et I, sont fermés et F; — F, 30, alors on sait
faire le choix effectif dans F, — F},.

Cela résulte des 8§ 38 et 22,

§ 40. Toute classe finie d’ensembles fermés est effectivement
énumerable.

Cela résulte du lemme:

Dans toute rclasse finie d’ensembles fermés on  sait faire le
choix effectif de 'un d'ensembles. Prenons le cas de deux ensem-
bles. Leur somme N et leur produit > sont des ensembles fermés
et S— /P n'est pas vide, car on a deux ensembles différents. Neus
y savons choisir un point (ch. e. § 39). Ce point v’appartient qu’a
un seul ensemble qui se trouve ainsi parfaitement déterminé. On
généralise par l'induction mathématique.

§ 41. Théoréme de M. M. Borel et Lebesque cas spécial).

Si &> 0, il existe une classe finie et effectivement énumé-
rable de sphéres rationnelles dont les rayons sont inférieurs i & et
dont la somme renferme FK(p).

Dém. Les sphéres rationnelles de rayon <& forment une
suite infinie (ch e § 19):

b1, »\,2,...

Tout point de k(g) appartient au meins & une d’elles .(§ 20).
Je dis qu'il existe un N, tel que

E(o) < S+ 8 +...+ Sy,
Dans le cas contraire. on aurait pour tout » naturel
P,=C(S;) X ((8;) X-..X C(S,)=F0,

ou C(8,) désigne le complémentaire de 5, par rapport & £(g).

Suivant la définition de S,

ASv = b,[g(e"‘v . 1‘) < r"‘vl 9

ol e,, est son centre, r,, son rayon.
On a par conséquent

C(5,) = Lle(tar;®) = ra]
et cet ensemble est ferm¢ (§ 14) c.ad.

p,=P.
Comme

P.40 et P CP (nl,...00)
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done (§ 21)

imr,=1as,) +0,

1 »1
contrairement & ce que tout point. de [J(g) appartient & une au
moins des S,. »

§& 42. Déf On dit qu’ un ensemble A contenu dans B est dense
sur l'ensemble B, si tout voisinage de tout point de B contient des
éléments de A.

$ 43. Dans tout ensemble fermé F il existe une suite (finie
ou non) de points différents

ay, Gy,.--
dense sur F (ch. e)

D¢ m. Couvrons l'espace f/(g) avec un nombre finis sphéres de
rayon < 1/n (ch. e. § 41)

Sy Seyeivy S

et choisissons dans tout S, X F qui est non vide un point (ch. e.
§ 22). Rangeons ces points en une suite (ch. e. § 40)

(n Syy Sgy o cieey S

Soit by, by... la suite infinic dans la quelle on a ecrit tout
d’ubord les points de la suite (1),, ensuite ceux de la suite (1), ete.
Si on élimine de cette suite les ¢léments qui y interviennent pour
la 2-e. 3-e, ete. fois, on obtient la suite aux propriétés annoncées.

$ 44. Definitions du continu.

I. Déf. de Cantor.

On appelle continu un ensemble fermé, bien enchainé et non
vide (tout point est un continu..

Un ensemble E est dit bhien enchainé, si & toute paire de ses
puints « et a’ et i tout £ > 0, il existe une suite finie de points

Ay, Ay, ... @,,
telle que
ay=ua. a,=a'". a,el (»/1,...m)
e(a,,a,.,)<¢ (#/0,...,n—1).

II. Dé¢finition de Jordan-Schonfliess. On appelle continu un
ensemble fermé non vide qui n’est pas somme de deux eunsembles
fermds non vides et sans points communs.

Oun pourrait facilement démontrer I'équivalence de ces défini-
tions pour l'espace normal.
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II. Espace E(o*)
§ 45. D éf. Considérons deux ensembles A et B appartenant
4 un espace E(p). _
Si A=A43F0, B=B=0. nous appelons ¢*(4, B) le plus
grand des nombres

borne ¢(z, B)

rrd

borne @(4,y)?

et_nous appelons E(¢*) la famille de tous les ensembles fermés
et non vides de [(g).
§ 46. On a pour des ensembles fermés et non vides de E(p):
a) 0¥ (Fy, Fy) = 0 équivaut & F, = F,,
B) e* (I, Iy) = o* (I, 1),
Y) @F (Fy, Iy) A= 0¥ (Fy, Iy) = 0% (Fy, 1y).
Dém. «) Supposons que ¢% (F), Fy) =0. De 1a

borne ¢ (z, I'y) =0

ek
par conséquent (§ 31) xeF| entraine xek) e A d
F,C F,.

Analoguement on a F, (C Fy, done F, = F,. L’inverse est évidente
3) Résulte de Végalité o(«, 4) = ¢(4, «.
Avant d’aborder la démonstration de y nous prouverons deux
lemmes:
Lemme 1. Si F, = F, 0, F, = 17’;:}:0 alors
o(a, Iy) S o* (I, Fy)
(pour ael) (Déf. § 45).

Lemme 2.
e(a, Fy) + o* (Fy, Fy) = o(a, Fy).
Dém. Il existe un point f, (ch. e.), tel que
f2€Fy,
o) o(a. Fy) = ¢(a, /).

1 Cette définition paraitra plus naturelle, sil'on remarque que, dans le cas
olt p*{A4.B) est intiniment petit, a tout point de-4 correspond au moins un point
de B infniment voisin et inversement. Elle est due 4 M. Hausdorff. Grundsiige
Mengenlehre p. 293.

2+



On a suivant. le lemme précédent
@) o* (I, Fy) = ¢ (13, Fy)-

En ajoutant (1) et (2), on obtient (§ 35)
ola, Fy) 4 o*(Fy. Fy) = Q(({y 72) + 0l/fs, Fy) = o (a, Fy) e q. f d.

Pour démontrer y remarquons que pour tout a. tel que aek),
on a suivant les lemmes précédents

Q*(ﬁvla ]4‘?.) —]L' Q%(Ifw FV:%) 29(6'7 Fs)y
done
o* (I, Fy) 4+ o* (Fy, Fy == borne ¢ (a, Fy)

, (agky)
et d’'une fagon analogue

o* (B ) + ¢* (Fy, Fy =Trorne o (B}, ),

(eety)

donc suivant la définition de ¢¥
X (K. Iy) + 0% (Fy. k) = 0% (I}, Fy) e.q. f. d.
§41. Si F,, CF, F,=TF,F0 @/1...00),
alors “
lim o*(F,. HF,) = 0.
v/oo w1

Dém. Comme 0FITF, = ;OIF,,, done suivant la définition
vt

de o* o

M ¢* (F,, I F,) = bore /,, LI F,).
Soit £ > 0. L'ensemble?)

&) (=) = Efe (v- ?z F,)=¢

est fermé d’aprés §§ 36 et 14.
Suivant (2) et § 31 on a

@ X HF,=0.

L’ensemble G, = F,X (a:)”/:ast fermé et on a
3) Gy C G, (9[Ly...00)
6, =@ XIF,=0,
done (§ 21) il existev/\]m 7', tel quevn
G, =0.

1) Le lecteur est prié de ns pas eonfondre les parenthéses () et ().
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Soit N la plus petite valeur d'un tel #'.
On a d’aprés (3)
G,=0 (»=N)
c. a. d.
F,X@=0  @=N),
donc d’aprés (2) pour tout point x de F, (» = N), on a
o(x, Ji4 Fp) =e
wp
et par conséquent
borne ¢ (z, ﬁFﬂ) =e.
Hui
De la d’aprés (1)
¢*(F,. IF)<e. (#=N),
v/1 ’

ce qui prouve le théoréme.

'§ 48. Toute suite croissante d’ensembles fermés est conver-
gente. Autrement:

Si F,=TF,40,
(1) F,CF,, @/1...00),
alors

lim ¢* (F,,,E:Fy) =0.
Dém. Soit £ > 0. Posons Y _
2 G,=Ele@ F)=¢ X 3F,.
On a (8§ 14 et 7) “

G, = (T;
et d’aprés (1) et (2)
G..Ca,.

Je dis qu'il existe au moins un », tel que G, = 0. Suppo-
sons en effet que

G,#+0 (#/1,...,00).
On aurait selon le § 21

6,40
et pour tout point s de ce produit on aurait
“@ se 2 F,,

/1

e(s, F,)=¢, (¢/1,...00),
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done
0, SFy>¢
v/l

et par suite
015, 3F)>0
/1

contrairement a (4).
Il existe done un .V, tel que G, =0.
On a selon (3)
G, =0 (¥ = N)

c. a. d daprés (2) tout point & de X satisfait &
il

el F,) <e, (»=N)
done
borne o (x, F,) < ¢.
(xeg')
I
D’autre part selon (1)

borne. g(g, f,) =0,
(foely,) #"

¥ 3, I')<¢e¢ (w=N) ec. q. f d
ui
§ 49. Déf. On dit que 'ensemble A4 (fermé ou non) est bien
distribué au degré » sur une suite de sphéres (fermées on non)?

\J Y J
Sy, Sgyeovy S

st
1) 4X 8,40 W/1,...,m)
2% ACS +...+ 8.
3% T(S)=1/n ‘ (w/1,...,m)

§ H0. Si chaque ensemble A appartenant 4 une classe d’en-
semble (4) est bien distribué¢ au degré » sur une méme suite
S;y..., S, alors il en est de méme de la somme de ces enseimbles.

1 Nous dirous aussi qu'une suite cst bien distribuce sur un eusemnble.
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§ 61. A tout » naturel, il appartient une suite finie de sphéres

rationnelles fermées (ch e.)

(1) Sy Sa

telle que tout ensemble non vide est bien distribué sur une suite
particuliére de (1)

Dém. D’aprés le théoréme de MM. Borel et Lebesgue. il existe
une suite finie de sphéres rationmnelles eh. e) N, ..., S, dont la
somme couvre f/(g) et dont les rayons sout inférieurs A 1/2n, done
les diamcotres inférieurs 4 1,2. Il est clair que la soite S,,..., S,
a les propriétés proposées

§ D2. Si (4) est une classe infinie d'ensembles et que n est
naturel, alors il existe une suite finie de sphéres rationnelles (ch. e.)
qui est hien distribuée au degré » sur une infinité de A4.

Pour le voir il suffit de remarquer que la classe de suites
choisies dans la suite S,,..., S, intervenant dans le théoréme pré-
cédent est finie.

§ H3. Si & est une classe infinie d'ensembles A4 appartenant
a E(p), alors il existe 1) une suite infinie de classes d’ensembles

Iy, Ay,
telle que &, est une classe infinie et

av+1 C av C L’],
2% une suite infinie de suites finies de sphéres rationnelles

(ch. e.).

¥y XN
1y <2y ety

telle que tout A faisant partic de &, est bien distribué sur 3, au
degré n.

Cest une conséquence immédiate du § H1 et du § 52.

§ D4. Si A est bien distribué sur S,,..., S, au degré n alors

o*(A. S, .. F S)<1/n.

Pour le voir il suftit de rapprocher la définition de o* (§ 4D) et
celle de l'ensemble bien distribué sur S,,... 5, au degré n

§ 5. L'(¢*) renterme une partie dénombrable eftectivement
énumérable dense sur k(9*;. Cela résulte immmdédiatement des § b1
et § D4, si 'on remarque que la classe de toutes les suites finies
choisies dans la suite de toutes les sphéres rationnelles se laisse ran-
ger en une suite infinie (ch. e.).
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§ D6 £ @¥) forme une classe fréchéticnue compacte (comp. § 1).
Dém. Soit & une classe infinie d’ensembles A4 éléments de
E.0*). done étant des sous - ensembles non vides et fermés de £ (p).
Reprenons les notations du § H3 et désignons par (3I)) la
somme des sphéres de la suite X, par (&,) la somme des 4 ap-
partenant a &,
Comme &,., C &,, done
(L: v—rl) C (av)
et @ C @)

D’autre part (&,) étant bien distribué sur 3, au degré » (se-
lon § 50), on a suivant § H4

(1) o* (), ()] < 1/».
Dlaprés § 47

@) lim o* [(@,), 11 (T,)] =0.
/1
On a

e*ufn,{?@‘n s@*rm»,(TvnH*l(a_T),fg(a»J,
@’ ol selon (1) et (2)

(®) lim  o*((Z,). (@) =0.

Pour démontrer le théoréme. il suffit de prouver que pour
tout £ > 0 il existe une infinit¢ des A, tels que A¢@ et pour les-
quels

ot (4, T{@)<e.
v/l

Cela résulte de (3) et de cette circonstance que pour tout
élément 4 de la sous - classe infinie @, de @ on a

oF (4, (2,) = 1/»,
car 4 est bien distribué sur 3, au degré ».
§ 57. £ (o*) forme un espace normal.
(81, § 46, § 6. § P5].
Pour distinguer les notions relatives aux classes E(g) et E(p%)

nous nous cxprimerous: Ensemble fermé ¢*, eusemble fermé g,
fonetion continue ¢* ete.

§ 8. Si o* (I, Iy) < &, alors tout voisinage ¢ de rayon & de
tout point f, de F, empicte sur /. Cette proposition subsiste, si



25

I'on échange le role de F, et de F,. La démonstration découle de
la définition de o*.

§ 9. La classe de tous les ensembles fermés ¢ appartenant
a un ensemble fermé g est fermée o*.

Cest une conséquence immeédiate de la proposition précédente.

§ 60. La classe de tous les ensembles ferinés ¢ contenant un
point a est fermé o* (selon § D8).

§ 61. La classe de tous les sous-ensembles .4 fermés ¢ d’un
ensemble F' fermé g. tels que tout A contient le méme ensemble
(fermé ou non) B3 est fermdée o¥.

Il suffit de remarquer qu'elle est la partie commune des
classes fermées ¢* intervenant dans les § D9 et § 60.

§ (2. Si
W) o* (K, + Fiy 1) <
alors F n’est pas continu.

Dém. Considérons les ensembles 4 et B de tous les points
7 de F pour lesquels on a respectivement

o B = o* (B + By, F)
o(fy Fy) < o* (F\ + F,, F)

o (I, Iy)
2

)
Evidemment
F,CA,F, CB.

4 et B sont donc non vides. Ils sont fermés [(2), § 14]. Ils sont
disjoints, car dans le cas contraire en ajoutant les inégalités préce-
dentes on obtiendrait (§ 35):

ol F)=eFi\ )+ o/, FR)=20*(41+ F,, F)
contrairement & (1).
Suivant la définition de 4 et de B ou a

A+ BCF
FCA+B.

En effet dans le cas contraire il existerait un point f de F
pour lequel les inégalités (2) seraient inexactes. On aurait

9(’7 Fl) = 9*(11 '+' Fn F)
oy Fy) > @7 (M + £5, F).
U Fi+Fy) > o* (Fy + Fy, F)

On a aussi

done
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et comme fe¢F on en déduit d’aprés § 46 lem 1:
¥ (F.Fy + Fy) > o* (Fy + F,, F)
ce qui est impossible.

On a done F'= 4 4 B. C’est une décomposition de F en deux
ensemblés fermés disjoints et non vides done [ n'est pas coutinu.
§ 63. La classe de tous les continus ¢ est fermée o*.

Cest une conséquence du § 2.
§ 64 On appelle un ensemble fermé F saturé par rapport
a une classe & densembles fermés, s’il fait partie de cette classe
et s'il n'est pas un vrai sous-ensemble d'aucun ensemble de la
classe .
§ 65. Dans toute classe & non vide ct fermée ¢* il existe un
ensemble saturé (ch. e.).
Dem. Choisissons dans & un ensemble F, (ch. e. d’aprés
§ 22). La classe &, de tous les ensembles fermés contenant F, est
fermée ¢* (§ 61), la classe &, X F l'est done aussi et la fonetion
o* (F, X)
définie pour
XedFH X F
atteint son maximum pour un élément F, de & X & (ch e. § 2b).

A partir de F, nous construisons l'ensemble F; d’une fagon
analogue. Nous obtenons aiusi une suite infinie (F,), telle que

F, CF, . F,ef.
D’apres § 48
(1) lim ¢*(F,,2F,)=0
wi
et comme la classe F est fermée o*
SF,e¥.
vl

SF, est saturé. Supposons par I'impossible qu'il existe un ensemble
w1

fermé F(F'edF). tel que

@) 3P, CFes

il

SF, 4 F.
wit
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On a
F,(CF (#/1,....00)
Soit N le plus petit indice pour lequel » = N entraine
w . e~ )%(EI"“.I"
(4) ow(l'v“\"fll)<( w V)‘

i

N existe en raison de (1) et ().
On a selon (4)
20%(2F,, F

(B) @ (Fy; Fyp) = 0% (Fy, TF ) + 07" (2 F,, Fup) < 3

A1
D’autre part

0¥ (M, I F,) =< @* (K, F\) + ¢%(F\, 3 F ),
donc suivant (4) P
(1 —4) o* (1, 2]"”) <L Q¥ (F. Fy),
d’ott dapres (D)

0 (Fy. Fupt) < 0% (Fy, F),

et c'est contraire & la définition de /£ pour lequel la fonection

" N
0¥ (F,. X) définie pour Fy (C Xe&& atteint son maximum,

B
Classe faible, Courbe de Jordan. Homéomorphie,
Bornons nous a Ia classe £(g).
§ 1. On appelle une classe d’ensembles faible, si
19) pour tout ensemble /' de cette classe

T(F)>0,

20) & tout € > 0 correspond un nombre fini seulement d’en-
sembles pour lesquels

t(F)=¢.
T(F)est le diameétre de F.

& 2. Toute classe faible d’ensembles férmés est effectivement
énumérable.

En cffet elle se laisse représenter comme la somme

(F)y +(F)e =+ .-

ou (F'), est la classe de tous les /' en question pour lesquels
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T(F)=1. et (F), (¥=2) est la classe de tous les F pour les-
quels
1 <<e(F)<<l/v—1.
Toute classe (#7), est vide ou finie, done dans le dernier cas
effectivement énumerable (A § 40). Le théoréme en résulte immé-
diatement.

§ 3. Si (K) est une classe faible de continus empiétant sur
un continu C, alors

C 4 (K)
est un continu

Dém. a) C+ (K) est fermé.

Supposons le contraire. Il existe donc au moins un point ¢,
tel que

(1) ce O+ (K) —[CH (K)I.

On a done

(2) 0(c, 0)>0

(3) o(c, K)>0 (pour tout K).

Imaginons la classe (A) rangée en une suite (c'est possible
selon § 2)

K, K,,...
Il existe au plus un nombre fini de continus K,, tels que
1(K,)= "—(fé’—(“).
Soit K, celui d’entre eux qui a l'indice le plus grand. D’aprés
(2) et (3)
4) e(c.C+ K, +... + Ky) >v.
Entourons ¢ d’une sphére S de rayon » > O inférieur a e (e, €)

2
ot 0O+ KA.+ K
S .

Comme
CXKN—H‘:#O (!"‘21)
et
¢, C
P (K < 049,

il est clair que

SRy X 8=0,



done selon (3) et (4)
e(c, C+(K)=r>0
et par suite
o(c, C+(K) >0
contrairement & (1).

#) C + (K) est évidemment bien enchainé. ce qui avec @ prouve
le théordme.

Orbe de Jordan.

§ 4. Nous appellons orbe de Jordan ou simplement orbe
Iimmage homéomorphe de la circonférence.

On a le théoréme:

Toute somme de deux arcs simples «,4 et -a,b , non iden-
tiques ayant les extrémités communes contient une orbe.

Dém En partant d'un point de «.4 par exemple qui n’ap-
partient pas & a,b , et en savancant dabord vers « et aprés vers
b, ou rencontre larc «,b; aux points a’ et &. La somme des
ares o’ b’ et o’ b | découpés par «’, 4 sur a,b et «,b,; donne
une orbe de Jordan.

§ D. Si une orbe est contenue dans une somme de deux con-
tinus dont le produit se réduit & un seul point, alors elle est con-
tenue dans un seul d’eux.

La démonstration se fait par une simple application de la
définition du continu. '

Courbe de Jordan.

§ 6. La définition de la courbe de Jordan a été donnée dans
Tintroduction.

Pour qu'un ensemble £ soit une courbe de Jordan chacune
de couples de conditions a,8; «,f8’; @, est nécessaire et suffi-
sante: !

a) E est un continu.

8) Pour tout ¢ > 0 il existe 6 > 0, tel que chaque paire de
points de £ dont la distance et inférieure 4 J se laisse joindre
par un sous-continu de K au diamétre <<e.

t St. Mazurkiewicz: Sur les lignes de Jordan théoréme V et IX. Fund.
Math. T. 1. 1920.

W, Sierpinski: Sar une condition ete. ibid.
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B') Cette condition ne differe de la précédente que par le rem-
placement du mot sous-continu par sous-arc simple.

37) A tout € >0 il existe une décomposition de £ en un
nombre fini de continus de diamotre <e¢.

Kemarque. En partant des proprié:és des espuces E(p) et
L (p*), on pourrait facilement prouver que tous les choix auxquels
donnent lieu les thénrémes précédents peuvent étre faits étfective-
ment. Leurs démonstrations se laissent aussi affranchir de 'axiome
de M. Zermelo.

§ 7. Si deux point «,/ d’une courbe de Jordan J se laissent
joindre par un sous-continu K ne renfermant pas un point ¢ de J,
alors ils =e laissent joindre par un arc simple ich. e) 'ayant la
méme propriété.

Dém. On a

elc, K)>0.

Posons

11 existe (§ 6) un 6 > 0, tel que toute couple de points =, y
appartenant 4 J se laisse joindre par un are simple au diamétre
=< ¢ (ch. e)

Le continu K ¢tant bien enchuiné, il existe une suite de points
(on en pourrait indiquer une qui est parfaitement déterminde)

17 PN PE T
telle que
a=a, a,=2b
(2) a, e K (»f0,...,n)
ola,,a,, =6 (r/0....,n—1).

En joignant a, et a,,, par un are simple a«,, a,,, contenu
dans .J au diameétre << ¢ (ch. e.), nous avons daprés (1) et (2)

3) (lagya, + ...+ a,,') Xe=0.

On pourrait facilement démontrer que la somme figurant dans
(3) contient un are simple (ch. e.) joignant « et 4 et contenu dans J.

§ 8. Tout continu qui est la somme d'un nomhre fini de
courbes de Jordan est uie courbe de Jordan (§ 6, 3”).
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Homéomorphie.

§ 9. Si ~ est une correspondance réciproque biunivoque et
continue entre deux ensembles [/ et F” appartenant a deux espaces
normaux £(p) et K(g') et si F est fermé, alors

19 F” est fermé,

20) la correspondance ~ est biunivoque et bicoutinue c. a. d.
homéomorphe.

Nous n’insistons pas sur la démonstration.

§ 10. >

19) # est un continu et (F,) une classe faible de continus
que nous supposons rangés en une suite,

20) F XX F, £ 0 pour tout F, de (F,),

3% (@,) est une classe faible de continus que nous supposons
rangés en une suite,

49 (@,) et (F,) ont le méme nombre d'éléments,

DOYE, — )X (F, —F)=0:(0, &)X (?,—D)=0

()
6% H et H, sont des homéomorphies entre les ensembles
suivants:
FHO
I, H,®,
(F,.F)H((®,.9).

telles que H, est identique & H sur [, .}, alors la correspondance
~ définic comme identique 4 H, s'il s’agit des ensembles F et @
et comme identique & H, . s'il s'agit des ensembles F
stitue une homéomgqrphie entre

ey F4(F) et 04(0,).

Dém. La correspondance ~ est biunivoque d’aprés 5° et la
troisitme condition de 6°. -

Les ensembles (1) étant fermés (§ 3). il suffit de démontrer
que la eorrespondance est continue (§ 9). Cest presque évident, si
(F,) contient un nombre fini d'éleménts

Soit dans le cas de (F,) infini /" un point de F'4 (F,), ¢ son
correspondant dans @ + (@,) et ¢ > 0. 1] existe un N tel que

et @, con-

»

ped + 2\"@,,
vl

(2) T (wy-{—,q) = 8/2 (" = l)
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~ établit suivant ce qui vient d’éfre dit une homéomorphie entre
N N
F4+2F, et 0420,
»/1 1
Tragons autour du point ¢ une sphére de rayon &/2.
1l existe un 6 > 0. tel que I'image de

(3) (F+ 3[9‘ F,). Sph. (£, 6)
est contenu dans
) (@ +30,). Sph. (- ¢/2).

L'image de tout F,, qui empidle sur (») empiéte sur (4),
done d'aprés (2) cet image est contenue dans la sphére Sph. (g, &),
et cela prouve la continuité.

§ 11. 81 a.b et a,.h sont deux ares simples aux extré-
mités indiguces dans leurs symboles, si () est une classe de points
effectivement ¢numdrable contenue dans

tashi= a. bl  a—¥b
et que (j,) est une classe de points effectivemeunt énumérable dense
sur a,.h, et comprise dans :ag,b;:. alors il existe une homéo-
morphie ~ entre «a,b et «,. ), . telle que
m
et suivant laquelle tout ; correspond & un certain' j, (ch. e.).

Dém. Il est possible de trouver un sous ensemble 1) effecti-
vement énumérablé et dense sur a,l (selon A § 43).

(=D + (j)--a -b forme un ensémble effectivement
énumérable dense sur a.b et contenu dans :a,b:. Il suffit de
démontrer P'existence d'une homéomorphie (ch. e, dans laguelle (1)
a ‘lieu et qui fait correspondre & tout point de (;)* un point
de (jy). .

Suivant un procéd¢ classique on range (j)* et (j,) en deux
suites infinies
2) S5 g%

IR IL

On fait correspondre & a le point a, et & b le point b, & j, le point
71 Au point j2 on associe le premier point j, %, tel que les a quatre
points «, b, j1, j? soient ordonnés de la méme fagon sur a. b que
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les points a,, b,, ji, j*, sur a,, b, . On continue de cette fagon
jusqu'd épuiser tous les j*. "On démontre facilement qu'en faisant
correspoudre au point limite de toute suite particulitre de (2)

JH, j}-.»’. .
le point limite de la suite

o e
JEa ji, s, .

On obtient une homéomorphie satisfaisant ‘aux conditions du théoréme.

C.
Propriétés générales de la dendrite.

J'appelle dendrite toute courbe de Jordan contenue dans un
espace normal /(3) (p. exemple dans un morceau fini d'un espace
cartésien i » dimensions) et ne contenant aucune orbe de Jordan.

Nous désignons par L une dendrite queleonque supposée la
méme au courant des considérations de ce chapitre. Nous traiterons
seulement les sous-ensembles de D.

§ 1. Si a et & sont deux points de /), alors il existe un seul
arc simple g, & joignant ces points et les ayants comme extré-
mités 1).

Dém. Clest évident, si a=4. On a alors ‘u, b =a. Si, pour
a = b. il existait deux arcs a, b et a, b | de cette sorte. alors a, b
-+ a, b, contiendrait une orbe (B § 4), ce qui est contraire i la
définition de la dendrite.

D’autre part il existe au moins un arc a, b daprés B § 6 4.

§ 2. Déf Nous désignerons par a, b , dans la suite, sauf
mention expresse, les ares positifs ¢. & d. pour lesquels g(a, 6) > 0.

Nous posons par définition

ta,h = bhya: = a, b —a
ta,h: ='a,b —a—>b.

§ 3 Si afb,

a+bCK,
K est un sous-continu de D,
alors on a

a,b CK?).

1) Bt. Mazurkiewicz: Un théoréme sur les lignes de Jordan Fund., Math,
T. Tl p. 123, lemme 2.
?) St. Mazurkiewiez, 1. e.



Dém. Dans le cas contraire, il existerait un point ¢ pour lequel

ce :a,b:

c X K=0.

Il existerait done (B § 7) un sous-are simple joignant @, 4 et n'em-
piétant pas sur ¢ partant différant de’ «, ) contrairement au § 1.
A

§ 4 Si b X K=0 (ou K est un continu), alors il existe un
senl arc ‘a. b pour lequel

() a, b X K = a.
Nous le désiguerons par K,b et nous posons
Kb =:a,0b . K,b:=a,b: K b:=1:ab:

Nous appelons K, b feuille compléte poussant sur K,

:N, b feuille restreinte poussant sur K,

K tige de ces feuilles.

KX K,;b= Kb — :K.b =a jonction de ces feuilles:

« == j(K, b).

Dém. Il existe au moins un arc de la sorte. En effet soit &
un point queleconque de A et soit « le premier point dans lequel
on rencontre K en partant de b el en s'avangant sur b, & . Evidem-
ment a, b satisfait a (1).

Supposons qu’il existe deux ares de cette sorte a,b et a,,b.

Daprés § 1 on a a = a,

et de (1) résulte

(2) (a1, 0+ a,b) X K=a+a,
donec suivant le § 3

(3) a,a C ab-+a,b
4) a,a, CK.

En multipliant (3) par (4) on obtient
a,a, Ca-+ta,

ee qui est impossible.
Remarque. On a évidemment

K, b X K=0
JK, D) K
K b = j(K, b), b.
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§ 5. Tout sous-continu de toute dendrite est une dendrite ?).

D ém. Considérons un sous-continu K quelconque de 0 et = < 0.

D’aprés le théoreme de M. Mazurkiewicz (B § 68'), il existe
3> 0, tel que toute couple k,. k, de points de A dont la distance
est inférieure & J se laisse joindre par un sous-arc simple de D au
diamétre < ¢ Or ce sous-arc est contenu dans K, car ces extré-
mité le sont (§ 3). Suivant le théoréme cité K est une courbe
de Jordan. K comme un sous-ensemble d'une dendrite ne renferme
aucune orbe, il est done dendrite.

§ 6. La classe de tous les sous-ares simples d'une dendrite
est fermée o* (L.e point est considéré comme un are simple).

Nous démontrerons d’abord le

Lemme. L'ar¢ a.? est une fonction continue ¢* de la somme

a -+ b

Il faut démontrer qu'd tout £> 0. il existe 6 > 0, tel que
(1) o*(a+b, ap+ b)) =96
entraiue

*(a, b, ag, b)) ==

Cas 1% ay = b,.

Le diamétre de a4 b comme une fonction continue ¢* tend
vers 0. si a5 tend vers a, + 4, et par suite (B § 6 ) le dia-
métre de a, ) tend vers 0. Il est évident d'aprés la définition de
0¥ (A § 4D) que a, b tend vers g, b, .

Cas 29 Supposons g(a,. ) > 0 et posons:

/
0<e < 9&.‘1%2__‘9)

@

0<<g < e
Il existe un <0

[/

d < Q(a%7 7)0) R

tel que
oz, y) =4

entraine

(y)<¢g.

Supposons (1) vrai pour un tel . En permutant au besoin a et b

1) 8t Mazurkiewicz. 1. c.
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nous avons selon la définition de o* (A § 45)

o(a,a) =9
o(b.by) =6
T(a,dy )< &,
(b, b)) =g

3

De (2) et (3) on obtient
a,a, X bb, =0.

Désignons par « le point dans lequel I'arc ‘a.b quitte pour la der-
niére fois l'are a,a, et par d le point dans lequel il rencontre
pour le premiére fois larc /b, .
On a
@) Ay, by = dg,c + c.,(Ib + d, b,
ab = a,¢c + cd 4+ d.b.

Ces décompositions et (3) mettent en évidence que
o¥(ab, ag,hy)<¢ <€ c q f d

La classe de toutes les sommes de points a0 (le cas a=>» étant
admis) est ¢videmment fermée ¢*. La classe de tous les a,/ comme
Pimage continue de cette classe (Lemme précédent, A § 27) est done
aussi fermée o*.

§ 7. Corrolaire. Si o(ay,b,) >0, alors pour a - b assez ap-
proché o¥ de a, -+ by on a

ag, by X a,b :‘:0

C'est une conséquence de la décomposition (4), § précédent.

§ 8. Est faible toute classe ( a,b ) composée d’arcs positifs
disjoints deux i deux (comp. B § 1).

Ce théoréme reste evidemment vrai, si I'on remplace la classe
(a,b) par la classe (:a,/ ) ou la classe (ca. b?).

Dém. Dans le cas contraire il existerait évidemment une in-
finité d'ares a,.h, , tels que

oay, b)) =& > 0.

La classe de sommes (a, -+ ;) ¢tant infinie, une somme a* 4 6%
existe dont tout voisinage contient une infinité des sommes a, b,
(A §§ 1 et 56). ce qui est impossible d’aprés le corrolaire pré-
cédent.
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§ 9. A tout a, b correspond un arc saturé (ch. e.) qui le
contient !).

Dém. La classe des arcs simples contenant a,b est fermde @*
comme le produit de la classe fermée ¢* de tous les ensembles
fermés ¢ qui contiennevt a,b (4 § D9 et de la classe de tous les
sous-arcs simples de /) qui est fermée g% (§ 6).

Cette classe admet done un arc saturé contenant a,b (ch. e.
A § 6H).

§ 10. D¢f. On dit que lare |«,b| est saturé au point 4, s'il
est impossible de le prolonger au deli de .

§ 11. Tout arc |a ] qui n'est pas saturé au point ¢ peut étre
prolongé au deli de ¢ de fagon i étre saturé i la nouvelle extré-
mité. C’est une conséqueice du § 4.

§ 12 La condition uécessaire et suffisante que l'arce |a, 4| (po-
sitif) soit saturé au point b est qu'il n’existe aucun arc |e¢, d| con-
tenant b entre ses extrémités.

Dém. La condition est evidemment suffisante. Elle est né-
cessaire. Supposons en effet qu'un arc |c¢, d] de la sorte existe. On
aurait, |a, b| étant saturé dans b

thyel X la, bl 0
tb,d] X la b) F= 0.
Soient ¢ et f un point du premier et un point du second produit.
On aurait selon le § 3
b, e] C ibyc]
(6)) by | C 2 b, d)

by e+ 16,11 C las].
La derniére relation donne (e et f étant 5= b d’apres leur définition)
(2) thye X bf F0

et d’autre part en multipliant les relations (1) I'une par P'autre on
obtient ’

the X :bf Cibe Xabd =0,
ce qui est contraire a (2).

1) 8t. Mazurkiewicz, 1. ¢ p. 129, La démonstration de M. Mazurkicwicz est
basde sur l'axiome de M. Zerwmelo et fait l'usage des uombres transtinis. Notre
procédé qui évite lex nombres transtinies est une généralisation d'un procédé adopté
par M. A Denjoy dans le cas d'une famille d'intervalles fermée o*. (Cnf. An.
Scient, Ee, norm 1916).
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§ 13. Si un arc -a,b (positif) est saturé au point b, alors tout
arc contenant b y est saturé aussi (§ 12). Nous appelons pour cette
raison tout point tel que b point de saturation de la den-
drite D.

§ 14. Si un continu K ue se réduit pas a un seul point,
alors j(K,b) ne coincide avec aucun point de saturation de K
(comp. & 4).

En effet dans le cas contraire on pourrait prolonger K, b au
deli de sa jonection en ajoutant un are j(K,h).c on

ce K
c 3= j(K,b).
§ 15. On dit qu'un arec a,bh est en T 1) par rapport 4 a et
le,d , si
a,b X 1¢,d:=a.

On vérifie facilement que dans ce cas
a,b X, d =a.

On dit que: a,b est en T par rapport & c,d, si a,b est en T
par rapport 4 a et c,d .

§ 16. a,b est en T par rapport & a et c,d, s'il est en T
par rapport & a et 4 un arc partiel de ¢, d. Cette proposition ré-
sulte du lemme:

Lemme. Si K est un continu ne se réduisant pas a un seul
point et que

KX :ic,,dy:=1b
ad, C.cd,
alors
e d: X K=b.
L’hypothése que le lemme est faux conduit 4 I'existence d’une orbe
contenue dans [), ce qui est impossible.

§ 17. On dit quun point b d’une dendrite D (ou d’un continu
K est un point de branchemeut au seps large, s'il existe au moins

1) La barre verticale de ia lettre T est en T par rapport & son extrémite
supérieure et par rapport i la barre horizontale.
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trois continus K,, K,, &3 ne se réduisant pas 4 un point, tels que

KX K=b (i)
K.CD  (i1,23).

§ 18. Si un poiut b, tel que
) be:c,d:

est un point de branchement au sens large. il existe un arc b, a
étant en T par rapport & b et ¢ d (ch. e).

Dém. A lieu au moins une de relations suivantes dams les-
quelles K,, K,, K; ont la méme signification que dans § 17

2) cod X Ky =15
el X Ky=1%
kc,d X K3=b

Dans le eas contraire deux K empiéteraient sur un des arcs: b, ¢y
:b,d p. ex. on aurait

thye X K, 0
b X K, F0.
Il existerait donc deux points ¢, ¢t ¢,, tels que
cerbe X K,
tca€:be, X K,
et on aurait selon § 3
thyey, Cibye X K,
thyey (C ibyel X K,,
d’'ou ’
thyep X thyey C ibye
thyey X by C K, XK,
La premiere de ces relations donne
thoep Xiboeg F0
done d'aprés la seconde relation
KiX Ky —b0

contrairement a la définition de A,. K,, K; (§ 17).
Nous pouvons supposer que la relation (2) a lieu.
Soit k, un point de K —b (ch. e. A § 39).



On a selon § 3
bk, C K,

et en multipliant les deux membres de cette relation par ¢, d’ et
en tenant compte de (1) et (2) on obtient

e, d: X b k=10 c. q f. d.

§ 19. Si b est un point de branchement au sense large, alors
il existe un arc c.d, tel que

be:e,d: (ch. e.).

La démonstration se déduit facilement de la définition § 17.
§ 20. Aucun point de saturation n’est point de hranchement
au sens large. )
C'est une conséquence immédiate de la proposition précédente

et du § 12.
D.

Constituant ).

§ 1. On appelle constituant par rapport a un continu K (pou-
vant se réduire & un seul point) d’'une dendrite D) correspondant
4 un point 4 de [ n'appartenant pas & K la 'somme de tous les
sous-confinus de /) renfermant 6 et n'empiétant par sar K. Nous
le désignerons par

1 S(K, b)
et nous posons

S(K, b) = :S(K, b).

Pour simplitier nous appelons S(Kb) constituant complet,
:S(K,b) constituant restreint.
Voici quelques counséquences de cette définition :

§ 2 KX :SK.b=0.
be: S(K.b).
S(K, b) est un continu.
§ 3. La condition nécessaire et suffisante pour qu’'un continu
K,, tel que K, X K=0

1) Nous nous occupons dans ce chapitre et dans les suivants seulement des
sous-ensembles d'une seule dendrite 1),
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soit contenu dans : S(K,b) est que
:S(K, b) X K, £ 0.
§ 4. :S(K,b)=":5(K,, by

équivaut a la paire de conditions

19) existe un point ¢, tel que
ce: S(K,b) X : S(K,,b)

29) tout continu contenant ¢ et n’empiétant pas sur K n’em-
piete pas sur K, et inversement.

§ b. Si ce: S(K,b),
alors
:S(K, b) = : S(K, o).
§ 6. La condition nécessaire et suffisante que

:S(K, b)) = : S(K,e)
est que

:S(K,b) X : S(K,c)F0.
§ 7. Si c+d C:8(K,b),

alors
e,d C:S(K, b).
§ 8. ta,b! C :5(a,b)
K, b C :S(K.b)
a b (C Sab)
K, b C S(K,b) (comp. § 4 O).
8§ 9. Tout point ¢, tel que
ce D—K

appartient & un seul :S(K, b)
et on a

D = K+ (: S(K. b))
ol () est la somme de tous les constituants par rapport.a K.

§ 10. @) A tout point ¢ d’un : S(K, b) correspond un voisinage
de ¢ n’empiétant pas sur [)--: S(A,b).
Autrement nous exprimerons ce fait:
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B) : S(K,b) est un ensemble ouvert!) par rapport & la den-
drite D).
D ém. Soit ce: S(K,b),
selon le § 2
o( K) > 0.

D’aprés le théoréme de M. Mazurkiewicz, il existe un 6> 0, tel
que tout point de la sphére Sph (¢, d) appartenant &t D) se laisse
joindre joindre au point ¢ par un continu au diamétre inférieur
4 o(¢c, K). Suivant la définition du constituant on a done

Sph (¢,0) X D C + S(K,b)

d’ou résulte facilement le théoréme.

§ 11. K4 (:S(K,b)) ol la somme ()’ est étendue a quel-
ques constituants est un continu.

Dém. Cette somme est égale a la différence

D — (: S(K, b))”
ol ()" est la somme de tous les constituants restants, car les con-
stituants restreints sont disjoints deux i deux (§ 6).
Cette différence est fermdce d’apres la note 1).

I reste & démontrer que KN (: S(K,5)) est bien enchainé.
On a suivant ce qui précéde :

K4 (SN DY = K4 (TR, D)) = K 4 (S(K. b)Y.
Ona(§8e C§4
1) 04 K. K.o' CK.S(K,b).
(S(K, b)) forme donc une classe de continus empiétant sur K.
K + ()’ est done bien enchainé ¢. q. f. d.

§ 12. L’ensemble
) D—:5(K,b)

est un continu et :S(K,b) est son unique constituant restreint. On a
@ :S(K,b) = :S([) — : S(K, b)), b).

Dém. (1) est un continu selon le § 11.

1) On a san~ peine: Lo complémentaire par rapport 4 /) d'un ensemble

ouvert par rapport i lui cst fermé. De la (A § 7): Toute somnme d’ensembles
ouverts est ouverte (relativement i 1)),
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Cela étant I'égalité (2) résulte immédiatement de la définition
du constituant restreint.

Ce théoréme nous permettra souvent de se borner au cas ol
il n'existe qu'un seul coustituant.

§ 13. Déf. jonetion [:S(K,b)]=":S(K,b)— :S(K,b) =
= S(K,b) —: S(K,b).
Nous la désignons: j[: S(K,b)].
§ 14. Evidemment, si :S(K,b) = : 8(K,, b,), alors

SR, b)) = j(: S(Ky, by)).
§ 156. j(:S(K,b) = K X S(K,b)=1 point.
Dém. Daprés le § 14 et le § 12 il suffit de se borner au
cas ol :S(Kb) est I'uneque constituant par rappport i K.
On a
D= K+ :5(K,b)
K X :S(K,b)=0

d’ou facilement
1) :S(K,b)— :S(K,b) = K X :S(K,b)
c. a d (§ 13) _

JS(K, b)) = K X S(K,b).

Selon (1) et la relation (1) du § 11
J(:S(K, b)) = 0.

Il reste &4 démontrer que la jonction en question ne peut pas con-
tenir deux points différents. Supposons en effet qu’il existe ¢ et d,
tels que

cEd

c+d C S, b)—:S(K,b) = K X : S(K. b).

On aurait de la (C § 3)
2 c,d CK

et d’'autre part, il existerait deux points ¢, et d, variables dans
1 S(K,b) et tendant respectivement vers ¢ et d. On aurait (selon § 7)

(3) e dy C:S(K.b)
et pour ¢, et d, assez voisins de ¢ et d on aurait

c,d X o, d, :‘:0 (C § 7);
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donc selon (2) et (3)
AKX :SK,b)F0
ce qui est impossible.
§ 16. De la relation- (1) du § 11 on’ a selons le théoréme
précédent
JS(K. b)) = j(K,b) (comp. C § 4)
et plus parlticuliérement
J(:5(a,b)) = a.

§ 11.
(1) S(K,b) X :S(K,¢) =0
équivaut a
)] Kb X :K,e =0.

D ém. Cette condition est nécessaire, car, si (2) w'avait pas
lieu, on aurait (§ 5):

OF:Kb X :Kie (C:8(K,b) X :5(K,e¢).
(2) est aussi condition suffisante de (1). Supposons en effet que (1)
est faux et (2) est vrai. On a donc (§ 6 et § 8)
tS(K ) =:8(K,b)
3 (Kb 4K, C :8(K,b)
et d'aprés (2)
b ¢
Suivant § 7
(4) C : S(K,b).
De (3) on a.selon § 16:

donc. d’aprés (2)

Kb 4+ K¢
est un arc simple aux extrémités b et ¢ et renfermant j|:S(K,b)].
On a par conséquent selon (4)

SIS0 C be C:S(Kb),

ce gui est impossible suivant la définition de la jonetion.
§ 18. La classe de tous les : S(K,b)

(1) (: S(K. 1))
est a) faible b) effectivement ¢numdrable;
¢) La eclasse (j[:S(K, b)) est effectivement énumérable.
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Dém. Evidemment
7(: S(K,¥)] > 0.

Supposons que la classe (1) n'est pas faible. Il existe donc une
sous-classe infinie de (1), telle que pour tout son ¢lement

7| :S(K,b)] > & > 0.
LComme: S(K,b) est une différence de deux ensemble fermés:
:8(K, by = S(K,b) — jone. [:S(K. )],

done en se basant sur A § 39 on peut choisir dans tout: S(K,b)
en questivn deux points ¢ et d (ch. e, tels que

olend) = &/2
c+d C:S(K,b).
On a (§ 7 et § 6)
e, d C:S(K,b)
ed X e,d,=0

(pour deux arcs différents) et c’est impossible d’aprés C § 7.
a) est ainsi démontré. b) et ¢) en résultent immédiatement (B § 2).
§ 19. Si deux 4 différents d'une classe (b)’ sont contenus dans
deux :S(K,b) différents, alors

K4+ (GKbYy=K+4 (Kb
et les deux membres de cette égalité sont des continus.

Dém. L'égalité est vrai, car (C § 4. § 16, § 1)

Kb = Kb + j(N.D)
) JUG D) = j|: S(K, b)) = K X S(K,b) § 0.
Suivant
Kb CS(K.b)

la classe ( K,b )’ est faible. D’aprés (1) tout 'K, b empidte sur K,
done K -4 ( K,h) est un continu (B § 3).

§ 20. Tout continu A, joignant un point d'un constituant
(restreint on complet) par rapport & K, avec un point du complé-
mentaire de A relativement 4 /) passe par la jonction de :S(K,b).

Dém. Il suffit ¢videmmment (§ 12) de traiter le cas. ou il
existe un seul constituant. On a suivant la prémisse du théoréme
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dans le cas d’un constituant restreint et complet:

1 KXK,#0

) K, X S(K,b) 0.
On a

3) D —= K+ S(K,b).
Supposons que K, X j(: S(K,b)) =0 c. i d.
(4) ]\’1 X K X S(K7b) =0.
On a (3)

K,=K,.K+ K,.5(K,b)

et c’est suivant (1), (2), (4) une décomposition du continu A, en
deux ensembles fermés, non vides et disjoints, ce qui est impossible.

Corr. 1. Si C est un continu et

CX S(K,b)£0

C X[ S(K b)) =0,
alors

C C :S(K. 0.

Corr. 2. Si C est un continu et

C X complémentaire de :S(K,b) 30
C X jl:S(K, b)) =0,
alors _
C C complémentaire de S(K,b).

§ 21. :S(a,b) = : S(K,b)
équivaut &
:S(a,b) X K=0
a ¢ K.

Dém. Cest une conséquence de 'équivalence du § 4.
§ 22. Comme j|:S(a,b)]=a (daprés § 16), on déduit du
théoréme précédent
:S(K,b) = :S(jl: S(K, )L, )-
§ 23. :
) :S(K,. b) = :S(K,. b)
équivaut a chacun de systémes de relations

. :S(Ky, b) X K, =0
@) S(Ks; b) X K, 40
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:85(K,,0) X K, =0
J[:S(K,, b)|e K,.
Dém. (2) et (3) sont équivalents. car en soustrayant la pre-
miére des relations (2) de la seconde, on obtient la deuxidme
relation (3).
(1) entraine évidemment (3). Il reste & prouver linverse.
Suivant § 22 on peut transformer (3) en
(S S(Rg, 0)).0) X Kj=0
Al S(K,. b e K,

et cela équivaut d’apres le § 21 &

Sl (K, b)].b) = :S(K,, b)
e. i d. selon § 22.

C)

:S(Ky, b) = :S(K,, b e. g f d

§ 24.
) :S(K.¢) =:8(a,c)
équivaut & chacun de systémes de relations:
ia,c. X K=0
2) asK
3) tK.e =:a.c.

D'aprés C § 4 (2) équivant & (3). Suivant (1) on a
Jl: S(K.¢)) =j[: S(a, )],

doue (§ 16)
) J(K,e)=a

et par suite (C § 4)

H

:K,¢' = :a,c!.
L'inverse se démontre en reculant.

§ 25. Si K est un continu ne se réduisant pas & un seul point,
alors j{:S(K,/)] ne coincide avee aucun point de saturation contenu
dans K. ‘

En effet dans le cas contraire en choisissant un point dans

K — j[:S(K,b)] et un point dans :S(R,h)

ke K—j[:S(K,b)
se :S(N.b)
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on pourrait démontrer que
|k j1: S(K, b)) -+ j[: S(K.b).s| = k,s]
(n FLSK, D) e kst
(Pour le voir il suffit de rappeler que
J1=K.S et K X:8=0)

La relation (1) est impossible’ pour tout point saturation (C § 12).

E.
Point prineipal d’un constituant restreint.
§ 1. Déf On appelle point principal d’un constituant
restreint : S(K,b) dont la jonction est a tout point ¢, tel que
19) ¢ : S(K.b)
29) 7(la, ey > "D
39 l'are {a. ¢| est s;a.turé au point e.

On appelle la paire de points (a. ¢) composée de la jonction du
constituant et d’'un de ces points principaux paire principale
de : S(K,b).

§ 2 A tout constituant restreint correspond au moins un point
principal (ch. e.). Nous appellerons désormais principal ce point choisi.

Dém. 1 suffit de traiter le cas ot N = 1 point (D § 22).
Il existe dans S(a.b) qui est fermé deux points e et d. tels que
1) e+d C Sa,b)
®) oesd) = 1] 5(a.b)).

Au moins pour une des paires (a.e); (a,d) on a selon (1)
o(a, &) = § 1[: S(a, b))
ola.d) = § z{: S(a. b)]
Supposons par exemple que la derniére égalite a lien. On a a 4= d.

donc (selons (2)) ~
de S(a.b) — a=:8(a.b).

Il existe un are |a.c| contenaut |a.d| et saturé au point‘c (ch. e.

C § 11)
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Il est évident que |a, c| satisfait aux conditions 20 et 3° du §
précédent. Il reste 4 démontrer

3) ce :S(a, b).
On a
la, e} = |a,d] +|d. ¢].

{d,c| est donc un continu empiétant sur :S(a,b) et ne contenant
pas sa jonction a, par conséquent (D § 20 corr. 1)

Id; c| C:5S(ayb)
d’ol résulte (3).
§ 3. Si a,b est la paire principale de : S(K,c), alors

: S(a, b) =: S(K,c).

C'est une conséquence de D §§ 22 et b.

§ 4. Entre les constituants restreints et leurs paires principa-
les, il existe une correspondance biunivoque.
En effet on a pour le point principal de :S(a,d)

:S(a, b) = : 5(a, ¢).
Inversement & tout :S(K,4) correspond une seule jonction et un
seul point principal (§ 2).
§ 5. Si a,b est la paire principale de :S(K ¢), alors :a b| est
une feuille restreinte poussant sur K e. a. d.
ta, bl =: K. b|.

Pour cette raison jappelle :a,b] feuille principale rest-
reinte poussant sur K.

Un simple rapprochement des § 3 et D § 24 le fait voir.

§ 6. Deux feuilles principales restreintes poussant sur un con-
tinu K sont disjointes. Eu effet (selon § 3, § 4 et D §§ 6, 8) elles
sont contenues dans deux constituants restreints différents, donc
disjoints.

F.

Are et constituant en 7. — Arbre.

§ 1. Déf. On dit qu'un constituant :S(a,b) est en T par
rapport a |c, d|, si

S(a,b) X :¢,d:=a=j|:8(a, b)].
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On voit facilement que dans cecas

S(a, ) X e, d] =.j[: S(a, b)] .

§ 2. La condition nécessaire et suffisante que |a,b| soit en T
par rapport & a et |c,d| est que :S(a,b) soit en T par rapport
a e, d| e i d. que
1) te,d: X S(a,b) =a.

Dém. La condition est suffisante. En effet de (1) et D § 8 on a

iod: X|a,bl=a.

Elle est nécessaire. En effet |a, /| étant en T par rapport i a et
le,d] on a '

la, ] X |e,d]| =a
ag:cd:

2)
De 1a d’'aprés D § 24
:8(|e, d),b) = : 5(a, b),

done en multipliant cette égalité par |c¢, d]| on obtient

:8(a, b) X |e, d| =0,
d’ou selon (2)
S(a,b) X 1e,d:=a c. q. f. d

§ 3. Si :S(a,b) est en T par rapport i |K,c|, alors
S(a,b) X K=0.
Dém. Il suffit de prouver (§ 20 D corr. 2) que

1y K 5 j(:8(a, ) = 0

(2) K X |complémentaire de :S(a, b)] F= 0.
Ona(§1,C3§ 4

®) jl:8(a,)] C :K,b:

“4) :S(a,b) X |K,b] =0

(®) | K, b] X K== 0

(6) K, b: X K=0.

De (3) et (6) résulte (1), et de (4) et (D) résulte (2).
§ 4. Si |a, b] (ou : S(a, b)) est en T par rapport & |K, d|, alors
e(K, S(a, b)) > 0.
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Dém. 1l suffit de remarquer que S(a,b) est fermé et que
S(a,6) X K=0 (§ 3).

§ 5. Si |a, b| [ou, ce qui est équivalent : S(a, b)] est en T par
rapport & a et |c, d|, alors

S(a, b) C : S(c, d).
Dém. Daprés D § 10, corr. 1, il suffit de prouver que
6)) S(a, b) X ji:8(c, )] =0
)] S(a,b) X :8{e,d)y 0.
Selon le § 3 on a
¢ X S(a,b)=0

c. a. d. (1) est vrai
Comme d’autre part

ae :¢,d: C :8(ca),

done (2) est aussi vrai.
§ 6. Si |a,b] (ou :S(a, b)) est en T par rapport & a et |c,d|,
alors
:8(a, b) = : 8(|c, d}, b).
Dém. Daprés D § 24 il suffit de prouver que

:a,b] X |e,d| =0,
ag |c d].
Or c'est vrai en raison de la définition de la relatiom T.

§ 7. Tout constituant d’un arc saturé |e, d| est en T par rap-
port & sa jonction et |c, d].

Dém. Suivant D § 2
:S(le,d}, b) X |e, d] =10
et selon D § 15
a=j[:S5(c,d|, b)] € |¢,d].
Or a ne peut coincider ni avec ¢ ni aveec d, car ce sont des
points de saturation. (D § 25).

§ 8. Déf. On appelle une classe d’ares (:a,b]) feuillage
restreint poussant sur K (,la tige“), si

19) Tout :a, | est une feuille restreinte poussant sur K, e. a. d.

ta, b =:K,bl|. (comp. C § 4).
‘.
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2% Les ares :a, b| sont disjoints deux & deux.

K 4 (:a.b]) s'appelle arbre,
(Ja.b]) feuillage complet.

§ 9. Tout feuillage poussant sur un continu K forme une
classe faible et par suite effectivement énumérable.
C’est une conséquence de C § 8.

§ 10. Tout arbre est un continu et
K4 (:a.0]) = K+ (|a, b))
(selon D § 19).

§ 11. Pour deux feuilles différentes :a,b|, :a’,d’| d’un feuil-
lage (:a, b]) poussant sur K on a

1) : 8(a, b) = : S(K, b)
(2) :S(a’, b)) == S(K, V")
3 :S(a,b) X :8(a’,b)=0.

Dém. (1) et (2) sont des conséquences de D § 24. En mul-
tipliant (1) par (2) on obtient (3) sclon D § 17.

§ 12. Si sur chaque feuille complete |a,,d,| d'un feuillage
(lay, b1]) poussant sur K on construit un feuillage (:a,,b,|) dont
toute feuille est en T par par rapport a a, et |a,,b,|, alors la
somme de tous ces nouveaux feuillages

((:as, b))

constitue un feuillage poussunt sur l'arbre

K+ (:ay, b))

considéré¢ comme une nouvelle tige.
Nous appelons ((:ag,54])) feuillage en T poussant sur
le feuillage
(Ianbll) ou (:alsbll)-

Dém. @) Deux feuilles :a,,b,| différentes sont sans points
communs.

En effet c’est vrai pour deux feuilles :a,,b,| poussant sur
un méme |a,.0|.

Dans le cas ol :ay, by| pousse sur :a,,b| et :ay, by| pousse
sur :aj, by|, tels que
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tay,b,| 5 a1, by],
ona(§ 3 §5)

(1) lag, b.) C : S(ay, b))

@ la3, 5] C : S(as. B)).

En multipliant (1) par (2), on a selon le § 11
lan]’zl X |a;: bél =0.

a est donc démontré.

Remarquons qu’en multipliant les deux termes de (1) par
: S(ay, b;), on obtient d’apres le § 11

las, b] X : S(ay, b)) =0,
lag, by] X :a3, b5 =0,

ce qui exprime que toute feuille nouvelle n’empidte que sur une

seule feuille de (:a,,b6,]) voire sur celle sur laquelle elle pousse.
D’autre part en multipliant (1) par K on a pour toute feuille

|@s, bg| (selon le § 11)

(3) lag, bs] X K=0.

d’olt

Ces deux remarques entrainent

(K 4+ (a1, b1])] X |ag; by] = a4

et cette égalité exprime que :a,,by| est une feuille restreinte pous-
sant sur K -4 (:a,, b,]). Deux feuilles différentes :a,, by| :ag,b|
étant disjointes (d’aprés a) ((:a,, by])) constitue un feuillage pous-
sant sur K 4 (:a,,0,]) (§ 8).

§ 13. Aucune feuille |a,. by| d’un feuillage ((]a,, bs])) qui est
en T par rapport i un feuillage (Ja,,b,]) sur K n’empiéte sur K.

Plus généralement

K X S(ag, by) =0.

C'est une conséquence du § 3.

§ 14. Si ((: g, by])) est un feuillage en T par rappert & an
feuillage (|a,,b,|) poussant sur un continu K, alors

((S(as, 09))) X K=0.

C’est le théoréme précédent autrement exprimsé.
§ 15. K, = K+ (:a,.5,|) étant un arbre et ((:ay,b,|)) un
feuillage en T par rapport au feuillage (|a,,b,|) et, si pour un
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S(as, by) variable

lim o(K, S(a;, b,)) =0,
on aura aussi

lim z[S(ay, b)) = 0.

Dém. La classe ((Siay,b;))) est faible comme identique & la
classe ((S(K,. bs))) (daprés § 12, § 11 et D § 18).
Il existe done au plus un nombre fini de S(a,, b,) pour lesquels
2(S(as. b)) > .

Soient S, S,,..., S, ces constituants.
Daprés le § 14
S+ 8~+...+S) XK=0,
done, comme S, + ...+ S, est ferms,

o(K, S+ ...+ 5)>0.
Posons

6=9(Sl+'f::'_ S_,K
2 .

Il est évident d’aprés ce qui précéde que
o(K, S(as, by) < &
entraine
t(S(ay, b)) < ¢ c. q. f. d.

§ 16. Du théoréme précédent résultent les corrolaires suivants:
K, = K+ (Ja,, i]) étant un arbre et ((:ay,0,])) un feuillage en
T par rapport au feuillage (]a,.#,|), alors pour un :S(a,,b,) va-
riable, on a
1°) hm [j(: S(ay, b)), K) =0
équivaut &
lim o[ S(as,6,), K] = 0.
2% Si keK, alors
lim o} j(:S(a,, by),k =0
équivaut &
lim o[ S(a,, by), k] = 0.
3% Si keK et que
lim o[j(: S(a,, by), k] =0,

alors tout point de S(us,b,) tend vers k,
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Ce théoréme s'exprime d'une fagou stricte comme il suit:
A tout point k£ de K et i tout £ > 0, correspond uu 6> 0,
tel que, si
e[j(:S(ay, by)), k] =< 4,
alors pour tout point ¢’ de S(a,,b,) on a

o(c,k)y=e
§ 17. La somme

K+ (:a,, 5,])

ot () est étendu sur toutes les feuilles principales restreintes pous-
sant sur K (E § 5) est un arbre. Nous l'appelons arbre prin-
cipal & la tige K et nous.appelons (:a,,b,|) feuillage principal
restreint poussant sur K.

Dém. D'apres E § 4 (:a,,0,|) est une classe de feuilles rest-
reintes poussant sur K. Cette classe forme un feuillage restreint
(§ 8). car suivant (E § 6 et E § 4) les feuilles différentes sont
disjointes.

§ 18. Si (:a,,b6,]) est le feuillage principal poussant sur K,
alors

D = K, 4 (:5(a;, b))

ou D désigne la dendrite en question. (E § 5, F § 17, D § 5,
D § 9.
§ 19. Si K; est Parbre principal & la tige K, alors

a) aucun constituant complet par rapport & K, n’empiéte sur K,,
B) aucune feuille compléte poussant sur K, n’empiete sur K,.

Dém. Supposons qu'il existe un :S(Kjy, b), tel que

(1) S(Kyy b) X Ky 0.
On a '
)] K, X : S(K,,b) C K; X : S(Ky,b).

De (1) et (2) on obtient d’aprées D § 23

: S(K,,b)=: S(K,, b,
d’ott en multipliant par K; on a

:S(K;, b)) X K, =0,

ce qui est impossible, car K, contient le point principal de :S(K,,b).
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§ 20. Si K, est I'arbre principal & la tige K, ne se réduisant
pas & un seul point, alors

@) tout constituant restreint par rapport a K, est en T par
rapport & une seule feuille principale poussant sur K,,
8) il en est de méme de toute feuille restreinte poussant sur K.
Dém. 3 résulte de @ d'apres le § 2.
On a

K, = K, + (las, b5])
ou () est la somme étendue sur toutes les feuilles principales pous-
sant sur K,.

Soit : S(K,, bs) un constituant quelconque par rapport & K.
On a d’aprés § 19

S(Kuba) X Kl =0»
done & fortiori
S(K;, bs) X (as) = 0.

D’autre part comme les b, sont des points de saturation, on a (D § 25)
S(K, bs) X (b)) = 0.

Les quatres égalités précédentes donnent

Ky X S(Ky 5 bs) = (205, 051) X S(K,, by)

JES(Ky b))l = (tag, by:) X S(K,, by).

Les feuilles restreintes différentes :a,,b,| étant disjointes deux
a deux, il en existe une seule soit :a;, by], telle que

JUES(Ks, by)] = 1ag. byt X S(K,, by)

et cela exprime (§ 1) que :S(K,,bs) est en T par rapport & |as, b3}
Le théoréme est donc démontré.

§ 21. Si K, est l'arbre principal & la tige K, et, si (]a,, b,])
est son feuillage, alors la classe de toutes les feuilles principales
(:a,, by]) poussant sur K, constitue un feuillage en .T par rapport
au feuillage (|a,,b,]) et par conséquent les théorémes des §§ 8—16
sont vrais pour lui.

Dém. Cest une conséquence immédiate des § 17, § 20 et § 12.
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G.
Suite Q.

§ 1. Déf. Nous appelons suite 2 déduite d'une dendrite D
toute suite finie ou non

(a1,0,), (as,bs),...

jouissant des propriétés suivantes:

a) (a,,b,) est une classe de paires de points (paire = suite
composée de deux éléments).

Nous appelons » rang de (a,.b,)?).

8) (a,,b,) contient une seule paire et |a,. b,] est un-arc saturé.

Tout ), (n == 2) est le point principal de :5(a,.b,).

y) ta,.b,] est en T au moins par rapport a un des |a,_;. b, 4|.
On dit dans ce cas que la paire (a,_,,b,_,) précéde immédia-
tement (a,,b,).

0) Pour deux paires différentes du méme rang on a

1@, b, X :a,,b|=0.

§2. (@) C>~(I b,1)

C’est une conséquence du § 1.

Remarque. Cette relation est fausse pour » = 1. Nous suppri-
merons dans la suite, i quelques execeptions prés, les restrictions re-
latives au cas de » = 1. — aucune difficulté w’en résultera. Nous sup-
primerons aussi les démonstrations concernant ce cas comme étant
particuliérement simples

§ 3. La classe de tous les |a, b, de rang » est faible et
effectivement ¢numérable, car (:«,.h,]) est une classe d’arcs positifs
et disjoints (§ 1, C § 8).

De li:

§ 4. La classe (a,) est effectivement énumérable.

1) Nous désignerons dans la suite par (a,.d,), (a,, b,l,), (a(,:“), bf,”)) seule-
ment les paires de (a,,, b,,)‘
Si <p(a..h,,) est un cnsemble de points, nous désignerons par
(plan; 6)

suivant le besoin la clusse ou la somme de ces ensembles correspondant a la
classe ((l,,,b,,).
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n—1
§ 5. (:a.,b.]) constitue un feuillage poussant sur Z(]a,,b,|)
vl

(n>=2) et (:qa,,b,]) forme un feuillage en T par rapport au feuil-

la'ge (Iav 1’1'»*1!) (71}3)
Dém. On établit ce théoréme de proche en proche en se
basant sur le § 1 et F § 12.

n—1
§ 6. :S(a,,b,) est un constituant par rapport & 2(a,,b,l) c. & d.
vl

-S(a,, b)) = :8((a,. b, ), b).
vl

Dém. Daprés le § b :a,,b, est une feuille poussant sur E’i
done I'égalité précédente a lien en raison de F § 11. "

§ 7 3l 01 X (S(@rya; b4s) = 0.

C'est une application de I § 13.

§8 Moy, bl) X (Slnr; brs)) =0 ®=>2),

ear a’aprés le § 7
n-fk—l
31, 0,1) X (S(@nia bass)) =0
§ 9. Pour (a,,b,) % (a.,b,) on a
: S(a,,, b,) X : b’(a,',, b,',) = (.

En effet les feuilles :a,,b,| et :a,,b.| etant disjointes les deux
: 8 le sont aussi (K § 11).
§ 10. D'apres le § 6
m=fn

(Gmy bn) =F (a,,, ba)-
§ 11. Si, (@my b)) T (@, bu)y

alors on a
@ (@, b)) F @(an,; ba)
pour chacun des cas suivanls ,
a) @, b)) = Ia,‘,b,‘l
8) » = lay, b |
¥) ” =:a,,b,:
d) ” = la., b, |

entraine
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£) (p(a,,b,)::S(a,,b,)
g) ”n =S(ak1bk)
7) ” =b,.

Dém. Les cas a -J sont évidents, Les cas €, {, #n résultent
sans peine des §§ t et 9.

Corrolaire. La correspondance dans laquelle & la paire
(a,, b,) est associé ¢(a,,b,) est biunivoque.
§ 12,
(1) U X Sy ) =0 (k=1).
Dém. Pour k=2 c'est vrai selon le § 8.
Suivant les §§ 2 et > on a

m—1
a, € 2(la,.b,])
v/l

(10, 0l) X S, bui) = 0,
done (1) est aussi vrai pour k= I.
§ 13. Pour q,, et (a,.,b,) quelconques on a
a, X :8(a,,b,)=0.
Dém. Il suffit de rappeler que a,,le";‘;]liu,,, b,| (§ 2) et que

m—1
: S(a,., b,) est un constituant par rapport i X|a,,b,| (§ 6).

/1
§ 14. Si- (@: bn) = (s b20),
alors

S(a,, b,) X :S(a,, b,)=0.
Dém. Il suffit de prouver que

1) a, X :8(a,,b,) =10

) :8(apm, b,) X : S(a,,,b.,)=0.

Or (1) est vrai selon le § 13 et (2) selon le § 9.
§ 15.

(@) 28, 0. X 1@upss bupn | =0. k=1).
Dém. On a (D § 8)

(1) :an+k L) bn+l ' C . S(an+k b b"+h )

n4-k—1
) Sy ba| C:‘/I(lav»bul)-
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nt-k—1
: 8(@uyyy buya) etant un constituant par rapport a 3 (|a,,d,|) (§ 6),
v/l

on a B0, 1) X £ S(@nia bua) =0,
done en maultipliant (1) par (2) on oblient I'égalité (a).
§ 16. Tout point de
S(la, b1) —3(a,)
appartient & un seul |a,.b,].
b désigne la somme correspondant & tous les éléments de la

v/l
suite 2 méme, si elle est finie.

Dém. C'est une conséquence du § 15 et du § 1 4.
§ 17. Si (a,.b,) = (a., b,), alors
1) S(a,, b)) X S(a,,b;) C a. X a,.
Dém. On a daprés le § 14.
S(a., b,) X S(a., b,) = [a, + : S(a., b,] X S(as, b,) =
=a,.S(a,,b,) C a,
S(a.,b,) X S(a,, b,) C a,

et analoguement

d’ou résulte (1).

§ 18. La classe de tlous les |a,, b,| de tous les rangs est faible
et effectivement énumérable, car il en est ainsi de la classe de tous
les :a..0,] (§16, §15, C§ 8).

§ 19. La classe de tous les : S(a,,b,) de tous les rangs est
faible et effectivement énumérable.

Dém. b, est point principal de :S(a,,b,) (§ 1), on a done
E§1

(2 S(ay, ba)) << 3 t(|an. ba])
et ainsi on est ramemé au théoréme précédent.

§ 20. Déf. Nous appelons rang d’une fonetion x{(a,,b.) le
rang de la paire (a,.b,) c¢. & d. n. (comp. § 1).

§ 21 Chacune des .fonctions x(a,,0,) suivantes
(an7 bn)- :(lnvh;l" :an- bn:s lavnbn:? 'a,,,b,.l,
: 8@, b.), S(an, b.). b, an

a un seul rang et notamment .
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Dém. Pour la dernitre fonction c’est vrai en raison du § 12.
Pour les autres en raison de la correspondance biunivoque entre
(@uy ba) et 2(@n,b) (§ 11).

§ 22. La relation:

(1) (a,,b,) précéde immédiatement (a, ., b,,)
(comp. § 1) équivaut & chacune des relations suivautes

@) A, €an, by
3 a.;¢ela,, b

Dém. (1) entraine (2) et (3) suivant le § 1. Pour prouver
I'inverse nous ¢établirons trois lemmes:

Lemme 1. EH(a,,) Xy =0. (§ 21)
v/

Lemme 2. Sy X apm=0. (§15 et § 1)
w1

Lemme 3. |a,4.,0,.,] empiéte sur un seul |a,,b.| et il est
en T pur rapport & ce |a.,h.| et a.,,.

Dém. On a (§ b, § 8)
31y b1 X i, Bupal = iy
v, .

n--1
%(Iav? /‘1')| >< Ia'"‘H? b"ﬁ*l = 07
v,
done (Jaus 0.]) X |aniay brpr| = @npa
et selon les lemmes précédents
(ca.. b)) X |'a,',+1, bon|l =ai,.
Comme deux :a,,b,: sont disjoint (§ 1). done il existe un seul
1@, b, tel que
Yy bt X |y b | = anpy c. q. f d
Ce lemme montre que (3) entraine (1) et que (2) entraine (1).
§ 23. On dit que ¥(a,,b,) précede immédiatement X (@, b, ),
alors et seulement alors. si (a,,#,) précéde immédiatement (a,., b,,).
§ 24. Si ¢ et x sont chacune une des fonctions (a,,b,);
fan buly tan. bt fanbaty Jauns buls D S(an, b))y S(an, by); bay an;
alors & x(a,, b,) (m = 2) correspond un seul ¥ (a,.b,) qui le pré-
ctde immédiatement.
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Dém. Clest vrai, si
2(a b) = P (@, b) = (@, b)  (§ 22, lemme 3).

La &énéralisation est immédiate (§ 22, § 11 corr.).
Remarque: Le théoréme devient faux. si I'on remplace le
mot ,précéde” par le mot ,suit¥.

§ 26. Si y(an,bh,) précéde immddiatement x(a,,b,.), alors
m—n=1.

C’est vrai pour ¢ = y = (a,,4,) (§ 1).

La généralisation est vraie, car y(ety) a un seul rang.

§ 26. Gardons les notations du § 24.
On dit que

P (auy bn) << P (G b,

8'il existe une suite

(@ny b)), (aa,,_H’ ba,,‘H) IRRE) (aa,,,_, ’ baz,,,q), (@n; b))

telle que de deux éléments voisins le premier précéde immédiate-
ment (au sens du § 1) le suivant

§ 27. La relation < est transitive.
§ 28. Si (a,, b) << ¢(a,,b,), alors
m>n

(notations du § 24). Cela résulte du § 25.

§ 29. Si n<Cm, alors dans la classe (¢(a.,b,)) (notations
da § 24) il existe un seul @(a..b,) qui précede @(a,,bd,).
C’est une généralisation du § 24.

§ 30. Si gx(a,,b,) et w(a,,b,) sont deux fonctions ainsi dé-
signées dans le § 24, mais

x:*:aln '/):':an

(Omy ) < (@, b2)
z(@n, b,) < ¥(awb.),

car entre (a,.b,) et x(a.,b,) (et w(a,, b)) il existe la correspon-
dance biunivoque mentionnée dans le § 11.

§ 31. (Notations du § 24). Si

alors

équivaut &

@) P(an, bn) < a.
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et que (a.,d,) £((a.,b.)), alors

(2) P (an, b,) < w(al, ).
‘Dém, On a (§ 28)
m < n.

Il suffit (Déf. § 23, § 27) de démontrer le théoréme dans le cas
n—m = 1.
Dans ce cas il existe selon (1) un 5,, tel que

(@, b,) précéde imméd. (a,,b)),
done (§ 22)

a, € |a,., b.|

et par conséquent (§ 22) (a,,b,) précéde immédiatement (ay,?d)),
d’ol résulte (2) selon la définition du § 23.
§ 32. :S(a,,b,) contient tous les S(a,,b,) qui le suivent.
Dém. Cest vrai pour le cas, ot le rang de S(a,,b,) est
supérieur de l'unité & celui de :85(w,,0,) (§1 9, F§H, F§2). On
généralise facilement, car les relations < et (C sont transitives.

oo

§ 33. 2 (8(a,,8,)) C (:8(an, bu)),

car tout S(a,..,,b,,;) a un seul précédent de rang n.
§ 34. Si (a,_,b,.,) précede (a.,b,), alors

|a._y, ba] X S(a., b) = a,
[y bl X |y b ] =a
1@y, b0 X S(a., b =a,
2y b0y X @uy b | = a..
Dém. Suivant §1y et ¥ §2 |a.,b] et :S(a,,b,) sont un are
et un copstituant en T par rapport i a, et |a,,, b, ,|. De la »*
sultent facilement les quatre relations précédentes.

§ 35. Tout S(a,.b,) et tout S(a.,b,) qui ne le précéde pas
sont disjoints (n > m).

Autrement, si
) " S(@py b)) non < S(@pysy bruys), (kZ=1)ona
2) S@y by) X Sy bpys) = 0.

Dém. Il existe (§ 29) un seul :S(a,,d.), tel que
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(3) : S(a;-a b:-) < S(am+l¢7 bm+t)
et de la (§ 32)
4) S(@rrsiiy brin) C :5(an, b))

Comme selon (1) et (3) (a.,b,) = (a,,, ), done (§ 14)
S(@uy bn) X S(@, b) =0

et par conséquent en multipliant les deux membres de (4) par
S(a,, b,), on obtient (2).

§ 36. Parmi les |u,,b,] de rang différent de » il existe un
seul |a,,b,| (et notamment son précédent) qui renferme a,. On
a de plus

a,€:a,,b,: .

Dém. «, n'appartient ni 4 aucun |e,,b,| de rang supérieur
a4 n (§ 12), ni & aueun |a,,b,|, tel que n—m =2 (§ 8), ni & aucun
la. 1+ b, 4] qui ne le précede (§35). «, appartient done seulement
A la,.b,] qui le préecéde immédiatement ct le théoréme est vrai
d’apreés le § 22.

§ 37.

(1) =(1a,;6,0) C 2 (lay: by + (5801 buia) -
Dém. Dapres le § 2

2o b + (@ua) = ﬁ(lav, b,|)-
D’autre part

(ani, bun]) C (:5(@np1,0041)),
et selon le § 33 .

2"‘ lav’ bvl) cC S(anﬂ) b,,+,)).
LR o

En ajoutant ces trois relations et en remarquant que le second
membre du résultant est fermé (D § 11), on obtient (1).
§ 38. Pour tout point . appartenant i

J(Jay, 1) — Z(la, b,1)
et pour tout » > 1 il existe un seul :N(a,,b,), tel que
xre N, b,).
Dém. Selon le § 37 il existe au moins un :8(a,, b,) de la sorte.

Il existe au plus un :S en question, car deux :5 de méme rang
sont disjoints (§ 14).
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§ 39. si
(1) ze 2(la,. b)) — 2(la,, b,0]),

alors il n’existe aucun arc |c, d|, tel que

ZE: ¢, d:Cg’(la,,, b,y)
1
Dém. Dans le cas contraire on aurait

la, c]=]a. r| 4|z, ¢]
(2 la,z) X|x, c]==
ola, ) et o(x,c) étant positifs, il existe un 4, tel que
0<<d<<ol(a,x
0<o<o (ha x)

D’autre part d’'aprés le § 19 il existe un n, tel que pour tout
:S(a.,b,) de rang n

®3)

4) T(: S(a, b)) <0.
2 appartient & un seul: S(«,#,) (§ 38), par exemple
5) xe:S(al, b))

|a, z| et |c, x| empiétent donc sur :8(a,, b.).

Ils empiétent aussi sur son complémentaire (d’aprés (3) et (4)).
Ils passent done (D § 20) par j(:(«’,d")) et cela est impossible, car
cette jonction est différente de x (daprés (D)) et x est selon (2)
le seul point commun i |a, x| et |z, c].

[=e] o0
Corrolaire 1. X(|o,, b,]) — 2(|a,,b,]) ne renferme auncun
/1 v/l

point de branchement (C § 19).

Corrolaire 2. Tout point de cet ensemble est un point de
saturation (C § 12).

§ 40 Si
(1) lc7dICv%(|am b0)
et que |c,d| est en T par rapport i ¢ et |a,,b,}, alors

ce(any).

Dém. :¢,d| constitue une feuille en T par rapport & une
n—1 "
feuille |a;, b,| poussant sur X(|a,, b,]) et appartenant au feuillage
1

b
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(:a,,b.]) poussant sur la méme tige (§ DY, donc (F§12):¢,d,| est

une feuille restreinte pOU\hUlt sur E(Ia,,, h,|) e A d.

(2) :c,d])(%(]a,,, I;,,]).—_.—O
3) ce 3(|a,, b,]).
/1

Suivant (1), (2) § 33 et § 12, il existe un seul constituant

: S(a,’,+1, b:—}-l,)‘ tel que
de: S(a:.-;-n b:—H’)-

De (2) et (3) on conclut facilement que

tey d]| (C:S(angy b))
c=a,, c. q. f.d

Suite réguliére.

§ 41. Une suite x(a, b\, x(as b,).... (notations du § 24) est
appelée réguliere, alors et seulement alors, si

19) elle est infinie

29 x(a,,h,) précéde inmmédiatement x(a,,,, b,,,) (¥/1,... c0).

§ 42 Toute suite infinie réguliere ,converge“ vers un seul

point z de Ela b |—27|a,,, b,] e A d. on a

ce H[: (a,,b,)] = IT S(a,, b,).
v/1 v/l

Dém. On a (§ 41, § 32)
2 S(ag, by) < @ S(as, by <...

(1) S(av+17 l'v-H) C : S(am bv) C S(a‘,, bv)=
done

(@) 1T 5(a,, b,) C I : S(a,,b,) C 1T S(a, b,)
d’otr résulte

11 8(a,, b,) = II : Sa,,b,),
w1 /1
car suivant (1) et A § 21
11S(a,,b,) 40
v/l
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et ce produit se réduit & un seul point car le diametre de
S(a,, b,) tend vers 0 (§ 19)

§ 43. A tout point x de §(|a,,, b)) — §(|a,,, o,]), il appartient
v/l »/1

une seule suite réguliére convergeant vers .
Dém. Daprés le § 38 x est contenu dans un seul constitu-
ant restreint de rang » soit dans: S(a.,b,)

ze: S(a,b) (n]23,...)
Cette égalité entraine en raison du § 35

2 S (any b,) <<t S(@pyay baga)-
Il est facile & voir que
:S(ay, by)y 2 S(ay, by)y. .-

est l'unique soite correspondant i la question.
§ 44. En rapprochant les §§ 42 et 43, on obtient:

Entre les points de ;\j(la,,, b1y — 2la,, b,| et les suites régu-
v ! v/l

lidres tendunt vers ces poinls, il existe une correspondance biuni-
voque.
§ 46.

& : S(an 0) X 2 (la, 8,])
est composé

19) de : a,, b.],

2%) de tous les |a,, b.], qui le suivent,

3% des points vers lesquels convergent les suites réguliéres
(: S(a,, b,)) ayant- S(a, b,) comme élément.

Dém. 1° :a, 0,|C: S(a.,b,)

29 8i :a,, b,| <|am b..|, alors

{20 6| C : S(a, bi)

(selon le § 32).
3% Pour tout point x vers lequel converge une suite régu-
litre en question on a '

e =1IT: S(a,, b,) C:S(aby).

v/

Il reste & démontrer qu’il n’existe pas d'autres points contenus

dans (1).
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En effet n’empiétent pas sur : S(a. b.)
a) les |a,, b,| d’ordre inférieur (§ 6),
p) les |a,,b,| d'ordre n mais pour lesquels (a.,yb,) = (a.b.)
(§ 14),
y) les points vers lesquels convergent les suites réguliéres ne
contenant pas : S(a., b,), car dans le prodnit
IT: S(a., bY)
/1
figure : S(a;,, b)) qui est disjoint de : S(u,.b.) (§ 14).
Il est facile de se rendre compte que nous avons passé en

revue tout les points de 2(|a,, b,|).
vl
§ 46. A toute dendrite D correspond une suite 2 (ch. e)

((ay, 0))), ((ay, bz)), v
telle que

(1) D= 3(la,, b,)).
v/1

D ém. Désignons par K, =|a,,¥,| un arc saturé de D (ch. e.
C § 9) et posons

KV+1 = Kv + (l QUNED bv+1|)7
ol (| a,4 b,41]) est le feunillage principal restreint poussant sur
K, (F §17).
Les propriétés a et 3 de la définition du § 1 pour la suite

. ((alabl))’ ((an [)2))7'“
sont évidentes.

Selon F § 10 les K, sont des continus. Suivant la défini-

nition du " feuillage (F § 8) on a pour deux feuilles différentes
ta, b Xza,b|=0
et cela prouve la proprété¢ y de la définition du § 1.

Les feuilles :a,,b,| sont toutes en T par rapport i |a, b,),
car leurs jonctions ne peuvent pas coincider avec les points de
saturation a, et b, (D § 2b).

Toute feuille :a,.b,] (» >=2) est en T au moins par rapport
i .un des |a, ,, b,,| (1§ 20) et la propriété Jd de fla définition
du § 1 se trouve ainsi démontrdée,

II reste & démontrer (1). Si pour un certain » la somme
(la, b,]) est nulle, ulors (1) est évident.
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Dans le cas contraire on a selon F § 18
@) D =K, + (5(@,41, by11))-
La classe
((S(a,, 5,)))

est faible (§ 19), dons le maximum 7, des diamétres des S(a,,b,)
tend vers 0 avec 2
(3) llm ’Ev —_ O_

On a selon (2) et selon la définition de g*
(4) (D K,) =7,

D’autre part & cause de l'identité

9* (Kw"E/l(la,m byl)) = 9*(”%““”7 b‘t;l)ﬁ’;?(la,u) I)yl)
on a selon A § 48

() lim ¢* (K,, 3(|a,,b,]) = 0.
Comme “
¢* (D, 3) = o* (D, K,) + ¢* (K, D),
done d’apres (3), (4)), (®) _
oW, 2)=0
et par conséquent
D— /éjuav, b,|) c. q. f. d.

§ 47. La classe de points de branchement de toute dendrite
est effectivement ¢numérable.

Dém. La classe ((a,)) etant effectivement énumdrable (§ 18)
et toute dendrite ¢tant développable en une suite Q (§ 46), il
suffit de prouver que tout point de branchement fait partie de la
classe ((a.)).

Supposons qu'il existe un point de branchement ¢ dis-
joint de la classe ((a.)). Comme (§ 89 corr 1, C § 20) aucun
point de branchement n’appartient & aucune des classes

ﬁ(lavt ])vl) —‘::(|av9 bvl)) ((b"))7
done /

ce §( a,, b,:).
v/1
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Il existe par conséquent (§ 15) un seul : a, b,: contenant ¢
cE A, b,:

et selon C § 1%, il existe un arc |c¢,d] étant en T par & c et |a., b.],
done (§ 40) ¢ appartient & ((a.)), ce qui est imposible.

H.
Suites £ semblables. Homéomorphie de deux dendrites
développables en deux suites {2 semblables, Suite 2 spéeiale.

§ 1. Deux suites 2 et £’
(a1, 8,)), ((az)b4)),-..
(@, 81)); (@3, 82)), -

correspondant & deux dendrites 1), et D), sont ,semblables“, &'l
existe une correspondance biunivoque ~ (ch. e.) entre les paires
(a,,b,), (a,,B,) satisfaisant aux conditions:

@) Si (a, b,) ~ (a,. 3,), alors

u=w
c. 4. d. la transformation ~ ne ch‘ange pas le rang de (a“, b”).
£) A tout a, correspond (~) un seul @, et inversement. (On
dit que X (@ by) ~ P (@, B,), si
(am blu) ~ (ay) ﬂy)‘
y) Entre |a,,b,] et |a,,8,) correspondants (~) il existe une
homéomorphie (ch. e) & (@ ".u) dans laquelle

19) a, h(a,b,) a,

2,) Si a,ela, b,
alors

a,u+1 h(am b;c) ay“H

§ 2. La relation < est invariante par rapport & la trans-
formation ~.

Dém. On peut se borner au cas, ol

% (6 b,) = ¢ (a,, b,) = (a,, b)
(notations du § 24, G).
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Supposons
Any ba) < (@ b10)

(O ) ~ (@, B2)
(l) (a,,,, bm) ~ (am’7 AB"")7

~ laissant le rang invariant, on a n = n'. m = m’. D'aprés la défi-
pition de < (G § 26) le théoréme se raméne au cas, ol

(an b,) précede immédiatement (a,,, b,,)
c. a d (§ 22, Q)

m=mn-+1,

@ Qi € |any ba].
De (1) on a S

&) Qg1 ~ Cpy-

La correspondance h (a, b,) est homéomorphe entre |a., b,] et
|8 1(1), § 1]. et elle fait correspondre au point a,,, le point
Guir (2 (3), § 17

On a done

Gty € |y B
et cela signifie (G § 23) que (@, 8. précétde immédiatement
(@nssy Boir) © q. £ d.

§ 3. Daprés § 2, § 1 et G § 41 la correspondance ~ consti-

tue une correspondance biunivoque entre les suites réguliéres

2 (a1, 01),. ..

Y (ay, by),...
(notations du § 24 Q)

§ 4. Définition

x HE
signifie:
il existe une paire (a,, b.), telle que
x h(a. b.)§.

§ 5. La correspondance H est biunivoque entre
k k
2(la,, b,]) et S(]a,,B,])-
/1 v/1

k k
Dém. Si z&e3(|a,,b,|) — Z(a,), alors » est contenu dans un
v/l /2

seul |a, b,| (G § 16). La correspondance H se réduit done a la ho-
méomorphie % (a,, b,) qui fait correspondre & & un seul point &
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Si r=a,, 1< m=k—1),
alors x appartient aux |a,., b..,| pour lesquels a,, ,=a,,, et a
|@my b,] qui précede a,,, (G § 35, G § 17).

A d,.,, correspond (~) un seul a,,, (§ 1 B), donc d’aprés
le §1 y, la correspondance k(a,,, b,) et les correspondances %(a,, 1y bpys)
subordonnent a a,; un seul puint a, ;.

m—+

k
D’une maniére pareille on d¢emontre qu'a tout § de J|e,, 8,|»
vl

k
correspond un seul point x de X (|a,,b,|).
v/l

§ 6. H est une correspondance biunivoque entre 3 (]a,,b,|)
v/

et g’(lav, 8.]) (selon § b).
)
§ 7. a.~ @, équivaut & a, He,. (§ 4, § 1 ).

§8 Si (@ B.) ~ (. B),

alors H constitue une homéomorphie entre |a., b.| et |a.,B.| dans
laquelle «, et a.; b, et 3, sont assoeiés.
De la résulte le
§ 9.
(amv bm) ~ Cpy ﬁm)

(@5 0) H (@0 B)-

. k
§ 10. H constitue une homéomorphie entre 3 (|a,,b,]) et
vl

k
3(la,, 1)
" Dém. Cest vrai dans le cas de k=1 (§ 1, § 4). Supposons
le théoréme vrai pour k= »n et considérons le cas k=n + 1.
A chaque |a,.,, b,,,] H fait correspondre son image homé-
omorphe Ia"+h n‘@"'HI (§ 17 § 47 § 5) ;
Les classes d’ares simples (Ja.yy, bugs]); (@i, Biya]) sont taibles

et empietent sur j(l(zv, b,]) et é’([a;, B,]) (selon § 18 G, § 2 G).
v/1 v/l

équivaut a

n+41 n+4-1
H fait une correspondance biunivoque entre Y (|a,.b,]) et 2(]a,, 8,|)-
1 1

On en déduit suivant B § 10 que H constitue une homéomorphie
entre ces ensembles.
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§ 11. Nous étendons la définition de la correspondance H
a l'ensemble

ﬁ(luw bvl) _f('aw bvl)

en subordonnant & tout r de cet ensemble le point £ vers lequel
tend la suite réguliere correspondant (~) & la suite réguliere con-
vergeant vers .

§ 12. [’extension précédente n’altére pas la définition de H

pour X(|a,, b,]); elle fait correspondre d’'une fagon biunivoque aux
v/
point de

) 3(law, 0,1) — E(las,b,1)
les points de

J(la, b)) — Sl Bil).

Dé¢m. Il suffit de remarquer que ~ établit une correspondance
biunivogque entre les suites régulicres (§ 3) et que d’autre part
entre les points de (1) et les suiles régulitres, il existe une cor-
respondance biunivoque (G § 44).

§ 13. Des §§ 6 et 12 on a:

La correspondance H généralisée est biunivoque entre

ﬁ(lav» I’VI) ct f(lam ﬂvl)

§ 14. Si (a.,b.) H(a., p.),

alors
1) [: Sga‘,, b, X ‘};("'u’ l)vl)] H [: S(a., 8. X ‘El(|a,,, ﬁv')].

Dém. En effet daprés G § 45 le premier membre de cetie
relation est composé de :a,b,|. des |a,,b,| suivants :a, b,| et des
points vers lesquels convergent les suites réguliéres

1 S(ay. by),. ..
renfermant : S(a., b.).
Or les propriétes de ces objets ne varient pas aprés. la trans-
formation H (§ 9, § 2, § 3), done (G § 4H) l'image du premier
membre de (1) est contenue dans le second
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L’'inverse se prouve de la méme fagon et (1) est ainsi établi.
§ 15. H établit une homéomorphie entre

5. = 2(lan b)) et F,o=3(]a,, 6.

Dém. H étant une correspondance biunivoque, il suffit de
démontrer la continuité de H et de la correspondance inverse H™l.
Pour raison de symétrie il suftit de faire la démonstration pour H.

Soit T e,
et xog H &.

Deux cas se présentent
(1) I Zo sﬁl(lav,bvl)=2',
@) II) x, &3, — 3,

Cas I. D’aprés (1) il existe un = (ch. e.), tel que
2o e (|ay, by]) = =
v/1

H constitue une homéomorphie entre X7 et X%, (§ 10), on a denc

& e X5,

Comme (G § 37)
T = ZH - (55 (uprr bug)) X Z,

Ta= Tt o (: 5(@ugi Burt)) X 2o

il suffit de démontrer que:

1°) Si un point z variable dans X:*! tend vers x,, alors son
image tend vers &,.

29) Si un point x variable dans : S(@,,, buyy) X =, tend vers .
alors son image tend vers &,.

La démonstration de 1°9) résulte de ce que H constitue une
homéomorphie entre X2+t et Mzt § 10).

Pour établir 29) rappelons que (G § 2)

(a,+2) C o
(@) C T3

et que (|a,yy, h,y]) est un feuillage en T par rapport au feuil-
lage (|a., b.]) (G § 5).

@)
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Si un point r variable dans (:(Sa, ., b.,.Y) X ._‘.‘a tend vers x, & X3,
alors (F § 16) il entraine avec lui vers x, les jonctions a,,,
des :S(a,40. b,.0) dans lesquels il est contenu. D’apreés (3) et la ho-
méomorphie entre X2l et IiF! Iimage ‘de ce a,,, variable tend
vers &,. Cette image est un a,, 1§ 8) Il entraine avec lui vers &,
tous les points des S(a, . f.;3) ayant ces points @,,, comme jone-
tions [F § 1b].

Muis ces S(e,,. fB...) renferment I'image £ du point variable
z (§ 14), donc cet image tend vers & c. q. f. d.

Cas II. Dans ce cas nous avons [(2), § 12]

£ ese—X,

et il existe d'aprés G § 43 une suite réguliere

(a3, by). ...
telle que
4) x, eIT: S(ay, by)
vi
et on a (§ 11, § 12)

50 =V-I/17:S(av7 ﬁv)

(ay,b,) H(a,,B,).

Le diameétre de : S(a,,f,) tend vers O avec ;t (G § 19), donc
pour un certain »

2 (8o, B2)) < &

D’aprés (4) et D § 10 un certain voisirage J du point x,
ne comprend aucun point de D, --:5(w,, b,).
I suffit de rappeler que (§ 14)

: S(an ba) X I, H:S(a, ) X s,

pour conclure & la continuité.

En rappelant que H est parfaitement déterminé on a le
théoréme suivant:

§ 16. Si deux suites Q et Q’

(a5, b)), - -
((as; 81))55--
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correspondant & deux dendrites D, et D, sont semblables, alors il
existe une homéomorpbie (ch. e) entre

2(la,, b,]) et Z(]a., B,]).
v/t vn

§ 17. Nous appelons ,suite £, spéciale* toute suite Q

((as,61)),  ((agy b5)), .-

se- distinguant par les propriétés:

1°) Tout |«,, b,] renferme un ensemble dénombrable des a,,
dense sur |a,, b, |

29 A tout a, (= 2) il existe une infinité dénombrable des
(a,,0,) pour lesquels ,

a,=a,.

§ 18. A toute suite 2 correspond dans toute suite £, spéciale
une suite 0% pariiculiere semblable & 2 (ch. e).

Par la suite particuliére. nous comprenons toute suite £ ob-
tenue de la suite £, par ¢élémination de quelques paires.

Dém. Soit (las, 44])y---
la suite ©Q donnée et

i (e Bil)s- -
une suite spéciale.

Les «, placés sur |a,, b,| forment un ensemble effectivement
énumérable et sont situés sur :a,,6,: (G § 1, G § 19).

Les @, places sur |e@,.f8,| forment un ensemble dense sur
|y, 8] et situé sur:a,. B, :. Il existe donc une homéomorphie (ch. e)
h(a, b)) entre |a,,b,| et |a,,8,| dans laquelle se correspondant
a, et a,, b, et B, et, telle que tout point a, correspond a un cer-
tain point @, (B § 11). Désignons par (a,) l'ensemble de ces
derniers a,. Désignons par (a,, 3,)¥ la classe de tous les (ay, B;)
dont le premier élément appartient & (a,)’. A chaque point a, de
(a,)’ correspond une infinit¢ effectivement ¢énumérable des (ay, §,)
ayant cet @, comme premier élément (§ 17 et G § 19).

Désignons par a, un point quelconque de la classe (a;) et
par @; son correspondant suivant 'homéomorphie /(a,.),). Faisons
correspondre a toute paire pour lequelle a, = o’ un (a,. 3,) pour
lequel @, = ;" de lagon & faire correspondre aux (ay, by) différents
les (a,, 3y) diftérents.

Quelques (a,,3,) peuvent rester en déhors de cette corres-
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pondance. Cette correspondance (~) peut étre établie (ch. e.), car
il y a un ensemble effectivement énumérable des (a,, b,) en ques-
tion et une infinité effectivement énumérable des (a,, 8,) (§ 17
et G § 19).

Désignons par (a,.f,) la classes des (a,, 8,) ainsi choisis
dans (@, 8,)*. (~) établit entre ((ay, 0,)) et (@, 8.)¥ une corres-
pondance biunivoque J

Nous allons construire la fonction %(ay,b,).

Soit

(a3 b2) ~ (@2, 1)

La classe des a; situés sur |a, by est vide ou effectivement
énumérable: elle est contenue dans :ag by: La classe des a, situés
sur |as, Bi] est infinie, effectivement énumerable et dense sur |ay, 85].

On peut done (B § 11) établir une homdéomorphie (ch. e.)
enire |a, by| et |ay, B;] suivant laquelle au point «, correspond e,
et & tout point ay =itué sur |as, bi| correspond un point a, situé
sur |a, 8.

A Taide de l'induction mathématique on conlinue ainsi et on
obtient une suite qui est facile & reconnaitre comme une suite Q.
chouisie dans la suite spéciale £, La correspondance ~ forme une
ressemblance (suivant la loi méme de sa formation) entre la suite
£ donnée et la suite choisie dans Q..

§ 19. 81l existe une dendrite plane D* développable en une
suite spéciale £, alors toute dendrite est homéomorphe avee une
partie de D* (ch. e) et par conséquent toute dendrite constitue
une multipicité & deux dimensions (§ 1 , § 16).

Les chapitres suivanls seront consacrés i la démonstration de
I'existence de D*.

J.

Arbre généralisé.

Dans ce chapitre nous faisons abstraction, des notations et
des notions des chapitres précédents.

Nous allons traifer les ensembles contenus dans un espace
normal FE(g).

Nous ne nous bornerons pas eomme dans les chapitres qui
précédent aux sous-ensembles d'une certaine dendrite.
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§ 1. Déf. On appelle feuillage complet par rapport
4 un continu G (tige du feuillage) toute classe (/') de conti-
nus F' ne se réduisant pas i un seul point (feuilles complétes)
telle que

19 F X G =1 point = jonction de F=j(F)
29 En posant par définition
(F=F — j(I"
on a pour deux feuilles différentes
P X F' =0.
39 la classe (F) et faible.
On appelle arbre la somme
A= G+ (F).
On appelle : ¥ feuille restreinte,

(:F) feuillage restreint
et on pose
jonction de : F = j(F) =j(: F).

Tout arbre est un continu (B § 3).
§ 3. Evidemment

G+ (:F) = G+ (F)

A — F*= G 4 (FY,
ol (F)' est la somme des feuilles différentes de la feuille F™.

§ b. La somme de la tige et de quelques feuilles est un
arbre, donc un continu.

§ 40na

§ 6. A— :F¥* est un continu.
§ 7. Toute classe composée d'une seule feuille F* d’un arbre
A constitue un feuillage par rapport & la classe 4 - 1 F'* ¢. a. d.

4 la classe composée de la tige (i de larbre 4 et des feuilles de
cet arbre différentes de F™*. La jonction de F'* par rapport & la
nouvelle tige 4 — : ['* reste invariée § 1, § D).

Ce théoréme nous permettra bien des fois de ramener les
démonstrations au cas de Varbre ayant une seule feuille.

§ 8 Le produit de tout sous-continu A d’un arbre 4 et d'une
quelconque de ces feuilles complétes F est un conlinu ou bien
forme un ensemble vide. Si K empitte sur la tige de A, alors
ce produit y empidte aussi.

La démounstration ne représente pas de difficulté.
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§ 9. Tout continu C contenu dans un arbre 4 et empiétant
sur une feuille (compléte ou restreinte) et son complémentaire passe
par sa jonction.

La démounstration se fait facilement au moyen du § 7.

§ 10. Si un arbre A4 contient une orbe de Jordan sans qu’elle
soit renfermce dans sa tige, alors il existe une seule feuille com-
pléte qui la contient (§ 9).

Remarque. Si ni la tige ni aucune feuille compléte ne con-
tient aucune orbe, alors I'arbre n’en contient non plus.

§ 11. Est courbe de Jordan tout arbre dont la tige et les
feuilles complétes sont des courbes de Jordan.

Dém. Le théoréme est vrai pour le cas d’'un nombre fini de
feuilles (B § 8). Le critere de M. Sierpinski (B § 6 §) nous
permettra de démontrer le cas général.

Soit e > 0.

Le feuillage étant une classe faible de courbes de Jordan, il
existe au plus un nombre fini de feuilles dont le dizinétre dépasse §.
La somme de la tige et de ces feuilles est une courbe de Jordan,
elle se luisse done décomposer en un nombre fini des continus

C,... C,

au diameétre < §. Toute feuille restante empiéle au moins sur un
d’eux. En joignant & C,, ces feuilles qui empittent sur C,, on
obtient un continu C,* (B § 3). Evidemment

A=C*+ ...+ C*
est une décomposition satisfaisant aux conditons du ecritére.

§ 12. Si la tige et les feuilles d’un arbre sont dendrites, alors
Parbre I'est aussi. (§ 10, § 11).

§ 13. Si un are simple |a,b| contenu dans la tige G d’un
arbre A est saturé au point a par rapport & la tige G' et que la
jonetion d’aucune feuille ne coincide pas avec a, alors |a, b| est
saturé au point a par rapport i I'arbre A.

Dém. Supposons que |a,b| se laisse prolonger au dela de a
sans quitter A4 et soit |a, | I'arc simple constituant ce prolongement
|a, ¢|] ne peut pas pénéirer dans denx feuilles restreintes différentes,
car il serait obligé de pénctrer dans une d'elle et de la quitter,
done il passerait deux fois par sa jonetion (§9). Soit j la jonetion
de cette feuille dans laquelle il pénétre. j= a. |a, ¢| passe une fois
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par j. L’arc |a, j| est évidemment contenu dans G, denc |a,b| se
laisse prolonger dans G, ce qui est impossible.
§ 14. Feuillage enveloppant étroitement un autre
feuillage. ’
Si (F) est un feuillage poussant sur G (c. & d. feuillage par
rapport 4 G) et, si tout point de la somme

¢ F)

est intérieur & un ensemble I (I est le méme pour tous les :F),
alors il existe une classe de continus (I(F)) (ch. e), telle que

19) Tout point de :F' est un point intérieur par rapport
a I(F),

20) ¢ (1(F)) < 27 (),

3% (1(F)) forme un feuillage comptet poussant sur G,

4°) j () =j(F),

5 1(F)C T

Nous appelons le nouveau feuillage feuillage envelopant
étroitement le feuillage (F), et le nouvel arbre 1(4) 'arbre
enveloppant ¢troitement Parbre précédent 4.

Dém. On a pour tout £, tel que

fe:F la relation:

e, 4 - :F)>0 §1,§6 8§ 7).
Entourons tout point f/ de cette sorte par la sphére Sph(f, r (f)),
O<r(N<gelfs4 - :F)
0r(N)<ge(F)

r(f) peut &étre effectivement choisi.
Posons

-

u

o

)]

I(F) = (Sph (7,7 (/)

ot () est étendu sur tous ces /' de :F. I(F) satisfait suivant sa
définition aux propriétés
19, 20 et B,

si Pon suppose en plus que
Sph (f,r (fNC1

et cette hypothése est évidemment réalisable.
Pour prouver 3° il suffit d’établir (§ 1) que
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@) I(F) est un conting,
B) 1(F) X G =1 point = j,
y) :I(F) X :I(F')=0 pour
FZ F,
0) (I(F)) forme une classe faible.
Or @ résulte immédiatement de la définition de I(F). & est
vrai, car (/') est une classe faible et z(I(F)) << 27(F).
La propriéte 8 se trouvera démontrée, si l'on prouve ame
@) I(F)X G=F X G=jone (F)=j.
Selon 1° on a
JF)=FX C I(F)X G.
Pour démontrer linclusion inverse, il suffit de prouver que
pour tout point g, tel que
(3) 9eG—j,
on a
e(g, I(F))>0.
Selon (3) on a
4) e(g, ¥')>0.

Soit s un point quelconque de la somme déja introduite

(Sph (fi7(f)) (fe:B)

et supposons que par exemple

s & Sph (f,r(f))-

Selon (1) on a
e =r(f)=4elf,4 —:F)
done selon (3) & fortiori

o(fis)=%e(f59):
e/, =e(fy9)+ 0(s9)
go(f;9)=0(s9)

ge(Fp=e@9
Mais s est un point arbitraire de (Sph(f,r(f)), done
% o (F, 9) < ¢ ((Sph), 9) = ¢ ((Sph), 9)
c’est & dire selon la définition de I(F') et selon (4)
e(L(F),9) >0, e q..f d

Comme
done

et a fortiori
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Observons en passant que (2) exprime la vérité de la pro-
priste 4°.

Avant d'aborder la démonstration de y nous prouverons le
lemme:

Si lintérieur d'une sphére ¥ de rayon » empiéte sur I(F') et
sur I (F”), alors I'intérieur de la sphére concentrique de rayon 3 » em-
pitte sur F' et F".

Soit ¢ le centre de la sphére X. On a

I(F)=(Sph (f,r(f)))
1(F'y=(Sph (F's v (F))-

Il existe donc suivant 'hypothése au moins une Sph (f, »(f))

et au moins une Sph (f,r(f’)) et d’autre part au moins une couple
de points i et i, tels que

i€ Sph (f,r(f) X
¥ & Sph (/7 () X .

On peut facilement se rendre compte que tous ces objets
peuvent étre choisis effectivement.
On a

®) o (e "? <r
(i) <r
et suivant la définition de I(F)
6 ehd=r(f)=sehd—:F)=te(/,F)=%}e(/,S)
et d’'une fagon analogue
™ e(f" )=t e (S, S)
Evidemment
e(hS)=e(f;i)+ el + ele i)+ o f),
done (B), (6), (7)

. eSS )<tehS)t+r+r+4e(LS)
c. a, a.

®) pelfi)<2r.
On a
el f=e(fi))+ oG e)
done selon (6) et (D)



e f)<telfsif)+r
don d’aprés (8) belh/)+n
] ele, F)<<3r
et pareillement
(e, F'y < 3r, c. q f d

Il est & présent facile de démontrer la propriété y c. 4 d. que
I(F) X:I(F')=0  (pour F= F').
Pour cela il suffit de prouver que
@) IF) X 1F)Cj X7

parce que
1 1(F)= I(F) —j,

I(FYy=I(F")—j"
Soit ¢ un point, tel que

ceI(F) X I(F")
et soit € > 0.
Entourons ¢ de la sphére de rayon }& D'aprés le lemme
précédeunt on a:
el F) e

o(e, F'y<e
e étant arbitraire et F' et F’ fermés, on a:
ce F X F',
ce[j+ :FIX[j+:F =4 XJ

suivant les propriétés du feuillage (), et cela prouve (9), car se-
lon la proprieté 4° (déji démontrée) on a

j(#) =j L(F)) =],
JU) =j A(F) =]

done

§ 15. Si un are |a,b| coutenu dans une feuille 7 d’un arbre 4

(1) la, 5| C #
est saturé au point b par rapport 4 / et est distinct de j(F)
(2) b4 (F)

alors |a, 8| est saturé par rapport & . au point b.
6!
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Dém. Suivant le § 7 on peut ramener la démoustration au
cas ol il existe une seule feuille. D’aprés (1) et (2) on a

be:F.

Il existe évidemment une sphére Sph (b,d) n’empiétant pas
sur la tige G de larbre.

Si |a, b| n’était pas saturé au point b par rapport a A4, il se
laisserait prolonger au deld de b de fagon 4 ne pas quitter A.

Or un petit morceau de ce prolongement serait situé dans
Sph (b, 6) donc dans :F, ce qui est impossible, car |a, b| est saturé
au point b par rapport a :F.

§ 16. En se basant sur le § 7 et sur le § 14, on obtient

A— :FCI(4) — I(F),

ou [(A) est arbre enveloppant 'arbre A.

§ 16. On appelle une feuille /' feuille simple, si elle est
un arc simple, dont une des extrémités coincide avec la jonction
de F. On appelle l'autre extrémité de cet are ,extrémité libre“.

On appelle feuillage simple et arbre simple tout
feuillage et tout arbre aux feuilles exclusivement simples.

§ 18. Tout arc formant une feuille simple est saturé & son
extrémité libre. (§ 1 ).

§ 19 Si 4 est un arbre simple & la tige G et au feuillage
(F), et si l'on construit sur chaque feuille / considérée comme
tige un feuillage simple (#;), dont toute feuille est en T par rap-
port & F et qui satisfait a la relation

HCL(EF),

alors

1°) la classe ((#));) composée des feuilles %, de tous ces
nouveaux feuillages constitue un feuillage simple poussant sur 4
considéré comme tige nouvelle.

Nous lappelons feuillage intermédiaire entre les
feuillages (F) et ([(F)). .

2% Aucune jonction du nouveau feuillage n’empiéte sur la
tige ancienne .

3% Toute feuille de l'arbre ancien est saturé & son extrémité
libre par rapport & l'arbre nouveau, [I'arbre intermédiare
entre les arbres 4 et /(4)]
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La démonstration de 1°) présente une grande analogie avec
la démonstration de F § 12. Nous n’insistans done sur cette dé-
monstration et nous indiquons seulement que lanalogie consiste
dans la correspondance des objets suivants,

F et |ay, b,
1Fy et tay, by
I(F) et :S(ay,by).

La démonstration de la seconde partie se déduit facilement
de F § 13.

Enfin la partie 3° résulte des parties précédentes, si I'on tient
compte des §§ 18 et 1D.

§ 20. Tout arbre A4, intermmédiare entre l'arbre A4 et I'arbre
I(A) qui 'enveloppe est contenu dans I (4).

§ 21. On appelle une paire de suites d’arbres

Ay, A, ...

1(4,) 1(4y),. ..
réguliére, si
@) 4, est un arbre simple dont la tige G est un arc simple
|ae, bs| par rapport auquel toutes les feuilles sont en T.
B) A, est un arbre simple intermédiaire entre A4,_, et
1(4,_) (v =2). '
y) Le maximum des diamétres des feuilles de I'arbre 4, tend

vers 0 avec —i
d) I(A4,_,C 1(4,).

Nous désignons le feuillage de A, par (:a,, by|)
§ 22. En gardaunt les notations du paragraphe précédent, on a

I) S A, est une dendrite (nous la désignons par D).
v .

II) La tige |a,. b,| de A, est un arc simple saturé par rap-
port & D) dans ses deux extrémités.

III) Toute feuille de tout arbre 4, est saturée par rapport
4 D dans son extrémité libre.

IV) Tout &, est un point principal de :S{a,,bd,) (¥ =1).

Dém. Suivant la définition de la smite réguliere, celle de
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I’arbre intermédiaire et celle de Iarbre enveloppant on a

(1) A.C Auysy
(2) 1 (An-}-k) C 1 (A-)7
(3) A C 1(404a),

(n=1, k=0).
Suivant (1)
Y4, =4
vy — ng-ky
vn
done ((2), (3)]

ik
Z4,C 1(4.),
vi

d’olt en passant & la limite et en observant que le second membre
est fermé (§ 5), on a

@) ;’; 4,C 1(4.).

Lemme 1. 4, , est la tige de chacun des arbes 4, et /(4.,).
(§ 19, 1% § 14, 39)

Lemme 2. A, est une dendrite.

En effet A, est une une dendrite, car A, est un arbre simple

a) dont la tige est un arc simple (§ 21, @), donc A4, est
une dendrite (§ 12).

Si A, est une dendrite, 4, ., l'est aussi, car sa tige A4, est
une dendrite (lemme 1) et ses feuilles sont des arcs simples

§ 21, 6; § 12) .

Démonstration de I. Nous allons démontrer que X 4, = ¥ est
vit
un continu satisfaisant & la condition de M. Sierpinski (B§ 6 8"y

et ne contenant aucune orbe et, par cela méme, nous démontrerons
que X est une dendrite.

¥ est un continu (A § 48, A § 63). Soit £ > 0. Supposons qu'une
orbe .J fait partie de %. Soit ¢, tel que
é s
g < z(J).
D’aprés le § 21,y il existe un nombre naturel » tel que

0<e <
®)
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pour les feuilles F,,, de I'arbre 4,,, on a

'I:(F_+,) <§—;i
I(F,,,) enveloppe étroitement F, ., donc (§ 14, 2°)
6 [(Fy)] <&
O on (o T (Fu)] < €
)] JC 4.+ (I(Fo),
®) £4,C A+ UE) = [(4up).

La tige 4, de /(4,.,) est une dendrite, donc elle ne contient
aucune orbe et aucune feuille /(F,,,) ne contient pas J selon ().
(7) est donc impossible (§ 10, remarque) c. 4. d. T ne contient au-
cune orbe.

(8) donne
©) 4, = a4 UF) xEa,)

) A, est un sous-continu de I'arbre I(4,,,), donc d’aprés le § 8
vii )

I(F4) X 3 4

est un continu empiétant sur 4,. [Pour appliquer le § 8 il suffit

de remarquer que X empiéte sur la tige A4, de I(4,.,)]. Suivant
le critére mentionné A, étant une courbe de Jordan (lemme 2) se
laisse représenter comme une somme finie

C,+...+ G

de continus au diamétre << &,.

En joignant & C, (u/l,... n) tous les continus 1(F,,+,)><°‘E 4,)
i1

qui empiétent sur lui et en fermant 'ensemble ainsi obtenu nous

avons d’'aprés (9) une décomposition de ¥ 4, en n continus de dia-
vil
métre au plus égal & 3 & =¢, c. q. f. d
Démonstration de II. La tige de 4, c. a. d. Parc |a,, by| est
saturé par rapport & lui méme aux points a, et b,. Toute feuille

F, de A, est en T par rapport i |ag, by| (§ 21 @), sa jonction



88

n'empiéte donc pas sur a, + b, En raison de
J(Fy) =j(Fy)) & 14, )

les jonetions du feuillage (I(F))) n’empiétent pas sur a,— b,
|dg o] est donc (selon le § 13) saturé par rapport & l'arbre

lao, bo| + (L(F})) = 1(4,),

done il est saturé a fortiori par rapport & ) 4,, car (8)
v

'ao, bo'CE‘Av C 1(4y).

La démonstration de III. découle d’une fagon analogue des
§§ 18 et 13.

Démonstration de IV. Pour prouver que b, est un point
principal de :S(a,, b,), il suffit de prouver selon E § 1 que

b, €:8 (ay, by)

T(:S(ay, by))
3

et que |ay,b,| est saturé au point b, par papport & EAV (= D).
vt

(10) T (ay, by) =

Or la premitre relation est évidente, la derniére relation
a lieu en raison de IIIL

Reste & démontrer (10).

On a pour »>1 (le-cas de »=1 se traite d'une fagon
analogue) selon (8):

(11) DC Ay + T(|ay, b)) = I(4y).
Drautre part (§ 14, 29, 3° 49
(12) a, =j (I(avy bv))

7(1(|ay, by])) =< 2 7(]a,, b,]).
Pour démontrer (10) il suffit de faire voir que
(13) :S(QV,bv)C :{(la,.b,])

et pour cela suivant la définition de :S(ay,b,), il suffit de prouver
que pour tout continu K, tel que

(14) K €:5(ay, by),
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(15) b, e K,
(16) KXa,=0,
on a
(17) KC :1(|ay,by])
Ee (11) et (14) on a
KC1(4,)

et d’apreés (15), (12) et (16) K empiéte sur la feuille I(a,,b,) sans
empiéter sur sa jonction, done, selon le § 9, (17) est vrai. (13) est
donc démontré.

Remarquons pour un but ultérieur que selon (12) on a
(18) .j(l(a~¢7bv))=./[:S(av9bv)]'

§ 23, Des résultats du théorétme précédent et des relations
(13) et (18) on conclut facilement que

((avv bv))a (anbl)),- ..

est une suite £ et qu'on a

D =% (lay, b,]) =2 4,.
v Vi1
(Notations du § précédent).

K.

Construction d’une dendrite plane développable en une
suite Q2 speciale.

§ 1. Si |a,b] est un segment quelconque du plan et / un
ensemble plan, tel que

@) tout point de :a,b: est un point intérieur de /, alors
A) il existe une classe

Cl(1, |a, b, n)
(lal-, b\l)

19 formant un feuillage simple possant sur |a, bj,
2% dont les points de jonction constituent une classe (a,)
effectivement énumeérable, dense sur |a, b| et située sur :a,b:,

de segments rectilignes
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39 tout point de jonction est commun & une infinité (effecti-
vement énumérable) de feuilles,

4% chaque feuille a le diameétre inférieur & —11:,

5°) chaque feuille est intérieure a4 I par rapport au plan

D¢ m. Supposons que |a, b| est situé sur 'axe Oz d'un systémeé
de coordonées rectangulaires et supposons que a est & gauche de b.
Cela peut se faire par un changement des coordonnées (ch. e).

Choisissons sur :a,b: une classe effectivement énumérable et
dense sur |a,b| (ch. e. A § 43).

Soit une fonction f(e,), telle que

2 7
Eif(aV) =3

Sf(@y,) >0 (ch. e)
et considérons deux classes de demidroites
(R,) et (B,)
dont les équations sont

z=ua, | ¢cos[—7n -2 f(a)]

ay<ay

y=o¢sin[—n+ Zf(a,)]

ay <ay

'o_>_0

z=a, -+ ¢cos[—7z + Z f(ay)]

@ Zay ,
. Ru
Yy = os8m [—H + Zf(av)]

ayﬁa“

oe=0.

Il est facile de prouver que l'angle X (R, R,) situé au
dessus de I'axe Oz n'empiéte sur aucun 3 (R, R),) (# = m)

Du point @, tragons une infinité de demi-droites effectivement
énumérable (ch. e) et comprises entre R,, k|, dans langle C

(R, By) et sur chacun de ce rayons découpons un segment |a,, f, |
. . 1 . . .
de longeur inférieure a - et dont tout point est intérieur

a 1 (ch. e).

ity
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C'est possible, car tout @, est intérieur & I.
11 est clair qu'en posant

a (I’|a$b|7”)=(|ap7ﬂp|)’
on obtient une classe satisfaisant aux coditions 19 — B9,
§ 2. Soit A4, un arbre simple sur le plan dont toutes les

feuilles sont rectilignes et soit I(d4;) un arbre enveloppant étroi-
tement 'arbre A,.

Nous disons que la relation
(4,, I(4,)) - (Ag, I(4,))
a lieu, si
1°) L’arbre 4, s'obtient de l'arbre 4, en construisant sur
toute feuille |a,, 6,] de 4, le feuillage

Cl (Jay, by ), L(Jay,by D, 1/n).
20) Toutes les feuilles de A, sont rectilignes.
3% L’arbre 4, est un arbre simple intermédiaire entre les
arbres 4, et I(A4,) (conf. J § 19).
4°) Le maximum de diamétre des feuilles de A; est < 1/nm.

5% On a :
1(4)C L(4y).
Les conditions 19— 5 ne sont pas indépendantes. Nous les
avons juxtaposées pour la commodité.
§ 3. 8i 4, est un arbre simple aux feuilles rectilignes et /(4,)

P'arbre qui 'enveloppe étroitement, alors il existe A4, et /(4,) (ch. e.)
tels que

(41, 1(Ay) 7 (Aq, I(4y)).
D ém. a). Pour chaque feuille |a,, b,] de A4, il existe
1
a1l br), Lian, b))

En effet tout point de :ay,b,: est intérieur & /(|ay, b,|) par
rapport au plan (car cest assuré par J § 14, 1°), donc en raison
du § 1 CI( ) existe.

Op: a suivant la définition de Cl (§ 1, 2°—59)

b) Toute jonection du feuillage Cl(|a,b,|, /(a;,4,) 1/n) est
contenue dans

10y, 040

¢) Chaque ,feuille“ :a,,b,: est intérieure & /(a,,b,). b) et c)

entrainent selon § 19 que
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d) La réunion (|a,, b,]) de toutes les C(|ay, b,|, 7(]ay, by]), 1/7)
est un feuillage intermédiaire entre les feuillages (|a,, b,]) et 7(]ay, b,])
et par conséquent I'arbre 4 est intermédiaire entre les arbre A4, et /(4,)

e) D’aprés la définition de CI(|ay, b,], /(]a;, b:]). 1/n) toute
feuille |a,, b,| a le diamétre inférieur & 1/n.

f) D'aprés ¢ et J § 14 il existe un feuillage enveloppant le
feuillage C!{ ) dont toutes les feuilles sont contenues dans /(ay,b,).
En réunissant ces feuillages, on obtient un feuillage (/(|a,, bg])) et
il est qu'en posant

1(dy) = A, + ({(]az, bs]))

nous obtenons un arbre ‘enveloppant A4, et pour lequel

1{(4,) C 4 (4y).

La proposition est donc démontrée.

8§ 4. Voici le théoréme auquel nous avons ramené la demons-
tration du fait que toute dendrite constitue une variété & deux
dimensions.

Il existe sur le plan une dendrite développable en une suite
Q2 spéciale (ch. e.).

Dém. Considérons sur le plan un segment |y, b,| situé
3 lintérieur d’un carré 7/ et considérons l'arbre A4, au feuillage
Cl(Jag, bo|, 7, 1) (ch. e. § 1).

Désignons par /(4,) un arbre enveloppunt étroitement l'arbre
A, (ch. e. T § 14). A partir de A4, et /(A4,) nous pouvons con-
struire par litération

(4, 1(44)) 7 (4y 41y £(Ay11)
une paire de suites
Ay, A,,...
1(4,), I(4,)....
(ch. e. § 3).

Cest une paire réguliére de suites d’arbres (J § 21). En
effet 4, est suivant sa définition un arbre simple dont la tige
|ae, 0] est un arc simple et toutes les feuilles de 4, sont en T par
rapport & |ag, bo| (§ 1, 1° 2°. La propriété a de la définition J § 21
est donc vérifiée. Il en est de méme des propriétés B, y, 6 de J § 21
qui sont assurées par les propriétes 3% 4° 5° de l'opération v (§ 2).

La somme 3 A, = D* constitue donc une dendrite (J § 38).
v/
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Suivant la définition de P'opération , et d’aprés J § 23 la suite
((agy b)), (@1, By)), -

est une suite spéciale (conf. H § 17) et

D* = |a,, by -{—i(]av, by|)

c. i d. la dendrite plane D* est développable en une suite Q spé-
ciale ¢. q. f. d.

Représentation réduite de la dendrite.

§ 1. Nous ne nous occuperons dans ce chapitre que des fone-
tions continues subordonnant & tout nombre d’'un segment un point
d’'une dendrite D située i l'espace i n dimension et ne se rédui-
sant pas 4 un seul point.

Nous désignerons par miniscules grecques — nombres réels,
par majuscules grecques — ensembles de nombres, par minuscules
latines points de /). par majuscules latines - ensembles de points
de D, par ¢(£) l'ensemble de valeurs de la fonetion g correspon-
dant aux nombres de Pensemble par Q. par |p,, p,| — l'arc simple
faisant partie de 1) et ayantp, et p, comme extrémités par |z,, 73| —
segment aux extrémités ¢, et 7,. ¢. a. d. la classe de tous les 7
pour lesquels 7, <7 <1,

Nous appelons intervalle 'ensemble de points intérieurs d'un
segment quelconyue.

La dendrite I sera supposée la méme au cours de ce chapitre.

§ 2. M. Denjoy a ¢noncé le théoréme suivant:

Il existe une fonction continue /(7) définie sur un segment
|, 8], représentant la dendrite D), cofinale sur ce segment (c. a. d.
telle que f (@) =/ (B) et offrant une représentati-n réduite
de cette dendrite c. a. d. satisfaisant aux condilions:

1°) 11 n’existe pas quatre points

T < Ty < Ty T,
S () =S (73) F= 1 (75) =1 (%)

Nous exprimerons cela en disant que ces quatre points
ne salternent pas relativement a f(7).
29 La fonction f(7) n’est constante sur aucun sous-intervalle

de |a, 8].

tels que
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Si l'on supprime la dernitre condition on obtiendra la défi-
nition de la représentation sémiréduite.

Le but de ce chapitre sera de démontrer ce théoréme, d’en
tirer quelques conséquences et d'indiquer commeut, & partir de
cette représentation, on peut effectuer Vapplication homéomorphe
de D sur le plan?).

1. Propriétés des fonctions représentant une dendrite.

§ 1. Si g(z) définie sur |a, 3| représente D et que
1% 9IC |, Bl

alors tout arc simple joignant deux points de g(]y,d|) y est con-
tenu tout entier; g¢(|y, d]) est aussi une dendrite.

§ 2. Si g(z) représente D) sur |e, 8], est cofinale sur |a, ] et
et admet a comme extrémité (c. a. d. g(a)= g(B) = a), si|a, (|
est un sous-arc simple de D, A la classe de tous les z pour
lesquels

9(v) & lo,cl

alors A est fermé et g est cofinale sur chacun de ses intervalles
contigus (fonction cofinale sur lintervalle = cofinale sur le segment
aux mémes extrémités).

Dém. Soit |d,, d;] un segment contigu de A. D’aprés le §

précédent ;
19 (1), 9 (3)IC g(|6s, 8-
D’autre part

la.e| X g(]dy, 6el)

contient au plus deux points: g(d,) et g(dy). Comme en outre

19 (6y), g(é,)lC'a, |

donc d’arc simple |g(d,), g(d;)] contient au plus deux points c. A. d.
g(0y) =g(0y) c. 4. f. d.

§ 3. Si A, et 4, sont deux intervalles contigus de A (cf. § 2)
et que g¢g(7) admet sur A, une autre extrémité que sur A4,, alors

9(3) X g(@;) = 0.

') Les raisonnements qui suivent sont, dans leurs principes, dus &
M. Denjoy.



Dém. Soit
A= laxe ﬂx'w A: = |a2, .Bal
a, = g(@) = g(B,) F 9(@) = g(Bs) = a,
Supposons par l'impossible que

9(@&) X g(&)F0

Soit p* un point, tel que

p*eg(d;) X 9(&,).
Evidemment
a, F p* F a,.
On a (cf. § 1) _
lay, p*|C 9(4))
las, p*|C 9(4y)

d'ott en multipliant ces relations par |a,c| et en rappelant que
4, et A, sont des intervalles contigus de l'ensemble de points re-
présentatif z de |a, c|] on obtient:

la, ¢] X |ay, p*| = ay,
la, e] X |ay, p*| = ay.

Jay, a; | C |a7 el
a, 7 a,.

(car a, et a, sont sur |a,c|).

Des quatre derniéres relations il résulte [si l'on remarque
que p* X |a,c] = 0] que |a, c] 4 |a, p*| + | as, p*| contient une orbe
de Jordan, ce qui est impossible.

§ 4. Toute dendrite est représentable par une fonetion cofinale.

En effet, si g(7) représente D sur e, 8], (¢ <<p) il suffit
de compléter la définition de y pour lintervaile |8, 8+ (8 — a)|
par la formule

D’autre part

g(r)=92g—n1).

§ . Nous dirons qu'une fonection g(z) est régulierement cofi-
nale sur un segment (ou intervalle) |a, g8, si elle y est cofinale
et qu'elle ne prend pour aucun z entre a et B la valeur g(a).
Nous avons le théoreéme:

L'extrémité d'une fonetion régulidrement cofinale sur |a, 8|
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et représentant une dendrite D ne découpe pas cette dendrite, c.a.d
toute couple de points de D se laisse joindre par un sous-arc
simple de D et ne passant pas par e.

§ 6. Si ¢ cofinale et définie sur |a. 8] (¢ << B) prend une
valeur p* pour un seul v de |e, 8], soit %, alors p* ne découpe pas
la dendrite ¢(]|e, 8]).

Dém. On a a <7* << Complétons la définition de g pour
les v de lintervalle 8, 3 4 v¥— a par la formule

gO)=g9(r—B+a BIr=p+47*—a)
g(%) est continue, réguliérement cofinale, a p* comme extrémité et
représente 1) — tout cela sur le segment |o*, § -+ 7% — |. Nous som-
mes ainsi ramenés au cas du § précédent.
Rappelons que point ne découpant pas D et point de satura-
tion de D — c'est la méme chose.

I1. Alternance.

§ 1. Déf. Un ensemble Q s'alternc relativement & une fone-
tion g(z) veut dire qu’il contient 4 nombres qui s'alternent rela-
tivement & g.

§ 2. Si g est définic dans |e, 8] et que II est un ensemble
fermé aux extrémités a et 8, si en plus 4, 4,... sont les intervalles
contigus de II tels que

94,) X g(la. 8] — 4,)=0,
alors du moment que /I ne s'alterne par relativement & g, tout
ensemble de 4 points qui salterment relativement & g est situé sur
un seul 4,.

§ 3. On dit que g(z) fait une représentation progres-
sive d'un arc |a,c| sur un ensemble fermé II, progressive dans
le sens a— ¢, si

19 y(IT) = |a, c|

2% lorsque croit sur II, alors g(¢v) ne recule jamais dans- le
seus ¢ - a. '

§ 4. On dit que g¢(z) fait une représentation aller et
retour de |a,c] sur II, ¢'il existe 11, et I, fermés telsque

) II, X II, =1 point =1y

@) aucun point de II, ne pas a droite d'aucun point de I7,

V) 9y =c



9

8) g fait une représentation progressive dans le sens a - ¢ de
|a,¢| sur II, et une représentation progressive dans le sens inverse
de |a,c| sur II,.

§ D. Si g fait une représentation aller et retour de |a, c| sur
un ensemble fermé I1, alors IT ne s'alterne pas relativement & I7.

IIL. Fonctions g(z) et /(7).

§ 1. Soit g(7) une fonction cofinale sur |a, 8| et représentant
la dendrite D). Nous supposons cette fonction g(z) toujours la méme
dans la suite. Nous désignons par a l'extrémité de g sur |a, 8|

gle)=g9(B)=a

et nous définissons le point ¢ comme il suit:.
La fonction
Q[Q(a)a .9(7)]

ou o désigne la distance de g(a) & g(7) est une fonction continue
de z. Elle atteint donc son maximum pour de certains . Soit ¢’ le
plus petit d’eux (il existe évidemment). Nous posons

) c=g(7).
Evidemment

o(a,c)= —12— diamétre de g(|a, 8]).

Nous désignerons par A la classe de tous les ¢ pour lesquels

g(v) e Iaa "’I

et nous désignerons par A4, 4,,... les intervalles contigus de A.
§ 2. g(7) est cofinale sur tout A, et, si 'extrémité de g sur
A, est différente de son extrémité sur 4,. (u 3= »), alors

9(4,) X g(&,)=0
(Cf. § 2, 1 et § 3 1)
§ 3. Définissons la fonetion /i (z) par les conditions:

h(z) = g(z) sur A
et sur tout segment contigu 4, = |a,, g, |

h(r) = g(a,) = g(By)
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§ 4 h(le, B]) =la, c|-
§ b. h(¢') = h(z")
signifie qu'au moins un de cas se présente
19 ved " e, g(v)=gl7')=hi(t') = h(Z),
20) 7' est conlenu dans un segment contigu 4, sur lequel la

fonction g a g(7”) comme extrémité, 7"/ est contenu dans A,
3% la condition précédente ou lon a fait changer de place

7 et 77,

4% ni 7' ni 7 n'appartiennent & A. v’ apartient & un intervalle
contigu 4, aux extrémités @, g, et 7/ & 4, aux extrémités a,. B, et
h(7)=h(")=g(ay) =9 B.) =g (a,) =g (By)-

§ 6. p étant un poiut de |a,c| les classes de nombres
E. (h(7) e]a,p:),
E. (h(r)=p),
E- (h(7) |a, p]),

[e. & d. les classes de tous les 7 satisfaisant aux conditions mar-
quées entre parenthéses] sont mesurables.

|la,p: désigne |a, p| — p.
En effet les deux classes derniéres sont fermées, la premiére

est la différence de la seconde et de la derniére.
§ 7. L'ensemble de points p de |a,c| pour lesquels
mesure K. (h(z)=p)=F0
est dénombrable ou finie, car les classes en question correspondant
4 deux p différents sont disjointes.
On peut ordonner ces points suivant les valeurs décroissantes
de leur mesure, en cas d’ambiguite nous affectons d’indice inférieur

celui dont l'ensemble représentalif k. a lextrémité droite plus
& droite que les autres.

Nous désignons les points ainsi numérotés par
P1; Pey---
§ 8. mes E.(h(z)e]a’, | >0
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ot [a’,c’[ est un sous- arc de |a,c| qui ne se reduit pas & un
seul point.

Cela résulte de la continuité de la fonction k(7).

§ 9 Si
1) g@@)=g("),
alors
(2) ’ h(v') = h(s").

Dém, Il suffit de discuter les cas

) el ved

B TeA v ed,

y) ved,, v ed,.

Dans le premier cas (2) a lieu suivant la définition de h.

Le cas § ne peut pas se présenter, car g(4 ) X g(4)=0 et
par suite (1) est impossible.
En posant dans le troisiéme cas

E&l = ey, Bul; 4, = lay, Byl

nous avons selon le § 3. I:

g(au) = g(ﬁp) = g(av) == g(ﬂv)
donc suivant la définition de % et selon y (2) est vérifié.
§ 10. Soit p un point de l'are |a, c|.
Nous désignerons par

w(p) et @(p)

respectivement la plus petite et la plus grande valeur de = pour
laquelle
h(z) = p,

h étant continue, w et w existent. On a

(e (p)i=h(o(p)) =p,

§ 11. w(p) et w(p) tont partie de A.

Démontrons p. ex. que c'est le cas de w(p). La fonction h est
constante sur tout segment 1., contigu de A, donc le minimum de
7 satisfaisant & la relation

h(z)=p

ne peut pas étre atteint dans X4, il I'est done sur A.
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§ 12. w(p) et w(p) donnent les extrema des 7 pour lesquels

g =p (p el ).
En effet w(p) faisant partie de A on a

9(w(p)) = h(w(p));
1< ©(p)
h(z) k(@ (p) =p,

9(®) = k(@ (p))-

Le cas de @ se traite pareillement.

d’autre commme pour

done (§ 9)

IV. La fonction ¢ (7).
§ 1. Nous posons:

@ (v*) = mesure £ (h(7) € |a, h (z%):)
~+ mes ([E: (h(z) = h(%))] X |a,*]]) + @

De cette définition résultent immédiatement des propriétés
différentes:

§ 2. ¢ (a) =gp(w|h(a)]) =p(w(a) =a
p[@()] =8
§ 3. e<gp(n=<4p

pour tous les = pour lesquels ¢ (7) existe.
§ 4 @ (w(p)) =mes E; (h(v) &|a, p:) + @,
¢ (o(p)=mes E; (h(v)e|ap|)+ @
pour tout p de |a,c|.
§ 5. ¢(w(p)— ¢(w(p)=mes k (h(z) =p)=0.
§ 6. Nous désignons par O(p) le segment '(p(g(p)),(p(;(p))b
§ 7. Trois faits suivants sont équivalents
a) existe  tel que
h(z) = p,

p(r)=v.
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B) ¢(w(p) = v < p(a(p).

7) ¥ e O(p)
§ 8. Rappelons que lon a désigné par
P1s Pes- - -
la. suite de tous les points p pour lesquels
mes E: (h(z)=p) 0. (pelayc])
On a done pour p satisfaisant &
pelacl,
la relation P ‘=l=p v
p(w(p)=9¢(«(p) (cf. § B).

§ 9. Soit A, un contigu de A; Péquation ¢ = ¢ (z) (z&d,)
détermine une translation de 4, & la position finale p(d,), car
k() est constante sur A, (cf. les définitions de & et o).

§ 10. Si h(7)=1p,
h(v') =p",
p<p” (c. . d. p' et p”

sans coincider se succédent sur |a,c| dans le méme ordre que
a et ¢), alors

(@) < @@’).
p(r) =@ (@),
h(®) =h(#).
?(¥) =),
h(¥) < h (7).

Corrol. 1. Si
alors
Corrol. 2 Si
alors
Corrol. 3. Si
P <p’
9 (20 ® (@ E)] =B ()

est situé & gauche-du segment B(p”) et ces segments sont disjonts.
§ 11. lim @ (w(p) =@ (o (p*).
p-p*
p<p*

alors le segment
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Dém. On a pour toute suite de points

by lyy by ..
telle que I, e]a, c|, I, <1I,y,, liml, = p*, les relations

(p(-(;(l\,)) —a=mes K (h(r)e|a,l,]), E-(h(z)e|la, l,|C E (h(v)e]a,ly4]),

done suivant un théoréme sur la suite des ensembles mesurales
dont chacun est cotenu dans le suivant

lim ¢ (@(ly)) — @ = mes 3 E; [h(3) € |a, Iy ]
it
c a d _
lim ¢ (w(l,)) — a = mes E_ (h(z) € |a, p*:)
d’ou selon le § 4

lim ¢ (@ () = (@ ("), c. q f d
§ 12. Si p* <p,
llm p —3 p‘,

alors — —
lim ¢ (@ (p)) = @ (@ (p*)),

c. & d. la fonction ¢@(w(p)) est continue ,i droite* de tout point
de |a,c|.

Dém. Soit
p*<lya <y w/1,...)
lim /, = p*.
On a ‘
p(w(ly) —a=mes E (h(7)¢|a,l,|) = mes E,.
Comme

E, .CE, = E_.,, done

lim mes E, == mes ﬁEv = mes E. (h(7) e|a, p*|)

Vi1
donc (§ 4) _ _
lim @ (w(ly)) = ¢ (@ (p*)) c. q f d
§ 13. Si ae=y=<3§,

alors il existe un seul point p de |a,c|, tel que
1) ye8(p)
Dém. Deux segments 6 (p) étant disjoints (§ 10, corr. 3), il
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existe au plus un scgment salisfaisant & (1). Il reste 2 démontrer
qu’il en existe au moins un. Si

e=yv <0
alors (§ 2) @
¥ & O(a).
Supposons que
) P@@) <y =p=0p @)
Soit p* la ,limite supérieure“ sur |a,c| des points p pour
lesquels
p(o(p) <.

En rappelant que @(w(p)) est une fontion croissante de p
qui avance sur |a,c| dans le sens a—~c (cf. § 9 corr. 3) on obtient
selon le § 11

() PP )=v.

Je dis que
© Y=g (w(p*).

En effet dans le cas contraire on aurait
() plo(@*) <

done selon (2) p* <ec.
La fonetion @ (w (p)) étant continue & droite en tout point de |a, c|
(§ 12), I'inégalité (D) serait vérifié pour de certains points de I'arc
:p¥, ¢| contrairement & la définition de p*. (4) est donc wrai. (3)
et (4) entrainent (1).
§ 14. On a _
le; 8l = (& (p)

ou () signifie la somme de tous les @(p) que l'on obtient si p
parcourt |a, c|.

On le voit en rapprochant les §§ 3 et 13. De la:

§ 15. ‘p(laaﬁl):la’ﬁ"

§ 16. Soit pe|a,c¢|]. La fonction ¢(z) est non décroissante
sur 'ensemble E. (h(r) = p). Elle est croissante et continue sur
tous segment A, contigu de A. Cela resulte de la dé¢finition de @ (7).

§ 17. Si un segment A, contigu de /1 empidte sur £ (h(7) =p),
alors 4, est contenu dans cet ensemble. En effet A(7) est constante

sur 4,.
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§ 18. 9(E4,) X 9(4) =0.
Dém. [l suffit de démontrer que pour tout 4, on a
?(4,) X p(4)=0

et pour cela il est suffisant de prouver que 7’ & A entraine

(1) 9(@) X 9d,) =0
On a
h(4,)=ryp",
h(7) = p,
donc d’apreés le § 7 _
9 (4,)C 6(p"),
9 ()& B(p).

Si - p’=Ep”, alors en multipliant les relations précédentes
I'une par lautre on obtient (1) selon le § 10 cor. 3. Dans le cas
p’ =p” (1) est vrai aussi, car ¢ (z) est une fonction non déerois-
sante sur K. (h(t) = p) et croissante sur 4, (cf. § 16).

Corrol. ¢@(A) est complémentaire de ¢(X4,) relativement
d |a,B] (cf. § 16).

§ 19. Si u=», on a

p4,) X edy)=0.

On le prouve d’une fagon analogue & celle du § précédent.
§ 20. Il existe un seul 7’ satisfaisant aux relations

rep(4
(1) Pep( v,)
y=9()
ol 7' est considéré comme inconnu. De plus pour ce 7’ on a
@ v ed,.

Dém. Nous allons démontrer que toute solution de (1) sa-
sisfait & (2).

En effet 7 ¢4,, ot u ==, est exclu d’aprés le § 19 et 7' ¢ A
est exclu selon le § 18, donc (2) a lieu pour tous les ¢’ satisfai-
sant & (1).

Il existe au plus un 7' qui satisfait 4 (1), car s'il existait un
autre soit t’/, on aurait 7"/ &4, et, comme ¢(7) est croissante sur
4, (§ 16), on aurait @ (") == @ (') = @, 7"’ ne satisfairait donec pas a (1).

Il existe, enfin, au moins un 7/ de cette sorte suivant I'égalité

la, Bl= @ (la 8D (§ 19).
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§ 21, si vegd)
Y= @ (z),
ze A

Cela découle du § précédent.

§ 22. w =¢@(z) établit une homéomorphie entre X A4, et
P (Z4,).

Dém. La correspoudance en question est biunivoque (§ 20).
Elle est bicontinue (§ 16).

§ 23. 1° @(A) est fermé

29) La totalité des intervalles contigus de ¢(A) et -for-
mée par tous les ¢ (4,).

Dém. (X A,) est un ensemble ouvert comme étant homsé-
omorphe de X A4,: ¢(A) est donec fermé comme complémentaire
de @(Z A,) par rapport b |a, 8] (§ 18 corr.) '

29 Selon le § 1o @(4,) X p(4)=0.

D’autre part comme les extrémités a, et 3, de A, font partie
de A et que ¢(7) effectuc une translation sur 4, (§ ), done ¢(ay)
et @(B,) font partie de @ (A) et sont extrémités de ¢(4,). Tout
@ (4,) est donc un intervalle contigu de @(A). Il 0’ y a pas d’au-
tres intervalles contigus, car @ (A) est complémentaire de (X 4,)
relativement a |e, 8] (§ 1%, corr.).

§ 24 La classe

alors

T=|apg|—X0,,

od @, désigne lintervalle aux extrémités ¢ (w(p,)), @ (@ (p,)), cons-
titue un ensemble fermé contenant a et 3, admettant les intervalles 8,
comme intervalles contigus et n’ayant pas d’autres intervalles contigus.

On a _
(1) II = (¢/@(p) + (p(@(p)),

ot () désigne la classe de tous les g iw(p) et @(w(p)) que Lun
obtient, quand p parcourt l'arc |a, ¢|.

Dém. IT est fermé comme complémentaire de l'ensemble
ouvert X 0,. ,

Los ®, étant deux & deux disjoints, forment bien les inter-
valles contigus de II.

Enfin l'égalité (1) est vraie, car. selon le § 14, on a

la, 8] = (6(p)
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et que d’autre part tous les B8 (p) & l'exception des B(p,) se ré-
duisent & un seul point (Cf. § 8). _

a et B font partie de II d'aprés (1), car ¢(w(a))= @,
pw)=F (§ 2).

§ 25. II=la | —260,C ¢(4A).

En effet, les w(p) et w(p) font partie de A (III, § 11), done
les @(w(p)) et @(w(p)) font partie de g (A) et, d’aprés la formule
(1) du § précédent, il en est de meéeme de IT.

V. Fonetion k(y).

§ 1. Nous définissons la fonction

p=k(y)

par la condition: p est subordonné & y veut dire qu’il existe un 7, tel que
p=h()
Y =o(7)

§ 2. La fonction k(y) ainsi définie est uniforme, définie sur
le segment |e, 8| et 1 seulement, elle fait une représentation con-
tinue et progressive de l'arc |a, | de fagon que

k(@)= a, k(8) =c.

Dém. a) k(y) est une fonction uniforme. En effet, dans le
cas contraire il existerait 7, et 7, tels que

P =h (%) F h(z) =p,,
Y= @(1)=p(n),
ce qui est impossible selon IV, § 10, corr. 1.
B) k() est défini sur |e, 3| et la seulement et représente
l'are |a, ¢|.
Pour le voir, il suffit de rappeler que ¢(|a.g])=|«, 8|
(IV § 1u) et d'observer que h(z) représente l'arc |a,c| sur |a,pB|
(II1, § 4).
y) le v fait une représentation progressive de |a,c| sur |e, 8]
(Cf. 11 § 3) et on a k(a)=a, k(B)=rc.
Les derniéres égalités sont vraies, car

a=g(a). =@ (@(0),

a=h(a ¢=h(w(c)).
(Cf. IV § 2, § III § 10).
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) k() est une fonction continue sur |a, 8]
Dém. Soit

M p* =k(yp*)
et soit € > 0.
Nous allons, d’abord, traiter le cas:
a<p*<ec
Selon (1) il existe un z* tel que
p*=h(%),
Y=g (%)
Considérons un sous-arc simple |p’, p”| de |a, ¢|, tel que
P <p*<p"
diametre de |p’, p”| < e.
1l existe 7’ et 7, tels que
P =h(@)
p’=h(¢").

@

Posons
Y =p(7)
tpl’ _— ¢ (TI’)-
De (2) on a selon le § 10, IV
P(r) < () < @(v")
Posons J égal & la plus petite des différences
P — ¢ (@), p(r*) — @ (7).
Nous allons démontrer que
@) v —y*|=9
entraine
4 distance (k (v), k(y") <e.
D’aprés (3) et la définition de o
pv) =y =)
1l existe un z pour lequel
(6) y=90)

et on a
(7)) =9(r) =9
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d’ot selon IV, § 10, corr. 2

h(¥) < k(1) < h(¢"),
e a d
P=h(r)<p”

h(7) est donc situé sur l'are |p’, p”’| donc selon (2)
distance (k(7),p*) e
est comme, d’aprés (5),
h(®) = k()
dist (k (), k (p*)) < e.
(3) entraine done (4) c. q. f. d.
§ 3. Pour o situé sur O( p*) (c. . d. sur |@(w(p*)), (@ (p*))|) on a
k (y) = p* = const. -

par conséquent

Dém. Comme
P (0 (p*) =y = @ (w(p*),
done, selon IV, § 7 il existe un 7, tel que

h(z) = p¥,
p@=v
ot de 1a (§ 1)
k (y) = p*, c. q. f d.

§ 4 Si pFp’, pela,c|, p’ela,c|, alors
k(@ (p) X k(O(p")=0.
En particulier pour u 4= »
k(B,) X k(B,)=0 (Cf IV, § 24).
C’est une conséquence du § précéd.

§ 5. k(8(p) X k(|a, 8] — 8(p) =0.
Dém. Supposons que ce n'est pas vrai. Il existe donc %o’
et y’’, tels que

(1) Y’ & B(p),
(2) wn € |a, ﬂl - mp),
€) k(W)= k().

Or " comme élément de |, §] est contenu dans un seul 8(p”).
(Cf. IV, § 13)

(€Y Y eO(p").



109

D’aprés (2) O(p”) nlest pas identique avec &(p) donc p == p”
et par conséquent (IV, § 10, corr. 3)
®) k(B(p) X k(B (p) =0

D’autre part d’apres (1), (3), (4)

k() =k(y") Ck(®(p) X k(6(p")

contrairement & (5).

§ 6. La fonction k est cofinale sur tout @, et fait une re-
présentation continue et progressive de l’arc |a, ¢|sur ’ensemble fermé

II=|a, | — 206, c. a d

O k(IT) = |a,c}.
On a
aell,Bell k(a)=a,k(B)="c.

Dém. En tenant compte des résultats de IV, § 24 et du § 2
de ce chapitre on voit qu’il suffit de démontrer (1).
On a (IV § 24)

1 = (p(@(p)) + (@ (@(p)))

ol () sont les classes de ¢ que 'on obtient, si p parcourt I'arc |a,c |
On a done

k(T) = (kg (w(P)]) + (k (p (@ (p)])
et selon le § 3
k(II) = (p) + (p) = (p) = |a,¢|. e q f d

VI. Fonction I(y).
§ 1. Nous définissons la fonetion
p=1(y)
par la condition: p est subordonné a y veut dire qu'il existe un 7,

tel que
p=9(1v),

P = ¢(2).
(Cf I § 1, IV § 1).

§ 2. I(y) est une fonction uniforme.
D ém. Supposons, par I'im possible, qu’il existe 7’ et 7"/ tels que

1) v,
P =9@)Fg([@)=py,
(2 Y =9@)=¢@{").
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Trois cas sont possibles (Cf. IV § 18 corr.).
19) ¢/ et 7'’ appartiennent & A
29 ¢ et 7"/ appartiennent & J4,
3% un d'eux p. ex. v’ appartient & A l'antre & I A4,.
Dans le cas 1°) on a
g(v)=h(%),
g(@)y=n(")

Py =h()Fh{@)=p,
d’ou selon (2) p, = k(¥",), p, = k(v'y), ce qui est impossible, car
k() est une fonction uniforme (V, § 2).
Dans les cas 29 et 39 l'inégalit¢ (1) donne selon IV § 18

et IV § 23
, 9 (@) ¢ (")
contrairement a (2).

§ 3. La fonction I(yp) est définie sur |a, 8| et la seulement
et elle représente la dendrite D, c. a. d. I(]e, g8|) = D.

Pour le voir. il suffit, en tenant compte de la définition de
I(y), de remarquer que selon IV, § 15

¢ (e 8]) =|e 8l

§ 4. L'ensemble de points représentatifs ¢ de |a,c| c. & d.
tels que

done

l(yp)e|a,c|
est identique & ¢ (A) et k(p(A)) =|a,c]. Sur @p(A)
on a:
k(y)==1(y).
Dém. La premiére partie du théoréme est vraie, car
A=E. [g(z)¢|a,c]], la seconde découle du fait que sur A on a

9(v)=h(2).
Corrol. 1.
L) Xla, el =1@) X ko)) = k(¥ X ¢(4))
Corrol 2.

k(II) = (la,c]), (V § 6), HC @ (A)(IV, § 25), done (1) = |a,¢|.

§ 5. I(y) fait une représentation progressive de |a, o sur ¢ (A4).
On a

l(@)=a,l(B)="c.
Dém. En effet sur ¢(A) k et ! sont identiques (§ précéd.)
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et k fait une représentation progressive de |a,c| sur ¢ (A4) (V § 2;
VI, § 4).

§ 6 I(y) est une fonction continue.

Dém. I(y) est continue sur ¢(A) comme identique sur cet
ensemble & & (v).

Elle est continue sur tout segment ¢(d4), c. . d. sur tout
segment contigu de ¢ (A) (Df. IV, § 16, corr.), car k() s'obtient
de g (7) par le changement de variables y = @ (1) qui appliqué a 4,
revient & sa translation i la position nouvelle ¢ (4,). Pour conclure

de la & la continuité, il suffit de remarquer que le diametre de k((p(A_V))
tend vers 0 avec i (s1 A, sont en nombre infini). Or il en est

ainsi du diamétre de g(4,) qui est égal au précédent (translation).

De la:
§ 7. Hp(4y)=g(4y)
Lp@,)=g(@,).
§ 8.
(M Si k() = k()
alors
L(wy) =F L)
Dém. Il existe 7, et 7, tels que
Y, = ¢ (%),
2
@) Py = @ (T3),

k(y,) = h(z),

k() = h(z)
donc selon (1)

, h(5) = h(z)
d’ot suivant III, § 9
. 9(n)Fg(%)
ce qui donne avec (2)
L)) =1 (). c. q. f d:

Corrol. ¥ et W, étant deux sous-ensembles de |e, 8],
Végalité
k(@) Xk(¥)=0
1(B,) X 1(W,) = 0.
§ 9. pEp";p €la, c|;p” €|a, ¢| entraine

entraine
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1(B(p) X 1(B(p) =0
(Corrolaire précédent et V, § 4).
§ 10. Pour p eja,c] on a
k(B(p) X k(la, 6] — B(p) =0.
(Corrol du § 8 et V, § ).
§ 11. I(y) est. cotinale sur @, et & p, comme extrémite.
Dém. k() est constante sur B, et égale a p, (V, § 3). Les

extrémites de @, appartiennent i @(A) (IV, §§ 24 et 25) done
pour ces extrémites [ prend la méme valeur que k& (Cf. § 4) c. a. d. p,.
§ 12.

€Y o la, el X (B (p)) =p
el en particulier _
la, c] X 1(6y) = p..
Dém. On a selon le § 4
LB (p) X la,c] =1[B(p) X ¢ (4)] =
) =k[B(p) X 9D Ck@(p)=p.
(ef. V § 3).

D’autre part, comme ¢(w(p)) appartient & A (IV, § 24) on a
selon le § 4 ot V § 3.
Hplo(p) =k(p(w(p)=p
done _
3) | pel(®(p)
(2) et (3) entrainent (1).
§ 13. Définissons la fonction ¢*(z) comme il suit:

Sur a, @ j@l
gr@=1le+2(r— a)
et sur %_—E, 8

g*)=k@+2(@—r1).
Remarquons que, si 7 croit de a & @ ;—‘3 a + 2 (r — a) croit

de @ & 3 et, si 7 croit de »q:%:gé B, + 2 (B — 7)) décroit de 8 & a.

La fonction g*(7) est uniforme et continue sur |e, 8], car
letklesontet!(B)=kB)=c(§D §6etV, §2).
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Sur |—5 ﬁl * fait une représentation progressive de |a,c|

dans le sens ¢ -a (\cf. V § 2)

Donnons aux symboles 71 et ®, une autre signi-
fication ce qui ne causera pas de confusion. Désignons par 8,
ce que devient @, dauparavant par le changement de variables.

T=a+ 2(t— a)
—}—ﬂ

et désignons par I7 le segment

,ﬂ, augmenté de ce que de-

vient le II ancien par la transfornmhou précédente. ¢*(7) étant
ainsi définie nous pouvons éun.ncer le théoréme:

§ 14. A toute fonction ¢(z) définie et continue sur le segment
le, 8], cofinale sur ce segment |a. 3|, ayant « comme une extrémité et
représentant une dendrite D, il appartient un arc |a, ¢|, une fonction
9*(r, et un ensemble II, parfaitement déterminés jouissant des
propriétés:

19) diamétre |a, | = § diam ) = } diam g (|e, 8]). ief. TIT § 1).

20) ¢g¥(7) est continue et définie sur le méme segment |ea, 8],
représente sur ce segment la méme dendrite /), est cofinale sur
|a, 8] et admet le méme point ¢ comme extrémite. (§ 13; VI, § 3;
V,§6; VI, § b).

39 [II est un sous-ensemble fermé de |, 3|, contenant « et 8
et ayant de certains intervalles ,. ©,,... comme intervalles con-
tigus (§ 15: IV, § 24).

49 II ne s'alternc pas relativement & g*(7) (car g* (v) fait
une représentation aller et retour de |a, ¢| sur I/ (cf. § 13; VI, § 4,
corr II; VI, § b; V § 2).

50) 7*0,) X g*(|a, 8| —8,) =

9% (8, X g%(8,) =0.
8 13; VI, §§ 9 et 10).

69) g*(1) cst cofinale sur @, ct admmet un point p, comme
extrémité. (8§ 13 et 11).

1) g*(?@:))(g*(n):g*(_@,)><|a,6|=py
(cf. 4°) ce § et le § 12).

Nous désignons par P(g(7), |e.g]) Vopération don-
nant, & partir de la fonetion g(z),lare |a,¢|, 1a fonetion
g*(7) et Pensemble 71.

]
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VII. Construction d’une représentation cofinale et sémiré-
duite d’une dendrite.

§ 1. A partir d’'une fonction g(7) définie sur |a. |, cofinale
et admettant un point a comme extrémité et représentant une den-
drite D, construisons une suite de fonctions

91/7)y 9o (T)5-- -,
une suite d’ensembles

I, 1i,, .. ..
une suite double d’arcs simples
(Sy) lal, il fai, el
(S,) las, c3], |3 el

une suite double d’intervalles
(.Ql‘) 6,8, ...,
(Qy) 8, 63...,

de la fagon suivante:

g:(7), IT, |a}, cl| sont déduits de g par I'opération P(g (), |a, B])
(ef. VI, § 14).

La suite S, se reduit, par définition, & son premier terme.
Les intervalles @} sont les intervalles contigus de JI,; a? est
Iextrémité de g, sur O

Supposons que l'on a définie g¢,, I1,, (S,), et (Q,)
Nous posons
Gorr (v =g, (v) sur II,.

Nous désignons par
9, ITE,, |aby,, c’,f+1|
.1 .2
(954-1) 65—&»1: 8‘:+1’ v

la fonetion, I'ensemble, I'arc et la suite d’intervalles contigus de ces
ensembles obtenus par I'opération

P(g, (v), 8%).
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Nous remplagons sur tout @% la fonection g, par g%, et nous
désignons la fonction ainsi obtenue par g,.,,.

Nous posons
m,,, =1, + 3 I,

o la somme contient autant de termes que la suite Q,.

Le u- éme terme de la suite S,,, a déja été défini.

En faisant varier x dans Q¢ nous obtenons une suite double
que nous pouvous ordonner en une suite simple suivant la méthode
des diagonales et nous prenons cette suite comme la suite Q,,,.
a4, est exirémité de la fonction g, sur @ .

Il se peut que le pas de » & »-}1 peut rater faute des &%,
nous écartons ce cas, en remarquant seulemeunt que g, donne la
représentation sémiréduite cherchée; la démonstration de ce cas
particulier résulte facilement de celie du cas général].

En s’appuyant sur les propriétés de lopcération P (VI § 14)
et en tenant compte des définitions précédentes, on démontre de
proche en proche que

@) 90 (7) = Gpup (1) sur 11, (=1, 2...)
8) 9. (B%) = g,,,(8),
g.(la, 81 — O2) =g,.,(1a,8] — 8%)
(e=1, 2,..))
) ncCiI,,,.

19) diam |a%, c#| = 4 diam g, (8% = } diam Foto (8#).

20) g,(7) est définie et continue sur |, 8|, représente D, est
cofinale sur |e, 3| et admet a conme extrémité

39 II, est un sous-ensemble fermé de |a, 8|, contenant @ et 8
et ayant les intervalles contigus ©,. @, ...

4°) IT, nesalterne pas relativement a g, (z) et |a%,,, cf,‘;+1|Cg,(§£,‘);
la}:’ 'ﬁIC 9, (IL,).

59) 9, (82X g, (0, | — %) =0
69) g, est cofinale sur 8% et admet le point a4 comme extrémite.
) 9.(8%) X g,1,) = at

a, B et y résultent des définition de ce §.
19) — 79 résultent des propriétés portant les mémes nu-
méros et insérées au § 14, VL
8%
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On obtient aussi sans peine

8 a8, cb] X 1oty e chiol C 0ty
4Lv,o=1, 2,...),

En effet selon ee qui précéde

la'ﬁa “i"l X'aﬁ-}—g’ C,,+'},|C gv (Hv) >< gv+9 (b_lv-{-g)
C gv+g(”v+g)><.’/v-‘ro (_@-ﬁ+g) == aﬁ-}—o-

§ 2. En s'appuyant sur les remarques précédentes nous allons
démontrer que g,(r) tend sur |«. 3] vers une fonction f(7) continue,
cotinale et ayant a comme ‘extrémité, représentant la dendrite D
et que cette reprisentation est sémiréduite.

Dém. Comme lu dendrite /) ne peut pas renfermer une in-
finité d’ares simples disjoints aux diamétres dépassant un nombre
fixe positif, done d’aprés 89)

lim diam |a#, ¢4| = 0,

vfoc

donc selon 1°) et g
lim diam g,,,(8%) = 0 (6=0)
vfoc

et cette relation ne dépend pas de la fagon suivant laquelle ¢ et u
dépendent de ».

Soit € > 0. Il existe »,, tel que

(1) diamétre g, (B1) <&
On a sur IT,
(2) distance (gvri-o (T)ﬂ L/ (t)) =0.

Pour 7 contenu dans un contigu de II, on a
Guore (T C Guoi o (O%) = ¢, (O%)
gvﬁp (T)C gw[@zo)
donc selon (1) distance
(.qvo+p (7)’ Gve (T)) =e
En tenant compte de (2), on voit que cette égalité est valable
pour tout 7 du segment |e, 3|, elle exprime que la suite g, est
uniformément convergente et par suite la fonetion

S (z) =limg,(7)
est continue.
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Comme g, (2) =g, () =a, donc f est cofinale est admet a
comme extrémite.

J représente la dendrite D). C’est une conséquence de ce que g,
représente D et tend uniformément vers f.

' Reste & prouver que le segment |, 3| ne s'alterne pas rela-
tivement a f.

Nous allons, d’abord, démontrer que

(3) f(By) =g,(6)

®) fle.Bl - Oy=g,(]e, 8] — B).
On a selon 8

(®) Goio (B) = g, (BB).

Or () entraine (3) car % est fermé et la convergence est uni-
forme.

L’ensemble |a, 8] — @4 est égal A
3@+ 0
3 étant certaine somme el @ une partie de II,. D’aprés (3)
(& (B =g, (3 (6

et comme sur I7, g,=g,,, donc

S(P)=g,(D).
En ajoutant ces égalités on obtient (4). (3) et (4) donnent selon 5°
©) S8 X Sl B] - By) =0

Cela étant suposons qu'il existe
T < Ty < Ty < T,
Pr=/n) =/ (@) F () =f(r)=p"

Choisissons %, si grand que

diam g,,(0%) = diam f(8) < distance (p’, p).

Cest possible. Comme sur 17, on a /=g, done I, ne s’al-
terne pas relativement & /. Selon (v) et II, § 2 7,, 7, 75,7, sont
contenus dans un méme segnent contigu ¥ et c'est impossible
suivant la derniére inégalité.

& 3 A toute dendrite /) qui ne se ri¢duit pas & un seul point,
appartient une représentation réduite et cofinale.
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Nous allons indiquer la démonstration sans la développer
comlétement.

D’aprés I, § 4 il existe une représentation cofinale de ) done,
suivant le § précédent, il en existe une qui est cofinale et sémiré-
duite, définie sur un segment |a, 3| Cette représentation f(7) peut
admettre des intervalles dans lesquels elle est constante. /' étant
continue, & tout intervalle de cette sorte appartient 'intervalle le plus
grand jouissant de la méme propri¢té. Ces segments sont évidem-
ment sans points commun deux & deux, désignons les par

4, 4,,...

4, etant intervalle aux mémes extrémités que A4,. f est cofi-
nale sur tout A4,. @ =|a, 3] — 34, est un ensemble fermé admel-
tant au plus deux points isolés: ¢ et 8. La fonetion f n’est pas
constante sur aucun morceau de @ contenu entre deux points de @
n’étant pas extrémité d’un méme A, (dans le cas contraire les A4,
ne seraient pas saturés). La fonction f représente D sur .

D’aprés les propriétés précédentes de I'ensemble @, il existe
une fonction continue non décroissant

Y =9(7)
pla)=a p)=4
et admettant les intervalles A, et ceux-la seulement comme inter-

valles saturés sur lesquels elle est constante.
En éléminant = entre les relations

p=ri7)

Y= @(7)
on obtient une fonection

p=5N)

qui correspond a4 la question. Nous laissons de cdté le développe-
ment rigoureux de la démonstration qui vieunt d’étre ébauchée.

§ 4. Soit g(r) une représentation réduite et cofinale de D
définie sur un segment |7, 7/|. Sur D il existe au moins un point
p* ayant un seul point représentatif dans |7’, 3”|.

Dém. Tout d’abord nous démontrerons quelques lemmes.

Lemme 1. Si 7, {1, et que g:.7)= g(ry). il existe entre
7, et 7, deux nombres différents pour lesquels ¢ prend la méme
valeur, car dans le cas contraire g représenterait sur |z,, 74| une orbe.
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Lemme II. A tout ¢> 0 il existe, sous les hypothéses du
lemme précédent, deux nombres 7, <7, parfaitement déterminés,
contenus entre 7, et 7, tels que 0 <<z, - 7,< ¢ et tels que g(7)
est réguliérement cofinale sur |z, 7.

En effet d’aprés le lemme précédent on voit facilement qu'il
existe un entier » auquel correspond un intervalle 4 contenu entre

7, et 7, dont la longeur et au moins égale i L et au plus égale
n

4 & sur lequel la fonction g est cofinale et admet un point ¢ comme
extrémité. Cet intervalle peut étre détérminé sans ambiguité: Les
extrémités d'un intervalle contigu convenable de l'ensemble de
points représentatifs de e qui se trouvent sur A répondent a la
question. :

La démonstration du théoréme est & présent facile. Suivant
le lemme précédent il existe une suite infinie d’intervalles emboités
dont la longeur tend vers o avec Iindice croissant infiniment et sur
chacun desquels g est régulitrement cofinale. Soient ¢, <7t, les
extrémités du »-éme intervalle et soit 7% le point commun & tous
ces intervalles. Ou a

r, <<t

e e e s
lim?, =limz, =7

7* est bien l'unique point représentatif de g¢(z*), car, selon les
relations précédentes et la remarque que g(1*) = 9(7,) = g(z,),
la représentation ¢ ne serait pas réduite, s'il en existait un autre.

Corrol. I. Sur toute dendrite il existe au moins un point de
saturation (I § 6).

Corrol. II. En effectuant sur la fonetion. ¢(r) [cofinale et
offrant une représentation réduite de D) une opération convenable
du type de celle du § 6, I, nous obtenons une nouvelle représen-
tation réduite de [) régulierement cofinale et admeitant un point
de saturation comme extrémité. Selon se lemme II il existe sur D
un point de saturation différent du précédent, par conséquent:

Toute dendrite admet au moins deux points de
saturation.

§ 5. Si p est un point de saturation de D et que g(z) est
une représentation cofinale et réduite de I) sur un segment |7, 7"},
alors. soit p a un seul point représentatif soit g(z) est réguliére-
ment cofinale et

g(@) =g(")=p.
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D ém. Supposons d’abord que
g(@)=g(z")=p.
Il s’agit de démontrer que g est réguliérement cofinale c. a. d.
qu'il n’existe pas v’ (+' < """ < ¢"’) pour lequel
g =p.
Supposons le contraire. Les dendrites gi]z’,+"]), g(]z", "])

n‘ont pas de points communs excepté le point p, car dans le cas
contraire la représentation g ne serait pas réduite, le point p dé-

rt

coupe done D au moins en deux parties, ce qui est impossible parce
qu’il est un point de saturation

Le cas ol p admet un seul point représentatif se rameéne au
précédent, si Pon transforme g(7) par le proeédé du § 6, 1.

§ 6. Le résultat du § précédent montre la  différence du
role joué par les extrémités du segment |7’. 7| et ses points inté-
rieurs et suggire l'idée de remplacer, afin d’écarter cette différence,
la représentation réduite sur le segment par la représentation
Hréduite* sur la circonférence.

En déformant |#. 7’| d’une fagon continue sur un plan et
en confondant ses extrémiiés nous pouvons le faire coincider avec
une circonference.

La fonction g¢(7) passe par cette transformation de 7 en une
tonction continue définie sur la circonférence; nous dirons que cette
nouvelle fonetion fait une représentation réduite de la dendrite sur
la circonférence.

Les résultats des §§ préeédents s’expriment: Dans toute
représentation réduite de ) sur une circonférence Ca
tout pointdesaturationde D correspond un seul point
représentatif sur C et tout point de D ayant un seul
point représentatif sur C est un point de saturation

En généralisant convenablement les raisonnements concernant
les points de saturationson on pourrait démonirer que tout point
de U ayant n (ou une infinité dénombrable) de points
représentatifs sur (" divise D en » (ou une infinité
dénombrable) parties et inversement.

En s'adressant a la construction de la représentation réduite
de ) sur un segment on pourrait démontrer que la classe de points
p de ) qui partagent ) en plus de 2 parties est effectivement
énumérable.
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On pourrait & partir des arcs |ay, ;| (VII § 1) d'une fagon
analogue a4 cetlte qui nous a servi dans les chapitres précedents, dé-
montrer I'existence, sur le plan, dun ensemble homéomorphe avec D.

§ 18 Imaginons une dendrite [ quelconque tracée sur une
feuille de papier. Découpons la feuille suivant tous les sous-ares
simples de /). Le trou ainsi pratiqué & une orbe de Jordan comme
frontiere. En subordonnant & chague point cette orbe (qui est ho-
méomorphe avee circonférence/ le point de D qui Va engendré
nous oblenons une représentation réduite de I sur cette orbe.

Nous laissons de c¢oté la préecision et la démonstration de
cette remarque

L’élégance de la méthode de M Denjoy consiste 4 con-
struire une telle représentation sans lapplication homéomorphe pré-
alable de la dendrite sur le plan.

Notes.

§ 1. Comme il est aisé de le voir, le point de branchement
d’une dendrite et le point qui la découpe en plus de deux parties
cest la méme chose.

Cette remarque conduit au théoréme:

La classe de¢ points découpant unu courbe de Jordan quel-
conque [faisant partie d’'un espace normal E(g)] en plus de deux
parties est au plus dénombrable.

La démonstration est basée sur le principe de choix et sur
le critéere B § 6 8.

§ 2. Il existe sur le plan deux courbes de Jordan A et B se
correspondant suivant une homdéomorphie ~ et telles que pour au-
cune couple de points associés a et b (a~b), la correspondance ~
ne se laisse compléter sur aucun voisinage de a, de fagon & ne
pas changer son caractére de homéomorphie.

Soit en effet 4 une dendrite développable en une suite Q

éciale.
spéciale (@3, 0) ((@s- b)), -

Nous allons déformer A de fagon & obtenir B répondant & la
question.

Soit as £ (a;). Les |a,. by| pour lesquelles a, = a, forment un
feuillage composé d’une infinité de feuilles et poussant sur a,.

Faisons changer de place, dans ce feuillage, deux feuilles qui
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ne somt pas voisines ¢. 4. d. qut sont séparées par deux autires
feuilles. En procédant pareillement avec les feuilles d'ordre supérieur
on obtient & la limite I'ensemble B en question.

§ 3. Le théoreme D § 18 se généralise de la fagon suivante.

La classe des constituants d’une courbe de Jordan plane A4
qui correspondent i une courbe partielle A, est faible.

Ce théoréme est etroitement li¢ avec le théoréme:

Si A est une courbe de Jordan contenue dans un plan P;
K, un continu tel que

K,CP (»/1.. ., 00)
K, X A4A=0
" (K,, K)=0
K(C 4,
alors K est unc courbe de Jordan. De la résulte le corolaire:

La frontiére de tout domaine plan complémentaire d’'une
courbe de Jordan plane est une courbe de Jordan.

Errata.
Page ligne au lieu doit étre
89 14 (a1, &1)), ((as) by))
90 22 e, =a, e, = a,
90 23 —I7

91 36 § 19 Is
92 36 I§ 38 I§

QW = 3
s



