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PREMIÈRE THÈSE

ANALOGIE
E\TRE

LES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES
ET

LES SÉRIES SPHÉRIQUES
AU POINT DE VUE DE LEUR SOMMÂBILITÉ PAR LES MOYENNES ARITHMÉTIQUES

Introduction.

Les polynômes ultrasphériques

P£A )(a0 ( » = O, I, 2, . . . , 00),

qu'on définit par la fonction génératrice (i —

n = 0
( i — 1XZ -h -S2)*

et qui jouissent de la propriété d'orthogonalité dans l'intervalle

r
(1-*»)*

i - X

se réduisent pour X = i aux polynômes de Legendre P»(a?) et relient

les derniers aux fonctions trigonométriques, puisqu'on a pour
a?= cos 6



et aussi pour X = i

— (x — cos0, \ — ]

La série ultrasphérique

[sin20'sin2(<p —cp')]1

[C0Sy— COS0 COSÖ'-H sin 0 sitl 0' COs(cp — 9')]

* / I \

généralise, d'un]'côté,! la série de Laplace (cosX= - ) et, d'un autre
côté, se réduit à la limite pour h = o à la série trigonométrique,
s iF(ô , cp)=/(cosG).

La découverte ( ' ) de cette série I m'a permis de ramener à leur
origine commune toutes les propriétés de ces deux classes de séries et
d'établir ainsi l'analogie complète entre les séries sphériques et les
séries trigonométriques au point de vue de leur sommabilité (C, S) par
le procédé des moyennes arithmétiques.

Or, l'ordre S des moyennes arithmétiques de la série I est intime-
ment lié au paramètre X. J'ai établi, par exemple, que toutes les
moyennes F^S)(6, 9) de la série I d'une fonction F(9, <p) bornée sont
toujours comprises entre les bornes inférieure m et supérieure M de
la fonction développée, si l'ordre S est au moins égal à2À + i, c'est-
à-dire qu'on a pour S > 2X -h 1

si
m<F(0 , cp)<M (O<0<TT, O < 9 < 2 7 T ) .

Les propriétés correspondantes des séries trigonométriques de

Fourier Çk = o) et des séries de Laplace (~K = - j ont été signalées par

M. L. Féjèr( 2 ) .
De même, le fait qu'il existe des fonctions continues sur toute la

(1) Comptes rendus, t. 164, 1917, p. 6a6.
(2) Mathem. Annalen, t. 58, 1904, et t. 67, 1909.



- 3 —

sphère^jiont k^série Xjx'est
différence qu'on peut signaler à ce point de vue entre les séries trigo-
nométriques et les séries de Laplace : tandis que le développement
trigonométrique d'une fonction continue dans tout intervalle (0,27c)
est uniformément sommable (C, S > o ) pour chaque S > o , il existe
des fonctions continues sur toute la sphère et dont les séries de

Laplace ne sont pas sommables (C, §£ - J ( 2) .

Il est évident que cette non-sommabilité (C, § = - ) des séries de

Laplace est parfaitement analogue au fait bien connu de l'existence
des fonctions continues, dont les séries trigonométriques divergent,
c'est-à-dire ne sont pas sommables (C, § = 0) : les deux ne sont que les

cas particuliers pour X — - et X = o de la non-sommabilité (C, 0 <X)
de la série I.

La sommabilité uniforme (C, o > - j de la série de Laplace d'une

fonction F (6, ç) continue sur toute la sphère (2) ainsi que la somma-
bilité uniforme (C, 0 > o) du développement trigonométrique d'une
fonction continue sont aussi les cas particuliers de la sommabilité uni-
forme (C, o > X ) de la série I d'une fonction F(6, <p) continue sur
toute la sphère S ( ' ) .

En étudiant la sommabilité (C, S) de la série I pourX™ 1 <o~X, on
s'aperçoit que les propriétés des moyennes d'ordres — i < §<o de la
série trigonométrique doivent être essentiellement les mêmes que celles

des moyennes d'ordres — - < §< - de la série de Laplace.

L'étude comparative des moyennes arithmétiques de ces deux classes
des séries, entreprise dans ce Mémoire, prouve cette assertion. Cette
étude ne saurait être remplacée par l'étude de la sommabilité (C, S)
de la série I d'une fonction F(8, tp) pour X — 1 < SfrX puisque la série
trigonométrique n'est pas rigoureusement le cas particulier pour X = o
de la série I d'une fonction F(6, <p)=/(cosô), mais^son cas limite
pour X->o, ce qui exige l'étude directe de la sommabilité (C, S <[ o)

(*) E. KoGBETUÀNTZ, Comptes rendus^ t. 164, 1917, p. 626.
(2) T. H. GRONWALL, Mathem. Annalen, t. 75, 1914-



de la série trigonométrique, la sommabilité (C, o), c'est-à-dire la con-
vergence étant étudiée en détail. Quant à la série de Laplace, l'étude de

sa sommabilité (C, S) pour — - < 85 - est beaucoup plus simple que

l'étude du cas général de la sommabilité (C, S) de la série I pour

En ce qui concerne les séries trigonométriques et les séries de
Laplace, on trouve les résultats suivants. Les critères bien connus de
convergence de la série trigonométrique assurent aussi la sommabi-
lité f C, S — - j de la série de Laplace (§ 5) qui, ainsi que la somma-
bilité (C, S = o) de la série trigonométrique, ne dépend que de l'allure
de la fonction développée au voisinage du point considéré, si l'ordre y
d'infinitude de la fonction développée en point W, diamétralement
opposé sur la sphère'S au point M considéré, est inférieur à trois

demis : y < -• La sommabilité (G, o < o ) de la série trigonométrique

et la sommabilité (C, S<^ - ) de la série de Laplace dépendent au con-

traire de toutes les valeurs que prend la fonction développée.
Les séries trigonométriques ne sont sommables ( C f 8 < o ) que

pour § > a — i, où a est l'ordre maximum d'infinitude de la fonction
développée dans l'intervalle (0,271). Le fait analogue pour les séries
de Laplace est plus compliqué : en point M la série de Laplace n'est
sommable f C, S < - ) que pour S >> a , où a est Tordre maximum

d'infinitude de la fonction développée sur toute la sphère, mais si la
fonction développée devient infinie d'ordre y en point W, diamétrale-
ment opposé sur la sphère au point M, il est nécessaire de plus que 0
soit plus grand que y — 1 : 0 > y — 1.

Vu que les séries absolument convergentes sont sommables (C, £)
pour chaque S > — 1, nous en déduisons les corollaires : la série tri-
gonométrique ne converge nulle part absolument, si la fonction déve-
loppée devient en un seul point infinie d'ordre a > o ; la série de
Laplace ne converge pas absolument en [point M, si la fonction déve-

(*) Les résultats qui se rapportent à ce cas général ont été publiés dans les Comptes
rendus, t. 169, 1919, p. 3a2.



loppée devient en point W, diamétralement opposé au point M, infinie
d'ordre y > o ; la série de Laplace ne converge nulle part absolument,
si la fonction développée devient en un seul point de S infinie

d'ordre a > -•

La série de Legendre est le cas particulier de la série de Laplace
pour F(9, op)=/(cosö) et l'on trouve les résultats suivants : la som-

mabilité ( C, S —-J delà série de Legendre en un point frontière, soit

pour fixer les idées en point #— + i, ne dépend que de l'allure
de la fonction développée au voisinage de l'autre des deux points fron-
tières et, en dénotant Tordre d'infînitude de la fonction en ce point

3
frontière, x = — i, par y, o n a y < j comme condition nécessaire de

la sommabilité (C, S — - ) de la série de Legendre en point x = H- I .

Au contraire, la sommabilité (C, 8 < - ) de la série de Legendre en

point a?= -+-1 dépend en outre de l'allure de la fonction développée
à l'intérieur de l'intervalle (— i, -h i) et la condition nécessaire de la

sommabilité f C, S > — - j au point frontière oc = -+-1 est o > So, où So

est le plus grand des deux nombres 2y — i et p — -? p étant l'ordre

maximum de Tinfinitude de la fonction à l'intérieur de (— i, -f-1)
et y Tordre d'infinitude de la fonction au point frontière opposé
x — — i .

Par conséquent, pour |a?| = i la série de Legendre diverge, si la
fonction développée devient en un point quelconque infinie d'ordre p

supérieur ou égal à un demi, P = -> et ne peut pas converger absolu-
ment en un point frontière, si la fonction devient en un point quel-
conque infinie d'ordre positif a (a > o).

Les questions de la sommabilité (C, S < o ) ( ' ) de la série de
Legendre en des points intérieurs, [ x | < i, de l'intervalle (-— i, H- I )

( j ) La sommabilité (C, 8 > o) a été étudiée par M. H. T. Gronwall (Mathern. Anna-
len, t. 7o, 1914), et la convergence par M. Hobson (Proceed. Lond. Math. Society, 2e série,
t . 7, 1909, p . 3 i ) .
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ne se prêtent pas à l'étude, si on la considère comme le cas particulier
de la série de Laplace, et exigent l'application 'de méthodes directes.

J'ai démontré (*) que la série de Legendre en un point intérieur
n'est pas sommable (C, § = £<>) et l'est (C r &<o) pour â > o o , où
^0(^0<C°) e s t le plus grand de tous les nombres 2y0 > 2y0 >

YA — i (^ = 0 ' TOJ To e t YA(* = J ) dénotant les ordres de l'infinitude de
la fonction développée en points frontières œ0 = — 1, œQ = H- I et en
points intérieurs ock(k*ti) respectivement. Si Y<> ainsi que Yo n e

dépassent pas un quart, Yo» TO~7 ' e* si à l'intérieur de l'intervalle
(—1, 4- 1) la fonction développée ne possède que des infinis logarith-
miques, la série de Legendre en un point intérieur est som-
mable (C, 8 < o ) pour chaque S > — 1. Mais ces résultats dépassent
les cadres du présent Mémoire et leur démonstration fera l'objet d'un
autre Mémoire.

La méthode de sommation par les moyennes arithmétiques d'ordre S
d'une série

^ Un = UQ -h Ut -h U2 -h . . .

conduit, comme on sait, à la formation de la suite sf\ s[°\ sf\ . . . ,
46)> •. - des moyennes arithmétiques d'ordre Sde ses sommes partielles $0,
s i 9 s 2 9 . . . , sn=: u o - t - K 4 - h . . . - l - un, . . . :

d ( )(n — 2)...(n — m + i) à.sm / A ^ x

On voit qu'en dénotant Ajf* le coefficient de zn dans le développe-
ment de la fonction (1 — £)~ê~' en série de Maclaurin

donc

Comptes rendus, t. 169, 1919, p. 4^^; le cas particulier pour 1 = - •
2
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on a

On envisage la suite des moyennes ^S) au lieu de la suite des sommes

partielles sn=$(*] et l'on attribue à la série Vwft la somme s, si pour
0

une valeur quelconque de S > — i existe la limite

Dans ce cas la série a o +w, + w2 + . . . + ^ + . . . est dite sommable par
la méthode des moyennes arithmétiques d'ordre S, hvsi sommable (C, S),
avec la somme s. La convergence n'est que la sommabilité (G, o = o)
et l'on voit que la sommabilité (G, S) constitue la généralisation la
plus naturelle de la convergence.

Parmi les séries divergentes et sommables (C, S), celles qui divergent
plus fort ne sont sommables que par les moyennes arithmétiques
d'ordre S plus élevé que celles qui divergent plus lentement. C'est le
sens de la condition nécessaire u r t= o(rcs), c'est-à-dire

l i m ^ — o ( a > — i )

de la sommabilité (C, S) d'une série 2 M » P a r ^es

0

d'ordre o > — i, qui généralise la condition nécessaire lim un= o de
7 1 = 00

la convergence. Par exemple, des deux séries

( - i)« (n -+-1) = i - 2 -h 3 - 4 -+-. • •,

ni=O

la seconde série diverge beaucoup plus fort que la première, comme
on voit en comparant les oscillations de leurs, sommes partielles
pour n-^3o, et ce fait se traduit en ce que la série i — i H- i — i + . . .
est sommable (G, o) pour chaque o > o , tandis que la série



i — 2-f-3 — 4 -h. . . n'est sommable (C, S), que pour S > i. La série
est sommable (C, S) pour chaque § > S 0 , si elle Test pour S = S#;
donc chaque série, qui est sommable (C, S < o), converge nécessaire-
ment. La restriction § > — i ne nuit nullement, car les séries absolu-
ment convergentes sont somrnables (C, o) pour S >• — i.

Dans tout ce qui suit les notations ç(n) = o(rca) et <{>(n) = O(n^)
signifient que Ton a, pour n~>oo, <p(w) = £ffin

a, où l ime^^o,

et | ̂ (w) | < K./i^, quelque soit ^ = o, i? 2, . . . , QO et où la constante K
ne dépend pas de n. En particulier, ç(ra) = o(i) et ^(w) = O(i)
signifient limtp(n)= o et |^(w) | < K quel que soit n = o, 1, 2, . . . , 00.

1. — La sommabilité (C, ^<o) des séries trigonométriques
des fonctions à variation bornée.

11 est bien connu que la série de Fourier

/(0)oo -«o-H^j (aaç,osnd-h bns\
n = l

OÙ

converge en tout point ô0 de l'intervalle (o, 2it), où existe l'expres-
sion

vers cette expression, si la fonction développée est à variation bornée
dans tout intervalle (o, 271), sauf les voisinages des points

en nombre fini, où elle devient infinie. La convergence du développe-
ment trigonométrique en un point 6 = 60 ne dépend que de l'allure
de la fonction développée autour de ce point Ö •= Go et il semble, au
premier abord, que Tordre de l'infinitude de la fonction en des points
isolés 0 = GA (£>i) de l'intervalle (o, 211) n'a aucune influence sur la
convergence de la série en d'autres points. Mais le fait bfen connu que
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les coefficients an9 bn sont de la forme O(na~' ), où a est l'ordre maxi-
mum d'infinitude de/(6) en des points isolés de(o, 2u), nous montre
qu'il doit exister une dépendance entre l'ordre a d'infinitude de la
fonction développée et le mode de convergence de la série trigonomé-
trique de Fourier.

Mais, comment peut-on comparer la convergence de deux séries
convergentes? Comment peut-on mesurer le mode de convergence?

Toute réponse nous fournira une classification des séries conver-
gentes. Or, on a déjà une classification des séries divergentes dans la
méthode (C, o) de sommation des séries divergentes par les moyennes
arithmétiques de différents ordres S > o . On élargit cette classification
des séries au point de vue de leur sommabilité (G, S), en considérant
aussi les valeurs négatives de o (o > — i), et Ton obtient ainsi la clas-
sification des series convergentes.

En étudiant la sommabilité (G, S) pour — i < § < o des séries
trigonométriques de Fourier, nous pouvons trouver la loi selon
laquelle l'influence des points singuliers de la fonction développée,
qui est trop faible pour détruire la convergence de la série de Fourier
en d'autres points de l'intervalle (o, 271), détermine le mode de
convergence de cette série.

La loi cherchée est bien simple : / ( ô ) étant à variation bornée dans
les intervalles (o, $ — e) et (!• -+• e, 21c), et de la forme

dans l'intervalle ($ — e, 2- H- e), où oc < 1 et où 9(6) , est à variation
bornée, on a le théorème suivant ( ' ) :

THÉORÈME. — La série trigonométrique de Fourier de f (G) convergente
partout dans (o, 271), sauf le point 0 = £, n'est nulle part sommable
(C, S)pour S<a — 1 et test (C, S > a — 1) avec la somme

partout y sauf le point 6 = £.

(1)E. KoGBETUANTz, Comptes rendus, t. 168, 1919, p . 1193,

THESE K00BE1LIAMZ
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On voit que la convergence de la série trigonométrique n'est que la
conséquence de ce théorème puisque l'on a toujours a — i < o et une
série sommable (C, S < o) converge sûrement.

Il est à observer que les moyennes d'ordre S < a — i de la série
trigonométrique de ƒ (Q) oscillent entre — oo et -h « , mais ses moyennes
d'ordre o = a — i qui oscillent aussi sans tendre vers la limite déter-
minée restent toujours bornées.

Ce théorème fait voir qu'on ne peut pas substituer la sommabilité
(C, § < o ) à la convergence dans le théorème classique de Riemann,
puisque, quelque petite que soit la valeur absolue de 8, la somma-
bilité (C, É << o) de la série de Fourier dépend de l'ordre a de l'infîni-
tude de la fonction développée; donc elle dépend de son allure dans
tout intervalle (o, air).

Une autre conséquence de notre théorème consiste en ce que la
série trigonométrique ne converge nulle part absolument, si la fonction
développée devient en un seul point dans (o, 2TT) infinie d'ordre a ^> o,
puisqu'une série qui converge absolument est sûrement sommable
(C, S < o) pour chaque 8 > — i.

Pour démontrer le théorème énoncé, nous devons étudier les
propriétés de la moyenne arithmétique S^o)(6) d'ordre négatif S de
la série

0 $\n9 sin2 0 sin3Ô siunO

On démontre les deux propositions suivantes :

I. La série — h ^ —— est sommable (C, S > — i) avec la

somme - pour o < 6 <d 2u et même uniformément pour

£<0£27T — £ ( £ > O ) .

II. Les moyennes arithmétiques Ŝ 0) ( 6 ) sont bornées dans leur ensemble
pour o ^ 9 ̂  27t et n = o, i , . . . , x , pourvu que l'on ait o > — i.

C'est-à-dire on a

#(0) = - (o<0<a7r; 3>- i )
2i
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et aussi

où la constante c, ne dépend que de S et tend vers l'infini quand S tend
vers — i .

Désignons
n

*, sinmÖ

Nous déduisons facilement de la fonction génératrice ty{z)

, , , 0 i , i — s*?-'0 6 zsïnô 9 xr< sinmö
<L(,s) = - H ^̂ log = - + arc tang ^ = —h > zn\

la fonction génératrice de la suite des quantités «^

Soit S < ; o . Pour déduire l'expression de o-jf^O), nous employons la

méthode de Stieltjes (* ). On a, en posant ^(~\= o(z)9

donc

où le chemin d'intégration C£ consiste en trois lacets consécutifs
L,, L2 et L3, ayant leur entrée commune au point z — o et pour
centres de leurs cercles yif y2, y3 les points singuliers e~*e, i et ei9 de
1 û ^ Zn+h(9{z)

la tonction ^ respectivement :
Les rayons des circonférences yi9 y2? y3, ainsi que le rayon du petit

cercle y autour du point z = o sont égaux à s. Les branches des fonc-

(*) Swr les polynômes de Legendre{Annales de Toulouse, iresérie, t.4-,



tions multiformes ?(.s) et
(z —

s o n t définies par la condition que

ces fonctions sont réelles au point z = i -h £, qui se trouve à mi-chemin,
l'intégration commençant au point z — — e. Donc, en ce points = — ef

Fig. ii

nous devons considérer la branche [<p(s) — it] de la fonction <p(s) et
vu que les intégrales prises suivant les cercles y o ya, y3 et suivant les
arcs du cercle y s'évanouissent, quand on fait tendre £ vers zéro, on a
pour e ^ o :

i:

A la limite pour e = o, il vient

7T

où
< p ( a ) = - -+• arc t ang s .
T 2 ° a — COS0
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Or on a

<, sin9 sin 6 CA * s i nö
o 5 are tang z — are tang -A = ƒ a arc tang- s

bw — cosö b i ~ c o s ö J L z — c o s ö

;Ssin9 I ^ = 2(1 — u) cot-j
^w sin2-

2

puisque, pour w>o,

r 9v r 0 1 2 0
1 — 2 w c o s 0 -h w 2 = (1 -h w) s i n - -h ( J — M ) C O S - Ç s i n 2 —

Mais

donc

et il vient

où

arc tang
7T —

1 — COS0 2

, , TT smö sinô
(D(U) = arc tang h — arc tang r?T v ' 2 ° u — cos 9 ° 1 — cos 0

(w) = — h 2(1 — w)

pour et o^w^i.

On obtient maintenant :

sin(i -h à x

—3) 6 (4Ï h{u, 9) un+& du
2C° j

D'un autre côté, on a

A(6)

1

= JL_T _ ^ l i £ f £ _ _ < ^ ƒ

; — i)»+8

0\8+i

^0*1 Un -h i )s in |



— J4 —

puisque
I u e1^— 11 = i/i — 2 acos0 + «2_ sin - •

i v - 2

Définitivement on obtient pour — i < S < o :

On voit que l'on a

pour o < 6 <C 27T, S > — i et même uniformément pour

Pour

— 6,

5 271 on a
" Ai + i

d'où, grâce k (i) ,
(/i -4- i) Bin- ^ i,

Mais S^ô)(6) sont bornées dans leur ensemble aussi pour o^O^

et pour 27i —̂ < Ô 5 2TI. Soit d'abord o5.ô<—— • On a

TT

m = l
TT

Or
-/i-t-i AJ? » + i n - â n - ô

donc pour 2TT — 5 652-rc, on a aussi
r n + i - -

'=e=;rn)
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Par conséquent, on a prouvé l'inégalité

~ i ; 7i==o, i, 2,

La présence du diviseur i + S est causée par le fait suivant :
le segment AB du phénomène de Gibbs, qui a lieu pour S < o aussi

! z

1 J±
i 2

Fig. 2.

bien que pour o$S£i , est égal à zéro pour o = i, s'allonge de plus
en plus, quand S diminue à partir de S = i, et tend à devenir infini-
ment grand, quand S en diminuant s'approche vers — i :

Posons / = AB. On a

et
l i m / ( < $ ) =

II serait très intéressant d'étudier en détail la loi qui régit ce
phénomène de Gibbs généralisé, c'est-à-dire d'étudier la fonc-
tion 1(8) pour — i < o < i.

La moyenne arithmétique d'ordre S de la série trigonométrique
—/iSl(ô) — s'exprime ainsi :

où l'intervalle

ï ) = ( 0 , 2 7 1 ) — ( 6 - Y],
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et où s(„\u — Ô) signifie la moyenne d'ordre â de la série

— H cos (M — 0) -h COS I{U — 0) -\- cos 3(w — 0 ) - h . . .H- cos n(u— 0) +

II est clair que l'on a

5 » ^ > - dx

En substituant u — ô -h ce dans I'n, on obtient

9 + 7)

7T

La fonction

71 J-i

1 /%7Î (S)

est à variation bornée dans (o, YJ); donc ^ ( ^ ) = ^iC^7) ~ ^2(^)9
où ^ i ( ^ ) et ^2(^0 sont monotones, et en appliquant le second
théorème de la moyenne on obtient

7 1 t/y)/ "

ƒ
où

yj"

Nous avons
+i(o) =^2(o)=o;

donc quelque petite que soit une quantité positive fixe t nous pouvons,
grâce à (2), pour chaque valeur fixe de S > — 1, choisir Y) = y](e, S)
assez petit pour avoir



— 17 —

Ayant ainsi fixé YJ, nous avons pour n>N = N(e, S)

donc, pour n>N,

et par conséquent

In —

d'où la conclusion :

De même on prouve facilement que Ton a

limK=o

pour chaque S > — i, parce que /(O) est à variation bornée dans les
limites d'intégration :

TTI;= / + / + ƒ ,

en supposant, pour fixer les idées, 9 < £.
Vu que/(9) = ^ ( 9 ) —/2(9), nous avons par exemple

.8

où Y/ et y]7/ dépendent de n, mais restent toujours >Y). Donc, en
s'appuyant sur l'uniformité de la convergence de la suite jS^ô)(o;)J
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vers la limite constante - dans l'intervalle (YJ, 2ir — Y)), on obtient
2

9-7)

lim- f f(u)s$(u-
n = oo Tt ̂ /̂

Le même raisonnement s'applique aux deux autres intégrales et nous
voyons que Ton a

lim I/o' — o,
quel que soit o > — i.

Pour étudier les conditions sous lesquelles l iml^=o nous avons

besoin de la formule approximative pour la moyenne S^Sï(#) de la
série

T

- cos ix
2

On la déduit à l'aide de la même méthode de Stieltjes, qui nous a
donné la formule approximative ( i ) :

I V I I I — z

ï-Z2 Jmi 3 1 — '
1

d'où

et

2 7T«o:>Sf)(aî) = / <f(s)dz= f y(z)dz+ f y(z)dz -h
^ C £ ^ L ' ^ L 5

Or

(z)ds= lim (*^r w )«W =

et
, r

lim (z — el3Cƒ (p(z)dzz= lim

donc

c o s ( n H

{ 2 s i n —
\ 2 j
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Mais

iz)dz =

et, par conséquent, il vient

Vf i-hi\ S-hi 1
—,s cos U H \œ—• 7T

$$Hx) = ?JL-^1— L^ 2 / 2 J + r{8)

où

sin2 - ( T H - i ) s i n 1 —

En appliquant cette formule, on obtient

COS U + — — j (U— 6)

où

Dans l'intervalle (ij — r]f, $ -+- YJ')

donc

puisque (f(u) y est bornée. En résumé, on a

P« 9

et l'on voit que limp(£= o pour chaque valeur de S>— i. Quant à



on a

, . ,

«A<f»JE_-.

rt H j (tf + ô) TT

( 2 s in )
\ 2 /

du

La fonction cp(u) ( 2 sin — est à variation bornée et, en

appliquant à l'intégrale i'£y) le second théorème de la moyenne, on
obtient pour chaque S > — i

(«>—0;

donc on a Hm^v) = o pour chaque valeur de S > — î. Quant à Tin-
n — oo

tégrale in9 nous la transformons comme suit :

> c o s

[•s sinf

- (n -+-

l — B 1+8

cos p r t ™ U H "î
x

ï-f-S

dx

OÙ

2 sin f " ^ ) s o n t monotones et, en appli-

quant le second théorème de la moyenne, nous décomposons in en
somme de quatre intégrales, toutes de la forme

J*= fa C i~hà\ Idx



où|*»|<c,.Or

Âj? ) C O B Ö - / ± a /
( ( " - • • — ) *

Les intégrales

. ~̂ ~ el i
convergent et nous voyons que l'intégrale in oscille entre — QO et -h GO
quand rc-^oo, si S < a — i. Si S = a — i, in reste toujours bornée,
mais oscille pour n^co sans tendre vers une limite déterminée,
comme cosQ^ et sin£2tt. Enfin, pour o > a — i, nous obtenons le
résultat cherché et l'on a liimn— o, si S ̂ > a — i. La même conclusion
s'applique à l'intégrale Yn et par conséquent on a pour o > a — i

l i r n r n = o ( i > a —i ) .
n =

C'est la condition nécessaire de la sommabilité (C, o) de la série tri-
gonométrique et par conséquent elle n'est nulle part sommable
(C, O'SOL — i). Les moyennes /„(5l(6) oscillent comme l'n entre les
bornes finies pour o — a — i et entre — QO et -H oo, si S < a — i.

Il est h observer que la série trigonométrique de la fonction à varia-
tion bornée / ( ô ) qui ne possède dans (o, 27:) que des infinis loga-
rithmiques, autour desquels elle a la forme

i étant à variation bornée, est sommable (C, S) pour chaque valeur
de S > — i partout dans (o, 2TÏ), sauf le point 6 = £. On le prouve,
en s'appuyant sur l'inégalité

L \ J <.

ce qui entraîne, pour chaque o > — i, liml^= o.
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Citons, comme un exemple, le développement trigonométrique de

la fonction log j-g-j- dans l'intervalle (— TC, -h TZ) :

7T

Ce développement est sommable (C, § < o ) pour chaque S>— i,
si 0 y£ o, donc a fortiori converge, mais il ne converge nulle part
absolument.

2. — La série de Laplace.

La sommabilité f C, S > - j de la série de Laplace

II. F(0, < p ) ~ ^

[cosco .= cosÖ cos0'-i- sinô sin0' cos (9 — 9')]

est étudiée en détail (4) et le but de ce Mémoire est l'étude de sa som-

mabilité (C, S) pour o< -• Le cas 8 = 0 (convergence) a été étudié par

Poisson, Dirichlet, Bonnet, Dini, Heine, Darboux sous l'hypothèse
que la fonction développée est à variation bornée partout sur la
sphère S, sauf les voisinages des points isolés, où l'ordre de Tinfini-
tude de la fonction F(9, cp) doit être inférieur à trois demis, puisque
la série de Laplace de F(ô, ç) diverge partout sur la sphère, si la fonc-
tion F(9, qp) possède sur S des infinis d'ordre supérieur ou égal à trois
demis (2). Mais la convergence de la série de Laplace en points dia-
métralement opposés sur la sphère S aux infinis de F(6, o) est restée
jusqu'ici inétudiée.

(*) L. FEJÈR, Mathem. Annalen, t. 67, 1909, p. 76-109. — A. HAAR, Rendiconü di
Palermo, t. 32, 1911, p. i3f2-i4s-— S. CHAPMAN, Mathem. Annalen, t. 72, 1912,
p. ^20-226; Oaarterly Journal, t. 43, 1912, p. i-5o. — T. GRONWALL, Mathem.
Annalen, t, 74, 1913, p. 213-270; t. 75, 1914, p. 321-375. — E. KOGBETLIANTZ, Comptes
rendus, l. 169, 1919, p. 54.

(2) DARBOUX, Journal de Liouvtlle, 2e série, t. 19, 1874, p. 16.



En étudiant la sommabilité (C, o < - j de la série II, nous suppo-
sons que F(9, <p) est à variation bornée sur S, sauf les voisinages des
points isolés Mk9 où elle devient infinie d'ordres <xA. De plus, F(6, <p)
est supposée absolument intégrable sur S et, par conséquent, les
valeurs des aA peuvent dépasser trois demis, étant limitées par la con-
dition a*<2 . Nous avons désigné tous les infinis de F(6, cp) sur S,
à l'exception possible du point (TC — G, TT 4- cp), diamétralement
opposé sur la sphère S au point M(0, cp), où Ton étudie la série II,
par MA(6A, <pA) (k>i), en réservant la notation W pour ce point
(u — 6, ir -f- cp), si la fonction F(8, cp) y devient* infinie. L'ordre y de
l'infinitude de F(0, cp) en W doit être inférieur à trois demis, puisque

nous nous proposons d'étudier la sommabilité (C, o<-J>et la condi-

tion S > Y — 1 est nécessaire pour la sommabilité ( C, 0 > — - j de la
série de Laplace.

Nous n'avons pas besoin d'appliquer la définition la plus générale
de la fonction de deux variables à variation bornée ( ' ) , et il nous
suffit de la définir avec M. Chapman (2) comme suit : F(6, ç) est
à variation bornée dans le voisinage du point (6, <p), si elle est à \aria-
tion bornée sur un certain arc de chaque demi-grand cercle de
direction ^ ( O ^ ( ^ 2 T C ) , issu du point (0, cp), la longueur de cet arc
étant /(40> pourvu que la borne inférieure des valeurs de la fonction
/('^) dans l'intervalle (0, 21c) soit positive. On démontre (§ 5) que la
série de Laplace d'une fonction F<̂ ö, cp) absolument intégrable sur S

est sommable ( C, - ) en un point M(6, cp) de S, si F(Q, cp) est à varia-

tion bornée au voisinage de ce point M ; mais on peut aller plus loin et
Ton démontre (§ 5) que tous les critères connus de la convergence des
séries trigonométriques s'appliquent et deviennent les critères de la

sommabilité ( C, - ) de la série de Laplace. Par exemple, la série II est

sommable ( C, - ) avec la somme F(6, cp), si F(6', cp') satisfait sur la

f1) Cf. par exemple DE LA V ALLÉ h Poissiiv, L'intégrale de Lebesgue.
(2) Loc cit. (Quarterty Journal, t. 43, 1912, p. i-5o).
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sphère à la condition de Lipschifz-Dini :

<p') — F ( 0 , <p)] =

où ci) dénote la distance sphérique des points (6', <p') et (0, cp).

On démontre aussi que la sommabilité f C, - ) de la série II en un

point M dépend de Tallure de F(ô, ç) au point W, diamétralement
3opposé sur S au point M, et que la condition nécessaire est y<[->

puisque la série de Laplace n'est pas sommable ( C, - ) en points dia-

rnétralement opposés sur la sphère S aux infinis de la fonction déve-
loppée, si Tordre y de Tinfînitude de la fonction est supérieur ou égal

à trois demis, y = -*

La sommabilité ( C, o = - j ne dépend pas de Tallure de F(0, <p)

sur S, sauf le voisinage du point W, si F(ô, ç) est absolument inté-

grable sur S. Quant à la sommabilité (C, S) pour | S | < - > elle dépend

de Tallure de F(6, <p) sur toute la sphère et Ton a le théorème
suivant :

THÉORÈME ( ' ) . — Soit la fonction F(0', ç'), qui est à variation bornée
partout sur S, sauf les voisinages tar^e des points isolés Mk, et qui
pour xsk *! se présente sous la forme

Ak sin ( —

où T3k dénote la distance sphérique des points (Ö', ç') et Mket où ç*(G', ç')
est à variation bornée. La série de Laplace de F(ô / , ç ') en tout point M,

qui n appartient pas aux points M*, est sommable (C, S > — - )> «* S es*

supérieur ày — \ et à CIL f 8 > y — i et a U où y est V ordre de

Vinfinitude de F(6 ' , cp') ÖM point W, diamétralement opposé sur S ÛM

(4) E. KOGBETLIANTZ7 Comptes rendus, t. 169, 1919, p. 3a2. Le cas particulier

pour X = - •



point M, et où a est le plus grand de tous les ordres <x.k de Vinfinitude
de F(8 ' , cp') auxpoints MA; enfin la série de Laplace n'est pas sommable

(C, S) en point M, si S^y — i ou o<a

On voit que la série de Laplace de F(8', <p') qui est à variation bornée
sur S, sauf les voisinages des points M* et W, ne converge que si y < i

et que si tous les a A < -•

On sait qu'une série absolument convergente est sommable (C, o)
pour chaque valeur de S > — i; donc on peut déduire du théorème
énoncé que la série de Laplace ne peut pas converger absolument en un
point M, diamétralement opposé sur S au point W, où F(8', cp') devient
infinie d** ordre y > o, et ne le peut nulle part sur S, si F(8', f) devient

infinie d*ordre a > - en un seul point de la sphère S.

Les questions de la sommabilité (C, o) de la série de Legendre

III. f{x)^Y(n+L
1 = 0

en un point frontière, a; = ± i, peuvent être traitées, en l'envisageant
comme le cas particulier delà série II pour F(ô, <p) =/(cosÔ) =f(œ)
et en appliquant à ce cas particulier les mêmes méthodes qu'au cas
général.

On obtient alors (§ 7) les résultats suivants : la sommabilité f C, - )

de la série III en un point frontière ne dépend que de l'allure de la
fonction développée au voisinage de l'autre des points frontières, si
l'on suppose l'intégrabilité absolue de la fonction dans (— I , + I ) , et la

condition y < y est nécessaire pour la sommabilité (C, S— - j de la

série III en un point frontière, où y dénote Tordre de l'infînitude

de ƒ (a?) en point frontière différent de celui où Ton envisage la som-

mabilité ( C, 8 = - ) de la série III.

Au contraire, la sommabilité (C, o < - ) de la série III en un point

frontière (soit, pour fixer les idées, en point oc = -+-1) dépend aussi
THl SE KOGIÏETHAXTZ
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de l'allure de f(x) à l'intérieur de (—i, -h 1). En supposant f(x)
à variation bornée partout dans (—i, -4-i), sauf les voisinages du
point x = — i et des points intérieurs x = \ky où elle devient infinie
d'ordres y et §k respectivement et où elle se présente sous la forme

et

A * | a ; — £ * | - P * + < p * ( . a 7 ) OU Àjfelogla? —klH-tpjfcCa?) ( | # — $ * | < e ) ,

A, A* étant constantes et <p(a?), fft(a?) étant à variation bornée, on a le
théorème suivant :

THÉORÈME ( ' ) . — La série de Legendre de f (ce) est sommable

(C, o > — -j en point x^=i avec la somme f (i —6) pour chaque § > — ̂ >

« y f T et si aux points intérieurs x = \kla fonction f (oc) rfa que des

infinis logarithmiques ; elle Vest toujours pour o supérieur à 2 y — J et

a p — i f S > 2y — 1 ef p — - J Ï oii P désigne le plus grand de tous les

exposants [3A; elle n'est pas sommable ( C, $*! 2y — 1 et [3 j eï ne Vest

non plus f C, S^ ) ? « à V intérieur de ( ~ iy -h 1) ƒ (a?) possède des
infinis logarithmiques.

En supposant y = o, (3 >> o et de plus la fonction f(x) à variation
bornée aux voisinages des deux points frontières x — 1 et a?= — 1,
M. Hobson a démontré (2) que la série de Legendre converge en un

point frontière, si P < - > et diverge, si (3^-- On voit maintenant que

dans ce cas, quelle que soit la valeur de P < i , la série de Legendre

est sommable f C, S> j3 —- ~ ) et n'est pas sommable f C, S^ p — - j en

un point frontière, ce qui contient le résultat de M. Hobson.

M- Chapman a poussé (3) l'étude de ce cas particulier y —o plus

(*) E. KOGBETUANTZ, Comptes rendus, t. 169, 1919, p. 4^3. Le cas particulier

pour X = - •
2

(2) Proceedings o f the Lond. Math. Society, 2e série, t. 7, 1909, p. 39.
(3) Matheni. Annalen, t. 72, 1912, p. 224-226, § 5.
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loin : il a établi que, pour i > (3 > -> la série III en un point frontière

est sommable (C, o>(3 — -)> mais il a laissé inétudié le cas,

où p < - , et même pour ($> - il n'a pas démontré que la série III n'est

pas alors sommable (C, S^ (3 — - V

Notre théorème fait voir que la série de Legendre ne converge en un
point frontière que si y < - e t que si tous les $k sont inférieurs

à un demi, (3A< -• Par exemple, le développement

j

diverge pour œ = — i, puisque dans ce cas y = -• On voit que
pour oc = — i ce développement se réduit à la série divergente

qui n'est sommable (C, o) avec la somme - que pour S > o conformé-

ment à notre théorème ( S = o, Y = - , 2Y — i = o ).

3. — La formule approximative pour 5(|)(a)).

La nlème moyenne arithmétique d'ordre o de la série II, F£6)(6, ç) ,
s'exprime par l'intégrale double suivante :

où ^8)(w) dénote la moyenne d'ordre o de la série

- -h -P^COSÊL)) + - P 2 ( cos <ó) -t-, . . -h In -H - ) P„(cos«)
2 2 2 y 2 y

Or, en posant



où comme toujours A£s> est le coefficient de zn dans la série de

Maclaurin de la fonction —%> on trouve, eu égard à la définition

de la moyenne arithmétique d'ordre S,

et» pour avoir la formule approximative pour ^5)(w), il suffit de la
déduire pour a^) (co). On a

\j\ — iz cosw -h

d'où

2 - ^
( l — £ ) 8 ( i 2 * COSCO-h S 2

Nous allons appliquer la méthode de Stieltjes : on a

l ) S ( l — 2JS CO3G) + JS2)2

et par conséquent

Le chemin d'intégration C£ entoure tous les trois points singuliers
zs = e~ltû, z2 — i et s3 = e"°, et se réduit à trois lacets consécutifs L,>
L2 et L3, ayant leur entrée commune à l'origine et pour centres de
leurs cercles les points critiques zA, z2 et zz.

L'intégration se commence au point z = — t sur Taxe réel négatif
et les branches des fonctions multiformes

x
s —i) s et (i — iz cosw -t-£2)2

sont définies par la condition que la fonction sous le signe d'intégrale
devient réelle au point z = i -h s, c'est-à-dire après le parcours d'un
demi de C£. On suppose o < o> <?t . Posons T ~ r — 2^COSÜ> -h s2 et



envisageons l'identité

d ( z
n+^

— _ ( * + ! ) •

Fig. 3

En l'intégrant le long du lacet L,, on obtient

3 + 1 re ^«+S-KI

ni Jo (z_!)ô-

On suppose âf >̂ par conséquent on a tout simplement

*s n / * „ \ 5 / i

Enfin, le lacet L3 nous fournit la contribution

( 5 ) dz z= —r r- /

et Ton obtient la formule

2
(3 ) ^ ( o > ) = -

71

+
r 1 (i + u)wn+8+lûf«

271 ( i — u ) s ( i — 2 a cos co + u2 )2
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Or, vu que

( i — 2 l£ COSO) H- W2 ^{[(.-^cosjjVfd+^sinïï]1
1

et

on a

(4) sin
271

— 1U COSû) •

Dans les intégrales du premier terme du second membre de (3),
nous employons la substitution z = et<à(i — M), ce qui nous donne

Ï— i)8+VT

i f 2 sin — j 2snico
\ 2 / J

OÙ

On a. pour o i u i i ,
sino) cp(co) == e

donc

( 5 ) ^< R l V. (^-«)^)8+2 v/T

7T f 2 s i n — | \/Q. s inco
S+l

a,
7T sin —
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Posons ensuite

On a

W(u)

W'(u)
du.

Or

W(u) 2 1 — M Ö ( 2 sin&) . a) 2 sinco
sin —

2

donc

et par conséquent

/ . C0\5-M
i 2 SI» — ) \

( 2 / i - h i ) i 4 i r1

sina) /

2 / L

7T 2 sin — \Ji sinco

— M )

Or

o 1

r -

et

r - r u



donc

(6) - R
71

_£ r ^ JS»+8+I dz

~1 (.-o2-/V/T

A„2/sm - Jw —7T

2 sm -
V 2

S+i

/ . a) \S-hi . . 4 y—
[ sin - j (sinco) \/n

En additionnant les résultats (4), (5) et (6), on obtient la formule
cherchée

sin

•
[2 sin — j : s in o>

OU

JL + ô / co \8+i A
 v ^

(w-f-i) ( sin— (sinco) , . f . w\ 2

Supposons maintenant o>^ Alors on a, pour S ^ -

(0<CO<7T).

et par conséquent

Donc on obtient, pour o>^ —-—,

/ 7 -h i ) 2 f sin — J (sinco)
W ^

Le même raisonnement nous montre qu'on a aussi, pour

/ . o>\8+i , -
f sin — 1 ysinco
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Eu égard à la relation

A q > -

où lim£„— o, on déduit d'abord de l'inégalité (4), pour w^ ——,

*/> (i — « ) S ( I — 2WCOb(O + W2)*

n -h i

8+1 /-. '
sm — ) ysinw

. w\8
in —

2 /

puis

< — _ / i _—L

7i ( 2 sin — ) \Ji sinco / / i V / i

(_
< C*4 (2/2 + l ) A/l

/ 00 \ 5 1(s in— 1 \/sina) ( sm — j y/sinw

et enfin, grâce à (5),

2 3 +
<

cl&\/n -\- i

(w -h i) sin — M sin — j \/sisin<x>

/sinco

ce qui nous fournit, à l'aide de (3), l'inégalité (9).
On a par conséquent

Cette inégalité a lieu aussi pour w = ir, puisque alors son premier
membre reste fini, tandis que le second membre devient infiniment

THESE KOGBETLIANTZ
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grand. Pour l'affranchir de la restriction w^ , nous envisagerons

l'inégalité bien connue | Pn(cosw)| = i, d'où il résulte

donc

Pour col——, on a
- n -+- i

d'où

Par conséquent, nous avons prouvé l'inégalité fondamentale

( sin — j

4. — Sur la série

i r* 3 r71

( I I ) - / sincpczcpH— j p ! (coscp) s in9 rfcp -H . . .

-h I n H — j ƒ P, t ( cos 9 ) si n 9 dcp - H . , . .

En nous appuyant sur la formule approximative (7), nous allons
étudier la sommabilité (G, 0) de la série (11) et démontrer les deux
propositions suivantes :

LËMME I. — La série ( M ) ^ / sommable f C, 0 >• — - ) avec la somme
zéro pour co > o et même uniformément pouriz^oy^z.



LEMME II. — Ses moyennes arithmétiques, S£6>(Ü>), sont bornées dans
leur ensemble pour O^GD^TC et n = o, i , 2, 20, pourvu que Von

ow /a constante c2l ne dépend que de S.

En posant cosco = a? et coscp = w? on transcrit (11) ainsi :

et l'on forme la fonction

=1^ r—
du=

où F est le signe de la fonction hypergéométrique et T = —̂ r̂ --
Par conséquent, la fonction génératrice $(*) de la suite des quan-
tités <T^)(O;), telles que

? j f ( ) ff(|J(j7) (ûC=COS(û)

n'est que

Or

et d'un autre côté

.,/ 3
a' 2' m
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Eu égard à ce que T = i pour z = é^1^ et T = °° pour z = — i, on

s'aperçoit que <&(— i) = -̂ — ' j ^ » et que $(«) n'a que les points

s, = e~'w, s2 = i et sa = c'w pour ses points singuliers. En appliquant
la méthode de Darboux, nous développons en série la fonction

4 * V 2 a

et le coefficient de .s71 nous fournira le premier terme de la formule
approximative pour A^5) S^6)(CÜ) = <T(J>)(CÜ). Or on a

^7 COS2 — F ( I , - j 2 , COS2 —
4 2 \ ' a 2

2 À :

(2 s in—) +
cos n - h i H co— 7 H- -

2/ \ 4 2

d'où la formule approximative cherchée

2 V 2 *
A " ^« 2 sin —

v 2 ;
r/ a\ /3 ^\ 1
LV 2/ \4 a/ J i ) s i n -

^(..^.oos'^ti+JüiL-f,

où |y)re|<c22 et |£«(co)|<c23 pour O^CO^TI, puisqu'on sait que
l'erreur commise dans l'application de la formule approximative de
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Darboux est toujours plus petite que le premier terme rejeté. Cette for-
mule démontre la première de nos deux propositions : limS£s)(co) = o

pour a> > o, si o > — -, et la sommabilité est uniforme pour

e^w^Tc. On établit la seconde proposition à l'aide de la formule
approximative (7). On a

9 = f + T = f *<?

En vertu de la proposition I on a, pouro > — - ,

HmS<?'(e)=o

et aussi
71

5^5)(<p) sincp ö?cp = / 4 - ƒ = 4-f- i"n.

L'inégalité | ̂ s^(co) | <] c i 8(^ -h i)2 nous fournit
7T

(n -h i)2 f <?dc?< °-^ c 2 4 .

Quant à l'intégrale i"a9 elle demande l'application de la formule (7)
avec l'inégalité (8) :

*j
sin

^Sinco

où

J:
/sinw (n .+-1)2 J TC {
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Donc on a
2(5 - h I

sin /Î + H — co -.
1

7t

a s i n

Q

T)

La fonction (2 sin™) \ / cos — est monotone et décroissante

pour Ù > — - et l'on peut appliquer à l'intégrale du second membre le
second théorème de la moyenne :

2 2 sin '
2/1 -\- 2

X
71

OÙ

/ sin ( n -+- 1-4- - ) w p—7T aw 4-r)™(w),

Or

U' 1 / cos-
V •

2/1 -h 2

2 n -h 2

X ƒ sin f/i + H — ) w • — 7T <

et la seconde proposition se trouve établie. On s'aperçoit facilement
que la série (11) n'est pas sommable f C, 0< — - )•

5. — La sommabilité ( C, - | de la série de Laplace.

On sait ( ' ) qu'il y a des fonctions continues partout sur la sphère S,

I1) H GHONWALL, Math Annalen, t. 75, 1914, p. 321-37).



dont les series de Laplace divergent néanmoins f C , - j en des points

isolés de S, c'est-a-dire n'y sont pas sommables (C, ^ J Dans ce para-

graphe, nous allons d'abord démontrer le

THÉORÈME. — La série de Laplace d'une fonction F(ô, cp) absolument

intégrahle sur S est sommable ( C, -\ en un point (6, cp) de S et a pour

somme la valeur moyenne de F (6, y) en ce point, si la fonction déve-
loppée F (6, o) est a variation bornée au voisinage de ce point (6, <p) et si
l'ordre y de Vinfinitude de F(6, o) au point (TC — 6, TC H— <p), diamétia-

3
lement oppose sur S au point (ô, cp), est plus petit que trois demis : y < -•

Envisageons la fonction

ou l'intégrale curviligne est prise suivant le cercle Cw de centre (6, cp)
et de rayon sphenque oo, et ou ds' est l'élément d'arc de ce cercle. En
transportant le pôle de S en (6, cp), nous désignons les nouvelles coor-
données par co et i|/. On voit que la moyenne arithmétique d'ordre o
[F[f)(ô, cp)] de la serie de Laplace, formée pour le point (0, <p), s'ex-
prime ainsi :

rn

et il est important d'étudier les propriétés de la fonction / ( w ) , étant
données celles de F(ô, tp).

On s'aperçoit d'abord que Thypothese de l'integrabilite absolue de
F(Q, cp)sur S entraîne l'integrabilite absolue du produit ƒ(&>)
dans l'intervalle (o, TC) :

Ensuite, ƒ ( « ) est a \anation bornée dans l'intervalle o^oof £ pour c
suffisamment petit, puisque F(6' , çp7) est supposée a variation bornée
dans le voisinage du point (ô, ©). Enfin F(6', cp') se présentant pour
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ICO^TT sous la forme

F(0', <p') =

ou la fonction H(ö', cp') est bornée, /(co) devient aussi infinie
d'ordre y au point co — ic :

ou Ç(TÎ) 7^ o et ©(<*>) est bornée dans (TT — e, TT).
Ainsi f(u>) est a variation bornée dans ^o, e), devient infinie

d'ordre y au point w = -rr et le produit |/(co)|sinco est integrable

dans (o, u). On a pour S = -

La fonction/(a)) étant à variation bornée dans (o, e ) , / ( + o ) existe
et n'est que la valeur moyenne de F(0', ç') au point (6, cp) :

l- f F(0', ®')ds'

II est facile de démontrer que Ton a, pour e suffisamment petit et n
suffisamment grand, l'inégalité

(12) | I ' B _ / ( + o ) | < i
2

ou y) est aussi petit qu'on veut :

Or

l i m S n ( e ) — h m / s„ (co) sincoc/w = o,
n = oo n — » ^ g

donc

ƒ (1) /•(_!_ 0 \ Ẑ 71

vn
2 (co)sinw<iw = — / smwöfw =ƒ(-+- o),

2 Jo



puisque l'on a, pour o > — \,

45)(co)sinwâfw^ -L y A ^ J m + - ƒ Pffi(cosw)sinw rfw (d>—T),

et tous les termes de cette somme, sauf le premier, s'évanouissent
grâce à l'orthogonalité des polynômes de Legendre dans l'inter-
valle (—i, -h i). Dans l'intégrale f*, nous exprimons la fonction
à variation bornée / (w) comme la différence de deux fonctions mono-
tones ƒ(&>)= ƒ,(&>)—/aC00) P o u r appliquer ensuite à chacune des
intégrales résultantes le second théorème de la moyenne; il vient

y!. l î=[/i(O-/i(o)] f * ? ( W ) sLn w ^ - [ / 2 ( £ ) - / 2 (o ) ] f # ) ( ^

fn (w)sinù)rfo> est bornée, quels que

soient w = o, 1,2, ...,oo et c, pourvu que 0 > ; donc, en choi-
sissant £ suffisamment petit, nous pouvons diminuer fn

2) en valeur
absolue autant qu'on veut, ce qui démontre (12).

A l'intégrale Yn9 nous appliquons le théorème général de
M. Hobson (*). Les conditions de ce théorème sont satisfaites,
puisque : i° le produit sinco/(a>) étant absolument intégrable
danis (o, Tt),/(Û>) l'est dans l'intervalle (e, -n — s); 20 l'inégalité (10)
prouve que Ton a, pour e^w^Tt — e,

sin -
2

et 3° la valeur absolue de l'intégrale

f ^)(w)sina)rfa) = S? ) (a ; -S? ) (P) (s <a < (3 <T: - e)

est plus petite que izn, où £ft ne dépend pas de a et (3 et tend vers zéro

Oj Proceed. of the Lond. Math. Society, 2e série, t 6, p. 354, § 2-
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pour 7i-^3o, hm en = o, puisque la série (i i) est uniformément som-

mable f C, 8 > — - j dans (e, TC) et a pour somme zero, comme nous

l'avons démontre dans le paragraphe 4. Par consequent, le théorème
cite de M. Hobson s'applique a 1^:

II nous reste a examiner l'intégrale Irt. Dans l'intervalle (TT — e, TT),
/(co) = (sineo)-^cp(a>) et nous supposons que y est inferieur à trois
demis ;

h -

En substituant dans In'ƒ((*>) = (sinco) 2<p(<*>) et en appli-
quant ( io) , nous avons

On voit qu'en choisissant £ assez petit, on diminue la valeur absolue
3de l'intégrale 1̂  autant qu'on veut. En résume, pour y < -> nous

avons eu égard à (12), ( i3) et (14) :

| Fi^ —/(-HO) I < I Ii — / ( H - O) | H- | Ii| H- | K

ou Y) est aussi petit qu'on veut, si Ton a soin de choisir 1 suffisamment
petit et n suffisamment grand, c'est-a-dire

= ƒ(+ o) (i<\\ c. Q F . D

On voit que la sommabilité (C, - ) est uniforme dans tout domaine A

qui est entièrement compris dans le domaine T de continuité de la fonc-
tion développée F (G', ç/)? si cette f onction est à variation bornée dans le
domaine T et si Vordre dhnfinilude de F(Ô, <p) aux dweis points du
domaine Ao, diamétralement opposé sur la sphère S au domaine A, est
inférieur à trois demis.
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Soit maintenant 2 > y = -• Nous allons démontrer que, dans ce cas,

la série de Laplace n'est pas sommable (C, - j en point (0, cp), même
si la fonction x>(a>) = sincoy/(w) est régulière au point o> = TT. Soit
donc

( 2 s i n ~ ) cp(&>) = ( cos— )T /(co) = 2-Ycp(7r)-f- cos— ^ ( w )
\ 2 / \ 2 / 2

(7T e^CO^Tl),

c'est-à-dire

où Tordre d'infînitude de ^(Û>) au point o> = u, si elle y devient
infinie, est sûrement inférieur à trois demis. On a

\m
n= 2~Tcp(7T) f ( C O S - ) T 5 i^ (w)s in&)r fw+ f ^ ( &>) 5 ^ ( W ) sillû) û?û).

•4-e \ 2 ^ ^TT-£

La valeur absolue du dernier terme du second membre peut être
rendue aussi petite qu'on veut par le choix convenable de e, puisque
Tordre d'infînitude de '|(o>) pour o> = TT est inférieur à trois demis, et
tout revient à l'étude du premier terme. On a pour n->co, en po-
sant y = 2À,

/
V co\~2X i1-)

I c o s - 1 5„ (w) sincot/o) = n - 0(1)

et

ƒ ( c o s - ) •«„^(w) sincixico ~ 0(1)
Je ^ 2 /

puisque ces deux intégrales sont du type étudié Vn et 1̂  respecti-
vement.

Par conséquent, on a

I ( cos — j s„ (w) sinco^/co

— / - / =rr / ( c o s - ) " 5^j(co)sinco^co —1 + 0(1)
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et pour étudier I™ il suffit de trouver la formule approximative pour

l'intégrale «„ , où z%*0) est définie comme suit :

rn / co\~2X r + 1

t/^ ^*-« / I v U b — J o ^ ^ G J ^ ö l I i C u t x C O 2, I l I Uu ) Qn ( Ju J UO'

avec

et

Or, pour obtenir cette formule approximative, il faut calculer la
fonction génératrice de la suite

c ô , fc1 , t 2 , • • •

On trouve

»#.8>=2* f (l —

( i — x ) - x dx

1 ^ I —r~ ̂  «Z'^J ~T" -S

— A (1 — ^) 3 + 5 \ 2

où F est le signe de la fonction hypergéométrique et où T — — _̂~ •

$>ô)(s) n'a que deux points singuliers zK =^\ (T = oc) et 52 = — I(T = I ) ;
les deux se trouvent sur la circonférence du cercle de convergence.
Avant d'appliquer la méthode de Darboux, nous exprimons, en nous
appuyant sur les propriétés les plus élémentaires de la fonction hyper-
géométrique, la fonction génératrice ^l\z) dans le voisinage du
point zK = 1 ainsi :

8 > s1±InL^_ F / i _ 1 _
'- ' ( , A ) ( , s ) 3 + S \ 2

OÙ



Vu que

on trouve que

_ (2 _ i) = _ J < o,

existe et l'on obtient par conséquent <p(i) = i .
De même, dans le voisinage du point z = — i,

OÙ

_2>,-2~5 r -

Selon ia méthode de Darboux, nous devons développer en série de
Maclaurin la fonction auxiliaire

etpourn->co on obtient la formule approximative cherchée sous la
forme

Vu que i \ = y, le cas particulier o = - nous donne

cos — J s (

2 1 "Y
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et l'on obtient définitivement

•(ï)*
• 0 ( 1 ) • 0 ( 1 ) .

Cette formule résout la question : I*' ne tend vers zéro avec
3

que si y est inférieur à trois demis, y < -; si y est égal à trois demis,
3y — - , I™ oscille pour n-^^o entre des bornes finies et, si y est supé-

3
rieur à trois demis, y > -> ses bornes d'indétermination sont infinies.

3

II est donc démontré que la condition y < - est nécessaire pour la som-

mabilité (C,-)dela série de Laplace et que cette sommabilité ( C, - ) en

un point (6, <p) ne dépend que de l'allure de la fonction développée

F(9', ©') r/a//^ te voisinage de ce point, si y <C~ et si F(ö' , o7) e^ absolu-

ment integratie sur la sphère S.
Ce théorème est l'analogue du théorème classique de Riemann sur

la convergence de la série trigonométrique.

Au contraire, la sommabilité (C, ^ < ^ j de la série de Laplace

dépend (§ 6) de l'allure de F(ô / , ç') sur toute la sphère S.
L'hypothèse que F(ô / , <p') est à variation bornée dans le voisinage

de (6, <p) n'a été employée que pour prouver que l'intégrale

peut être rendue en valeur absolue au&si petite qu'on veut, ce qui est

pour y < - la condition suffisante de la sommabilité (C, o = - ) sous
2 \ 2 y

les suppositions de l'existence de la valeur moyenne ƒ( 4- o) et de
Tintégrabilité absolue de F(9', ç') sur S. Or, on peut formuler d'autres
conditions suffisantes qui peuvent remplacer l'hypothèse que F(6', <p')
est à variation bornée autour du point (9, ©). Posons

cp(co) — ^ ( c o ) s i n ^ = ƒ ( & > ) — ƒ ( H - o ) ;



on a

/*>= f <p(w)si2)(to) sinco <iw

cp
/

& _

cp(co)sv„2' {G)) sinco -
Rit

itn-t-ü

et

OU

( w ) — / | cp( co) |

Supposons que l'intégrale indéfinie $(&>) pour o> = o a une dérivée
égale à zéro, alors on a

où lim £re= o, et l'on voit que cette supposition entraîne lim R̂ ,1' = o.

Dans l'intégrale R̂ 2), nous appliquons la formule (7) avec l'iné-
galité (8) :

\ / 1

oï —
° J

sin (/i -h

/ • >

f 2 sin —
\ -
) ^

n
2

sinco

A

ce qui nous fournit

(/i -t-1)( sin —sinco

COS—aco -h rn.
2

OU

fiTT

(co) sinco </w ƒ pn (w) I sinoxico;
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6£ désigne la borne supérieure de la fonction

I ?(*>)!= !ƒ(«)--ƒ(+o)|

dans l'intervalle (o, t) et peut être rendue par conséquent aussi petite
qu'on veut par le choix convenable de e. Or

^r ƒ.
sin - v/sinoa

2

ce qui prouve que la valeur absolue de l'intégrale rn est aussi petite
qu'on veut, si £ est suffisamment petit. Examinons maintenant l'inté-
grale

— - I d/(w) sin « H - T jw
2 y/2 J 61I LV 4/ 2j

On prouve facilement que l'on a

ï — 4 / COS —
V 2

donc

w s m —

/ "'^ t / COS —

V 2

•y"
par conséquent, on obtient

Ï r£ r/ 5\
isJiJ 67Î LV 4/ 2

c o s - a w
2

~ — ƒ dr ( co ) cos ( n -h y -h o ( Ê2 ).

Quant à l'intégrale

6

4̂  ( co ) cos f n -h j \ o) dot,
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elle est du type étudié par M. H. Lebesgue (*), et, en lui appliquant

le même raisonnement qu'applique M. H. Lebesgue à l'intégrale

t\>{(*)) s i n i n ~ \ — ) (Ù c/co,

7H-1

on prouve facilement que Ton a

6
y(«) cos| n-h -

-t-5

sous l'hypothèse que l'intégrale

3 C ( P ) = ƒ

tend vers zéro avec p^-o, c'est-à-dire lim y(p) = o.

Vu que $(co) pour co = o a la dérivée égale à zéro, s'il existe la
valeur moyenne ƒ (-h o) de F(6', ç') en un point (Ö, ç), on voit que
nous avons démontré le théorème :

La série de Laplace d'une Jonction F(6', cp') absolument intégrable

'sur S est sommable (C, - ) en un point (ô, ç) Je S, o^ existe la valeur

moyenne ƒ (-h o) cfe F(9', ç'), ^ a /?OMr somme cette valeur moyenne si
l'ordre d'injinitude (y) de F(9', <p') «M /?om2 diamétralement opposé

3S au point (9, cp) e^ injérieur à trois demis, y <^-i et si l'intégrale

X(P)=

séro a^e^ p -> o.

Or, on sait que tous les critères classiques connus de la convergence
des séries trigonométriques se déduisent de la condition établie
lim^(p) ~ o et l'on voit qu'ils sont, par conséquent, aussi les critères

(*) Leçons sur hes séries trigonométriques, p. 67-08.
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de la sommabilité (C, - J de la série de Laplace en un point de la

sphère S sous les hypothèses faites. Ces critères [se rapportent à la
fonction

ƒ(&>) = -.— f'F(0\Ü)')^\
J v } 27rsinco L v ' Y '

mais il est facile de les formuler pour la fonction F(6', <p') elle-même.
Envisageons, par exemple, la condition de Lipschitz-Dini :

(p->•<>)

pour p->o. Supposons que F(0, <p) existe etformons la différence

On voit que/(co) satisfait à la condition de Lipschitz-Dini, si Ton a
pour co->o

| F ( 0 \ 9 / ) -

ce qui n'est que la condition de Lipschitz-Dini par rapport à la fonc-
tion F(8', <p')-

On peut dire que la sommabilité (C, o) des séries trigonométriques

et la sommabilité f C, \ j des séries de Laplace présentent une analogie

complète au point de vue des conditions suffisantes de sommabilité.

6. — La sommabilité (C, à) de la série de Laplace pour | ô | < -•

Les résultats du paragraphe précédent suggèrent l'idée que la som-

mabilité (C, o < - ) de la série de Laplace doit être analogue à la

sommabilité (C, o < o ) des séries trigonométriques, étudiée dans le
premier paragraphe. Son étude ne fait que confirmer cette idée.

En étudiant la sommabilité (C, o < - j , nous supposons F(0;, <p') à

variation bornée partout sur S, h l'exception des voisinages des points
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isolés Mk, où elle se présente sous la forme

F(Ô', ^) = Ajsm^Yak-h¥k(6\9')

p é t a n t la distance sphérique des points MA(Ô*, çft) et (6', cp') et la
fonction F*(6', cp') étant à variation bornée pour trrA<£. Si l'un quel-
conque des points M*-est diamétralement opposé sur"S aü point (9, <p)

où Ton envisage la sommabilité f C, S < - J de la série de Laplace,

nous le désignons par W et Tordre d'infinitude de F(6', <p') en ce
point W par y.

Transportons le pôle de S en point M (6, cp) et désignons les nou-
velles coordonnées par w et ty. On a

1 r2T'= — J
où W((s>9 ^) n'est que ia fonction F(6', cp') exprimée en nouvelles coor-
données.

Désignons le point (6', <p') par [x et la distance sphérique des points
M*(û*> <pA) et M(0, 9) par b>k. Le triangle sphérique MM (̂JL nous fournit
dans le cas général CO^TI , OÙ CL>A et tyh sont les coordonnées du
point Mk :

k= cosco COSCO^H- sinco sincoA c o s ( ^ — ̂ A) (o

donc
. , STA . W — co/ . . . _ J; — vLi.

sjn2 — = s in 2 -h sin w sin w/c s i n 2 I — •
2 2 2

La fonction F(G', cp') étant à variation bornée partout sur S, sauf les
voisinages des points MA et W, /(co) est à variation bornée dans tout
intervalle (o, TC — e), sauf le voisinage des points o> = o)A, et il s'agit
d'étudier ses propriétés au voisinage de ces points intérieurs co = toA et
dans l'intervalle (TC — s, 71). Posons pour co-xo^
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II est clair que la fonction/2(co) est à variation bornée pour|co — o>Aĵ £.
Or

f )^+=/l(to) = ^ / I ^ T O < ^ + ^ ƒ

où la fonction /4(co) est aussi à variation bornée pour | co — coA|<e.

L'expression de [sin — j nous fournit d'un autre côté

et la substitution

u sin = sm

transforme cette intégrale en

/3(&>) = — 2 *, ( s i n ( A ) ~ ^ )
n ysinco sincoA: \ 2 . /

OU

. , sine v/sinco sina)A
T 0 ( & ) ) = *

sin

En appliquant le second théorème de la moyenne, on obtient

sin -——M ƒ , ( « ) =
V 2 /

Si aA]> T , l'intégrale du second membre représente une fonction de co à
variation bornée pour |co — coA|<£; donc si a * > i , /(co) se présente
sous la forme

s i n

où les fonctions gh(u>) et AA(co) sont à variation bornée pour | co — tùk | ^ s .
Si aA—i, l'intégrale du second membre augmente pour co->coA



— 53

comme log(co — coA) et

Enfin, si a * < i , / ( t o ) est à variation bornée pour |co-—o>A |<£eton

le prouve en considérant la fonction

/5(ot>} = — * ƒ SKI — db- |e'=arestn

où

La substitution
. d l \bk .— r

V = sin -—•^J— v/sinco si

transforme/5(co) en

où g(<o) est à variation bornée, et cela démontre notre assertion.
En résumé, on a établi pour o<ia}k<^iz que f (ce) ne se présente dans

l'intervalle |co — toÂ|<£ que sous les trois formes suivantes :

i) ƒ (« ) =gk((ù) | O) —

(pour aA = i) / (w)

(pour«KO /(W)

où § A ( C O )
 e t ^*(co) sont à variation bornée pou r | œ — o>A | < £ .

Soit maintenant CÔ  — TÏ ( le point W ) ; pour U ^ C O ^ T : — e, on a

7

C O S -

d'où la conclusion que / ( w ) devient infinie au point co = u du même
ordre y que F(8', ç') et que ç(co) esta variation bornée dans (it — £, TU).

Pour étudier la sommabilité (C, S < -) de la série de Laplace

de F(0\ of) il suffit de considérer F(ô', o') avec un seul point M*.
Soit a A =rH-p et w/f = ^(o < £ < i t ) . Envisageons d'abord le cas



o ( a * > i). On a alors pour | co — £ |<

/(w) = ^(o

et pour CO>TI — e

Jƒ(&))= Af COS— J

La moyenne arithmétique d'ordre 8 de la série de Laplace — FJ?1

s'exprime comme suit :

ƒ(«)*<»'(«) sina>rfa>=/

Posons

La série ( n ) étant uniformément sommable (C, o > — - j pour co>s

avec zéro pour somme, on a, pour chaque £ > — ->

d'où

5«f ' ( Û> ) si n w rf« = ƒ ( H- o ) ( d >

Quant a l'intégrale i2
n), / ( w ) y est à variation bornée et, en posant

U) ( to) sinco ^o> ~ o
1 ' 2

où/^ (co) et / 2 ( w ) sont des fonctions monotones, nous décomposons 4"J

en somme de deux intégrales, à chacune desquelles nous appliquons
le second théorème de la moyenne :
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Or, toutes les moyennes Sjf^co) sont bornées dans leur ensemble
pouro<co<u, pourvu que S soit supérieur à moins d'un demi, S > ;
donc les quantités entre accolades restent finies, tandis que 64(e)
et G2(e) peuvent être rendues en valeurs absolues aussi petites qu'on
veut, si l'on a soin de choisir £ assez petit. On a par conséquent, pour z
suffisamment petit et n suffisamment grand,

( • 5 ) |i}i>_/(+o)|<ç

où Ç est aussi petit qu'on veut et fixe.
Aux intégrales 1^ et l{„ nous appliquons le même raisonnement qu'à

l'intégrale i1™ et, grâce à la sommabilité uniforme (c, S > — - J de la
série (i i) pour co>£ avec zéro pour somme, nous obtenons

Nous avons supposé a* = i + (3 > T , donc

<pi(w) s$' (w) sin et) (

où Ton a, pour S>— -̂

l im / 91(co).çJi
È

2

I-
si n co ofco = o

puisque ^̂  (w) est à variation bornée.
Quant à la première des intégrales du second membre la formule (7)

et l'inégalité (8) nous donnent

/ tf(ai)|û>-
Jï-e.

> s i n
3\ s3+i 1 / u

â j & > 4~~ ^J V C0S "ï

1 _ g

) 5
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où

7
/sinw

et où par conséquent limp„=o pour Ŝ > — -• La fonction

Y(ÛÛ) = ( sm — ) 4 / c o s —

étant décroissante, on a

> £ |-P Sin f / H - H ) O) ; cfo
2 , ••"]

où

On peut poser

puisque g"(û>) est à variation bornée, ce qui nous donne

•C
^ • 2 ( w ) I w — ^ |~^ sin£2rt ofcu ^ y ' i —72-

Le second théorème de la moyenne, appliqué aux intégrales y, ety2,
nous donne, gh((^) et g2(u>) étant des fonctions croissantes,
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II s'agit d'étudier l'intégrale du type

' •=JL'"- {

et la substitution w = ^ + w donne

= ƒ | M |—P sin [ /•„ u -+- Srft] ̂ /w

= r s i n ^ „ / 1 a |~P cosr„(v G?M-h cos^/i / I ̂  |~ P sin r„w ûfw,

Où

Sr„=9r«(g) = r ag— f ?r et

II vient

^±00

L'intégrale ƒ \u\~$eludu étant bornée pour chaque o

nous voyons que nos intégrales

\ u \~$ cos u du et ƒ |wl~Psinw^«,

-nnrn J-aurn

où |aB | < £, j èB| < £ le sont aussi quel que soit n = o. i, 2, . . . , 00 et
nous en concluons quey^/o et avec eux l'intégrale ln peuvent être
présentées sous la forme

où la fonction Ô,(/i) pour TZ->QO oscille sans tendre vers la limite
déterminée, comme sin2rft et cos£rft qui entrent dans son expression,
mais reste toujours bornée : | 8, (n) | < 1. Vu que p = a* — 1 et que

THESE KOGBETLIANTZ
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on obtient définitivement pour o > — ->

l™ = {n + i)**~*~* 6{n) +0(1)

où ô(ra) pour n-^co oscille comme 6, (n), mais reste bornée : |ô(/i)|^
Q

Cette formule prouve que la condition S>aA— - est nécessaire et
2

suffisante pour avoir limljf)== o, puisque, si S = aA ? Ijf oscille
q

pour n^oo entre des bornes finies et même, si o<^oLk , oscille
entre — co et •+ oo.

q

Par conséquent, il est démontré que la condition £ > a * est

nécessaire pour la sornmabilité (C, S) de la série de Laplace

deF(Ô', <p')avecaA>i, si - - I < S < I.
2 2

Soit maintenant aA< i. Pour aA = i on répète le même raisonnement
et Ton parvient aux intégrales du type

cos

qui sont d'ordre logrB= log(/z -h i H—l :

bnrn
i I I C 0 S _7

loa w . « a w0 1 ' sin— « ». /^

Par conséquent, dans ce cas, <xA= 1, on a la formule

d'où la conclusion : pour a t = i, on a, quel que soit o > >

Pour aA < i, /(o>) est à variation bornée dans l'intervalle | o> — H | < e
et, en appliquant le même raisonnement que pour les intégrales Î 2)

et I£J, on trouve, pour S > — -> l iml^~o . En résumé, on obtient le
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résultat général que voici :

(17) l iml^—o (d>— - et oc* )>

si 0 est supérieur àaA et à - - •

II nous reste à examiner l'intégrale ]£}, où ƒ(<*>) se présente sous la

forme ƒ(<*>) = Af cos - j -h 92(o>) '•

f f \ ~ Y

I\*> = A ( c o s - ) sf>

On a
H m £ n = Jim / cp2(co) s^>( co) sinco^co = o

puisque <p2(co) est à variation bornée dans (TC — e, TC). On a aussi

urn / ( c o s - ) ^,Bl(co) sirsinco f/w = o

puisque (cos- j est à variation bornée dans (o, TT — e), ce qui

entraîne de pius pour /z>N et £ suffisamment petit l'inégalité

(cos —) ^'(co) sinco öfco—1 < Ç,

. \ 2 /

où (̂  est aussi petit qu'on veut. Par conséquent, on a

( c o s - ) 5l^(co) sincoc/co = 1 -1- ƒ (cos— ] ^ ( ( w ) sinco /̂co H- YÏ„(6),

où I Y)B(£) | < ^ pour £ suffisamment petit et n>N = N(e, Ç).
Or, l'intégrale du premier membre est étudiée au paragraphe 5, où

i (X> 8)

elle a été désignée par ^ - (2X = y), et où Ton a établi la formule

ƒ ( c o s ^ Ts'|»(oJ)sinW
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En appliquant ce résultat, on voit que Ton a pour S > — -

( cos— J s^5)(co)siï

si Ton a soin de choisir £ suffisamment petit et n suffisamment grand.
Cette formule prouve que la condition 8 > y — i est nécessaire et suf-
fisante pour que l'on ait

(18) limli,5ï=o ( a > — i e t y —

Les résultats ( i5 ) , (16), (17) et (18) prouvent le théorème suivant:

THÉORÈME. — Soit la fonction F(0 ' , cp') qui est à variation bornée
partout sur la sphère S, sauf les voisinages ts^t des points isolés MA et qui
pour xsk^. £ se présente sous la forme

VF A (0 ' , cp') (« A < 2 , n*<s),

w tarA dénote la distance sphérique des points (6' , cp') £/ MA e/ oziF^(ô', ç7)
à variation bornée. La série de Laplace de F(0' , o') e/i tout point M

n appartient pas aux points MA e^ sommable f C, S > ) a^ec /a

valeur moyenne de F (8 ' , a/) a« point M joowr somme, « S ̂ 5̂  supérieur

à Y — 1 e£à a f S > y ~ ï ef a Kouyea l'ordre de Uinfinitude
de F(ô ' , ç7) aw pom^ W, diamétralement opposé sur S #w^oomïM, ê  oà a
£$f fe /ifoj grand des ordres aA rfa Vinfinitude de F(6', <p') e/z £Oi/$ / ^
autres points M, ; /a sme rf^ Laplace n'est pas sommable ( C, S ) en />om£ M,

« 0 e /̂ inférieur ou égal à y — 1 ou à CL > S ^ Y " ~ i e ? a

Si la fonction développée F(6' , 9') est continue dans un domaine T

sur S, la sommabilité ( C, S > — - )> où S est supérieur â y0 - 1 et
3

à a0 , est uniforme dans tout domaine A qui est compris entière-
ment dans T, a0 désignant le plus grand de tous les exposants aA et yc

désignant le plus grand de ceux des exposants OLA qui appartiennent aux
points MA compris à l'intérieur du domaine To, diamétralement opposé
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sur S au domaine T. Pour un domaine A fixe il suffît de choisir pour y0

l'exposant le plus grand parmi ceux des ak qui appartiennent aux
points M* situés à l'intérieur et sur la frontière du domaine Ao, diamé-
tralement opposé sur S au domaine A.

Pour donner un exemple, envisageons la série de Laplace de la
fonction F(ô', <p') qui ne devient infinie qu'en un seul point, le pôle
nord de la sphère S, où son ordre d'infinitude est y, et qui est
continue et à variation bornée partout sur S, sauf la petite
région entourant le pôle nord. Sa série de Laplace diverge partout

3

sur S, si y est supérieur ou égal à trois demis, y :i - ; elle converge par-
tout, sauf les deux pôles de S, et même uniformément pour £< 9 < TT — s,
o^(p$27t, si y est inférieur à trois demis, mais supérieur ou égal à

3Funité, i < y < - > et elle converge aussi au pôle sud de S, si y est
inférieur à l'unité : y < i. Cette série de Laplace ne converge nulle
part absolument, si y est supérieur à un demi, y > -> et elle ne con-

3
verge pas absolument au pôle sud de S, si y > o. Si y = - ses sommes
partielles oscillent en chaque point de S, à l'exception du pôle sud,
entre des bornes finies et leurs bornes d'oscillation sont infinies,

3
si y > - Au pôle sud, les sommes partielles oscillent pour n-^oo entre
des bornes finies, si y = i, et oscillent entre — oo et -h ?o, si y > i .

.On voit l'analogie entre ce fait et la propriété suivante de la série de
Legendre, indiquée par M. Hobson (1) : la série de Legendre de f (ce)
diverge partout à l'intérieur de l'intervalle (— i, -h i), si f (oc) en un

3
point frontière devient infinie d'ordre y= T-

7. — La sommabilité (C, 3 5 - \ de la série de Legendre

en un point frontière ce = ±: i.

Envisageons la série de Legendre de f (oc)

III. f{œ) ~ 2 (« + l) P«(*) ƒ + f (7) Vn(j) dy ( - i < x <+ i),

i1) Proceedingv o f the Lond. Math. Societyy 2e série, t. 7, 1909, p. 34-



et supposons que f(x) est absolument intégrable dans (—i, -h i) et
devient infinie en un point frontière, — soit, pour fixer les idées, au
point oc = — i, — d'ordre y. Nous allons étudier la sommabilité
f C, 8< - j de la série III en un autre point frontière, x = + i, sous
l'hypothèse de l'existence de / ( i — o).

Il est bien connu que, sous les hypothèses faites, la série III
pour oc = ! est sommable (C, S > 2y — 1) avec la somme f (1 — o), si y

est supérieur ou égal à trois quarts, y=y> et sommable (G, â >

si y est inférieur à trois quarts, y < -• II s'agit d'établir que pour y

inférieur à trois quarts, y <C 7 » elle est sommable ( C, S = - j et a pour

somme f(i — o), si /(x) est à variation bornée dans l'intervalle
(1 —s, 1). Le problème posé n'est que le cas particulier pour

du problème traité au paragraphe 5, quand le point M se trouve au
pôle nord de S et quand par conséquent co = 6' et ^ = ?'. Donc la fonc-
tion auxiliaire ƒ(&>)

ne diffère pas de la fonction développée et l'on obtient le théorème
suivant :

THÉORÈME. — La série III est sommable ( C, - ) pour x — i [oc = — T]

et a pour somme f(i — o)[f(o — i ) ] , si la fonction développée f (oc) est
à variation bornée dans l'intervalle (i — s, i)[(— 1, t ~- i)\et si elle est
absolument intégrable dans tout intervalle (— i, - j - i ) , pourvu que y soit

3inférieur à trois quart*, y < 7> pour y supérieur ou égal à trois quarts9

Y = 7' ^a £€/7e III n'est pas sommable (C9 - V

En appliquant le second théorème du paragraphe 5? on voit que
l'hypothèse « f(x) est à variation bornée dans (1 — e, 1) » peut être
remplacée, sous la supposition de l'existence de f(i — o), par la con-
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dition suivante :

>) — H m f /(cosw-h|

sin

3)- / ( i —o)
0) H- p

0.

/(cosco) — / ( i —o)
. co

sin —
2

— o

qui est remplie lorsque /(«?) satisfait dans le voisinage du point œ — i
à l'un des critères connus de la convergence des séries trigonomé-
triques- Par exemple, on a limv(p) — o, si /(oc) satisfait à la condi-

p = 0

tion de Lipschitz-Dini :

Uni |/(cosco) — / ( i — o) | logo) = o,

c'est-à-dire à la condition

l i m | / ( * ) — ƒ ( ! — o ) | l o g ( i —3?) = o,

ce qui donne le théorème :

La série III d'une fonction f {oc) absolument intégrable dans

(— i, -h i) est sommable f C, -jpour a? —+ i [a? = —i] et a pour somme

f(i — o) [/(o — i)j, « cg«e expression existe et si l'ordre y (Tinfinitude
3

öte ƒ(#) aw ̂ oi/zi £r? = — i [x = -f-1] est inférieur à trois quarts, y <C / '

pourvu qu'au point x = -f- i [&' = — i] f {ca) satisfasse à la condition de
Lipschitz-Dini :

Jim | / ( i — p ) — / ( i — o ) | l o g p = o ( p o u r a? = i ) ;
p = o

r i i m | / ( p — i ) ~ / ( o — i ) | l o g p z n o (pour a ? = —
Lp o

Passons maintenant à la sommabilité fC, 8 < - j et supposons

que f(od) est à variation bornée partout dans (— i, -h i), sauf les voi-
sinages des points intérieurs isolés x = \kJ où f(j%) se présente sous
la forme (19) :

(19)
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ou sous la forme (20) :

(20) A

et sauf le voisinage du point x = — 1, où f (oc) se présente sous la
forme

ç(a?) et ç*(a?) étant à variation bornée. Nous dirons dans ce cas
que f (oc) satisfait à l'hypothèse (H).

Lasommabilité (C, S^o) de la série de Legendre en un point frontière

pour o < - a été étudiée par MM. Hobson ( ' ) et Chapman (2), sous

Thypothèse que la fonction développée f (oc) est à variation bornée
non seulement à l'intérieur de l'intervalle (— 1, -h 1) [sauf les voi-
sinages des points x = %k, où elle se présente sous la forme (19)]» mais
aussi au voisinage i^|a?|>i — £ des deux points frontières x — ± 1.
M. Hobson établit qu'en ce cas la série III diverge aux points frontières

a? = ± i , si p est supérieur ou égal à un demi, p>-» (î désignant le

plus grand de tous les exposants $Af et qu'elle converge pour a; = ± 1,

si p est inférieur à un demi, (3<- - M. Chapman envisage le cas

i > j 3 = - e^ démontre qu'en ce cas la série III est sommable

On voit que les cas où 3 est inférieur à un demi, 3 < -» et où f (ce)

possède à l'intérieur de l'intervalle (—i, -h 1) des infinis logarith-
miques, sont restés inétudiés et que, quant à Fallure de f (oc) dans le
voisinage du point frontière, différent de celui où Ton envisage la
sommabilité (C, 0) de la série III, notre hypothèse (H) est beaucoup
plus large que l'hypothèse faite par MM. Hobson et Chapman, qui
supposent ƒ (a?) à variation bornée dans le voisinage des deux points
frontières x — ± 1.

En appliquant les résultats et le théorème du paragraphe 6 dans le

(1) Proceedings of the Lond. Math. Sôcietf, 2e série, t. 7, 1909, p. 39.
(2) Mathematische Annalen, t. 72 19rs, p. 224-226, § 5.
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cas particulier, quand le point M(9, ç) se trouve au pôle nord de S et
quand

nous obtenons le théorème suivant :

THÉORÈME. — La série de Legendre d'une jonction f (oc), qui satisfait

à Vhypothèse ,(11), est sommable (C, o > - — - J en point frontière

x = 1 [ac = — 1] avec la somme f (1 — o) [f (o — 1)], si f (cc) ne possède
à l'intérieur de l'intervalle (— 1,-1-1) que des infinis [logarithmiques et

si y est inférieur ou égal à un quart, Y= 7' et n'est Pas dans ce cas som-

mable (G, O ~ - - -V La série III est toujours sommable (C, 0) pour S

supérieur à 2 y - 1 et à $ — -> $ > zy — 1 e/(3- > où $ est le plus
2 2

grand de tous (2A, e/ elle nest pas sommable (C, S), JÎ S e^ inférieur ou

égal à 2 Y — 1 ow ó P • 0 ̂  2 Y — 1 eï P
Les résultats de MM. Hobson et Chapman sont des cas particuliers de

ce théorème général.

DARA-TCHITCHÀGUE

(Vallée des fleurs)
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