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PREMIERE THESE.

——— et

L’HOMEOMORPIIE DE DEUX FIGURES

DE LEURS VOISINAGES

INTRODUCTION.

Du point de vue de I’Analysis Situs, on ne considére pas comme
distinctes deux figures I et f s’1l est possible d’établir entre ces
figures une correspondance ponctuelle qui soit univoque et con-
tinue dans les deux sens. On dit alors que ces figures sont homéo-
morphes. Mais I'identité des deux figures F et f apparait comme
plus parfaite, lorsqu’il est possible d’étendre la correspondance
entre ces figures a des points qui n’en font pas partie. Dans cet
ordre d’idées, en supposant que I est située dans un espace E et f
dans un espace e, nous chercherons a déterminer deux nouvelles
figures F; et fy, situées respectivement dans E et e et ayant les
propriétés suivantes :

a. Fy contient F; f; contient f; Fy et f; sont homéomorphes et la
correspondance entre F et f est un cas particulier de la correspon-
dance entre F, et f;;

b. Tout point de F est centre d’une hypersphére de rayon non
nul, dont tout P'intérieur appartient & F; et tout point de f est

centre d’une hypersphére de rayon non nul, dont tout l'intérieur
appartient a f,.
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2 LOUIS ANTOINE.

En raison de I'invariance du nombre de dimensions d’un espace,
ce probléme n’a de sens que si les espaces E et e ont le méme
nombre de dimensions. Trois cas sont alors possibles :

1° On peut prendre pour F; tout I’espace E et pour f; tout
I’espace e. Nous dirons alors que la correspondance entre F et f
s’étend a la totalité de leurs espaces;

29 On peut déterminer F; et f;, mais on ne peut pas prendre
pour ces figures tout E et tout e. Nous dirons que la correspondance
entre F et f s’étend a leurs voisinages, mais pas a tout I’espace;

30 1l est impossible de déterminer deux figures Fy, f, satisfai-
sant aux conditions @ et b ci-dessus. Nous dirons que la corres-
pondance entre I et f ne peut s’étendre a aucun voisinage, ou
encore que ces figures sont homéomorphes seulement en elles-mémes.

Etant données deux figures homéomorphes situées dans des
espaces ayant le méme nombre de dimensions, le probléme fon-
damental qui se pose consiste a cheicher dans lequel de ces trois
cas se trouvent les deux figures. L’objet de ce travail est I’étude
de ce probléme dans quelques cas particuliers simples. Nous nous
bornerons a 'espace a deux et a 'espace a trois dimensions et aux
figures formées soit de courbes de Jordan sans point multiple,
soit d’ensembles parfaits partout discontinus bornés.

La premiére Partie est consacrée aux courbes de Jordan sans
point multiple. On appelle courbe de Jordan dans Uespace d n di-
mensions, ’ensemble des points dont les n coordonnées z,, z,, ..., z,
s’expriment en fonctions continues d’un parameétre ¢ qui prend
toutes les valeurs d’un certain intervalle (a, 3) (extrémités com-
prises), qu’on peut toujours supposer étre I'intervalle (o, 1). C’est
ce que nous ferons dorénavant.

Une courbe de Jordan est dite ouverte et sans poini multiple, ou
encore est dite un arc de Jordan si, quels que soient t' et ¢’ dis-
tincts dans I'intervalle (o, 1) les deux points de la courbe corres-
pondants sont distincts. La courbe est dite fermée ct sans point
multiple, si les mémes conditions sont réalisées, sauf pour le point
de parameétre o et le point de paramétre 1 qui sont confondus.

Deux arcs de Jordan sans point multiple sont homéomorphes.
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Car, pour réaliser la correspondance, il suffit d’associer les points
donnés par une méme valeur de t.

On définit de méme la correspondance qui prouve I’homéo-
morphie de deux courbes de Jordan fermées sans point multiple.

Le Chapitre I étudie les courbes planes. Je démontre que deux
telles courbes (toutes deux ouvertes ou toutes deux fermées) sont
dans le cac 19, ¢'est-a-dive que leur correspondance peut s’étendre
a la totalité de leurs plans. Cette propriété a déja été établie par
plusteurs Auteurs et la correspondance a méme été réalicée par
représentation conforme (). La méthode que jemploie a Pavan-
tage de ne faire interveniv que des considérations tout a fait élé-
mentaires, comme celle des chaines qui ont été définies par M. de
la Vallée Poussin et dont je rappelle Tes propriétés a la Section II.
La considération de ces chaines m’améne a réaliser des correspon-
dances entre polvgones plans et ce sont ces correspondances que
7’ étudie tout d’abord a la Section 1. Jindique a la fin du Chapitre
diverses applications immédiates des résultats obtenus. En parti-
culier, je prouve que, étant données, dans an méme plan, deux
courbes de Jordan <ans point multiple (toutes deux ouvertes ou
toutes deux fermées), on peut passer de Pune a Pautre par une
déformation continue du plan n’altérant qu’une région bornée de
ce plan. Cette propriété sera fréquemment utilisée dans la suite,

Le Chapitre IT est consacré aux courbes de Jordan de Iespace
a trois dimensions. Ict, chacun des trois cas prévus peut effectivement
se présenter. 51 I'on considére des courbes ouvertes tracées sur un
plan, une sphére ou un tore, on est toujours dans le cas 19, Il en est
de méme si Pon considére des courbes fermées planes ou sphériques.
Si Pon considére une courbe fermée C tracée sur un tore ct une
courbe ¢ tracée sur un plan, une sphére ou un tore, on se trouve au
moins dans le cas 29, mais on n'est pas toujours dans le premier

(1) Vorr les travaux de M Carathéodory (Vath. Ann., Bd 72, 1g912. p. 107, et
Bd 73, 1913, p. 307 et 3231, \u sujet de la correspondance homéomorphe entre
domaines plans et des déformations homéomorphes du plan, on pourra consulter

des travaux de M. Tietze (C. R. Acad. Sc., t. 157, 1913, p. 509; Rend. del Cire
Mat. dv Palermo, 1. 38, 1914, p. 217).
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cas. Si nous prenons pour ¢ une circonférence, et que nous cher-
chions les conditions nécessaires et suffisantes pour que la corres-
pondance entre C et ¢ s’étende a tout I’espace, nous devons faire
intervenir les coefficients d’enlacement « et 8 de C avec 'axe et le
lieu des centres des méridiens du tore qui porte C. Nous trouverons
alors que la condition cherchée est que I'un au moins des nombres a
et B soit égal & o ou &4 1. Quand les nombres «, B sont différents de
o et de 1, ces deux nombres sont premiers entre eux.

Lorsque deux des courbes dont il vient d’étre parlé sont dans le
méme espace et que leur correspondance peut s’étendre a la tota-
lité de 'espace, on peut encore passer de I'une a I'autre par une
déformation continue n’intéressant qu’une région bornée de
Pespace.

De la considération des courbes tracées sur le tore, je déduis
(Section IV) un arc de Jordan I' dont la correspondance avec un
segment de droite ne s’étend & aucun voisinage. Cette propriété
est due 4 la forme de T' au voisinage d’un point remarquable, et
je montre que tout arc de I'ayant ce point comme point intérieur
(au sens strict) ne peut pas étre tracé sur une surface sans point
multiple; en donnant au mot surface le sens qu’il a ordinairement
en Analysis Situs.

J'indique enfin a la Section V une autre singularité : I’existence
de deux courbes non enlacées et telles cependant que chacune sott
coupée par toute calotte sumplement connexe sans pornt multiple ayant
l’autre pour frontiére.

Les démonstrations données dans ce Chapitre s’appuient sur
quelques remarques relatives aux courbes enlacées et aux surfaces
simplement connexes. Ces remarques s’étendent a4 un espace
quelconque et je les établis a la Section I dans toute leur généralité.

Dans la deuxiéme Partie, j’étudie le méme probléme pour les
ensembles parfaits partout discontinus bornés.

Le Chapitre I est une étude des propriétés générales des
ensembles fermés discontinus. J’y indique un procédé permettant
de définir trés simplement tout ensemble de cette nature dans un
espace quelconque. Il en 1ésultera immédiatement : 1° qu’un

ensemble parfait borné, partout discontinu, est toujours situé sur un



L’HOMEOMORPHIE DE DEUX FIGURES ET DE LEURS VOISINAGES. 5,

arc de Jordan sans point multiple; 2° que deux tels ensembles sont
homéomorphes (). Le fait qu’un ensemble parfait discontinu est
situé sur un arc de Jordan laisse prévoir les différences profondes
qui existent entre ces ensembles, au point de vue du probléme qui
nous occupe, suivant qu’on les considére dans un espace a deux ou
dans un espace a trois dimensions.

Dans le cas des ensembles plans (Chap. II), la correspondance
peut s’étendre a tout le plan et peut éire réalisée par des procédés
analogues & ceux décrits pour le cas des courbes de Jordan.

Pour le cas de I’espace a trows dimensions (Chap. III), je donne
des exemples réalisant les trois cas possibles. Je définis un ensemble
discontinu P dont la correspondance avec un ensemble situé sur
une droite ne peut s’étendre & aucun voisinage. Ce fait tient a ce
que P jouit d’une propriété assez curieuse et d’allure paradoxale :
l’ensemble discontinu P est coupé par toute surface simplement con-
nexe sans pownt multiple, qui contient, & son intérieur, des points
de P sans les conterur tous.

Je déduis encore de P deux ensembles discontinus P,, P, dont
la correspondance peut s’étendre a leurs voisinages, mais pas a
tout D’espace.

I1 en résulte les mémes propriétés pour les arcs de Jordan qui
contiennent ces ensembles P, P;, P,. Nous avons ainsi un nouvel
exemple de deux arcs homéomorphes seulement en eux-mémes
et un exemple de deux arcs tels que la correspondance ne puisse
stétendre qu’a leurs voisinages et pas a tout l’espace.

Enfin, de la propriété énoncée sur P, je déduis un exemple,
plus frappant encore de la singularité signalée a la fin de la pre-
miére Partie : une circonférence C et un arc de Jordan C’ tels que
toute calotte simplement connexe sans point multiple, ayant C
pour frontiére, coupe C’; il y a une infinité non dénombrable de
points d’intersection qui sont situés sur I’ensemble discontinu P.

(1) Ces deux propri tes ont deja éte signalees, il y a une dizaine d’années, par
M. Denjoy. Sa demonstration différe legérement de celle que jindique. Cette

démonstration n’a pas éte publiée, mai> M. Denjoy a bien voulu me la commu-
mquer. Je tiens & I’en remer.ier ici.
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Les singularités signalées montrent des différences” trés pro-
fondes entre ’espace & deux dimensions et I'espace a trois dimens~
sions. On voit pourquol des problémes, trés simples dans le cas
de deux dimensions, deviennent tout de suite trés compliqués
quand on les aborde dans toute leur généralité pour I'espace
a trois dimensions.

Il me reste en terminant & témoigner ma bien vive gratitude a
M. Lebesgue, qui a bien voulu orienter les débuts de ce travail et
qui ne m’a jamais ménagé ses précieux conseils.

PREMIRRE PARTIE,

LES COURBES DE JORDAN.

CHAPITRE 1.

LES COURBES PLANRS.

I. — Correspondance entre les polygones plans.

1. Je vais démontrer élémentairement le théoréme suivant :

Soient deux polygones plans P et p limités respectivement par
deux contours polygonaux L et !l sans point multiple et ayant le
méme nombre de sommets. P et p sont homéomorphes et la cor-
respondance entre P et p peut étre réalhisée de maniére que :

19 L et I se correspondent cité a coté, sommet a sommet, la corres-
pondance enire deux cétés étant une sumilitude ;

2° P et p peuvent étre décomposés en un nombre fini de triangles
se correspondant par homographie.

Un cas particulier trés simple, auquel je raméneraile cas général,
est celui ou L et I n’ont que trois sommets. P et p sont alors des
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triangles. 1] existe une correspondance homographique (et d’ailleurs
une seule) faisant correspondre ces triangles sommet a sommet,
cdté a cdté, la correspondance entre cotés étant une similitude.

Cette correspondance homographique donne la solution du pro-
bléme,

2. Supposons maintenant P et p quelconques. Pour simplifier
je considére un polygone convexe p’ limité par un contour I’ ayant
autant de sommets que L et I. 51 je peux établir la correspondance
indiquée au n° 1 entre P (qui est quelconque) et p’, elle pourra aussi
s’établir entre p et p’ et il en résultera la correspondance cherchée
entre P et p.

Je montrerai dans un instant que si P a plus de trois cdtés, on
peut,en joignant deux points M;,M,, convenablement choisis sur L,
le décomposer en deux polygones P;, P, ayant chacun moins de
cotés que P. La droite joignant les deux points m|, m, de I' qui
sont homologues de M,;, M,, décomposée p’ en p', et p,.

Il suffit de réaliser la correspondance demandée pour Py et p/
d’une part, pour P, et p, d’autre part, pour que la correspondance
entre P et p’ en résulte.

On est ainsi ramené au cas de polygones d’un nombre moindre
de cOtés et, en continuant ainsi, on aboutira au cas des triangles.

3. St P a quatre c6tés au moins et s’il est convexe, on peut
prendre pour M; et M, deux sommets non consécutifs de L. Si P
n’est pas convexe, 1l a au moins un angle supérieur 4 deux droits,
soit ’angle A. Ei soient A,B,C,D, ..., X, Y, Z, A les sommets suc-
cessifs de L. La demi-droite Az, prolongement de BA au-dela de A,
rencontre P; soit N le premier des points de rencontre quand on
va de A vers 2. N n’appartient ni 4 BC, n1 4 ZA. $’1l n’appartient
pas non plus a YZ, je peux prendre M; en A et My en N.

S’il appartient a YZ, et si le segment AY ne contient pas de
points de L, je prends M; en A, M, en Y. Sinon, en faisant tourner
une demi-droite, & partir de Az, vers Y, il y aura une premiére
position Ay telle qu’en partant de A on rencontre L avant de
rencontrer YZ, soit Q le premier point rencontré par Ay a partir
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de A; je puis prendre M, en A, et M, en Q, car Q est un sommet de
la ligne CD ... XY.

Ceci conduit parfois & des palygones ayant des cotés consécutifs
portés par une méme droite, mais ces polygones ne sont nulle-
ment exclus de nos considérations. De sorte que nous aurions pu
supposer que les deux lignes L et I n’avaient pas initialement le
méme nombre de cdtés, et, en subdivisant les c6tés de 'une d’elles,
revenir au cas que nous avons étudié ici.

Il. — Définition et propriétés des chainons et des chaines.

A. M. de la Vallée Poussin a introduit la notion de chainon et
de chaine en vue d’'une démonstration du théoréme de M. Jordan (%).
J’utiliserai ces notions. Je vais rappeler ici les définitions et
énoncer les propriétés qui me seront utiles.

DiriniTions. — Nous appellerons chainon une région du plan
d’un seul tenant, limitée par un contour polygonal extérieur
unique sans point multiple, et éventuellement percée d’un
certain nombre de vides limités par des contours de méme nature
que le premier.

Considérons un certain nombre de chainons consécutifs, désignés
par leurs numéros d’ordre (1), (2), ..., (n). Ces chainons cons-
tituent une chaine si deux chainons consécutifs ont des points ou
des parties communes, tandis que deux chainons non consécutifs
ne se touchent pas. Si les chainons (1) et (n) ne se touchent pas,
c’est-a-dire sont considérés comme n’étant pas consécutifs, la
chaine est dite ouverte, (1) et (n) sont alors les chainons extrémes.
Si (1) et (n) se touchent, c’est-a-dire sont considérés comme con-
sécutifs, la chaine est dite fermée. Il n’y a plus alors de chainons
extrémes.

Le domaine comprenant tous les points d’une chaine ouverte
(ou, en abrégé, la chaine) est, comme les chainons eux-mémes, un

(1) DE 1A VaLLee Poussin, Cours d' Analyse infinitesimale, t. I, Chap. XIII,
P 374 et sav,
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domaine d’un seul tenant, limité par un contour polygonal exté-
rieur unique, et percé d’un certain nombre de vides. Nous dirons,
en abrégé, qu'une région du plan est intérieure a un chainon ou a
une chaine ouverte, si elle est enfermée dans leur contour extérieur.

Une chaine sera dite réguliére, s1 un chainon ne peut étre enfermé
dans un autre, ni dans un groupe de deux autres pris dans la chaine;
lesquels seraient nécessairement consécutifs.

8. TatoriME L. — Si une chaine fermée est irréguliére, elle est

intérieure a une chaine formée de quatre au plus de ses chainons.

TutoreEME 1. — Tout vide d’une chaine ouverte est dans Uinté-
rieur d’un groupe de deux chainons consécutif..

TutoriME III. — Le contour extérieur unique d’une chaine régu-
liére ouverte touche a tous les chainons, tandis que le contour d’un
vide en touche au plus quatre.

TutorEME IV. — Dans une chaine réguliére ouverte de cing

chainons au moins, un vide ne peut toucher en méme temps aux deux
chainons extrémes.

TutoriMe V.— Une chaine fermée, réguliére formée de cing chai-
nons au moins, est constituée par un anneau intérieur a un contour

polygonal L et extérieur a un contour polygonal L' contenu dans
Uintérieur du premier.

Cet anneau peut étre percé de vides. Mais ces derniers sont
chacun intéiteurs a4 un ou deux chainons consécutifs et en tou-
chent quatre au plus. Au contraire, les régions intérieure et exté-

rieure a anneau touchent chacune, I'une par L, I'autre par L/,
tous les chainons.

6. Complétons les théorémes IV et V par les remarques sui-
vantes :

TatorEME. — Sur le contour extérieur L. d’une chaine réguliére
fermée G formée des chainons G,, G,, ..., G, (n25), on peut
marquer des poiwnts S, T,, S,, T,, ... appartenant respectivement &

THESE ANTOINE 2
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G,, G,, ... se succédant dans Uordre S,, T,, S,, T,, Ss, T, ...,
S, Taeis S, et tels que tous les points de G, qui sont sur L. appar-
tiennent d la portion S, T,_, S,., T.de L. Sur le contour intérieur L,

on peut trouver des points analogues S, T', ...; tl y a accord entre
les sens S, T, S, de L et ST, S, de L.

Décrivons le contour extérieur de G,. Nous trouverons au moins
une portion allant de L a L’ et une allant de L’ & L. Soient S, S|

Fig 1.

et T, T, ces deux parties. Elles ne se coupent pas; elles divisent la
chaine en deux morceaux, dont I'un, que j’appelleT,, est du méme
coté que Gy par rapport & S, 8. 11 est limité par S, S, un arc S, T,
de L', T' T, et un arc T, S; de L.

G, est tout entier dans T, puisqu’il a des points dans T, et qu’il
ne traverse pas le contour de I',. A P'intérieur de I',, la frontiére
de G, ne contient aucune autre partie joignant L et L’, puisqu’une
telle ligne ne pourrait étre traversée par G, et cependant parta-
gerait I', en deux parties contenant toutes deux des points de Gy.
La frontiére de G, se compose donc, outre S, S, et T’ T,, de deux
parties, I'une joignant S| a T', Pautre joignant T, & S,; la pre-
miére ne contlent aucun point de L, la seconde ne contient aucun
point de L’. Les portions de I', qui n’appartiennent pas 4 G, n’ont
donc jamais a la fois comme frontiére des parties de L et des par-
ties de L.

Il en résulte que G,, G,, ..., G,_, r'ont aucun point dans T,
puisque, ne contenant aucun point de G,, ils devraient se trouver
dans ces parties de I', qui ne touchent pas a la fois L et L'. Ni Gy,
ni G, n’est complétement intérieur a T';, car il y a par exemple des
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points de G, appartenant & G,. Les deux régions T', et T',, cons~
truites comme T, ne sont donc pas intérieures a T',.

Supposons que T',, qui appartient & G, ou & G, appartienne a G,.
Sinon, on devrait appeler ce point S et raisonner sur £, comme
nous allons le faire sur G,. Décrivons T, T,. Nous resterons dans G,
tant que nous ne rencontrerons pas une frontiére de G. Supposons
que nous arrivions en A a la frontiére ¥ d’un vide de G. Ce vide
touche au plus & quatre chainons consécutifs de G (n® 3, V) et
comme A appartient a G, et a G,, y appartient au plus & quatre
chainons consécutifs de la suite G,—,, G,, G,, G,, G,, G,. Décrivons y
3 partir de A dans le sens qui nous fait quitter T, T, jusqu’a ce que
nous revenions en B sur T' T, et soit y' ’arc ainsi décrit. ¥’ ne con-
tient aucun point de G, (sauf ses extrémités A et B). La portion
de v’ voisine de A appartenant comme A a G,, tout y’ appartient
exclusivement a G,, G,, G,. Mais B appartient a G,, donc ne peut
appartenir & G,, ni a G,. Donc la partie de Yy’ voisine de B appar-
tient a G,, donc aussi B. En continuant & décrire T, T, a partir
de B, on arrive finalement en T, sur G,.

De méme, S, et S appartiennent tous deux soit a G,, soit a G,.
Je dis qu’ils appartiennent & G,. Supposons le contraire et consi~
dérons la région T,; soient S,, T, les extrémités de I'arc découpé
par I', dans L. S, et T, appartenant a T',, 'un des deux ares S, T,
de L appartient tout entier a T',. Ce ne peut étre I'arc extérieur
a T, car tout point de L appartenant soit a T, soit a T, G,, qui
n’a aucun point dans I', et 'y, ne toucherait pas L. Ce ne peut étre
Parc S, T, deT',. Car les deux points S,, T, seraient extérieurs a T,
et, par suite, appartiendraient a8 Gget 'un des deux arcs S,, T, de L
appartiendrait a I',. Ce ne peut pas étre I’arc de T',, puisqu’il con~
tient des points de G,. Ce ne peut pas étie non plus I'autre arc S, T,
de L, car tout point de L appartiendrait alors soit & T',, soit a T,
et G, ne toucherait pas L. Il y a donc contradiction et par suite S,,
S|, appartiennent a G,.

Ainsi, s1 'on parcourt L et L’ dans le méme sens, on rencontre
d’une part S,, T,, S,, T, dans cet ordre, et d’autre part S, Ty,
3,, T, dans le méme ordre, ce qui justifie I’énoncé. Remarquons
que S, et T, peuvent étre confondus, ainsi que S, et T,.
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Pour la suite, remarquons encore que la couronne limitée par L,
et L’ se trouve divisée en des morceauxT,, T, T,, T, ... par les
lignes S, S/; T, T';S,S,; T, T,; S, S, ....

Soient P et Q deux points de L (ou de L'). Soient p et g les
rangs des chainons qui contiennent P et Q. La discussion précé-
dente montre que 'un des deux arcs PQ de L. n’emprunte de points
quaux chainons numérotés p—1, p, p+ 1, p+2, ..., ¢— 2,
g}—1, q, ¢+ 1 et Vautre arc aux chainons ¢g—1,q,9+ 1,9+ 2, ...,
P—2, p— 1, p, p+ 1 (dans ces suites, le nombre 1 doit étre
considéré comme consécutif de n).

Le cas d’une chaine ouverte se raméne immédiatement a celui
qui vient d’étre traité. Il suflit d’ajouter un chainon tout entier
extérieur a la chaine sauf deux portions de son bord, dont 'une
appartiendrait au bord du premier chainon (et & ce chainon seu-
lement) et 'autre au bord du n*™ chainon. On aurait des dispo-
sitions analogues avec cette différence qu’il faut considérer les
chainons comme se suivant dans I’ordre

1,2,3,. ,n—2,n—1,n,n—1,n—2,...,3,2,I,2,.,

au lieu de ’ordre

1,2,3,.. ,R—1,R, 1,2, ....
III. — Correspondance entre les plans de deux courbes
fermées.

7. Soient, dans les plans E et e, deux courbes de Jordan fermées
sans point multiple C et ¢, dont les coordonnées sont des fone-
tions continues d’un ‘paramétre ¢ variant dans l'intervalle (o, 1).
En associant les points de C et ¢ donnés par une méme valeur de ¢,
je réalise 'homéomorphie de ces courbes. Je me propose d’étendre
cette correspondance a la totalité des plans E et e. 1l suffit, d’aprés une
remarque déja utilisée, de prendre pour ¢ une courbe particuliére.
Je prendrat pour c le contour d’un carré de centre, I’origine, de cotés
paralléles aux axes de coordonnées et de périmétre égal & 1. Le
paramétie ¢ d’un point de ¢ sera son abscisse curviligne comptée
a partir d’un certain sommet de c.
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La méthode que j’emploie est la suivante : J’enferme C dans une
suite de chaines réguliéres fermées G,, G,, G,, ..., G,, ... telles
que la chaine G, soit totalement intérieure & la chaine G,—,. Les
contours polygonaux L,—,, L,—,, L,, L, qui limitent ces chaines
déterminent deux couronnes A,_,, A’_, et G,—, est la somme de
ces deux couronnes et de G,. Je décompose chacune de ces cou-
ronnes en polygones en nombre égal & celui des chainons de G,_,.
Je fais des constructions analogues pour c. J’établis ensuite entre
les polygones obtenus la correspondance indiquée au n® 1. J’établis
des correspondances analogues entre les extérieurs de L, et [, et
les intérieurs de L, et . Moyennant quelques précautions, ces
correspondances réalisent la correspondance cherchée entre E et e.

Dans I’exposition de cette méthode, j’énoncerai quelques résul-
tats déja établis par M. de la Vallée Poussin; mais j’emploieral des
procédés différant des siens et appropriés au but que je poursuis.

8. TutoriME. — Etant donnés une courbe fermée C sans point
multiple et un nombre positif A,, je puis enfermer C dans une chaine
réguliére fermée G, d’au moins cing chainons et dont chacun a un
diamétre inférieur a A,.

Partageons I'intervalle (o, 1) de variation de ¢ en 2* parties
égales. Ceci partage C en 2* trongons. Soit ¢, le maximum du dia-
métre de ces trongons. Couvrons d’autre part le plan d’yn pavage
constitué par des carrés égaux de cdtés paralléles aux axes et soit 7,
un nombre supérieur au diamétre (diagonale) de ces carrés. A
chaque troncon j’attache un chainon formé de ceux des carrés du
pavage qui touchent ce trongon. Il s’agit de choisir k et v, de fagon
a satisfaire aux conditions 1mposées.

Deux chainons consécutifs se touchent; car ils ont en commun le
carré qui contient le point commun aux deux troncons dont ils
proviennent. Pour que deux chainons non consécutifs ne se
touchent pas, 1l suffiia de prendie v, inférieur a la moit1é de I’écart
minimum de deux trongons non consécutifs. Remarquons
qu’alors 7, est inférieur a la moit1é de I'écart des extrémités d’un

A I . N
méme trongon, donc a = &. D’autre part, le diamétre d’un chainon
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est au plus égal  celui du trongon augmenté de 2 1,; il est donc
inférieur a 2 g,.

La chaine sera réguliére si (n° 8, I) elle n’est pas intérieure & un
groupe de quatre chainons consécutifs. Ce groupe a un diamétre
inférieur 4 8 ¢,. Comme C appartient & la chaine, il suffira que ¢,
soit inférieur au huitiéme du diamétre de C.

Il suffira donc de prendre k >> 2 (pour avoir au moins cinq chai~
nons) et assez grand pour que ¢, soit inférieur au huitiéme du dia-
métre de C et a la moitié de A,. Ceci fait, la courbe est partagée en
trongons et 'on prendra v, inférieur a la moitié de Uécart de deuws
trongons non consécutifs. Tout ceci est possible puisque ¢, tend
vers o quand k augmente indéfiniment.

C est intérieure a cette chaine G, et ne touche pas a ses deux
bords L,, L; ; car tout point de C est intérieur a un carré ou a un
groupe de deux ou quatre carrés du pavage.

St Uon ne fixe pas A,, on pourra déterminer la chaine par les

autres conditions et I’on sera assuré que chaque chajnon a un dia<
metre < 2¢,,

9. Supposons que G,_, ait été construite A 'aide d’un certain
partage de C en trongons et d’un certain pavage du plan par des
carrés. Pour construire G, je partage I'intervalle qui donne chaque
troncon du partage précédent en deux parties égales. Soit ¢, le
maximum du diameétre des trongons obtenus. Chaque trongon
ainsi obtenu étant une fraction de I'un des précédents, ¢, ne peut
pas augmenter et tend vers o quand n augmente tndéfiniment. Soit ¥,
un nombre inférieur : 1° & la moitié de I’écart de deux tronc¢ons non
consécutifs; 20 a4 I’écart de C avec chacun des contours polygo-
naux L,_,, L, qui limitent G,_,. Je partage chaque carré du
pavage qui a donné G,_, en un nombre (le méme pour tous) assez
grand de carrés égaux pour que ces carrés aient un diamétre infé-
rieur a v, Ce partage en trongons et ce pavage permettent de
définir la chaine G,. Elle remplira les conditions voulues, car
le diamétre du carré du pavage remplit les conditions imposées vis-
a-vis de ¢, et comme ¢, n’est pas supérieur a ¢,, il vérifie les mémes
inégalités de condition que ¢,. De plus, la deuxiéme condition im-
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posée & 7, montre que cette chaine n’a pas de points sur L,_,,
ni L. _,, donc est bien interieure a G,_,.

Remarquons enfin que le diamétre maximum A, des chatnons
de G, est inférieur a 2¢, et que chacun des deux chainons de G,, qui
proviennent d’un trongon ayant serov @ la formation de G,_,, est une
partie du chainon correspondant de G,—, en rason de la construc-
tion des pavages.

Les chaines ainsi construites définissent bien les anneaux A,, A!,
annoncés au n°® 7. A, est compris entre L, et L,,, et A, entre L,
et L.,

10. Décomposition des anneauz A ,, A, en polygones.— Dans ce qui
suit, }’aura1 a eonsidérer des eléments de méme nature, en nombre
égal 4 ceux des chainons de chaque chaine G,. Je désignerai tous
ces éléments par une méme lettre affectee de deux indices : un
indice inférieur, celui de la chaine G,; un indice supérieur qui sera le
numéro d’ordre du chatnon de G, auquel correspond I’élément.

Proposons-nous de décomposer en polygones les deux anneaux
A,, A, détermnes par les deux chaines G,, G, et hmités respec-
tivement par les contours L,, L,,, et L, L,,, (fig. 2). Pour cela,
divisons la couronne L,, I., en morceaux T, , et T,, par des
lignes Sypey S,iss Tapir Tiprsy comme 1l a été dit au n° 6. Pour sim-

.

Fig. a.

6n

\
plifier les notations, les morceaux seront notés I'h, I3, ..., et
les lignes S}, S.', S3S,, ....

Considérons une des hignes SS’ ainsi construites. S est extérieur
aL,.,etaL,,,tandis que S’ est intérieur & ces contours. Donc 5SS’
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coupe chacun de ces contours. Parcourons SS’ de S vers S'. Jappel-

lerai T le premier pount de rencontre avec L,,, et &' le dernier point
de rencontre avec L., .. Les lettres X, ¥’ seront naturellement

affectées des mémes indices que les lettres S, S’. Nous ne conser-

verons de chaque ligne SS’ que les arcs ST et S’Z’. Ces lignes ne se

coupent pas. Elles partagent donc les anneaux A, et A}, en po-

lygones que je désignerai par la lettre A avec deux indices évi-

dents et un accent s’il s’agit de A,. Par exemple, A} aura parmi ses

sommets les points S,, S;, X, Z}.

Ces polygones A et A’ réalisent la décomposition des anneaux A,,
A, en polygones : 1ils se présentent comme des chainons ne se tou-
chant que par des parties de leurs frontiéres, la chaine qu'’ils
forment n’ayant pas de vides.

11. Faisons une remarque qui nous sera utile plus loin, sur la
disposition des polygones A par rapport aux chainons G. Consi-
dérons le polygone A et étudions son contour. La définition de ce
contour dépendant de la parité de «, nous distinguerons deux cas.

1° a impair. — Le contour XIS;S;™Ii* appartient aux
contours des trois chainons o« — 1, &, & + 1 (n° 6). Il est donc inté-
rieur a 'ensemble de ces trois chainons. Les points X%, %+ appar-
tiennent au chainon G¢ donc ne peuvent appartenir qu’a ces trois
mémes chainons. Il en résulte que ces points ne peuvent appar-
tenir qu’aux chainons 2« — 3,20 — 2, ..., 22 + 2 de G,,,, sans
quoi ils appartiendraient a d’autres chainons de G, (n° 9). Donc
le contour Z¢X3*' ne peut emprunter que les chainons 2 & — 4, ...,
2 a + 3 de G,4, (n° 6), et par suite appartient aux chainons «a — 2,
a—1,a &+ 1, « + 2 de G,. Tout le contour de A} et par suite
tout ce polygone est intérieur au groupe de ces cinq chainons de G,.

20 o pair. — Rien n’est changé pour la premiére partie du con-
tour. X} appartient au chainon a—1, donc peut appartenir a I'un
des trois chainons « — 2, « — 1, «. De méme Zi*' peut appartenir
a l'un des trois chainons «, « + 1, « + 2 et pas & d’autres. Le
méme raisonnement montre que tout l'aic X;X%*' appartient au
groupe des sept chainons « — 3, ..., « 4+ 3 de G,.
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Donc, dans tous les cas, A? est intérieur a un groupe de sept chai-
nons conséculifs de G, dont le chainon moyen est le chainon Gf.
Par suite, A* ne peut toucher qu’a neuf chainons consécuiifs de G,
G$% étant toujours le chainon moyen.

Il en résulte aussi qu'un chainon de G, ne peut toucher au plus
que neuf polygones consécuiifs de A,.

Les résultats sont évidemment les mémes pour A,

12. Passons a la courbe cdu plan e: ¢ est le périmétre d’un carré
de cotés paralléles aux axes, de centre I'origine o des coordonnées
et ¢ a pour longueur 1. Le paramétre ¢ d’'un point de c est son
abscisse cuiviligne comptée a partir d’'un sommet.

Pour construire une chaine g, contenant ¢, je considére d’abord

deux contours carrés homothétiques a ¢ et concentriques, 'un [,
extérieur, autre ! intéricur. Puis je partage ¢ en 2* trongons
égaux et je méne les demi-droites allant de o aux extrémités de
ces trongons (les sommets de ¢ sont parmi ces points). Les quadri-
latéres formés par ces droites et I, [ seront les chainons de la
chaine g,, leurs sommets seront désignés sur [, par s7 et sur [
par s; et le chainon g% sera le quadrlatére s§ si+' s **' s

0 "0 0 [

D’une maniére générale, supposons g,_, définie et limitée par
deux carrés I,_,, I,_,. Pour définir g, je construis deux carrés [,
I, homothétiques & ¢ et concentriques et respectivement équisdis-
tants de l, , et cet I,_, et c. Je partage en deux trongons égaux

THFSE ANTOINF 3
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chacun des trongons qui a servi a construire g,—, et je joins o aux
extrémités. Ceci me donne les chainons de g, dont je désignerai
les sommets par la lettre s ou s’ affectée de I'indice inférieur n et
d’un indice supérieur dont la détermination est immédiate. Le
chainon g% aura pour frontiére le contour si si* s%'s2.

Jappelle a,, a), les anneaux respectivement compris entre I,
lpry et 1, l::+1-

Revenons au plan E. Soit X% un point X sur L,,,. Si ce point
est confondu avec un point S,,,, soit S},,, je noterai aussi le
point s%, par la lettre of. Si X% est situé entre deux points consé-
cutifs S,,, d’indices supérieurs k, k + 1, je marquerai sur I,,,.
entre les deux points s,,, d’indices k&, k + 1, un point que j'appel-
lerai 6. Remarquons que si les pownts S,.,, X, se présentent sur L,
dans un certain ordre, les p@nis s,,,, 6, se présenteront sur l,,, dans
le méme ordre.

Or, puisqu’on peut joindre les points S,, X, dans 'anneau A,
sans que les chemins se coupent, on pourra joindre les points s,
o, dans a, par des chemins ne se coupant pas, ceci parce que les
ordres de succession des points de méme indice sont les mémes
dans E et e. Comme chemin s%¢%, je prendrai, quand ce sera pos-
sible, le segment rectiligne ayant ces points pour extrémités et,
dans le cas contraire, une ligne brisée ayant ses sommets unique-
ment sur les diagonales de c. a, se trouve ainst décomposé en po-
lygones et j’appelle a} celul de ces polygones qui contient les
points s, 6%, s+, o¥*!,

Je ferai les mémes constructions sur les anneaux a, (fig. 3).

Nous avons vu que larc I;X%** de L,,, ne contient que des
points appartenant aux seuls chainons de 20— 6 & 2+ 5
de G,,,.

Donc cet arc est compris entre les deux points S,,, d’indices
supérieurs 2 — 7, 2o + 6. L’arc ¢%c*™ de [,,, est donc com-
pris lui aussi entre les points s, ayant ces indices, ¢’est-a-dire qu’il
.est intérieur aux chainons de g,, « — 3, ..., « + 3. Donc :

Un polygone al est intérieur a un groupe de sept chainons consé-
cutifs de g, et en touche au plus neuf, le chainon moyen étant g*. De

méme un chainon gi touche au plus neuf polygones conséculifs de a,.
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13. Considérons une ligne polygonale XS} et la ligne slsj,
Si ces lignes n’ont pas, initialement, le méme nombre de sommets,
je marque sur I'une d’elles des points qut joueront le rdle de som-
mets. J’établis ensuite entre ces lignes une correspondance con-
tinue, faisant correspondre les sommets, et faisant correspondre
les cbtés par similitude. l.es points S,,,, I, partagent L,,, en
troncons. Je fais de méme pour chacun de ces troncons et pour le
troncon correspondant de /,.,. La correspondance entre les
contours de A% et a? est alors celle indiquée au n° 1 et par suite
je peux étendre cette correspondance a la totalité de ces polygones
comme il a été dit & ce numéro. Il en est de méme pour 'intérieur
de L et I'intérieur de .

Pour les extérieurs de L, et I, je considére deux contours carrés
auxiliaire L, [ égaux et assez grands pour contenir respectivement
a leur intérieur tout L, ou tout l,. Je joins un sommet de L & un
sommet de I, et un sommet de ! au sommet correspondant sur [,
a l'aide de lignes polygonales ayant le méme nombre de sommets.
La couronne comprise entre [ et /, et celle comprise entre L et L,
se présentent alors comme deux polygones auxquels j’applique
les considérations du n° 1. Enfin, pour les extérieurs de L et 1,
jenvicage deux axes de coordonnées portés par deux cdtés de L
et les deux axes portés par les cdtés correspondants de I. Je fais
-correspondre les points qui ont méme coordonnée.

La coriespondance sur C et ¢ a été définie. Elle lie les points
qui ont méme parameétre. Elle fait correspondre en particulier les
points Mg, m%; M5 étant le point commun aux deux trongons qui
ont fourni les chainons « — 1, « de G, et m} étant commun aux
deux trongons qui ont fourni les chainons « — 1, a de g,. Ces points

Iy a I
ont en effet pour paramétre pyem

L4. Je dis que la correspondance ainsi é.ablie donne la solution
du probléme pasé. Pour le montrer il me faut d’abord prouver qu’elle
atteint tout point de E et tout point de e et qu’elle est biunivoque.
Il est manifeste que tout point de e est atteint. Cela est manifeste
aussi pour tout point de E qui appartient & C ou qui est extérieur
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a une chaine G,, car un tel point appartient & un des anneaux A,
ou est extérieur a L,, ou intérieur a L. Il suffit donc de prouver
que tout point M de E non situé sur C est extérieur a une des
chaines G,. Ceci résulte du théoréme suivant :

TutoriME. — Soit A le maximum du diamétre des chainons
de G,. Tout point intérieur a G, a, avec C, un écart inférieur a A,.

Tout point intérieur a4 G, appartient soit a un chainon, soit a
un vide intérieur & un groupe de deux chainons consécutifs (n° 3, V).
Si M appartient & un chainon, le théoréme est vérifié, car ce
chainon contient au moins un point de C, et la distance de ce point
4 M est inférieure au diamétre du chainon. S1 M appartient a4 un
vide, appelons A le contour de I’ensemble des deux chainons qui
contiennent ce vide et N le point de C commun aux deux tron-
cons qui ont donné naissance a ces chainons. N étant intérieur
aux deux chainons, est intérieur a A. M étant aussi intérieur a A
une demi-droite issue de M et opposée 8 MN coupe A en un point P.
P est sur un des deux chainons et ce chainon contient aussi N qui
appartient aux deux. Donec NP <A, et par suite MN <A, puisque
M est par construction entre N et P. Le théoréme est démontré.

Soit alors M un point de E non sur C. Il a avec C un écart non
nul e. Considérons un nombre n assez grand pour que le maxi-
mum ¢, du diamétre des trongons de C qui fournissent les chai-

. . , . « I . . \ Y
nons de G, solent inférieurs a & A, est inférieur a 2¢,, done a «.

M ayant avec C un écart supérieur a A, est extérieur a G,.

La correspondance s’étend donc bien a la totalité de E et e.
Elle est biunivoque, car les polygones A (ou a) n’ont en commun
que des points frontiéres et que ces frontiéres se correspondent.

43. 11 reste enfin a prouver que cetie correspondance est continue
dans les deux sens. Elle est manifestement continue en tout couple
de points homologues M, m qui n’appartiennent pas & C et c. Il
suffit alors de faire la démonstration en supposant M et m sur C
et c.

Un point M de C est intérieur au contour extérieur de I'un au
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moins des chainons de la chaine G, ; soit par exemple, au chainon G].
Tous les poin:cs de G| suffisamment voisins de M ont leurs homo-
logues définis par la considération de polygones A}, ,, ou p est
positif. Chacun de ces Al , contenant des points de G, contient
au plus des points de 7 chainons consécutifs de la chaine G,
dont I'un au moins provenant de la subdivision de G]; done
ces 7 chainons sont intérieurs & 7 chainons consécutifs de G,
"T'un d’eux étant G]. Finalement, tous les Af,, considérés appar-
tiennent aux 13 premiers chainons de G! 4 G de la chaine G..
Les a;,, correspondant font donc partie de la figure formée par

les 13 chainons g, a g et le diamétre de cette figure tend vers

, 1
ZCero avec rh

Ceci: prouve la continuité de la correspondance quand on passe
de E a e. Le passage de e 4 E s’étudiera de méme; d’ailleurs,
d’aprés un résultat de M. Jordan, une correspondance biunivoque
et continue dans un sens est continue dans les deux sens.

16. En résumé, le probléme posé au n® 7 se trouve résolu. Si
nous envisageons deux courbes fermées quelconques sans point
multiple, étant donnée une correspondance biunivoque et con-
tinue entre les points de ces courbes, on peut I’étendre a la tota-
lité de leurs plans au moyen d’une infinité dénombrable de corres-
pondances homographiques. La correspondance entre régions
homologues ne contenant pas de points des courbes est obtenue
par un nombre fini de telles correspondances.

IV. — Correspondance entre les plans de deux courbes
ouvertes.

A7. Etant données deux courbes de Jordan ouvertes C et ¢ sans
point multiple des plans E et e, nous allons étendre d tout E et e la
correspondance entre C et c.

Pour cela, appelant A, B; a, b les extrémités de C et c, je vais
construire un arc C’ sans point multiple joignant A 4 B et n’ayant
que ces points en commun avec C et un arc analogue ¢'. Je ferais
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correspondre C -+ ¢’ “avee ¢+ ¢’ en conservant la correspon-
dance donnée de C avec ¢. La correspondance entre ces courbes
fermées s’étend a la totalité de leurs plans et cette extension
résout le probléme posé pour C et c.

Comme courbe c, je prends le segment (o, 1) de Oz et pour ¢
je prends le reste ap, ¢, b du périmétre d’un carré de c6té c. La
construction de C’ va encore résulter des propriétés des chaines
réguliéres ouvertes enfermant C. Ce sont ces propriétés que j’étudie
maintenant.

18. Tutortme. — Soit C un arc de Jordan sans point multiple
d’extrémités A, B. Je peux enfermer C dans une chaine réguliére
ouverte G, d’au moins sept chainons, et dont chacun a un diamétre
inférieur a un nombre A, donné.

Partageons l'intervalle (o, 1) en 2* parties égales, ce qui par-
tage C en un méme nombre de troncons. Appelons ¢, le maximum
du diamétre de ces trongons. Considérons d’autre part un pavage
du plan & l'aide de carrés égaux ayant un diamétre inférieur a un
certain nombre v, que je déterminerai ensuite. Pour constituer
le premier chainon, je prends un arc AA, de C somme des «, pre-
miers trongons et je garde ceux des carrés qui touchent cet arc.
Ils forment un chainon que j’appelle (A,). Je construis de méme
le chainon (B,) 4 I'aide de ’arc BB, somme des §, derniers tron-
cons. Je constitue les chainons intermédiaires chacun & I'aide d’un
des troncons restants de C.

Les chainons ainsi construits forment une chaine ouverte si v,
est inférieur 4 la moitié de ’écart de deux trong¢ons non consé-

cutifs. On a alors v, < :;e,, (n° 8).

La chaine sera réguliére (n® 4) si aucun chainon n’est intérieur
a aucun groupe de deux chainons consécutifs. Pour écarter le cas
contraire, je distinguerai deux cas suivant que le groupe en ques-
tion ne contient pas ou contient un des chainons extrémes.

PreEMIER cAs. — Supposons que le chainon de rang x soit inté-
rieur au groupe des deux chainons intermédiaires A, A + 1. Sup~
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posons pour fixer les idées x << A. Le chainon x — 1 ne teuche
aucun des chalnons A, A 4+ 1 qui ne lul sont pas consécutifs. Il a
des points & 'intérieur de leur groupe, ceux qu’il a en commun
avec (x). Il est donc tout entier intérieur a ce groupe. Il en est
de méme des chainons x — 2, x—3, ... (A,). Dans ce cas, I'un
des chainons extrémes est intérieur & un groupe de deux chainons
intermédiaires consécutifs. Ce cas ne pourra pas se produire si
chaque chaipon extiéme a un diamétre supérieur au double du
maximum du diamétre des chainons intermédiaires, c¢’est-a-dire
supérieur a 4¢,, puisque chaque chainon intermédiaire a au plus
le diamétre 2¢, (n° 8). Pour réaliser cette condition nous pren-
drons «, et 3, juste assez grands pour que les diamétres des arcs AA,,
BB, surpassent 4g,. On peut alors préciser les limites entre les-
quelles sont compris les diameétres de (A,) et (B,). Si 'on dimi-
nuait «, d’une unité, on aurait un trongon de diamétre au plus
égal & 4¢,; donc AA, a un diamétre au plus égal a 5¢, et par
suite (A,) a un diamétre inférieur a 6¢,. Il en est de meme pour (B,).

DeuxitME cas. — Le chainon (x) est intérieur au groupe formé
de (A,) et de son consécutif [le raisonnement serait le méme pour
(B,)]- Le chainon (x + 1) serait aussi intérieur a ce groupe et par
suite le chainon (B,). Or B est intérieur & (B,), B serait donc inté-
.rieur au groupe en question qui contient aussi A. Ce groupe a un
diamétre au plus égal a 6¢, 4+ 2¢, = 8¢,. Si 'on appelle D la dis-

tance AB, ce cas ne se produira pas si e < %D.

Enfin écrivons qu’il y a au moins sept chainons (1), c’est-a-dire
au moins cing chainons intermédiaires. Les arcs AA,, BB, ont
chacun un diamétre inférieur a 5¢,. Si donec D > 10¢,, les arcs
AA,, BB, n’empiétent pas et 'arc A,B, a un diamétre supérieur
a D— 10¢. Il suffit alors que D — 10g, > 5¢, ou 15¢, <D
pour étre assuré que cet aic comprend au moins cing trongons.
Cette condition est plus restrictive que celle trouvée plus haut.

Si enfin on veut que chaque chainon ait un diamétre inférieur

(1) Ce nombre a été choisi en vue des apphications ultérieures. On ferait des rai-
sonnements analogues & partir d’un nombre quelconque.
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a A,, il suffira qu’il en soit ainsi pour les chainons extrémes, c’est~
a-dire que 6¢, < A,.

En résumé, on prendra k assez grand pour que g, soit inférieur
, D i

a zeta % - C étant ainsi partagée en troncons, on prend 1, infé-
rieur & la moitié de I’écart de deux troncons non consécutifs. On
choisit enfin a, B, juste assez grands pour que les arcs AA,, BB,
aient un diamétre supéricur a 4e,.

51 I'on ne fixe pas A, on supprimera la condition correspon-
dante. On sera assuré que chaque chainon aura un diamétre infé-
rieur a Ge¢,.

Soient G, la chaine ainsi construite et L, son contour.

19. Enfermons maintenant C dans une suite de chaines G,
G,, ..., G,, .... Nous imposerons a ces chaines la condition que
les contours L,, L,, ..., L,, ... qui les limitent soient intérieurs
chacun aux contours qui les précédent. Supposons G,—, cons-
truite a Paide d’éléments qui sont : un partage de C en trongons
dont le diamétre maximum est ¢, ,; un pavage du plan a 'aide
de carrés égaux; deux nombres a«,_,, §,—, juste assez grands pour
que AA, | et BB, , ailent un diamétre supérieur a 4e, ,. Pour
déterminer G,, je partage chaque intervalle du paramétre ¢t ayant
fourni un trong¢on du partage précédent en deux parties égales.
Soit ¢, le diamétre maximum des troncons ainst obtenus. ¢, est
au plus égal a ¢,_,. Je partage chaque carré du pavage précédent
en un nombre (le méme pour tous) de carrés égaux dont j’appelle
le diamétre v,. Je prends ce nombre de carrés assez grand pour
que : 19 n, soit inférieur a la moit1é de I’écart minimum des groupes
de deux troncons non consécutils de C; 2° a I’écart de C avec L, _,.
Enfin je choisis «,, B, juste assez grands pour que le diamétre
de AA, et de BB, soit supérieur & 4 ¢,.

Comme ¢, est au plus égal & ¢, , donc a ¢, ¢, remplit les con-
ditions exigées pour ¢, et ces éléments fourniront une chaine G,
ayant les propriétés de G,. De plus, la deuxiéme condition imposée
a v, montre ue tout point des chainons de G, est intérieur a G,_,,
donc que G, est intérieure a L,_,. Le diamétre des chainons de G,
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est inférieur a 6¢,. donc tend vers zéro quand n augmente indé-
finiment.

Faisons encore quelques remarques. L’arc AA,_, a un dia-
métre supérieur & 4 ¢,_,, donc a 4 ¢,. Par suite, A, ne peut pas étre
en dehors de cet arc. De méme B, est sur I'arc BB,_,. Un chainon
intermédiaire de G,_, provient d’un tiongon de C qui en fournira
deux dans la division suivante ct qui, par suite, donnera naissance
a deux chainons de G,. Ces deur chainons sont entiérement intérieurs
au chainon considéré de Gz, ,. l.e ironcon AA,_, fournuia le trongon
AA, et éventuellement d’autres trongons. Les chainons qui en
résultent pour G, sont enticrement intérieurs a (A,_,).

20. Construction pE C' (fig. 4). — C' sera obtenue comme
image continue de ¢’ (ap, ¢, b) au moyen des remarques suivantes :

Fig 4

Sur te contour L, de G, il y a quatre points P,, P/, Q,, Q’ tels
que les deux arcs P,Q,, P, Q) empruntent chacun tous les
chainons, les points P,, P, étant les seuls qui appartiennent au
chainon (A,) et les points Q,, Q, ¢tant les seuls qui appartiennent
a (B,) (n®6). L’un des arcs P, P, du contour de (A,) est alors
tout entier intérieur & G,. Cet arc et la portion P,, P, du contour
de G, forment un contour X qui enferme tout (A,), donc A. Mais B
est extérieur & X. Par suite, L,., qui emprunte des points de (A,,,)
intéieur a (A,), donc & Z, et des points de (B,,,) extérieur a A,
coupe X. Il ne coupe pas la partie appartenant & L,, donc il coupe
Parc P,P,. Soit II, le premier point de rencontre avec L,,, a

.

THEFSF ANTOINF
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partir de P,. Je formerai un arc P, P,., en ajoutant a P, II, celui
des deux arcs II,P,,, de L,,, qui n’emprunte pas de points au
chainon (B,,,).

Remarquons dés maintenant que II, appaitenant au chainon (A,)
ne peut pas appartenir aux chainons de rang supérieur a 2 de C,.
Soit 2A + 1 le nombre des chainons de G,,, qui sont entiérement
intérieurs au groupe des deux premiers chainons de G, (n® 19).
II, ne peut alors appartenir qu’a ces chainons de rang au plus égal
a 2\ + 1. Le cherun 11, P, emprunte donc des parties appar-
tenant uniquement aux 2 A 4 2 premiers chainons de G,,, et
par suite est intérieur au groupe des trois premiers chainons de G,
(n°s 6 et 19).

Ceci étant, je marque sur le cété ap, de ¢’ les points p,, ps ...,
Pns - .. définis par ap, = %’- Je fais correspondre les points P et p

de méme indice. Je fais de méme correspondre le segment p, p,.,
a la ligne polygonale P, 1I, P, par exemple par similitude des seg-
ments homologues. Je tais des constructions et j’etablis des cor-
respondances analogues pour les éléments désignés par la lettre Q.
Je fais encore correspondre le cdté p,q, a arc P, Q, de L, et
enfin je fais correspondre A a a et B 4 b. Je vais montrer que
Pensemble des paints ainsi construits et correspondant aux points
de ¢’ constitue Uarc C' cherché. 1l [aut montrer pour cela :

1° C' n’a que les points A et B sur C. — Ceci résulte de ce que
Iarc P, P,,, de C’ est, quel que soit n, extérieur & G,.,, donc ne
coupe pas C.

20 C’ n’a pas de point multiple. — Parleur construction méme, les
arcs P,P,., et P, P, nesecoupentpas. De méme pour Q,Q,,, et
Q. Quyy. 11 suffit donc de prouver que P, P, . ne coupe pas
Qi Quii- Or P, P, est intérieur au groupe des trois premiers
chainons de G,, donc au groupe des trois premiers de G,. De méme
Qi Qny est intérieur au groupe des trois derniers chainons de G,
Comme G, a au moins sept chainons, ces arcs ne se coupent pas.

30 Les coordonnées d'un point M de C' sont fonctions continues
du paramétre qui fize la position du point m correspondant sur ¢'.
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— Ceci est manifeste si m n’est ni en a nien b. Il suffit donc de
prouver qu’étant donné H on peut trouver h tel que am < h
entraine AM < H. Pour cela remarquons que P, P,,, étant inté-
rieur au groupe des trois premiers chainons de G,, il en est de
méme pour tout ’arc AP,. Ce groupe a un diamétre inférieur a
10 ¢,. Prenons n assez grand pour que 10¢,<< H. Il suffira alors
de prendre h < ap, pour réaliser les conditions imposées.

C’ étant ainsi construite, la proposition énoncée au n° 17 se
trouve établie.

V. — Généralisations et applications.

21. Des faijs que nous venons d’établir résulte immédiatement
la propriété suivante : st une circonférence (ou un segment de droite)
posséde dans son plan e une certaine propriéié qui se conserve quand
on fait une représentation biunivoque et continue du plan e sur un
autre plan, cette propriété est ausst vérifiée dans son plan par une
courbe de Jordon C fermée (ou ouverte) sans point muliiple.

On en déduit, en particulier, le théoréme de M. Jordan :

Une courbe de Jordan fermée sans point multiple partage son
plan en deux régions, une région intérieure bornée et une région
extérieure non bornée. Deux points d’'une méme région peuvent
étre joints par une ligne continue ne coupant pas la courbe; deux
points, pris chacun dans une région différente, ne peuvent pas étre
joints par une telle ligne. La courbe est frontiére de chacune des
régions. Ces propriétés sont en effet vraies pour une circonférence
et se conservent dans la représentation indiquée.

De méme, un arc de Jordan sans point multiple ne partage pas
son plan en régions : deux points quelconques non situés sur I’arc
peuvent étre joints par une ligne continue ne le coupant pas.

Une courbe de Jordan (fermée ou non) sans point multiple ne
remplit aucun domaine. Supposons, en effet, que la courbe C rem-
plisse un domaine et soit M un point intériecur a ce domaine. Il
existe une circonférence de centre M et de rayon H dont l'intérieur
appartient a C. Faisons une représentation du plan de C sur le plan
d’une circonlérence ou d’un segment de droite et soit m I’homo-
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logue de M. Il existe un nombre & tel que mp < h entraine MP < H.
Tout Pintérieur de la circonférence de centre m et de rayon h appar-
tiendrait donc a ¢, ce qui n’est pas.

Enfin, tout point M d’une courbe C sans point multiple est acces-
sible, c’est-a-dire qu'’il existe une ligne polygonale dont les sommets
ont M pour seul point himite et qui ne touche C qu’en M. Faisons
la méme représentation et menons par m un segment de droite
n’ayant que ce point en commun avec ¢. L’homologue de ce seg-
ment sera la ligne cherchée. Tout segment de cette ligne qui ne
contient pas m se transforme en effet en une higne polygonale ayant
un nombre fini1 de sommets, puisque dans toute région ne conte-
nant pas de points des courbes la correspondance se décompose
en un nombre fini de correspondances homogiaphiques.

22. Voici une généralisation a plusieurs courbes. Elle résulte
de la remarque suivante :

Etant donné dans un plan un nombre fint de courbes sans
point multiple et sans point commun, on peut enfermer chacune
dans un ou deux contours polygonauxz, survant qu’elle est ouverte
ou fermée, de facon que st une courbe C, est intérieure a une courbe Cy,
les polygones qui enferment C, soient intérieurs a ceux qui enfer-
ment C,. Je dirai que ces polygones ont méme disposition que les
courbes.

Sort ¢ un nombre inférieur a I'écart des courbes. Il suffit d’en-
lerme:r chaque courbe dans une chaine réguliére ouverte ou fermée,
suivant sa nature, et dont chaque chainon ait un diamétre inférieur

[ ‘ . . yoe ) A
a-e Tout point intérieur a une des chaines a, avec la courbe cor-

respondante, un écait inférieur 4 -¢ (}). La propriété en résulte

1
2
de suite.

Sowent, dans un plan E, un nombie fini de courbes C,,C,, ...,C,
sans point multiple et sans point commun (fermées ou non). Soient,

dans un plan e, un méme nombre de courbes c,,c,, ...,c, de méme

(1) Cecr a ete demontre pour une courbe fermee (n® 14). La demonstration serait
Ja méme pour une courbe ouverte.
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nature. Je suppose que les courbes C, c, sont toutes deux ouvertes
ou toutes deux fermées. Je suppose de plus que ces courbes ont la
méme disposition, c’est-d-dire, par exemple, que si C, est intérieure
a C,, ¢, sera intérieure a c,. Je dis que je peux établir entre E et e une
correspondance qui fasse correspondre les courbes de méme indice.

Je peux me borner au cas ou les courbes ¢ sont des carrés ou des
segments de droite. Enfermons les courbes C et les courbes ¢ dans
les contours polygonaux indiqués au début de ce numéro.

Considérons d’abord une courbe fermée C enfermée dans une
chaine G, limitée par deux contours L,, L. et la courbe correspon-
dante ¢ enfermée de méme dans une chaine g, limitée par [, [,. Je
supposerai, quitte & changer ¢ en 1—1 pour ¢, que si 'on décrit L,
en rencontrant successivement les chainons (1), (2), ..., (n) et st
I’on décrit [, de la méme fagon, les sens de rotation sont les mémes
pour les deux plans E et e. J’établis alors entre G, et g, la corres-
pondance du n° 13.

Supposons maintenant C et c ouvertes. Solent L et [ les contours
qui les enferment. Je ferme C par un arc C’ intérieur a L et ¢ par
un contour ¢’ que je peux aussi supposer étre un carré, a condition
de prendre c assez petit. Je suis ramené au cas précédent, les po-
lygones L et ! jouant le réle des contours L et I du n° 13. Pour
avoir comme tout & I’heure le méme sens de description sur L et I,
il ne sera pas nécessaire de changer de paramétre pour ¢, il suffira,
si c’est nécessaire, de remplacer ¢’ par son symétrique par rapport
a la droste c.

Les portions du plan qui restent sont alors des domaines polygo-
naux deux a deux de méme connexité et limités par des contours
se correspondanl avec des sens de description concordants. Par
Padjonction de lignes convenablement choisies comme il a été
fait au n°® 13, je les rameéne a des polygones auxquels j’applique la
correspondance du n° 1, ce qui établit la proposition.

En paiticulier, si les courbes C et ¢ sont toutes ouvertes, on pourra
ainst étendre a la totalité des deux plans toute correspondance entre
ces courbes, puisque, dans ce cas, nous n’avons pas été obligé de
changer de paramétie. Il pourra ne plus en étre de méme si cer-
taines des courbes sont fermées et I’on ne pourra étendre que cer-



30 LOUIS ANTOINE.

taines correspondances, mais il en existe toujours de cette sorte.

St les courbes n’ont pas méme disposition, Uextension est encore
possible a un voisinage (U'intérieur des chaines construites par
exemple), mais ne peut pas s’étendre a la totalité des plans. Suppo-
sons par exemple C, intérieure & C, et ¢, extérieure a ¢, ct admettons
que la correspondance entre ces courbes s’étende a la totalité des
plans E et e. Soient M et m deux points homologues sur C, et ¢,.
Soient P, p deux points homologues quelconques. La distance
mp = h (P) est fonction continue des coordonnées de P. Définis-
sons cette fonction pour toutes les positions de P intérieures a C,
ou sur C,. Ce domaine étant borné et fermé, A (P) a un maximum h
fini. S1 mp > h, P sera extérieur a C,. Or dans la région non bornée
qui contient ¢,, 11 y a des points p qui peuvent étre joints a m par
un chemin ne coupant pas ¢, et tels que mp > h. Le point P homo-
logue serait donc extéricur a C,. Ceci est impossible puisque I’homo-
logue du chemin mp joindrait M et P sans couper C,.

23. Je me borne a énoncer la généralisation suivante dont la
démonstration est immédiate.

Soit dans E une infinité dénombrable de courbes sans point com-
mun C,, C,, ..., C,, ..., et dans ¢ une infinité dénombrable 'de
courbes ¢,, ¢, ..., ¢, .... Supposons que C, soit extérieure a une
circonférence de centre O et de rayon R, et ¢, extérieure & une
circonférence de centre o et de rayon r,. Supposons que R, et r,
croissent indéfiniment avec n. On pourra étendre la correspon-
dance entre les courbes C et ¢ dans les cas suivants :

1° Les courbes C et ¢ sont toutes ouvertes;

20 Les courbes C et ¢ sont toutes fermées et extéricures les unes
aux autres;

30 Les courbes C et ¢ sont fermées. C, est intérieure a C,,, et ¢,
est intérieure a c,,, quel que soit n.

24. SiCet ¢ sont deux courbes de Jordan ayant des points mul-
tiples et homéomorphes, leur correspondance peut, selon les cas,
s’étendre a tout le plan, s’étendre seulement & leurs voisinages,
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ou méme ne peut s’étendre 4 aucun voisinage. Voici deux exemples
de ces derniers cas.

Premuer exemple. — C est constitué par une circonférence U et
par deux segments de droite C, C, (AB, et AB,) ayant une extré-
mité commune A sur I' et extérieurs a I'. ¢ est constitué de méme,
mais les deux segments c,, ¢, sqnt intérieurs a y (fig. 5). C et ¢ sont

Fig. 5.
i By

|

7
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homéomorphes et il existe une correspondance entre ces arcs qui
s’étend a leurs voisinages. Je dis qu’il n’existe pas de correspon-
dance entre C et ¢ s’étendant a tout le plan. Une telle correspon-
dance doit d’abord faire correspondre les seuls points multiples A
et @ et aussi les points frontiéres, B, avec b, par exemple et B,
avec b,. Elle fera donc correspondre I' et v, C, et ¢,, C, et ¢,. Soit IV
une portion de C, ne contenant pas A, donc extérieure a L. Il lui
correspond une portion ¥’ de ¢,, donc intérieure a y. Par suite y
et I'' n’ont pas méme disposition que y et ¥'. On ne peut donc pas
étendre leur correspondance a tout le plan (n°22). On ne peut donc
pas étendre a tout le plan la correspondance entre C et c.

Deuxiéme exemple. — Les courbes C et ¢ sont constituées de la
méme maniére, sauf que C, est intérieure a I" (fig. 6). Une corres-
pondance entre C et ¢ ne peut s’étendre & aucun voisinage. Sup-~
posons qu’il existe une correspondance entre C et ¢ pouvant
s’étendre a leurs voisinages. Elle fera correspondre, comme tout &
I’heure, T'et v, C, et ¢,, C, et ¢c,, A et a, B, et b,, B, et b,. 1l existe
une circonférence y, de centre a, coupant c, et c, en des points d,
et d, et appartenant au voisinage de ¢ auquel peut s’étendre la
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correspondance. Soit ¥’ arc d, d, de y, qui ne coupe pas y. Il doit
lui correspondre un arc I ne coupant pas T et joignant un point D,

Fig 6.

r

de C, & un point D, de C,. Mais ceci est impossible puisque C, est
extérieur et C, intérieur a I'.

23. Comme application de la propriété du n®22 nous donnerons
les propriétés suivantes, qui nous serviront souvent :

TutoriME. — Sotent, dans un plan E, deux courbes fermées sans
pownt multiple C,, C, intérieures & une méme courbe fermée sans
point multiple C et ne la touchant pas On peut passer de C, a C, par
une déformation homéomorphe de E n’altérant que U'iniérieur de C.

Par déformation homéomorphe d’un espace ou d’une variété V,
il faut entendre les déformations continues de V au cours desquelles
des points distincts de V restent distinets.

Supposons d’abord que C, et C, ne se touchent pas et que C;
est mtérieure & C, Nous pouvons alors faire une représentation
de E sur un plan e de facon que les trois courbes C, C,, C, solent
représentées par trois cnconférences ¢, ¢y, ¢,, ayant méme centre o;
¢, étant intérieure a ¢, et ¢, intérieure a ¢ (n® 22) (fig 7) 1 suffit
alors de prouver la possibilité de la déformation indiquée pour les
courbes du plan e Nous allons définir cette déformation.

Nous indiquerons les divers stades de la déformation par les
différentes valeurs d’un parametre 6 variant de o a 1, la valeur o
correspondant au stade mitial et la valeur 1 au stade final.
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Soient m,un point de ¢, et m, le point ot la demi-droite om, coupec,.

Pour le stade 6 nous prendrons pour transformé de m, le point m

mm,

du segment m,m, tel que = 0. Soit p, un point quelconque

mym,
de I'intérieur de c. La demi-droite op, coupe ¢, en un point m,, c,

Fig 7.

en un point m, et ¢ en un pont g. S1 p, est entre g et m,, je prendrai
Py _ "9,
Poq M09

m étant le point défini précédemment. S1 p, est entre o et m,, Je

o mo . . .
yrerdrai p tel que £2 =-2°. Quand on fait varier § de o a 1,
p q
Po0 M0

Pintéiieur de ¢ se déforme et cette déformation réalise manifeste-
mert les conditions 1mposées.

S1 C, n’est pas intérieur a C,, nous nous rameénerons a ce cas
en passanil par 'intermédiaire d’une courbe C’ (dont nous allons
prouver I'existence), imntérieure a C et ayant G, et C, a son inté-
rieur. On déformera d’abord P'immtérieur de C de fagon & amener C,
sur C’, puis de fagon & amener C’' sur C, Pour prouver 'existence
de C’, faisons une représentation de E sur un plan e de fagon que C
soit représentée par unc circonférence c. C, et C, sont alors repré-
sentées par deux courbes c,, ¢, ne touchant pas c. Ces courbes ont
un écart non nul avec ¢; donc on peut construire une circonférence ¢’
concentrique a c. intérieure A ¢ et ayant ¢, et ¢, a son intérieur.
L’image de ¢’ est la courbe C’ cheirchée. Le théo1éme est démontré,

pour position de p, au stade 0 le point p de oq tel que

THI SE ANTOINL
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26. La méme propriété a lieu si les courbes C,, G, sont ouvertes.
Si C, et C, ne se coupent pas, nous ferons la représentation de E
sur un plan e de fagon que C soit représentée par une circonférence c,
C,, C, par deux arcs de circonférences c,, ¢, ayant méme centre
que ¢ et homothétiques par rapport & ce centre. Si nous com-
plétons les circonférences c,, ¢, et que nous fassions la déforma-
tion du plan e indiquée au numéro précédent, elle réalisera les
conditions exigées.

Si C, et C, se coupent, nous passerons par 'intermédiaire d’un
arc C/ intérieur a4 C et ne coupant ni C, n1 C,. Un tel arc existe,
puisque ni C, ni C,, ni par suite leur ensemble, ne peuvent remplir
Pintérieur de C.

27. Soient dans un plan E une courbe fermée sans point mul-
tiple C et deux courbes ouvertes sans pornt multiple C,, C, intérieures
a C, sauf leurs extrémités A, B qui leur sont communes et qui appar-
tiennent a C. On peut passer de C, a C, par une déformation homéo-
morphe de E n’altérant que Uintérieur de C.

Désignons par T', I” les deux arcs de C déterminés par A et B.
Supposons d’abord que C, et C, n’ont en commun que leurs extré-
mités A et B. L’intérieur de C est divisé en trois régions ayant
respectivement pour frontiéres les courbes ' + C,, C, + C,, C, 4+ I".
Considérons dans un plan e une circonférence ¢ sur laquelle nous .
marquons deux points diamétralement opposés ab. Joignons ces
points & P'intérieur de ¢ par deux arcs de cercle ¢,, ¢,. Appelons v, vy’
les deux arcs de ¢ déterminés par a et b (fig. 8). L’intérieur de c est
partagé en trois régions ayant pour frontiéres respectives v, -+ c,,
¢y + ¢,, ¢, + ¥'. Faisons une représentation de E sur e faisant cor-
respondre I'y 4 Cy a v 4 ¢,, A ct @, B et b et conservons de cette
représentation ce qui concerne les intérieurs de ces courbes. Faisons
de méme pour les courbes C, 4 C,, ¢, + ¢,, en ayant soin que la
correspondance entre C, et ¢, soit la méme que celle obtenue dans
la correspondance précédente. Enfin opérons de méme pour G, 4 I"
et ¢, + v’ avec la méme précaution pour C, c,. Il ne nous reste
plus qu’a déformer l'intérieur de ¢ de fagon & amener ¢, sur c,.
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I en résultera la déformation cherchée. La déformation de I'inté-
rieur de ¢ s’obtiendra par un procédé analogue a celui du n° 235.
Il suffira de faire décrire & chaque point une portion de la perpen-
diculaire au diamétre ab et d’écrire les mémes égalités ou les

g 8

J)

g

points o et g auraient été remplacés par les deux points de ren-
contre de cette perpendiculaire avec c.

Si C,, C, se coupent, il me suffira de passer par I'intermédiaire
d’un arc C' d’extrémités A, B, intérieur a C et ne touchant C,, C,
qu’en A et B. Prouvons 'existence d’un tel arc.

Pour cela, faisons une représentation de E sur un plan e de fagon
que C soit représentée par une circonférence c. C, C, sont alors
représentées par deux arcs de Jordan ¢,, ¢, aboutissant aux deux
points a, b homologues de A, B. Paitageons 'un des arcs ab de ¢ en
deux parties égales par un point m,. Partageons ’arc am, en deux
parties égales par un point m,. L’arc m, m, a un écart non nul
avec ¢, et ¢,. On peut donc construire un arc p, ¢, concentrique
a4 m, m, et homothétique et ne rencontrant ni ¢, ni ¢,. 1l en sera
de méme des portions de rayons m, p, et m, ¢,. D’une fagon géné-
rale. je partagerail’arc am,_, en deux parties égales par un point m,
et j’en déduis un arc homothétique et concentrique a m,_, m,,
soit p,_, q,, qui ne coupe pas c, et ¢,. Je fais les mémes construc-
tions pour 'arc bm,. La courbe ¢/, somme des arcs p,_, ¢, et des
segments rectilignes p,, q,, réalise les conditions exigées. Le théo-
réme est démontré.
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Remarquons que comme courbe auxiliaire C’ nous pouvons
prendre une ligne polygonale dont I’ensemble des sommets a pour
seuls points limites les points A et B. Il suffit qu’il en soit de méme”
pour ¢'. La correspondance entre E et e se décompose en effet en
un nombre fini de correspondances homographiques pour toute
région qui ne contient pas de points de C ou ¢ (n°16). Or, on peut
manifestement prendre pour ¢’ une telle hgne; 1l suffit de rem-
placer les arcs p,_,, g, par des lignes polygonales voisines.

CHAPITRE II.

LES COURBES DE JORDAN DANS L’ESPACE A TROIS DIMI!RSIONS.

I. — Remarques sur les variétés enlacées et les surfaces
simplement connexes.

28. J’aurai a utiliser, dans ce Chapitre et dans le Chapitre III
de la deuxiéme Partie, certaines propriétés des courbes enlacées
relativement aux surfaces simplement connexes. Ces propriétés
se généralisent & un espace quelconque; je vais les établir dans
toute leur généralité. Je rappellerai d’abord les définitions et les
propriétés des variétés enlacées, données par M. Lebesgue (1) et
par M. Brouwer (?).

La notion de variétés enlacées a été introduite par M. Lebesgue,
qui Pa utilisée pour démontrer qu’une variété fermée & n—1
dimensions partage en régions I'espace & n dimensions. En voici la
définition : Soient dans I’espace & p 4+ ¢+ 1 dimensions deux va-
riétés fermées T, T, & p et ¢ dimensions. Ces variétés sont enlacées
si, ¢, et {, étant deux variétés polygonales tiés voisines de T, et
de T, et leur correspondant, au cours de la déformation continue
réduisant ¢,, par exemple, & un point non situé sur ¢, 1l y a un
nonmbre impair de traversées de ¢, par £,.

(Y H. LeBEscuk, C. R. Acad. Sc, Paris, 27 mars 1911.

(%) BrouwER, On looping coefficients (Kornwnklyke Akademue van Wetenschappen
te Amsterdam, 25 juin 1912, pages 113-121).



L’HOMEOMORPHIE DE DEWX FIGURES ET DE LEURS VOISINAGES. 37

M. Brouwer a 1epris cette définition et a défini en méme temps
un nombre entier dit coefficient d’enlacement des deux variétés.
Sa valeur absolue ne dépend que des variétés. Le signe dépend de
la définition du sens positif sur chaque variété (1) et de Pordre
dans lequel on les considére. Les variétés enlacées, d’apreés la défi-
nition de M. Lebesgue, ont un coeflicient d’enlacement impair.

29. Soient V,, V,_,_, deux variétés fermées a het n —h— 1 di-
mensions dans 'espace E, & n dimensions. M. Brouwer démontre
sur leur cocflicient d’enlacement les propriétés suivantes que nous
pouvons prendre pour définition de ce coefficient.

Le coefficient d’enlacement ne change pas si I'on déforme de
facon continue I'une d’clles sans toucher I'autre. Il ne change pas
non plus si 'on remplace chaque variété par une variété polygo-
nale lul correspondant et trés voisine. On peut préciser les mots
trés voisines en disant que les points homologues ont une distance
inférieure a la moit1é de I’écart des deux variétés.

Pour le calcul du coeflicient d’enlacement, 11 nous suffira done
de considérer deux variétés polygonales ¢, ¢, ,_,. Construisons
une calotte ¢, , de variété polygonale & n — h dimensions ayant
pour frontiére ¢, ,_,. Choisissons ¢, , de facon que (ce qui est
toujours possible) ¢, ¢l ¢, , n’aient qu'un nombre fini de points
communs. ¢, et ¢, , élant décomposées en tétraédroides, nous
supposerons en outre que ces points n’appartiennent pas a leurs
frontiéres. Soit m un point commun intéricur aux deux tétraé-
droides t, et 1, v, et ¢, 5, (et par suite v,_,) étant orientées,
ces tétraédroides le sont. Il en résulte un ordre pour leurs sommets.

Soient a,, a,,a,, ...,a,et b,, b, b,, ..., b, ces ordres. Menons par O
les vecteurs OA,, OA,, ..., OA,, OB, OB,, ..., OB,_; équipol-
lents a a,a,, aya,, ..., byb,, ..., byb,—;. St le tétraédroide a

n dimensions de sommets OA,, A,, ..., A;,B,,B,, ..., B,_, dont
les sommets sont pris dans cet ordre, oriente ’espace comme les

(1) Les variétés dont 1l sera question sont toujours bilatéres. C’est a cette seule
condition qu’on peut définir sur elles un sens positif.
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axes de coordonnées, nous dirons que ¢, traverse positivement ¢,
en m et nous représenterons cette traversée par le nombre 4 1,
Si les orientations sont inverses, nous aurons une traversée néga-
tive représentée par — 1. Le coeflicient d’enlacement est la somme
algébrique de ces nombres pour tous les poirrts tels que m.

Envisageons une déformation continue de ¢, réduisant ¢, & un
point non situé sur ¢, , ,. On définit de méme un nombre affecté
a chaque point de traversée de ¢,_, , par ¢, au cours de la défor-
mation. Sa définition fait intervenir les tétraédroides qui se
touchent et le vecteur 1eprésentant le déplacement du point com-
mun. On démontre encore que le coeflicient d’enlacement est la
somme algébrique de ces nombies. Ceci n’est pas autre chose que
la définition de M. Lebesgue.

Si Pon peut réduire 'une des vaiiétés a zéro en coupant 'autre
un nombre fim1 de fois, ou si une calotte hmitée par I'une coupe
Pautre en un nombre fini de points, il ne sera pas nécessaire de
faire appel a des variétés polygonales : ces points, en nombre fini,
permettront de calculer le coefficient d’enlacement. En parti-
culier, si 'on peut réduire 'unc des variétes & un point non situé
sur 'autre sans couper celle-ci, les deux variétés ne sont pas
enlacées.

30. SURFACCS SIMPLFMENT CONNLXES DE L'ESPACE A N DIMEN-
sions. — On appelle ainst une variété fermée homéomorphe a une
hypersphére & n— 1 dimensions. Elle peut donc étre regardée
comme constituée de dcux éléments de surface et est homéo-
morphe a la frontiére d’un tétraédroide a n dimensions. On appelle
calotte stmplement connexe dans le méme espace une variété non
fermée & n— 1 dimensions constituée par un seul élément. Elle
est homéomorphe a un tétraédroide a n — 1 dimensions, ou encore
4 une demi-hypersphére 4 n— 1 dimensions, ou encore a4 une
hypersphére & n — 2 dimensions de I'espace & n — 1 dimensions et
a son Intérieur.

Soit S une surface simplement connexe de I’espace E,. Etant
homéomorphe & une hypersphére X & n— 1 dimensions de cet
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espace, je peux supposer établie une correspondance biunivoque
et continue entre S et . Pour étudier les propriétés de S, il sera
commode de définir les tétraédroides sphériques de X.

Soient a, B deux points de X non en ligne droite avec le centre O.
Les 'points O, o, 3 déterminent un plan & deux dimensions qui
coupe X suivant une hypersphére X, & une dimension (circonfé-
rence). «, B partagent X, en deux parties. J'appelle le tétraédroide
sphérique a une dimension de sommets «, 3, I'arc de X, limité par
ces points et inférieur & la moitié de X,.

Supposons définis les tétraédrordes sphériques jusqu’a la dimen-
sion h— 1. Soient a, B, ..., A, h + 1 points de X non dans un
méme plan & h dimensions avec O. Ces points et le point O défini-
nissent un plan & h + 1 dimensions qui coupe I suivant une
hypersphére X, a h dimensions. Les A+ 1 points «, B, ..., A
peuvent former h+ 1 groupes de & points. chaque groupe définis-
sant un tétraédroide sphérique & A — 1 dimensions. Ces h + 1 1é-
traédioides forment une variété fermée sans point multiple a
h— 1 dimensions qui paitage ¥, en deux régions. J’appelle
tétraédroide sphérique a h dimensions de sommets a, B3, ..., A celle
des régions de X, inférieure & la moitié de X,. Ces définitions sont
valables jusque h = n — 1.

J’en déduis la définition de I'élément a h dimensions de S ayant
pour sommets h 4 1 points A, B, ..., L. J’appelle ainsi le corres-
pondant sur S du tétraédroide sphérique & h dimensions de X qui
a pour sommets les points a, B, ..., A homologues de A, B, ..., L.

31. Tulorime. — Etant donné un nombre A,, il existe un
nombre &, tel que tout élénient & h dimensions d’une surface simple-
ment convexe S, dont les somunels ont des écarts mutuels inférieurs
d e,, soul intérieur a une hypersphére a n — 1 dimensions de rayon A,.

Les lonctions qui définissent la correspondance de S et X sont
continues et définies sur des ensembles fermés, donc uniformément
continues. Parsuite, & A, je peux faire correspondre v, tel que a3 <7
entraine AB < A,. De méme, & v je peux faire correspondre ¢, tel
que CD < ¢, entraine Y8 <e. Ce nombre ¢, est le nombre cherché.
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Sien effet A, B, ..., L ont des distances mutuelles inférieures a ¢,,
o B, ..., Aont des distances mutuelles inférieures a n. On voit alors
facilement que tout point m du tétraédroide sphérique a, 8, ..., A
est & une distance de a inférieure & 1, donc tout point M de I’élé-
ment A, B, ..., L. est & une distance de A inférieure a A,.

Le nombre ¢, est manifestement inférieur a A,; 1l est valable
quel que soit le nombre des points A, B, ..., L jusqu’a la valeur n
de ce nombre.

TutoriME. — FEtant donné le nombre A, il existe un nombre ¢,
tel que a, b, ..., 1l étant h + 1 points ayant des distances muiuelles
inférieures a ¢, et chacun ayant avec S un écart inférieur a ¢,, on
peut amener le tétraédroide 1,, ayant ces points pour sommets, sur
un élément T) de S par une déformation continue au cours de laquelle
chaque point de t;, conserve avec S un écart inférieur da A.

Prenons le nombre ¢, correspondant par le théoréme précédent
) 1

a A,=%A et &= g¢,. Ce nombre satisfait aux conditions im-

posées. Soient, en effet, A, B, ..., L des points de S tels que Aa,
Bb, ..., Ll soient inférieurs a ¢,. Il en résulte que les points
A, B, ..., L. ont des écarts mutuels inféricurs & ¢, et par suite que

tout I’élément T, avant pour sommets ces points est intérieur a
une sphére de centre A et de rayon A,, donc de diamétre A. On a
aussiAa,Ab, ..., Al<¢,, donc t, est intérieur & cette sphére. Donc
tout le tétraédroide ¢, est intérieur a cette sphére. Considérons le
tétraédroide sphérique T, ayant pour sommets les points o, 3, ..., A
homologues de A, B, ... L. 7, et t, sont homéomorphes, donc aussi
i, et T,. Réalisons la correspondance entve ¢, ct T, et faisons
décrire & un point m de t, le segment de droite qui le joint a son
homologue M de T, Faisons de méme pour tous les points tels
que m en supposant qu’a un méme instant, les segments tels
que mM seront partagés par la position prise par m dans un
méme 1apport. Nous amenons ainsi ¢, sm T, Mais le segment Mm
est intérieur a la sphére envisagée plus haut. Donc Mm <A et m
garde au cours de la déformation un écart intérieur & A avec M
donc avec S.
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Remarquons que la déformation continue que nous envisageons
ici pour t, ne laisse pas f, constamment homéomorphe a lui-méme,
car il se présentera en général des points multiples au cours de cette
déformation. Il n’en était pas de méme pour les déformations
envisagées aux n% 23, 26 et 27.

Turortmr. — Le nombre ¢, du théoréme précédent est tel que toute
variété polygonale ¢, a h dimensions (hZn— 2) dont chaque point a
avec S un écart inférieur a €, peul se réduire a zéro, chaque point de v,
gardant, au cours de celte déformation, un écart inférieur a A, avec S.

Décomposons ¢, en tétraédrordes tels que pour chacun d’eux les
sommets alent des distances mutuelles inférieures a ¢,. A chaque
sommet « nous {aisons correspondre un point A de S tel que Aa <¢,.
Faisons correspondre chaque tétraédroide de ¢, a un élément de S
avec la condition suivante :-Une face & h— 1 dimensions commune
a deux tétraédroides aura pour homologue un élément a A — 1 di-
mensions de S, la correspondance étant la méme quel que soit celui
des deux tétraédrordes de ¢, auquel on fait appartenir cette face.
Cette correspondance est rendue possible par I'intermédiaire des
tétraédroides sphériques. La délormation indiquée ci-dessus améne
alors ¢, sur une variété V, de S en remplicsant les conditions im-
posées.

V,, a pour homologucs sur X une variété V' formée d’un nombre
fini de tétraédroides sphériques ayant moins de n — 1 dimensions,
Donc V' ne remplit pas tout X. On peut alors ramener V' a zéro
sur X comme on le voit facilement en faisant une inversion ayant
pour pdle un point de X non sur V'. Dans cette inversion, une por-
tion de X contenant tout V' devient l'intérieur d’une sphére a
n — 2 dimensions d’un espace & n — 1 dimensions. La réduction
a zéro a I'intérieur de cette sphére est immédiate. Donc V peut se

réduire a zéio sur S. La réunion des deux déformations indiquées
démontre le théoréme.

TakoriME. — Etant donné A, on peut déterminer ¢ tel que toute
variété V, a h dimensions (h<n — 2) dont chaque point a, avec S,
un écart inférieur a ¢ peut se réduire a zéro, chacun de ses points
gardant avec S un écart inférieur a A.

THESE ANTOINE
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IS

1 . , .
Nous pouvons prendre &= 5 & & 6tant le nombre déterminé

par le théoréme précédent. Prenons en effet une variété polygo-
nale v, correspondant & V, et dont chaque point ait avec son homo-
logue sur V, un écart inférieur & . Soit M un point de V,, m son
homologue sur ¢, et M’ un point de S tel que MM’ <e. On a alors
M’'m < ¢,, et comme on a aussi MM’ < ¢,, tout point du segment
Mm est & une distance de M’ inférieure a z,. On peut donc passer
de V, a4 ¢, de fagon que tout point garde avec S un écart inférieur
a ¢,, donc a A. Mais ¢, est dans les conditions du théoréme précé-
dent. Le théoréme est établi.

32. TutoriMme. — Soient S une surface simplement connexe sans
point multiple et d un ensemble de points dont chacun a avec S un
écart supérieur & un certain nombre A. Il existe un nombre e tel que
toute variété V, a h dimensions (hSn — 2), dont chaque point a
avec S un écart inférieur a e, n’est enlacée avec aucune des variétés
@ n— h— 1 dumensions qu’on peut constituer avec les points de d.

Le nombre ¢ déterminé par le théoréme précédent remplit ces
conditions. On peut en effet réduire V, & zéro, chaque point de V,
gardant avec S un écart inférieur 4 A, donc sans couper d.

Ces théorémes sont encore vrais s1 S est une calotte simplement
connexe sans point multiple, homéomorphe par définition & une
demi-hypersphére X 4 n— 1 dimensions Le théoréme précédent
est méme dans ce cas valable pour h = n — 1. En effet, on peut
toujours réduire & zéro sur la demi-hypersphére £ une vaiiété
4 n—1 dimensions tracée sur elle. Cec1 tient 4 ce que X est homéo~
morphe & un tétraédroide & n — 1 dimensions.

33. Soient une surface simplement connexe sans point multiple S
et d un ensemble de points dont chacun a avec S un écart supérieur
a A. Considérons le nombre ¢ donné par le théoréme précédent.
Envisageons maintenant un pavage de 'espace E, & l'aide de
cubes & n dimensions, égaux et ayant un diamétre inférieur a e.
Conservons ceux de ces cubes qui touchent S. Ils forment un do-
maine D d’un seul tenant, contenant S a son intérieur et dont



L’HOMEOMORPHIE DE DEUX FIGURES ET DE LEURS VOISINAGES. 43

chaque point a avec S un écart inférieur a £. Donc toute variété
ayant au plus n— 2 dimensions, tracée dans D, n’est enlacée avec
aucune des variétés extraites de d. D est un domaine limité par des
variétés polygonales & n — 1 dimensions.

Je dirai, pour abréger, qu’en construisant D, j’ai enfermé S
dans un domaine polygonal D non enlacé avec d.

La méme définition s’applique si S est une calotte simplement
connexe sans point multiple. Les variétés envisagées dans D
peuvent alors aussi avoir n — 1 dimensions.

34. Comme premiére application de ces propriétés, démontrons
le théoréme suivant :

Tutorimr. — Sotent, dans Uespace & n dimensions E,, une surface
stmplement connexe sans point multiple S et deux variétés fermées V,,
V,.—i—i, @ h et n— h — 1 dimensions, sans point commun, enlacées,

et sans pount commun avec S. Ces deux variétés sont dans une méme
région de S.

Dans cet énoncé, on suppose 1ShSn — 2, donc n>3.

Enfermons S dans un domaine polygonal D non enlacé avec’
Pensemble V,4-V,_,_,. Soit V' une variété polygonale corres-
pondant point a point & V,, trés voisine de V,, de sorte qu’elle n’a
pas de points communs avec D. V' et V,—,—, sont enlacées. Je dis
que V,—;_, et V', donc aussi V,, sont dans la méme région exté~
rieure & D, donc dans la méme région par rapport & S. Faisons en
effet passer par V' une calotte polygonale & h 4 1 dimensions W
et modifions-la légérement, si c’est nécessaire, de lacon qu’une
variété a r dimensions de W ne coupe une vaiiété a s dimensions
limitant D que pour 7 4+s2Zn. Dans ces conditions, les intersec-
tions de W et de la {rontiére de D sont des variétés polygonales
a h dimensions V|, V, ..., V. Nous ne considérons que celles qui
limitent la portion W, de W située dans la région R extérieure 4 D
qui contient V',

Si V,_,_, n’était pas dans cette région R, W, ne rencontreraii
pas V, ;. Donc (n° 29), la sonme des coellicients d’enlacement
des variétés V', V,, V,, ..., V avee V, ,-, serait nulle, et
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comme V', V', ..., V, tracées sur D, ne sont pas enlacées avee
V,._x 1,11 en serait de méme de V', donc de V.

Il faut remarquer que les variétés V. W, V|, V,. ..., V,
peuvent avoir des points singuliers. Mais cela n’influe 4 aucun mo-
ment sur notre raisonnement, car, si 'on décompose ces variétés
en éléments convenablement choisis, ces éléments seront sans
points singuliers; seulement il arrivera que deux éléments aient
des points communs bien qu’ils ne doivent pas étre considérés
comme contigus, de sorte qu’il faudra parfois considérer des points

géométriquement confondus comme analytiquement distincts.

Il. — Les courbes planes et les courbes sphériques.

33. Nous allons étendre les résultats du Chapitre I et justifier
I’énoncé suivant : Soient, dans 'espace E,, deux courbes de Jordan
sans point multiple C et ¢ (toutes deux ouvertes ou toutes deux
fermées) planes ou sphériques, on peut passer de l'une a lautre
par une déformation homéomorphe de I’espace, n’altérant qu’une
région bornée. Il en résultera ue la correspondance entre C et ¢
s’étend a tout 'espace.

36. Tutorimr. — Si, par une déformation homéomorphe d’une
surface bornée S en elle-méme, laissant fizes les points frontiéres
de S, sl y en a, on peut transformer une figure F en une figure F';
on peut aussy transformer F en F' par une déformation homéomorphe
d’une partie bornée de Uespace en elle-méme, pourvu que, en chaque
puint m de S, il existe une normale a S qui varie de fagon continue
avec m, et pourvu que, pour H assez petit, le segment N'mN nor-
mal & S, de milieu nu et de longueur 2 H passe, yuand m varie sur S,
une seule fois par chaque point du domaine D qu’il balare.

Tout point P de D est bien déterminé par le pied m du segment
normal, unique, yul passe par P et par le nombre h, (—HZhZ 4 H),
qui mesure le segment mP, le sens positif étant celui des normales
dirigées d’un c6té déterminé de S. Le point P sera dit le pornt \m, k).

La déformation homéomorphe de S’ est supposée donnée en
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fonction d’un paramétre ¢ variant de o & 1; p [m, ¢] désigne la posi-
tion, a I'instant ¢, du point qui, 4 'instant o, est sur S en m.

La déformation homéomorphe de I’espace est ainsi définie : elle
laisse immobiles les points extérieurs & D. Le point P qui, a P'ins-
tant o, était en |m, k)| est, a I'instant ¢, (0S¢51), en

o [ )

37. Soient deux courbes C et ¢ d’un méme plan. Enfermons-les
dans une courbe sans point multiple T (une circonférence par
exemple). On peut passer de C a ¢ par déformation de I'intérieur
de T' (n% 23 et 26). Or l'intérieur de I' remplit les conditions du
théoréme p1écédent, done on peut passer de C a ¢ par la délorma-
tion indiquée au n° 33. )

Le cas des courbes planes non situées dans un méme plan sera
étudié au numéro suivant.

38. CourBEes spHERIQUES. — Soit C une courbe de Jordan sans
point multiple tracée sur une sphére S. Je dis qu’il existe un
point O de S non situé sur C. Soit M un pont de C, transformons S
en un plan ¥ par une imversion de centre M et partageons C en
deux arcs C/, C” par deux pomnts situés de pait et d'autre de M.
L’arc C” contient M; nous le supposons assez petit pour que son
transformé T” soit tout entier exiérieur & une circonférence A
du plan X. L’are L’ transformé de C’ ne remplit pas tout A;ily a
donc, dans A, un point ® qui n’appartient ni & I’ ni & I”. Son
transformé O répond a la question.

Il suffit mamntenant de fawre une inversion de centre O pour
dédun e les propriétés de la courbe sphéiique C de celles des courbes
planes et prouver en particulier la possibilité de transtormer, de
fagon continue, une courbe sphérique en une autre tracée sur la
méme sphére.

Soient maintenant deux courbes termées C et ¢ tracées sur des
plans ou sphéres P, p. Coupons P et p par une sphére S qui donne
les intersections T, y. Nous savons déformer C en T, puis T en ¥,
enfinyen c; si C et ¢ étaient ouvertes nous pourrions les considérer
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comme des parties de deux courbes fermées C 4+ C', ¢ 4 ¢
L’énoncé du n® 35 est établi.

III. — Les courbes tracées sur le tore.

39. Soit T un tore dont nous désignerons les deux rayons par r
et R (r<R). Supposons que l'origine des coordonnées soit au
centre du tore et que 'axe des z soit I’axe du tore. Nous pouvons
alors exprimer les coordonnées z, y, z d’'un point M quelconque
de T en fonction de deux paraméires w, ¢ par les formules

x = (R + rcos2mg)cos2mw,
(1) (TY) { y =(R+rcosamng) sinanw,
z=rsin2mg,

A chaque systéme de valeurs de v, ¢ correspond un point et un
seul de T et & chaque point de T correspond un systéme de valeurs
de , ¢ dont chacune est définie & un entier prés.

Soit un plan II dans lequel nous avons pris deux axes de coor-
données o0 w, 0 9. A un point M de T nous ferons correspondre le
point m de II qui a pour coordonnées les valeurs w, ¢ des para-
meétres de M. 51 'on prend les divers systémes possibles pour w, ¢,
on obtient les diverses représentations de M sur II. Ces représen-
tations se déduisent de I'une d’elles par les translations définies
par des vecteurs dont chacune des projections est entiére. Consi-
dérons dans II les paialléles aux axes d’abscisse ou d’ordonnée
entiére. Ces droites décomposent II en carrés dont chacun repré-
sente une {015 et une {ois seulement tout 1, saul en ce qui concerne
les [rontiéres de ces carrés pour lesquelles il y a lieu de prendre une
précaution évidente.

Soit s une région de II hmitée par une courbe de Jordan sans
point multiple. s représente une certaine région S de T. Supposons
qu’il n’existe aucun vecteur de projections entiéres dont les deux
extrémités appartiennent a s (fiontiére comprse). Dans ces condi-
tions la eorrespondance entre S et s est hiunivoque et continue. S est
alors une calotte simplcment connexe sans point multiple.
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A0. Soit C une courbe de Jordan tracée sur T. z. y, z sont fonc-
tions continues d un paramétre ¢ que nous supposerons varier de o
a 1. Pour chaque point de la courbe, on peut alors définir des déter-
minations de w et ¢ fonctions continues de ¢ :

(2) w=0(), 9=0(l)

Le point représentatif sur Il décrit alors une courbe de Jordan e.
Soierit «, B les accroissements respectifs de w, 9 quand ¢ varie de o
a1:a=0w0(1)— (o), = ¢ (1) —¢ (o). Ces nombres sont évi-
demment indépendants de la détermination prise pour w, o.

Si I’on changeait de paramétre en posant ¢t = f (t'), les nombres «,
B ne seraient pas non plus changés, sous la réserve que f soit une
fonction croissante. Dans le cas contraire, ils seraient changés de
signe. Ces deux nombres «, B sont donc parfaitement définis par
la courbe, si on la suppose orientée.

La courbe C est ouverte et sans point multiple, si, a et b étant
entiers, les deux équations

w(t) —w(t)=a, P(t)—o()=0>

ne peuvent étre vérifiées simultanément que pour a = o, b = o,
t ==t'. La représentation c de C est alors un arc de Jordan sans point
multiple. Deux représentations différentes de C sont sans point
commun; et il n’y a pas de vecteurs & projections entiéres dont les
extrémités soient sur une méme représentation de C. L’un au moins
des nombres «, 8 relatifs & C n’est pas entier.

La courbe C définie par les fonctions (2) est fermée et sans point
multiple, si les mémes équations sont vérifiées seulement lorsque
P'on a : ou bien t = ¢/, a = o, b = 0; ou bien t =1, t' = 0, auquel
cas a =a, b =[0. St « et B sont nuls, la représentation ¢ de C est
une courbe fermée sans poini multiple. 11 n’y a pas de vecteur a
projections entiéres ayant ses extrémités sur ¢ et deux représen-
tations différentes de C ne se coupent pas. '

Si Pun au moins des nombres a, 8 n’est pas nul, ¢ est une courbe
ouverte sans point multiple. Le vecteur qui joint ses extrémités
est le seul vecteur de projections entiéres (d’ailleurs égales a a et )
dont les extrémités sont sur ¢. Ces deux extrémités appartiennent
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chacune &4 une autre représentation de C et il n’y a que ces deux
points de ¢ qui appartiennent & d’autres représentations.

Quand la courbe C est fermée, les nombres «, § représentent en
grandeur et en signe les coefficients d’enlacement de C avec U'axe de T
et le lieu des centres des méridiens de T. Par coeflicient d’enlacement
avec I'axe du tore, j’entends le coeflicient d’enlacement avec une
courbe formée par une demi-circonférence concentrique du tore, de
rayon supérieur 3 R + 7, dont le diamétre est porté par 'axe du
tore, et le diameétre de cette demi-circonférence. Elle est supposée
orientée de facon qu’en la décrivant dans le sens positif, la cote
aille en croissant sur la partie rectiligne. Le lieu des centres des
méridiens est orienté suivant le sens positif du plan des zy. Nous
supposons C orientée dans le sens des ¢ croissants.

On pourrait démontrer dés maintenant ces propriétés des
nombres «, B; je les établirai plus tard pour chaque eas.

41. CourBEes ouvELRTES. —- Soit C une courbe de Jordan ouverte
sans point multiple tracée sur T. Les diverses représentations c,
¢/, ... de C sur le plan II sont des arcs sans point multiple et sans

point commun. Chacun d’cux a un écart non nul avec les autres.
Soit € un nombre inférieur a cet écart (le fait qu’il y a unc infinité
de représentations n’empéche pas de déterminer ¢ parce qu’il n’y
en a qu’'un nombre fin1 dans une région bornée). Enfermons une
représentation particuliére ¢ dans une chaine réguliére ouverte g

. . . , . 1 .
dont chaque chainon a un diamétre inférieur a —¢. Je dis que g

représente de fagon biunivoque et continue une région de T. Sup-
posons en effet (n®39) qu’il y ait un vecteur pp’ de projections
entiéres avant ses deux extrémités dans g. Il existe deux points mm/’

de ¢ tels que mp < é e, m'p' < % e (n° 19). Soit m, un point tel

que (mm,) = (pp’). m, représente le méme point que m et se
trouve alors sur une autre représentation ¢’ de C. Mais on a

m,p' = mp, donc < % e et par suite m'm, <e. Ceci est impossible

puisque ¢ est inférieur & ’écart de c et ¢'.
Tragons dans g un segment de droite ¢, paralléle & 'axe ow,
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Il représente un arc de paralléle C, de T. O.. prut passa de ¢ a ¢,
par une déformation continue de la région g n’altéiant pas la fron-
tiére (n° 23). g étant homéomorphe a une région G de T, on peut
passer de C & C, par une déformation continue de T en lui-méme.
Le tore T satisfaisant aux conditions du n® 3, on peut passer de
la courbe C & la courbe plane C, par une déformation continue de
I’espace n’altérant qu’une région bornée.

Les courbes ouvertes tracées sur le tore peuvent donc étre ajoutées
a celles qui figurent dans U'énoncé du n° 33.

42. COURBES FERMEES DONT LA REPRESENTATION EST FERMEE.
— Soit C une telle courbe (« = B = o). Considérons une représen-
tation particuliére ¢ de C et soit ¢ un nombre inférieur & I’écart
de ¢ avec les autres représentations de C. Enfermons ¢ dans une
chaine réguliére fermée g dont chaque chainon a un diamétre infé-

by

rieur a is. Soitent I, I’ les deux contours de cette chaine (I’ inté~

rieur a l). Je dis que I'intérieur s de ! représente de fagon biuni-
voque et continue une région S de T. Il me suffit de prouver qu’il
n’existe pas de vecteur a projections entiéres dont les extrémités
appartiennent a s.

Supposons qu’il existe un tel vecteur pp’. Déplagons-le sur la
droite qui le porte jusqu’a ce qu’une de ses extrémités p vienne
sur /; Pautre extrémité p’ appartient encore a s. Elle ne peut pas
appartenir a g, car le raisonnement du numéro précédent s’appli-
querait encore a la chaine g et par suite il n’y a pas de vecteur
a projections entiéres ayant ses extrémités dans g. Ainsi p’ est inté~

rieur a I, donc a c. Soient m un point de ¢ tel que mp < % eet m'le

point tel que (mp) = (m' p’). mm' est un vecteur a projections
entiéres, donc m' appartient a une représentation ¢’ de C diffé-
rente de ¢. m’ ne peut pas étre dans g, car il aurait un écart infé-

. LI R , . \
rieur a - € avee ¢; m' ne peut pas étre extérieur a [, car le vec-

teur m' p’ ayant ses extrémités dans deux régions différentes de ¢
couperait ¢ en un point m” et Pon aurait m’ m” < m’' p’, donc

1 . , . N .
encore < - €. Donc m' est intérieur a I'. La courbe ¢’ qui con-

THESE ANTOINE 7
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tient m' a donc ce point 4 P'intérieur de c. EHe <e déduit de ¢ par la
translation (mm'); elle a donc des points & I'extérieur de ¢, par
exemple le point qui se déduit par la translation (mm') du dernier
point de rencontre avec ¢ de la demi-droite mm’. Donc ¢’ coupe e,
ce qui est impossible. La propriété est établie.

Soient m un point de I'mntérieur de let Mle point de T qu’il repré-
sente. Tracons de M comme centre une sphére de rayon assez petit
pour qu’elle coupe T swivant une courbe C, sans point multiple
et dont tous les points appartiennent a la région S de T homéo~
morphe de I'intérieur s de I. C, est représentée par une courbe ¢,
intérieure a ; ¢, est fermée et sans pomnt multiple. On peut passer
de c a ¢, par déformation homéomorphe de s sans altérer I/, donc on
peut passer de C a la courbe sphérique C, par déformation homéo-
morphe de T sur lui-méme et par suite de C & C, par déformation
homéomorphe de I’espace n’altérant qu’une région bornée.

Les courbes fermées C tracées sur un tore et pour lesquelles « = 8 =o
peusent donc encore étre ajoutées a celles de I'énoncé du n° 35.

« et 3 sont bien les coeflicients d’cnlacement de C avec I'axe
du tore et le lieu des centres des méridiens, car ¢ peut se réduire
a o a I'intérieur de [, donc C peut se réduire & o sur T, ¢’est-a-dire
sans couper ni I’axe, nm1 le heu des centres des méridiens.

43. COURBES FERMEES DONT LA REPRESENTATION EST OUVERTE.
— Nous supposons maintenant que I'un au moins des deux nombres
, B n’est pas nul. Les représentations de Csont des courbes ouvertes.
Soit ¢ 'une d’elles d’extrémités m,, m,, ayant respectivement pour
coordonnées w,, 9,; ®,, 2,. Le vecteur m,m, est le seul vecteur a
projections entiéres dont les extrémités soient sur c; ses projee-
tions sont d’ailleurs a, f.

Supposons que nous fassions une déformation homéomorphe de T
en lui-méme. w,, ®,, ¢,, ¢, varient de fagon continue; donc w, — w,,
¢,— ¢, varient de fagon continue et par suite restent fixes et
égaux a o, B. Au cours d’une telle déformation, c restera donc une
courbe ayant la méme propriété que c:le vecteur joignant ses
extrémités est le seul vecteur 4 projections entiéres dont les extré-
mités sont sur ¢ et ce vecteur a pour projections «, 3. Nous allons
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envisager dans la suite un certain nombre de telles déformations
que nous définirons chacune par la déformation d’une portion du
plan II représentant de fagon biunivoque et continue une région
de T. Nous arriverons finalement & amener c a étre un segment de
droite, qui aura alors pour projections «, 3 et aucune portion de ce
segment de droite n’aura ses deux projections entiéres.

44. Tracgons, ce qui est possible, deux chemins reliant m, et m,
et constituant une courbe fermée y contenant ¢ a son intérieur,
les points m, et m, étant les deux seuls points de c situés sur y.
De plus, y devra étre telle qu’elle ne contienne que le segment m, m,
qui ait ses deux projections entiéres. Saul en ce qui concerne m,
et m,, I'intérieur de y est une image univoque et continue d’une
région du tore.

Tracons une ligne polygonale ¢, joignant m, et m,, intérieure
a y et n’ayant que m, et m, pour points limites de ses sommets. On
peut (n° 27) déformer c en ¢, en n’altérant que I'intérieur de .

Soit m, un point de ¢, autre que m, et m, et prolongeons ¢,
au dela de m, en effectuant sur ’arc my, m/ de c, la translation m,m,.
La courbe ¢’ ains1 obtenue, m, m/ est analogue a ¢, seulement elle
est polygonale et n’a un nombre infini de c6tés qu’au voisinage
du point m,. S1donc on opére sur ¢’ comme sur ¢, on pourra prendre
un contour Y’ formé d’un nombre fin1 de segments et une ligne ¢
polygonale d’un nombre fin1 de cotés.

Or les opérations qui nous ont ainsi fait passer de ¢ & ¢, sont les
images de déformations continues n’intéressant que le voisinage
de C. Par de telles déformations, on peut donc amener ¢ a étre

tormé d’un nombre fim1 de segments. J’appelle encore ¢ la ligne
ainsi obtenue.

48. La ligne ¢ ayant un nombre fini de sommets, nous pouvons
supposer, quitte a faire une déformation représentée par un accrois-
sement de © et de ¢, que les sommets de cette ligne n’ont aucune de
leurs coordonnées entiéres. ¢ est alors découpé par les cétés du
quadrillage de II en trongons. Les extrémités de ces troncons
appartiennent chacune & un seul c6té de c et ce coté traverse en
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ce point le c6té du quadrillage. Je supposerai encore, ce qui est
également légitime, qu’aucun sommet du quadrillage n’est sur ec.

Considérons le carré ¥ du quadrillage qui a pour cotés les seg-
ments (o, 1) de o w et 0 9, soit oabc son contour. Faisons subir a
chaque trongon de ¢ la translation qui 'améne dans y. Nous avons
une nouvelle représentation ¢, de C. ¢, est formé de trongons allant
d’un c6té de y & un autre cdté. Leurs extrémités en nombre fini se
correspondent deux 4 deux : sur oa et cb par abscisses égales; sur
ab et oc par o1donrées égales. Il n’y a pas d’extrémité aux som=
mets o, a, b, ¢ de .

Les tror ¢cors de ¢, sort de t1ois sortes :

Premiére catégorie. — Tior gons dovt les extrémités sont sur un _
n éme c6té de y. Soit mm' un tror gon de cette nature dont les
extrémités sont sur oa, par exemple. S’il y a d’autres extrémités

Fig. 9.

de troncons entre m et m/, ils ne peuvent étre que de cette nature,
puisque ¢, est sans point multiple. Il y en a alors un, mm/, tel que
I’arc mm' et le segment mm’ déterminent une région ne contenant
pas de points de c,. Cette région est homéomorphe & une portion P

de T (fig. 9).
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Par une déformation n’intéressant qu’une portion de T conte~
nant P et différant aussi peu de P que nous le voudrons, nous
pouvons remplacer C par une courbe telle que la partie n m m’ n'
de ¢,, n et n/ étant trés voisins de m et m’, devienne le segment nn'.
Par cette’ opération répétée nous supprimerons tous les trongons
de ¢, qui sont de premiére catégorie.

?

Deuziéme catégorie. — Les trongons dont les extrémités sont
sur deux cdtés de Y comprenant un angle de y. Je dirai qu'un tel
trongon est relatif a cet angle. S'1l existe un trongon relatif a ’'angle o
il en exastera un relatif a cet angle, soit mm/, tel qu’entre o et m et
entre o et m’, il n’y ait pas d’autres extrémités de trongons. Sup-
posons alors qu1l existe des trongons relatifs aux angles consé-
cutifs o et a et soient mm’, pp’ ceux de ces trongons tels que mm’
et pp’ sont les extrémités de trongons les plus rapprochées de o ou a.

Fig. 1o.
©
C

-YI

On a alors om’ = ap’ (fig. 10). Envisageons le carré Yy’ contigu & ¥
le long de oc et dans ce carré le trongon m’p, homologue de pp’.
On peut comme tout & I’heure remplacer un arc un peu supérieur
a4 p,m'm par un arc sans points dans y et y’ et coupant en un seul
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point m, le prolongement de co. Dans cette opération nous faisons
disparaitre les quatre extrémités m, m’, p, p’ et nous faisons appa-
raitre les deux extrémités homologues de m,, donc nous dimi-
nuons le nombre des extrémités de troncons. Il peut d’ailleurs
réapparaitre des trongons de la premiére catégorie que nous ferons
aussitot disparaitre comme il a été dit plus haut et cela ne peut
que diminuer encore le nombre des trongons.

Nous pourrons répéter une telle opération tant qu’il restera des
troncons relatifs & deux angles consécutifs. Comme nous diminuons
chaque fois le nombre des trongons, nous arriverons a ne plus en
avolr de cette sorte, le nombre total des trongons étant fini.

Les troncons de deuxiéme catégorie qui restent sont alors néces-
sairement relatifs & deux angles opposés, supposons, pour fixer les
1dées, qu’ils soient relatifs aux angles a et c.

Troisiéme catégorie. — Les trongons dont les extrémités sont
sur deux cotés opposés de y. S’il y a de tels trongons allant de oa
a be, il ne pourra pas y en avoir qui aillent de ab a oc. Supposons par
exemple que nous soyons dans ce cas.

Supposons qu’il y ait r extrémités de trongons sur ab et oc et
s sur oa et be. Parcourons a partir de a les deux chemins abc et aoc,
et numérotons sur chacun de ces chemins les extrémités de tron-
cons dans l'ordre ol nous les rencontrons. Les extrémités d’un
méme trongon portent le méme numéro, car les trongons ne se
coupent pas et chacun d’eux passe entre a et c.

Enfermons un segment un peu inférieur 4 ab dans un rectangle
homéomorphe a une portion de T et déformons I'intérieur de ce
rectangle de fagcon que les extrémités de trongons sur ab viennent
aux milieux des segments obtenus en coupant ab en r parties
égales. Faisons une déformation analogue relativement a oa. Ceci
fait, nous pouvons par des déformations successives du type envi-
sagé, faire en sorte que les trongons deviennent des segments de
droite joignant les extrémités que nous venons de déterminer. Ces
segments sont alors paralléles et par suite ¢ est un segment de droute.

Nous pouvons enfin faire une derniére déformation amenant
Pextrémité initiale de ¢ au point o (accroissement fixe de toutes les
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valeurs de w et accroissement fixe de toutes les valeurs de ¢).
Soit ¢’ le segment ainsi obtenu et soit C' la courbe de T qu’il repré-
sente.

46. D’aprés la remarque de la fin du n° 43, ¢’ a pour projec-
tions af}, les coordonnées de son extrémité sont a, . Il en résulte
que ¢’ et par suite C’' a pour équations

(3) (Cy »w=at, p=p¢ (02¢21).

On passe de C & C’ par déformation continue sur T, donc C a les
mémes coeflicients d’enlacement que C’ avec 'axe et le lieu des
centres des méridiens. Calculons par exemple ce dernier. Le cercle
limité par le lieu des centres des méridiens coupe T suivant la cir-

, 1 . . ” o
conférence ¢ = - + entier. On aura un point de traversée posrtive

. . I . ’
chaque fois que ¢’ coupera une droite ¢ = - 4 entier, la coordonnée

9 allant en croissant sur ¢’. La somme de ces traversées est mani-
festement B; ce nombre est donc le coefficient d’enlacement de C avec
le lieu des centres des méridiens. On trouve de méme que « est le
coefficient d’enlacement de C avec 'axe de T.

Nous avons également remarqué qu’aucune portion de ¢’ n’avait
ses deux projections entiéres. Il en résulte que si aucun des nom-
bres a, B n’est nul, ces deux nombres sont premiers enire eux. Si
par exemple est nul, ¢’ est porté par ’axe ow et la méme remarque
montre que « = &= 1. De méme sia =0, § = = 1 ().

Si 'un au moins des nombres «, B n’est pas nul, C est enlacée
soit avec ’axe, soit avec le lieu des centres des méridiens. Elle ne
peut donc pas se réduire & o sans couper une de ces courbes, c’est-
a-dire sans quitter T. Je dis de plus que C ne partage pasT en
régions. Il suffit de le prouver pour C’. Les représentations de C'
forment des droites paralléles qui découpent § segments égaux

(1) Si une courbe fermée C a des points multiples, les accroissements a, 3 de @
et 9, quand on la décrit complétement, sont encore ses coefficients d’enlacement
avec I’axe et le heu des centres des méridiens; mais ces nombres ne sont plus néces-
sairement premiers entre eux.
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sur oa et « sur oc. Soient m,, m, les points de y qui représentent
deux points donnés M,, M, de T, non sur C’. Menons par m, m, des
demi-droites paralléles & 09 et soient p,, p, les premiers points de
rencontre avec les représentations de C’; p, sera sur une certaine
représentation ¢, et p, sur c,. Soit p’, le point de ¢, homologue de p,
et construisons le vecteur p),m/, équipollent & p, m,. Le segment
de droite m, m), représente une courbe qui, sur T, joint M, M, sans
couper C'. Ces points étant quelconques, C' ne partage pas T en
régions.

_47. Je vais maintenant établir le théoréme suivant :

TatortME. — Sotent C une courbe de Jordan fermée sans point
multiple tracée sur un tore et a, 3 ses coefficients d’enlacement avec
Vaze et le lieu des centres des méridiens. Pour que la correspondance
entre C et une circonférence puisse s’étendre da tout Uespace, il faut
et il suffit que Uun des nombres a, B soit égal d o, & + 1 ou 4 — 1.
Quand cette extension est possible, on peut passer de C a la circon-
férence par une déformation homéomorphe de l'espace n’altérant qu’une
région bornée.

48. Montrons d’abord que ces conditions sont suffisantes. Ceci
est déja fait pour le cas « = 8 = o (n° 42). Supposons que I'un au
moins des nombres a, 8 ne soit pas nul, et raisonnons sur la courbe C’
définie par les équations (3). Si « ou B est nul, C’ est un méridien
ou un paralléle de T, donc une circonférence et la proposition est
évidente. Il ne reste donc a étudier que le cas a3 # o.

Soit d’abord a = = 1. Un demi-plan quelconque mené par
Paxe du tore coupe C’ en un seul point. En effet, ce demi-plan
coupe T suivant le méridien w = w, et les points de C’ sur ce méri-
dien ont pour parameétres les racines de I'équation w, + k = « ¢,
k étant un entier quelconque. Mais comme a« = == 1 et que ¢ est
compris entre o et 1, cette équation a une racine ¢ et une seule. La
projection C, de C’ sur le plan des zy est donc sans point multiple.
Soit S le cylindre projetant C’ sur le plan des zy, limité a deux
courbes L, L’ de cotes + r et — r. Nous pouvons passer de C’
a C| par une déformation homéomorphe de S n’altérant pas les
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frontiéres L, I', qu'on définirait comme celles considérées précé-
demment, n°s 23, 27.

Comme S vérifie manifestement les conditions du théoréme du
n® 36, on peut passer de C’ & la courbe plane C, (donc aussi a une
circonférence) par une déformation de 'espace n’altérant qu’une
région bornée.

Reste le cas B = == 1. Mais il n’y a, en réalité, aucune différence
essentielle entre « et §; une inversion dont le pdle est sur le lieu des
centres des méridiens de T, transforme T en un tore T’, les méri-
diens de T en les paralléles de T’ et inversement, donc elle trans-
forme C en une combe C’ pour laquelle &' = 8, B/ = a.

Les conditions sont donc bien suffisantes.

49. Pour montrer que les conditions sont nécessaires, supposons
que la correspondance entre C et une circonférence puisse s’étendre
atout I’espace. Il en est alors de méme de la correspondance entre C'
et la circonférence. Au cercle inuté par la circonférence, correspond
une calotte simplement connexe sans point muluiple ¥ ayant C’
pour {rontiére. Nous allons montrer que s’il existe une telle calotte T
et st aucun des nombres a, B n’est nul, Uun d’eux est, en valeur absolue,
égal d 1. .

Considérons une surface auxiliaire T', enveloppe d’une sphére
de rayon constant g dont le centre décrit C’. Nous prendrons p
assez petit pour que T’ soit sans point multiple. Alors T' est le
lieu d’une circonférence G dont le centre décrit C’, qui a p pour
rayon, et dont le plan est normal & C’; par chaque point de T’ il
passe une circonférence C et une seule. G, étant petite, coupe T
en deux points M,, M, qui décrivent deux courbes L,, L;. Si le
point M déciit C’ dans le sens positif, M, et M, décriront L,, L,
dans des sens que je prendrai pour sens positifs de ces courbes. Les
trois courbes C', L,, L, étant ainsi orientées, je dis qu’elles ont
deux a deux un coefficient d’enlacement égal a «f3, donc différant de o
dans les hypothéses ou nous nous sommes placés.

Envisageons une représentation de T sur le plan II. Soient ¢’
un vecteur de projections «, 3 représentant C’, et m la représenta-
tion sur ¢’ d’un point M de C'. L’arc M, MM, suivant lequel le cercle
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limité par G coupe T est représenté par un ar¢ m, mm,. Nous sup-
. poserons p assez petit pour que mm,, mm, soient toujours inférieurs

a 1;- Sotent I,, I, les lieux de m,, m,, quand M décrit C'. Les projec-~

tions de [,, [, sont entiéres puisque L,, L., sont des courbes fermées.
Mais comme les extrémités correspondantes de [, et de ¢’ sont dis-

tantes de moins de é, les projections de I, sont égales a o et f3,

de méme pour I,. Donc les coefficients d’enlacement de L, et de L,
avec l'axe et avec le lieu des centres de méridiens de T sont « et B.

Fig.%11.

.Déformons C’ intérieurement & T (donc sans couper L, et L,)
chaque point de (' décrivant un rayon de- méridien. Nous amé-
nerons ainsi C’ sur le lieu des centres des méridiens, a point de C’
venant en un méme point de cette courbe. D’ailleurs C’ étant
enlacé o fois avec 'axe du tore, nous pouvons dire que nous
amenons C’ sur « fois la circonférence lieu des centres des méri-
diens. L, est enlacé B fois avec cette circonférence, donc a«f fois
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avec C'. Nous aurions pu également par une déformation exté~
rieure & T amener C’ sur §§ fois une circonférence concentrique a un
méridien et un peu plus grande. Le résultat est le méme. On a le
méme résultat pour les coeflicients d’enlacement de C’ avec L,
et de L, avec L,.

Fixons un systéme de coordonnées w’, ¢’ sur T'. Soit M’ un point
de T'. 1l est sur une circonférence G de centre M. Le point M est
déterminé sur C’ par une valeur du paramétre ¢, entre o et 1 [équa-
tions (2)]. Nous prendrons ' égal a ¢ & un entier prés. Orientons la
circonférence G, par exemple dans le sens qui va de M, a M, exté-
rieurement & T. Nous prendrons pour 2’ le rapport d’une détermina-
tion quelconque de Parc M, M’ & la longueur de G. ¢’ est déterminé
a un entier prés. La courbe L, a pour équation ¢’ = o a un entier
pres. Les courbes G ont pour équations o’ = constante.

S1 nous considérons une courbe lermée tracée sur 1’ nous pou-
vons lui faire correspondre deux nombres o', B’ qui seront les
accroissements respectifs de o’ et de 9’ quand on décrit la courbe.
Pour les courbes L, et L,, o' =1, ' = o0: pour les circonfé-
rences G, o' = o, §’ = 1.

Nous pouyons faire la représentation de 1" sur un plan IT' comume
nous avons lait la représentation de I sur un plan II. Au point M’
de paramétres o', o', nous ferons correspondre le pomnt m' de coor-
données o', ¢'. Cetle représentation awia des propriétés toul a fait
analogues a celles de la représentation du tore.

830. Jevais montrer que, s1 S existe, 1l existe sur T' une courbe C,
ne coupant pas X et pour laquelle 8’ n’est pas nul.

I étant une calotte simplement eonnexe sans point multiple
peut se représenter sur un cercle s limité par une circonférence ¢’.
L’ensemble des points communs a ¥ et I’ se représente alors sui-
vant un ensemble fermé ayant un écart non nul avee ¢’. Je peux
donc tracer une circonférence ¢'’ concentrique a ¢’ et telle que dans
Panneau compris entre ces deux circonférences il n’y ait pas de
points représentant des points communsa X et T Soient C” ’homo-
logue de ¢” et X' la calotte simplement connexe sans pomt mnul-
tiple correspondant a P'intérieur de ¢’. ¥’ a C” pour frontiere et
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Pon peut passer de C’ & C” sans couper T’ puisqu’on peut passer de ¢’
a ¢” sur 'anneau que forment ces deux courbes. C” est donc’enlacée
comme C' avec toute courbe tracée sur T'.

3’ n’ayant pas de points sur C’, nous pouvons enfermer X’ dans
un domaine polyédral D non enlacé avec C' (n® 33). Soient D’ I’en-
semble des points de D sur T’ et I,, I,, ... les frontiéres de D’.
La courbe C, que je cherche est une des courbes 1.

Tout d’abord, les courbes I existent, c’est-a-dire qu’il y a sur T’
des points de D et des points n’appartenant pas a D. Si tout T’
n’appartenait pas & D, une ciicontérence G étant extérieure a D
ne couperait pas X' et par suite nec serait pas enlacée avec C”, ce
qui n’a pas lieu, puisque G est enlacée avec C'. Si tout T’ appar-
tenait a D, la circonférence G étant intérieure & D ne serait pas
enlacée avec C’, ce qui n’a pas lieu. Donc les lignes I existent.
Remarquons en outre que le domaine D est formé de cubes d’un
pavage de 'espace et que ces cubes satisfont a la seule condition
d’avoir un diamétre inférieur & un nombre déterminé ¢ et de
toucher X'. Nous pouvons donc choisir le pavage de fagon qu’au-
cune lace ni aucunc aréte ne soit tangente a 1’ et qu’aucun sommet
ne soit sur 1. Dans ces conditions, les courbes 1 seront en nombre
fini, sans point commun et sans point multiple.

Les courbes I appartenant ala frontiére de D', donc de D, aucune
d’elles ne touche X', ni X, puisque X est la somme de X' et d’une
portion intérieure a 1’. Il suffit donc de prouver que, parmi les
courbes I, il y en a au moins une pour laquelle B’ 3£ 0. Ce sera la
courbe C, cherchée.

Si pour toutes les courbes I on avait B’ = o, on aurait pour ces
courbes &’ = 0, 4+ 1, ou — 1. On ne peut pas avoir, pour une
courbe I, &' = -+ 1, car cette courbe pourrait se ramener sur T’
a la courbe L, et, par suite, cette courbe [ serait comme L, enlacée
avec C/, ce qui n’a pas lieu, [ appaitenant a D.

Supposons alors que pour toutes les courbes I on ait &’ = ' = o.

Les représentations i des courbes I sur II' sont alors des courbes
fermées sans point multiple et sans point commun; il y a done
une région A d’un scul tenant cxtérieure a toutes ces courbes et
I'axe o' 3’ a des points dans cette région, car il ne peut étre tout
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entier intérieur a4 une seule courbe i. Soient a un point de cet axe
appartenant & A et b le point dont 'ordonnée est égale a celle de a
augmentée de 1. b représentant le méme point que a est aussi
dans A. ab représente une circonférence G. Tragons dans A un
arc y allant de a a b. 1l représente une courbe fermée T', tracée
sur T’/ et pouvant avoir des points multiples. Mais y peut se ra-
mener sur I’ au segment ab, a et b ne bougeant pas, donc I' peut
se ramener sur T’ & une circonférence G, I est donc enlacée avec C’
et C”. Nous arrivons & une contradiction par la remarque sui-
vante : si A appaitient & D (c’est-a-dire représente des points
appartenant tous a D), T appaitient & D, donc n’est pas enlacée
avec C’, ce qui n’a pas lieu; s1 A n’appaitient pas a D, T' ne coupe
pas X', ce qui est encore impossible puisque cette courbe est enlacée
avec C”.

11 est donc nécessaire que, pour une au moins des courbes I, ' ne
soit pas nul. Soit C, cette courbe et soient o', B’ les accroissements
de o’ et de ¢’ quand on la décrit.

Considérons maintenant la courbe C', tracée sur T’ et qui a pour
équations paramétriques

(4) (GY)) w=o't, ¢'=pft (f'Fo),

o’ et B’ étant les valeurs qui viennent d’étre définies par C,. On peut
passer de C, a C| par une déformation homéomorphe de T’ sur lui-
méme, donc (n° 36) par une déformation homéomorphe de ’espace
n’altérant qu’une région bornée. Cette région peut d’ailleurs étre
prise assez voisine de T’ pour que C’ lui soit extérieure. A la fin de
cette déformation, = devient une calotte simplement connexe X,
ayant C' pour frontiére et qui n’est pas coupée par C,. Donc :

81. S’il existe une calotte simplement connexe sans point mul-
tiple £ ayant pour frontiére C’, il en existe aussi une X, de méme
frontiére et qui n’est pas coupée par une certaine courbe C| tracée
sur T’ et définie par les équations (4) ou B’ = o (fig. 11).

B’ n’étant pas nul, C, coupe effectivement L, en B’ points
que je désigne par M,, M|, .... Elle coupe aussi L, en 8’ points
M,, M, .... Je vais prouver qu’il existe deux points M,, M, consé-
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cutifs sur C, et pouvant étre joints sur T par une courbe ne coupant
pas X,.

Remarquons d’abord que les points M,, M, ... sont des points
de traversée de méme signe de T par C| et que M,, M/, ... sont des
points de traversée du signe différent du premier. Ceci résulte
immédiatement de la considération de la représentation de C| qui
est un segment rectiligne et qui coupe les droites ¢’ = entier aux
points représentatifs des points M,, ¢/ variant toujours dans le
méme sens quand on passe par un tel point. Nous supposerons par
exemple qu’en décrivant C, on passe de I'intérieur de T a Pexté-
rieur aux points M,, M|, ... et de I'extérieur a l'intérieur aux
points M,, M, ....

C| ne touchant pas X,, enlermons £, dans un domaine polyé-
dral D non enlacé avee C) et soit D’ ’ensemble des points de D
situés sur T. Il y a sur T des points de D, par exemple tout C', et
des points n’appartenant pas & D, par exemple les points M,, ....
Donce D’ a une frontiére qui, par suite d’un choix convenable de D
(remarque faite au numéro précédent), sera formée d’un nombre
fini de courbes I,, I,, ... sans point multiple et sans point com-
mun.

Les courbes I appartenant & D, aucune d’elles n’est enlacée
avec C). De méme les courbes I appartenant a la frontiére de D,
aucune d’elles ne coupe X,, donc aucune d’elles n’est enlacée
avec C'. Soient alors «,, 3, les coefficients d’enlacement d’une de ces
courbes I, avec I’axe et le lieu des centres des méridiens de T. Cette
courbe a alors avec C' le coeflicient d’enlacement a8, = «,f3 (voir
‘le raisonnement fait au n° 49 sur les courbes C’, L,, L,). Nous
venons de dire que ce coefficient était nul, et comme « et § ne sont
pas nuls, «, et 3, sont nuls. Les courbes ¢ représentant les courbes I
sur I sont donc des courbes fermées, sans point multiple et sans
points communs et chacune d’elles avec son intérieur représente
de fagon biunivoque et continue une calotte simplement connexe
sur T (n® 42). De plus, il y a dans II une région unique d’un seul
tenant extérieure a toutes les courbes ¢ et tous les-points que repré-
sentent les points de cetle région appartiennent a D, car les droites
indéfinies qui représentent C' ne peuvent étre que dans cette région
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et C' appartient & D. Or les points M,, M/, ..., My, M|, ... n’appar-
tiennent pas a D : leurs représentations m,, ..., m,, ... sont donc
chacune intérieures & une courbe i.

Soit m, une représentation particuliére de M, ; elle est intérieure
a une courbe 7, et, pareéuite, située dans une région d’un seul tenant s
limitée extérieurement par i, et éventuellement par des courbes i,,
ls, ..., intérieures a 7,. Chacune de ces courbes n’est pas enlacée
avec C/ et I'intérieur de chacune d’elles représente de facon biuni-
voque et continue une région de T. La somme des traversées de T
par C a intérieur de chacune de ces régions est nulle et, par suite,
il y a un nombre égal de points m,, m/, ... et de points m,, m, &
I'intérieur de chacune des courbes i,, t,, 14, .... En particulier, il y
a au moins un point m, dars s. Ce point m, peut alors étre joint au
point m, dans s. Ce chemin représente une courbe K, allant
de M, a un certain point M, sur T sans couper D’, donc sans ren-
contrer X,.

Si M, et M, ne sont pas consécutifs sur C/, soit K| I'un des arcs
de C| ayant pour extrémités M,, M,, la courtbe K, + K’ ne coupe
pas X,. Les points de K/ au voisinage des cxtrémités M,, M, sont
dans une méme région de T. Nous pouvons alors déduire de cette
courbe une courbe C, ne coupant pas, X, et formée de : 1° la
courbe K/, sauf deux petits arcs au voisinage des points M,, M,;
22 une courbe déduite de K, par une déformation au cours de
laquelle chaque point décrit un rayon de méridien de T, du c6té des
petits arcs supprimés de K ; 3° deux petits arcs faisant le raccor-
dement. Cette courbe C,, coupe T en des points qui font partie des
points M,, M, ..., M,, M,, ..., mais leur nombre est moindre.

Je peux appliquer & la courbe C', les raisonnements faits sur C/
et joindre deux certains points M,, M par un chemin K, tracé sur T
et ne coupant pas X,. 51 M,, M, ne.sont pas consécutifs, j’envi-
sageral 'arc M, M, de K/, soit K,, et je recommencerai sur la
courbe K, 4+ K'.. Le nombre des poirts tels que M , M, allart en
diminuant et Popération pouvart se pouisuivie tart qu’on r’a
pas obtenu de points consécutifs sur C,, je finirai par en obtenir.

Appelons M,, M, ces deux points consécutifs, K I’are qui les joint
sur T et K’ 'arc de C, sur lequel il n’y a pas de points de T en dehors
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des extrémités M,, M,. La courbe K 4+ K’ ne coupant pas‘E. n’est
pas enlacée avec C'. C’est cette propriété que je vais maintenant
utiliser.

32. Considérons une derniére courbe auxiliaire K” joignant sur T
les points M, et M,. Pour préciser K”, je supposerai qu’un point M’
décrit K’ et qu’a chaque position de M’ je fasse correspondre un
point M de I'intersection de T par le cercle limité a la circonférence G
passant en M’. K” sera I’arc décrit par M que je suppose se déplacer
de facon continue. Je peux supposer en outre que K” coupe C’
en un seul point M, et il y aura en ce point, sur T, traversée de C’
et K”. On pourra d’ailleurs passer de K’ & K” dans une seule région
de T, les points M,, M, ne bougeant pas. La courbe fermée K 4 K”
peut avoir des points multiples, mais cela n’a aucune importance.
Soient «,, B, ses coefficients d’enlacement avec ’axe et le lieu des
centres des méridiens de T.

Nous distinguerons deux cas suivant que K’ est intérieur ou exté-
rieur & T. Supposons d’abord K’ intérieur & T. Amenons K’ sur K”
par la déformation indiquée ci-dessus. Puis amenons C’ intérieure-
ment & T, a coincider avec |« | fois le lieu des centres des méridiens.
Le coefficient d’enlacement de cette nouvelle position de C’ avec
K + K” est en valeur absolue |«f,|. D’autre part, C' et K 4+ K’
n’étalent pas enlacées. Mais les déformations faites sont en réalité
des déformations de ces courbes, au cours desquelles il y a une
traversée (et une seule) en M,. Le coefficient d’enlacement a donc
augmenté d’une unité en valeur absolue. Donc |af,| = 1. Ceci
exige |a| = 1.

Un raisonnement analogue montre que, si K’ est extérieur a T,
ona|fB|l=r1.

Donc, si la correspondance entre C et une circonférence peut
s’étendre a tout I’espace, et si aucun des nombres a3 n’est nul, 'un
de ces nombres est égal & + 1 ou & — 1. C.Q.F.D.

83. 1l résulte de ceci que la condition nécessaire et suffisante
pour qu’une courbe C tracée sur un tore soit frontiére d’une calotte
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simplement connexe sans point multiple est que I'un des nombres
«, B soit égal 2 0,4 + 1 oud — 1.

Nous venons de prouver que cette condition était nécessaire
pour C'. Elle est également nécessaire pour C, puisque la correspon-
dance entre C et C’ s’étend a tout I'espace. Elle est suffisante, car,
dans ce cas, la correspondance entre C et une circonférence s’étend
a tout I’espace, la calotte sera I’homologue du cercle limité par la
circonférence. -

Remarquons enfin que si la correspondance entre C et une cir-
conférence ne peut pas s’étendre a tout ’espace, elle s’étend néan-
moins aux voisinages de ces courbes. Il en est en effet ainsi pour C’
et une circonférence : elle s’étend a 'intérieur de T’ d’une part et
d’autre part a I'intérieur d’un tore dont la circonférence serait le
lieu des centres des méridiens.

1V. — Exemple de deux arcs homéomorphes seulement
en eux-mémes.

84. L’étude qui vient d’étre faite des courbes tracées sur le
tore T va nous permettre de construire un arc I' dont la correspon-
dance avec un segment de droite y ne peut s’étendre & aucun voi-
sinage.

Considérons sur T la courbe C’ définie par les équations (3) du
n° 46, w = «t, 9 = B, ou ¢ varie de 0 & 1 et oll nous supposerons «
et B supérieurs & 1 et premiers entre eux. Sur C/, marquons deux
points A, B de paramétres respectivement assez voisins de o et I
pour que I'un des deux arcs AB de C’, soit V, ne coupe pas les deux

paralléles ¢ = ;-}, =—~ de T. Ces paralléles limitent chacun

4

un cercle. Ajoutons a ces cercles les points de T pour lesquels on,
a — £< 2 < 2 Nous constituons ainsi une surface simplement

connexe sans point multiple Q que j’utiliserai dans un instant.
J’appelle V' le second arc AB de C’.
Marquons sur ’axe des z un point P de cote supérieure & 3 r.
Prenons les homothétiques de C', A, B, V, V/, Q par rapport a P

THESE A\TOINE 9
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dans le rapport <§> , n étant entier positif, et désignons ces homo-
thétiques par la lettre correspondante affectée de l'indice n. Le
choix du point P est tel que les surfaces Q, sont extérieures les
unes aux autres. Joignons BA, extérieurement a ces surfaces, et
prenons encore les homothétiques de cette ligne. La courbe cherchée
T est formée de : 1° les homothétiques de V' quand on donne a n
toutes les valeurs entiéres; 20 les homothétiques de BA,; 3° un
segment PP’ de ’axe des z, P’ ayant une cote supérieure a celle de P.

85. Supposons que la correspondance entre I' et un segment de
droite vy puisse s’étendre a leurs voisinages. Soit p ’homologue de P
sur v. Il existe une sphére de centre p et dont tout I'intérieur appar-
tient au voisinage considéré de y. Dans cette sphére, considérons
une courbe ¢ formée d’une demi-circonférence de centre p et de
son diameétre porté par y. Elle limite dans son plan une calotte
simplement connexe a. A ¢ correspond une courbe C frontiére d’une
calotte simplement connexe sans point multiple X, homologue de .
La courbe C est formée d’un arc, portion de I' auquel appartient P
et d’un arc ayant un écart non nul avec P (homologue de la demi-
circonférence), donc extérieur & une certaine sphére de centre P.
Mais je peux déterminer n assez grand pour que Q, soit tout entier
intérieur a cette sphére. C comprend donc I’arc V', et un arc exté~
rieur a Q,. Je dis qu’il est impossible qu’une telle courbe soit fron-
tiére d’une calotte simplement connexe sans point multiple. En
raison des homothéties faites, il me suffit de prouver que la courbe C,
somme de V' et d'un arc V" extérieur & Q, ne peut pas étre frontiére
d’une telle calotte.

86. Supposons qu’il existe une calotte T limitée & C. Faisons une
inversion par rapport & un point intérieur & T et non situé sur X.
T se change en une surface qui lui est homéomorphe, par construc-
tion. Mais si 'on fait correspondre aux méridiens les inverses des
paralléles et inversement, la correspondance peut s’étendre a tout
Pespace, comme on s’en rend compte aisément, car iciil s’agit de
surfaces analytiques simples. Supposons cette extension faite. Il
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correspond & C’ une courbe analogue, mais pour laquelle les nom-~
bres a, 8 auraient été permutés, ce qui n’a aucune importance ici,
A Q correspond une surface simplement connexe intérieure a T,
et & V” une courbe intérieure a la surface correspondant a Q.
La nouvelle courbe C serait frontiére d’une calotte X, la correspon-
dante de celle limitée & 'ancienne courbe C. Remarquons d’ailleurs’
que nous pouvons supposer que les arcs de V” voisins de A et B
sont analytiques, et alors, par une déformation de I’espace, n’alté~
rant que I'intérieur de Q, nous pouvons amener V” & étre intérieur
a T et a la sphére de diamétre AB. Je peux enfin supposer A, B assez
voisins pour que cette sphére soit intérieure & la surface T’ définie
au n° 49.

La figure obtenue est donc la suivante : la sphére de diamétre AB-

Fig, 12

est intérieure & T'. Elle découpe dans T une calotte U limitée par
une courbe S et soit U, la portion de cette sphére intérieure a TF.
C est une courbe formée de V' et d’un arc V” allant de A a4 B inté-
rieurement & la surface Q = U 4 U,. Il s’agit de prouver que €
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ne peut pas étre frortiére d’ure calctte simplement connexe sans
point multiple (fig. 12).

87. Supposors qu’il existe une calotte £ ayant C pour fron-
tiére. Comme Q est intérieure & T’, les raisonnements faits au n°® 50
sur C/, T’ et 2 s’appliquent ici a C, T’ et Z. Il existe alors une calotte
Z, de frontiére C qui n’est pas coupée par une courbe C, de T’ qui’
a pour équations o’ = at, 3’ = Bt (B’ & o).

Enfermons X, dans un domaine polygonal D non enlacé avec C
et de fagcon que I'intersection de D avec T (et aussi avec la surface
qui s’en déduit en remplacant U par U,) soit constituée par un
nombre fini de courbes I sans point multiple et sans point com-
mun. Nous supposerons encore que, si une courbe I rencontre S,
elle traverse S en ce point de rencontre. Les trongons des courbes I
intérieurs & U se répartissent en deux catégories : la premiére est
formée des troncons dont les deux extrémités sont sur le méme
arc AB de S; la seconde est formée des trongons ayant une extré-
mité sur chacun de ces arcs.

Considérons d’abord les trongons de la premiére catégorie. Un
raisonnement, analogue a celui du n°® 43, permet de les faire dispa-
raitre, grice a une déformation de T sur lui-méme n’altérant qu’une
portion un peu plus grande que U. Cette déformation pourra
d’ailleurs faire sortir de U des courbes I totalement intérieures a U.
Une telle déformation peut étre réalisée par une déformation de
Pespace n’altérant que le voisinage de U (n° 36), donc ne modi-
fiant pas C ni C'. Aprés cette déformation, D devient un nouveau
domaine non enlacé avec C, et enfermant encore une calotte limitée
a C, cette calotte étant ce qu’est devenu I, aprés la déformation. I1
n’y aura plus de trongons de premiére catégorie dans U et le
nombre des extrémités de trongons aura été diminué.

Si, dans U,, il y a des trongons de premiére catégorie, je feral
un raisonnement analogue, en remplacant U par U, et je ferai
disparaitre ces trongons, en dimnuant toujours le nombre des
extrémités sur S. La déformation pouriait peut-étre faire réappa-
raitre des trongons dc premiére catégorie sur U : je recommencerai
alors 'opération sur U pour les faire disparaitre et ainsi de suite.
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Jarriverai finalement & ne plus avoir de trongons de premiére
catégorie, ni sur U, ni sur U,, car chacune des op¥rations diminue
le nombre des extrémités sur S et ce nombre est fini. Il ne restera
plus que des trongons de seconde catégorie. Si je décris les deux arcs
AB de S 4 partir de A et que je numérote les extrémités de tron-
cons au fur et & mesure de leur rencontre, les extrémités ayant le
méme numéro ne peuvent étre extrémités que d’'un méme trongon
dans U et d’'un méme trongon dans U,. Mais ces deux trongons,
I’'un dans U, l'autre dans U,, forment une courbe enlacée avec C.
Ceci est impossible puisque les lignes I appartiennent a la frontiére
de D et par suite ne coupent pas X,, ceci a tous les stades des défor-
mations faites. Il n'y a donc plus d’extrémités de trongons sur S.
S’il y a des points des courbes I a I'intérieur de U, ils sont sur des
courbes I totalement intérieures a4 U. Je peux alors faire une défor-
mation de I'espace, n’altérant qu’une région trés voisine de U, de
facon que ces courbes ne coupent plus V. V est alors, comme A
et B, totalement intérieur a D.

Nous pouvons alors reprendre les raisonnements des n% 31 et 32
en renouvelant, chaque fois que cela sera nécessaire, les déforma-
tions indiquées ci-dessus pour le domaine D. Nous en déduirons
une courbe telle que K 4 K’, non enlacée avec C, comprenant une
portion K’ appartenant & (| et une portion K sur T, extérieure
aux divers domaines D, donc ne coupant pas V. Mais V” étant inté-
rieur & Q, on peut passer de V7 a V, et par suite de C a C’ sans
couper K + K’'. K 4+ K’ n’est donc pag enlacée avec C'. Le rai-
sonnement s’achéve comme au n® 52 et I’on en conclut que a =1
au = 1, ce qui est contraire aux hypothaéses faites.

Donc la correspondance entre I' et ¥ ne peut s’étendre & aucun
voisinage.

88. La propriété de T tient & la forme de cette courbe au voisi-
nage du point P. Appelons alors I'' un arc de T quelconque, pourvu
toutefois qu’il contienne le point P comme point intérieur, au sens
strict. Tout arc sans point multiple dont I'" fait partie est tel que sa
correspondance avec un segment de droite ne peut s’étendre a
aucun voisinage. Cet arc ne peut faire partie de la frontiére d’une
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calotte simplement connexe sans point multiple. De méme, la cor-
respondagce entre une circonférence et une courbe fermée sans
point multiple dont I est un arc ne peut s’étendre & aucun voi-
sinage. Une telle courbe ne peut pas étre la frontiére d’une calotte
simplement connexe sans point multiple.

Je dis, de plus, que I (et par suite toute courbe contenant I')
ne peut pas étre considérée comme tracée sur une surface sans point
multiple. 1l faut entendre dans cet énoncé le mot surface avec la
restriction faite habituellement en Analysis situs : parmi les modes
de décomposition de la surface en éléments, il en existe au moins
un tel qu'un point donné P de la surface appartienne & un seul
élément.

Supposons qu’il existe une surface contenant I'. Divisons-la en
éléments de fagon que P appartienne a un seul élément X. P appar-
tenant & Z seul, il y a un arc de I ayant P comme point intérieur
(au sens stricl) qui appartient aussi a X seul.

Décrivons I dans les deux sens & partir de P jusqu’aux premiers
points Q, Q, qui appartiennent & un élément autre que X et appe-’
lons I'" 'arc QPQ, de I'. Considérons un des deux arcs QQ, de la
frontiére de X (celul qui ne contient pas P, si P est sur la fron-
tiére). Conservons de cet arc la portion Q' Q, qui ne touche I’
qu’en ses extrémités, Q' étant sur 'arc PQ de I' et Q| sur I’arc PQ'.
La courbe formée de cet arc Q' Q) de frontiére et de I'arc Q' PQ;
de I'” limite sur X une calotte simplement connexe sans point mul-
tiple. Or ceci est impossible, puisque la frontiére de cette calotte
comprendrait un arc du type de arc I'.

V. — Correspondance entre les ensembles de courbes.

59. Pour terminer cette étude, disons un mot du cas ot11’on cher-
cherait 4 étendre la correspondance entre deux groupes formés
chacun de deux courbes, C,, C, d’une part, ¢,, ¢, d’autre part, fer-
mées, sans point multiple et sans point commun. Pour que la cor-
respondance entre C,,C, et c,, ¢, puisse s’étendre a leurs voisinages,
il faut et il suffit manifestement qu’il en soit ainsi pour la corres-
pondance entre C, et ¢, et pour la correspondance entre C, et ¢,.
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Pour qu’elle puisse s’étendre a tout Uespace, il faut encore qu’il en
soit ainsi pour la correspondance entre C, et ¢, et la correspondance
entre C, et c,. Mais cette condition n'est plus suffisante. L’extension
a tout 'espace ne sera, par exemple, pas possible si le coefficient
d’enlacement de C, et C, n’est pas égal au coeflicient d’enlacement
de ¢, et c,. Méme si ces coeflicients sont égaux, il ne sera pas tou-
jours possible de faire cette extension. Voici un exemple ou I’on se
trouve dans ce cas.

60. Comme courbes ¢,, c,, prenons deux circonférences d’un
méme plan, extérieures I'une 4 'autre. Comme courbe |C,, prenons
une circonférence du plan des zy et de centre I'origine O des coor-
données.

Pour définir C,, marquons un segment FF’ de milieu O, porté
par Paxe Oy et intérieur & C,. Marquons un segment équipol-
lent HH’ ayant son milieu H, sur Oz et extérieur a C,. Construi-

N

Fig. 13.
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sons un rectangle AA’ B’ B ayant ses c6tés AA’, BB’ équipollents
4 FF', leurs milieux A,, B, étant dans le plan ‘0z, et ses cotés AB,
A’ B’ paralléles a Oz et ayant pour milieux H, H’. Appelons G,
G’ les deux arcs de circonférence AFB et A’ F' B'. Sur le cylindre
de révolution d’axe HH' et de génératrice AA’ tragons les deux
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spires d’hélice ne se coupant pas AB, A’ (soit G,) et BA, B’ (soit &)).
La courbe C, est la réunion des quatre arcs G, G/, G,, G, (fig. 13).

La correspondance entre C, et ¢, s’étend a tout ’espace, ainsi

1 1 pace,
que la correspondance entre C, et c,. ¢, et ¢, ne sont pas enlacées.
C,, C, ne sont pas non plus enlacées, car C, coupe le cercle hmité
1Y P ) 2 P

par C, aux deux seuls points F, F’ ou les traversées sont de sens
contraires. Je dis que néanmoins la correspondance entre le groupe
C,, C, et le groupe c,, c; ne peut pas s’étendre a tout Uespace.

Retenons les trois propriétés swvantes du groupe c¢,, ¢,. Le
cercle limité par ¢, n’est pas coupé par c,. Le cercle hmité par c,
n’est pas coupé par c,. Il existe une sphére contenant ¢, a son inté-
rieur et ¢, a son extérieur. En rapprochant ces propriétés des
trois théorémes démontrés ci-aprés, nous avons trois preuves de
I'impossibilité d’étendre la correspondance considérée a tout
Pespace.

. - o e
Pour démontrer ces théorémes, j’utiliserai une calotte de sur-

Fig 14

a,

)

| f
\’ ' Y
face S ayant C, pour frontiére et comprenant : 1° une surface cylin-
drique de génératrices paralléles & Oy et de bases G et G'; 2° deux
conoides droits d’axe A, B, et de directrices respectivement G,
et G. S a une higne double A, B,. On peut représenter S sur 'inté-
rieur s d’une circonférence v, la higne double étant représentée par

deux segments a, b,, @, b, de part et d’autre du diamétre ff' qui
représente la génératrice FE' (fig. 14). :
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61. Tutoritme I. — Toute calotte stmplement connexe sans point
multiple ayant C, pour frontiére coupe C,.

Supposons qu’il existe une telle calotte £ ne coupant pas C,.
Enfermons X dans un domaine polyédral D non enlacé avec C,
(n® 33). Appelons d I'ensemble des points de s représentant des
points de S appartenant 4 D. Je dis que je peux joindre a, et b
a lintérieur de s par un arc (ligne polygonale) ne touchant pas d.
S’il en était autrement, il y aurait dans la frontiére (analytique)
de d une courbe i ayant ces deux points dans des régions diffé-
rentes. L'intérieur de ¢ représente alors une calotte de S traversée
en un seul point par C,, et C, serait enlacée avec la courbe I que
représente i. Ceci est impossible, puisque I appartient a D, non
enlacé avec C,.

Soit alors y' le chemin joignant & b,. Considérons la courbe T
tracée sur S et représentée par : 1° 'arc b, fa, devy; 20 I'arc ¥’ décrit
de a, vers b,. Cette courbe est fermée et traverse le cercle limité
par C, en des points sur FF’, la somme algébrique des traversées
étant 2. Elle est donc enlacée avec C,. D’autre part, elle est exté-

rieure 2 D, donc ne coupe pas X. Nous arrivons a une contradic-
tion.

62. TutoriMe II. — Toute calotte simplement connexe sans point
multiple qui a C, pour frontiére coupe C,.

Supposons qu’il existe une telle calotte £ ne coupant pas C,.
Enfermons-la dans un domaine polyédral D non enlac§ avec C,
et soit d I’ensemble des points de s qui représentent des points de S
appartenant & D. a| et b appartiennent a d, car ils représentent
des points de C,, donc de D. Je peux joindre a) b, a I'intérieur de ¢
par un chemin y’ appartenant tout entier a d. Sans cela, il y aurait
sur S une courbe I appartenant a la frontiére de D et qui serait
enlacée avec C,, ce qui est impossible, car une telle courbe ne coupe
pas E. La courbe T envisagée au numéro précédent est enlacée
avec C,. D’autre part, elle est entiérement intérieure 4 D et ne doit
par suite pas étre enlacée avec C,. Nous avons encore une contra-
diction.

THESE ANTOINE 10
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63. Tatorime III. — Soit T une surface simplement connexe
sans point multiple et sans point commun avec C, et C,. Ces deux
courbes sont dans la méme région de X.

Enfermons X dans un domaine polyédral D non enlacé aver C,
et C, et soit d ’ensemble des points de s qui représentent des points
de S appartenant a D. On peut joindre @, b, par un chemin y' ne
touchant pas d. Sans cela 1l y aurait sur S une courbe I apparte-
nant & D et qui serait enlacée avec C,, ce qui est ympossible. La
courbe I' du n® 61 reste extérieure a D, donc ne coupe pas Z.
D’autre part, elle est enlacée (deux fois) avec C,. Donc C, et T
sont dans la méme region de X (n® 34) 1l en est alors de méme de C,
et C,, puisque I' emprunte un arc de C,, I’arc G.

64. Les courbes C,, C, jouissent donc des trois propriétés précé-
dentes, qu1 appartiennent ausst aux courbes enlacées et qu’on aurait
pu étre tenté de supposer caractéristiques des courbes enlacées.
Nous rencontrerons dans la deuxiéme Partie, une singularité de
méme nature, mais plus frappante encore : nous définirons une
courbe non fermée qui est coupée par toute calotte simplement
connexe sans points multiples ayant pour frontiére une certaine
circonférence. De plus, I’ensemble des points d’intersection n’est
pas dénombrable.

Nous verrons aussi, dans la deuxieme Paitie, de nouvedux
exemples de deux arcs homéomorphes seulement en eux-mémes,
comme ccux définis au n® 34 Nous définirons auss1 deux courbes
non fermées dont la correspondance peut s’étendre a leurs voisi-
nages, mais pas a tout I’espace.
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SECONDE PARTIE.

LES ENSEMBLES PARFAITS PARTOUT DISCONTINUS BORNES.

- CHAPITRE 1.

PROPRIETES GENERALES DES ENSEMBLES FERMAS DISCONTINUS.

63. 'Définitions. — Considérons un ensemble F de points:dans
Pespace E, & n dimensions. On dit que ’ensemble est mal enchainé
entre deux de ses points M,, M,, s’1l existe un nombre 1 non nul,
tel .qu’il soit impossible de construire une ligne polygonale ayant,
pour extrémités ces deux points M,, M,, dont tous les sommets
sont des points de ’ensemble et dont chaque c6té ait une longueur
inférieure & vn. Nous dirons encore, pour abréger, que ce nombre 7
est tel qu’ll est impossible de cheminer sur U'ensemble, de M, a M,
par pas tous inférieurs a .

Remarquons que si nous avons déterminé une valeur 7 satis-
faisant a ces conditions, tous les nombres inférieurs a cette valeur
y satisfont aussi. De plus, v ne peut pas étre pris supérieur a la dis-
tance M, M,. Donc les valeurs possibles pour 7 ont une borne supé-
rieure g ayant les propriétés suivantes : S1 7 < ¢, on ne peut pas
cheminer sur 'ensemble de M, & M, par pas tous inférieurs a m.
Si 1 > ¢, on peut cheminer sur 'ensemble de M, a M, par pas tous
inférieurs a v. C’est ce nombre e que j attacherar désormais au
couple M,, M, st U'ensemble est positif mal enchainé entre ces deux
points. :

Si M,, M,; M|, M, sont quatre points de I’ensemble et si les
distances M, M|, M, M, sont inférieures a 0, ou bien ¢ (M,, M,)
et ¢ (M), M}) sont tous deux inférieurs & 6, ou bien ils sont égayg;
car on passe de M, a M, et de M, a M, par des pas inférieurs a 0.

Donc st M, et M, tendent vers M, et M,, ¢,(M|, M,) tend vers

& (M,, M,). ¢, (M, M,) est une fonction continue des couples de
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points M,, M, de I’ensemble; c’est-a-dire des 2 n coordonnées de
ces points.

Un ensemble est dit partout discontinu, s’il est mal enchainé
entre deux quelconques de ses points. Nous dirons aussi pour
abréger que l'ensemble est discontinu.

Nous allons étudier ceux de ces ensembles qui sont fermés, et
surtout ceux qui sont parfaits et partout discontinus.

66. TatortME. — Soit F un ensemble fermé partout discontinu
et sotent S,, S, deux surfaces sans point muliiple (variétés fermées
d& n— 1 dimenstons) dont U'une S, est intérieure a Uautre. On peut
construire une surface polygonale V, sans point multiple, ayant un
nombre fini de sommets, intérieure a S, et ayant S, & son intérieur,
et ne contenant aucun point de F.

Ce théoréme généralise un énoncé dit & M. Painlevé (1) : Etant
donné un point M d’un ensemble, parfait, partout discontinu et
plan, on peut enfermer ce point dans une ligne (analytique, par
exemple) ne contenant aucun point de ’ensemble et dont tous les
points sont & une distance de M inférieure & un nombre donné.

Pour légitimer notre énoncé, considérons tous les couples M,,
M, formés d’nun point de F situé sur S, et d’un point de F situé
sur S,. Ces points forment deux ensembles fermés discontinus F,
et F,; si, par hasard, 'un de ces ensembles F,, par exemple, n’exis-
tait pas, nous adjoindrions a F un point P de S,, alors F, existerait
et se réduirait 4 P. Les ensembles F, et F, étant fermés, la fonction
er(M,, M,) atteint sa borne inférieure 6, pour un couple M,, M,
convenablement choisi et par suite 0, est différent de zéro.

Adjoignons a F tous les points de S, et de S, et considérons, pour
I’ensemble § ainsi obtenu, la fonction ¢7(M,, M,), M, étant sur S,
et M, sur S,. Cette fonction atteint encore sa borne inférieure .
Je dis que 0 est différent de zéro.

Sans quoi, si petit que soit v} > o, on pourrait aller d’un point M,
de 84 4 un point M, de S, par pas inférieurs & v en ne rencon-

¥

(*) Vour la These de M. Zonert1 (Journal de’ Mathématiques, 6¢ série, t. I, 1905,
P9
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trant que des points de §. Soient m, le dernier point de S, rencontré,
m, le premier point de S, rencontré, p, et p, les points rencontrés
respectivement, immédiatement aprés m,, immédiatement avant my.
p1 et pp sont des points de F, e (p;, ps) est au plus égal a . Don-
nons a v des valeurs décroissant jusqu’a zéro; de cette suite de
valeurs de v, on pourra toujours extraire une suite partielle telle
que les points p, et p, correspondants tendent respectivement vers
deux positions limites, m, et m, : ces points limites des points p,
et p, de F appartiennent & F; m, est sur S,, m, est sur S,, car p,
et p, étaient distants de moins de n I'un de S,, autre de S,. Et
puisque ¢ (M,, M,) est une fonction continue, on aurait

EF(ml’ mz) =0;
ce qui est contradictoire, puisqu’on a nécessairement

& (my, my)26, > o.

67. Pavons l'espace a l'aide de cubes égaux de diamétre d,
. y « I . ’ . ’
inférieur & ~ 0. Et considérons les domaines formés par ceux de ces

cubes qui contiennent, & leur intérieur ou sur leur frontiére, un
point de §. Deux points P, Q de § situés dans un méme domaine
sont deux points pour lesquels ¢ (P, Q) est au plus égal 4 2d < 0;
donc tous les points de S, sont dans un méme domaine D qui
ne contient aucun point de S,. Tous les points de D pouvant étre
joints a S, sans sortir de D, donc sans rencontrer S,, tous ces
points sont intérieurs a S, et les différentes surfaces polygonales
limitant D sont intérieures & S,. Elles divisent ’espace en régions
dont une seule est non bornée et celle-ci est limitée par une seule
des surfaces frontiéres de D, soit V.

V répond a la question, elle est intérieure & S, elle contient S,
a son intérieur, elle ne passe par aucun point de F. Il est vrai que V
peut avoir des points singuliers parce que deux cubes peuvent avoir
en commun, sur Y, un sommet, une aréte, ..., une frontiére a
n — 2 dimensions; mais alors, il n’y a pas de points de F sur cette
frontiére ni dans un certain voisinage de cette frontiére et, sans
sortir de ce voisinage, on peut modifier V, en augmentant ou
diminuant D, de fagon a faire disparaitre les singularités
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68. TuiorEME. — Soit un ensemble fermé partout discontinu,
borné F et un nombre A. On peut enfermer I' dans un nombre fini de
surfaces polygonales, ne touchant pas I et dont chacune a un dia~
métre inférieur a A.

.t

Pavons I'espace a I’aide de cubes égaux et ayant un diamétre
inférieur & A. Envisageons ceux de ces cubes qui touchent F et
soit S, la frontiére de 'un d’eux. Entourons S, par une surface S,
ayant encore un diamétre inférieur & A (une frontic¢re de cube, par
exemple). Construisons la variété V intermédiaire entre S, et S,,
définie par le théoréme précédent. Faisons de méme pour chacun
des cubes conservés, cubes qui sont en nombre fini puisque F est
borné.

Toutes les surfaces ainsi construites, qul se coupent, partagent
Pespace en cellules et tout point de [ est intérieur & une de ces
cellules et une seule. Chacune de ces cellules est d’ailleurs une por-
tion de Pintéricur d'une des surfaces V construites, done a un dias
métre inféricur a A.

Considérons une de ces cellules qui contient une portion de F;
sotent [/ cette portion de I' et V' la fronticre de la cellule. Vi a un
écart non nul avec I'’. Pavons I'espace a 'aide de cubes ayant un
diamétre inféricur & cet écart et conservons ceux (ui touchent V.
IIs forment un domaine d'un seul tenant auquel |7 est extérieur.
Les fronti¢res des régions extéricures & ce domaine et contenant
des points de I/ peuvent étre rendues sans point multiple et sans
point commun, comme il a été fait pour V au numéro précédent.
Elles constituent une partie des surfaces cherchées. In faisant la
méme opération pour chacune des cellules qui contient des points
de I, jaurai toutes les surfaces cherchées.

69. .Ce théoréme va nous permettre d’attacher a I'ensemble F .
une infinité dénombrable de surfaces polvgonales V o telles que F
coincide avec U'ensemble des points qui sonl tntérieurs a une infinité
des surfaces V.

Donnons-nous arbitraivement un nombre A, et enfermons F dans
un nombre fini de surfaces poly gonales ayant ¢hacune un diamétre
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inférieur a A, (n® 68). Nous appellerons ces surfaces polygonales,
les surfaces &’ordre 1. A I'intérieur de chacune d’elles, 1l y a une
portion de F qui est, comme F, un ensemble fermé partdut dis-
continu. Il peut d’ailleurs arriver que certains de ces ensembles
partiels se réduisent & un point. Envisageons d’abord ceux de ces
rensembles partiels qui ont au moins deux points, et soit A, un
nombre inférieur au diamétre de chacun d’eux et a la moitié deé A,.
Enfermons chacun de ces ensembles partiels dans un nombre fini
de surfaces polygonales ayant un diamétre inférieur a A, et tota-
lement intérieures a la surface d’ordre 1 qui le contient. D’apreés la
premiére condition 1mposée a A,, nous aurons ainsi au moins deux
variétés pour chacun des ensembles partiels envisagés. Quant aux
ensembles partiels réduits & un point, nous enfermerons chacun
d’eux dans une surface polygonale de diamétre inférieur a. A, et
intérieure & la surface d’ordre 1 qu1 le contient. Les surfaces ainsi
définies constituent les surfaces d’ordre 2.

A partir de ces surfaces d’ordre 2, nous construirons des surfaces
d’ordre 3, comme nous avons construit les surfaces d’ordre 2 a
partir des surfaces d’ordre 1; nous continuerons indéfiniment.
L’infinité dénombrable de surfaces ainsi ‘construites se répar-
tissent en surfaces d’ordre 1, 2, 3, ..., A, ... et ont les propriétés
suivantes :

a. Quel que soit A, les surfaces d’ordre \ sont en nombre finu et exté-
rieures les unes aux autres ;

b.* A Uintérieur de chaque surface d’ordre A, il y a au moins une

surface d’ordre N + 1, et chaque surface d’ordre N\ - 1 est intérieure
a une surface d’ordre \;

c. Le diamétre maximum A, des surfaces d’ordre N tend vers zéro
quand \ augmente indéfiniment.

'<Cette derniére propriété provient de la seconde conditionim«

posée a4 4,, A, < —,13 A,-)

Je dis que T coincide avec I'ensemble des points qui sontintérieurs
a une infinité des surfaces ainsi définies. Tout d’abord, chaque
point de F est intérieur a une infinité de ces surfaces, car il est
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intérieur a4 une surface (et d’ailleurs une seule) de chacun des
ordres. Soit maintenant M un point intérieur & une infinité des
surfaces V; montrons qu’il appartient a2 F. Etant donné A’ quel-
conque, il y a un nombre A > A’ tel que M soit intérieur a une sur-
face d’ordre A, puisque le nombre des surfaces d’ordre au plus égal
a A’ est fini. M est donc intérieur & une surface et une seule de
chacun des ordres. Soient V,, V,, V,, ..., V,, ... ces surlaces.
Chacune d’elles contient au moins un point de IF : solent M,, M,
M,, ..., M), ... des points distincts, ou confondus, respectivement
intérieursa V,, V,, V,, ..., V), ...; Met M, étant intérieurs a V,,
on a MM, < A,. Or A, tend vers zéro quand A augmente indéfini-
ment. Par suite, M appartient a F, puisque F est fermé.
La proposition est démontrée.

70. REciproQUEMENT : Soit une infinité dénombrable de sur-
faces V (polygonales on non) satisfaisant aux trois conditions (a, b, c)
du numéro précédent. Je dis que Uensemble F des points intérieurs a
une infinité de ces surfaces est un ensemble fermé partout discontinu.

Dans cet énoncé, ainsi que dans les conditions a, b, ¢, les mots
intérieur et extérieur doivent étre entendus au sens strict.

A chacune des surfaces V attachons un point M’ intérieur & cette
surface ou situé sur elle et soit F' 'ensemble de ces points M/, sup-
posés tous différents (1), ce qui est manifestement réalisable. Je
dis que F est le dérivé de Uensemble I''. Montrons d’abord que tout
point M appartenant au dérivé de I’ appartient a F, c’est-a-dire
est intérieur & une infimté des suifaces V, ou, ce qui revient au
méme, est intérieur a4 une surface V d’ordre A, quel que soit A.
M appartenant au dérivé de ' a, dans son voisinage, une infinité
de points M'. Mais les points M’ relatifs aux surfaces V d’ordre au
plus égal & A sont en nombre fin1. Donc M a dans son voisinage une
infinité de points M’ relatifs aux surfaces dont I’ordre est supé-
rieur & A; 1l appartient donc au dérivé de ’ensemble F, des

(1) Si P’on ne prenait pas les points tous différents, 11 faudrait, comme toujours
en parell cas. convenir qu’un point P qu1 correspond a une 1nfinité de surfaces est
considéré comme appartenant au derive de F’,
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points M’ fournis par les surfaces d’ordre supérieur & A. Mais, par
construction et en vertu de la propriété b, I, est intérieur a 'en-
semble des surfaces d’ordre A 4 1. Ces surfaces sont elles-mémes
intérieures & ’ensemble des surfaces d’ordre A et ont avec elles
un écart non nul e. Le dérivé de F, (et par suite M) est donc inté-
rieur 4 I'ensemble des surfaces d’ordre A et tout point de ce dérivé
a un écart au moins égal & € avec ces surfaces. Donc M est intérieur
(au sens strict) & une des surfaces d’ordre A.

Inversement, tout point M intérieur & une infinité de surfaces V
appartient au dérivé de F’.

En effet, M est, quel que soit F, intérieur & une surface V d’ordre
supérieur a A, donc est & une distance inférieure 4 A, du point M’

correspondant. Et puisque A, tend vers zéro avec %, M est limite

de points M’. F est donc bien le dérivé de F'. Par suite, F est
fermé.

Remarquons qu’un point M de F définit une suite de surfaces V
auxquelles il est intérieur, et qu’inversement, toute suite de sur-
faces V des ordres 1, 2, 3, ... emboitées les unes dans les autres
définit un point de F. Nous établissons ainsi une correspondance
biuntvoque enire les suites du type considéré (S) et les points de F.

Chaque surface V peut étre introduite dans une suite S. Donc
il y a des points de F a Uintérieur de chaque surface V. De plus, chaque
point de F est intérieur a une surface V d’ordre A; donc, quel que
soit A, tout F est enfermé dans Uensemble des surfaces V d’ordre .

Montrons maintenant que F est partout discontinu. Pour cela,
considérons deux points M, M’ de F. On peut déterminer un ordre A
assez élevé pour que A, soit inférieur a la distance MM'. M et M’
sont alors intérieurs a4 deux suifaces distinctes V, V' d’ordre A.
Or tout F est contenu dans ’ensemble des surfaces d’ordre X et ces
surfaces sont extérieures les unes aux autres et ont un écart mutuel
non nul v. On ne pourra donc pas cheminer sur F, de M a M, par
pas inférieurs a 7. F est partout discontinu.

71. L’ensemble des points intérieurs a une infinité des sur-
faces V qui satisfont aux conditions a, b, ¢ du n® 69 est donc un

THESE ANTOINE 1
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ensemble fermé partout discontinu et, inversement, tout ensemble
fermé partout discontinu borné peut étre défini de cette fagon.
Nous appellerons surfaces de définition d’un ensemble fermé dis-
continu, les surfaces V qui lui donnent naissance par ce procédé.
Ces surfaces peuvent étre choisies polygonales, chacune ayant un
nombre fini de sommets.

. Dans le cas des ensembles plans, ces surfaces deviennent des
courbes sans point multiple et sans point commun. On peut prendre
comme courbes des lignes polygonales et nous dirons qu’elles cons-
tituent les polygones de définition de I’ensemble.

Enfin, pour un ensemble de I’espace a une dimension (ensemble
situé sur une droite), chaque surface devient les deux extrémités
d’un intervalle. Nous dirons que ces intervalles sont les intervalles
de définition de I’ensemble.

Le procédé indiqué peut d’ailleurs servir & définir un ensemble
fermé borné quelconque. Il suflit de considérer les mots extérieur
et tntérieur au sens large, au lieu de les prendre au sens strict.

72. Comme premiére application de ces propriétés, démontrons
que tout ensemble fermé, partout discontinu, borné est situé sur un
arc de Jordan sans point multiple.

Soit I un tel ensemble de I'espace & n dimensions. Nous le sup-
poserons donné au moyen de ses surfaces polygonales de défini-
tion V. Nous désignerons toutes ces surfaces par la méme lettre V
affectée d’un indice inférieur désignant son ordre, et, s1l y a lieu,
d’un indice supérieur distinguant les surfaces d’un méme ordre.
Nous supposerons, comme nous pouvons toujours le faire, qu’il y a
une seule suiface d’ordre 1.

Sur chaque surface V marquons deux points A et B que nous
affecterons des mémes indices que cette surface V. Nous construi-
rons ’arc de Jordan de la facon suivante. Soit V, une des surfaces V.
Supposons qu’elle contienne » surfaces d’ordre A + 1 que nous
désignerons par les indices supérieurs 1, 2, ..., *. Joignons les
POintS An A)l‘-n; B)l\+l7 A§+1; B)2+n A‘»‘\+u <o BiTS, Az}fd—l; B‘:‘+n B;
respectivement, par des lignes polygonales ne se coupant pas,
sans point multiple, chacune de ces lignes étant, sauf ses extré-
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mités, intérieure a V, et extérieure aux surfaces V,,, considérées.
Il est possible de construire ces lignes, méme dans le cas de 'espace ~
4 deux dimensions (1), car il faut, dans ce cas, la totalité de ces.
lignes pour partager en régions la portion du plan intérieure a V,
et extérieure aux V,,,. Les surfaces V ayant chacune un nombre
fini de sommets, je peux aussi imposer aux lignes construites la
condition d’avoir chacune un nombre fini de sommets. Ajoutons a
toutes les lignes construites I’ensemble F. Je dis que I’ensemble L
ainsi obtenu est un arc de Jordan sans point multiple, qui con-
tiendra naturellement F par sa définition méme.

Pour le prouver, considérons, sur 'axe des ¢, le segment (o, 1) que
Vappelle I et montrons que 1'on peut considérer L comme une
image biunivoque et continuc de L.

Aux deux points A,, B,, pris sur la seule surface d’ordre 1, je fais
correspondre les deux extrémités a,, b, de l. Supposons connus les
points a,, b, correspondant aux points A,, B, d’'une méme sur-
face V) et supposons que cette surface contienne x surfaces d’ordre
A + 1. Partageons le segment a, b, en 2 x 4+ 1 parties égales par
des pOil]tS que j‘J note a)'+1+ I, b;‘+n a72\+17 b?-&—l, sy a;f+n b;\‘+u
Iabscisse de I'un de ces points étant supposée inférieure a celles
des points qui le suivent. La correspondance entre les A, B et les
a, b résulte de leur notation.

Prenons maintenant une des lignes polygonales construites,
A;.,B;),,, je lul fais correspondre le segment de ! limité par les
points homologues, la correspondance conservant la similitude
des segments homologues. Jusqu’ici la correspondance est mani-
festement biunivoque et continue. )

Pour définir les homologues des points de F, remarquons que les
points a, b de mémes indices sont extrémités d’un intervalle g,
que j’affecte des mémes indices, et que ces intervalles remplissent
les conditions voulues pour définir un ensemble fermé partout dis-
continu f. D’ailleurs les intervalles ¢ ont la méme disposition relative
que les surfaces V de mémes indices. Soit alors M un point de F;
il est intérieur a toutes les surfaces V d’une suite du type (S)

=

(1) Je n’envisage naturellement pas le cas ou F serait sur une droite.
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(n®70). A cette suite (S) correspond une suite d’intervalles ¢ définis-
sant un point m et un seul de f que je ferai correspondre 4 M. La
correspondance ainsi réalisée entre I et f est biunivoque et, ajoutée
aux correspondances précédentes, elle donne une correspondance
biunivoque entre L et I

Il reste a prouver que cette correspondance est continue. Ceei
a lieu pour les points n’appartenant pas a4 F et a f. Montrons-le
pour les goints de ces ensembles. Soient M, m deux points homo-
logues sur F et f et M’, m’ deux points homologues quelconques
de L et I. Il faut prouver que, étant donné H, on peut lui faire cor-
respondre h tel que mm’ << h entraine MM'<< H. Or je peux déter-
miner un nombre A assez grand pour que la surface d’ordre A qui
contient M ait un diamétre inférieur & H. Soient A, B les deux
points qui ont été pris sur cette surface. Soient a, b leurs homo-
logues sur . m est intérieur & ab et ’homologue du segment ab
est intérieur a la surface considérée et par suite la distance de
chacun d’eux & M est inférieure & H. Il suffit donc de prendre h infé-
rieur & la distance de m & a et 4 b pour réaliser les conditions
voulues.

L est donc bien I’arc de Jordan cherché.

73. Cas des ensembles parfaits partout discontinus. —— Les
résultats qui précédent s’appliquent évidemment aux ensembles
parfaits partout discontinus bornés. On peut cependant imposer
des conditions plus particuliéres aux surfaces de définition de ces
ensembles.

Sort P un ensemble parfait discontinu. Reprenons sur cet
ensemble les raisonnements du n°® 69. Supposons P enfermé dans
un nombre fini de surfaces d’ordre A. Soit P’ la partie de P inté-
rieure & I'une de ces surfaces. P’ est maintenant un ensemble par-
fait, qui, par suite, a un diamétre non nul. Dans la construction des
surfaces d’ordre A + 1, on pourra donc faire en sorte qu’il y ait au
moins deux surfaces intérieures a4 la surface d’ordre A envisagée.
Ainsi, on peut remplacer la condition b par la suivante :

b'. A lintérieur de chaque surface d’ordre A, il y a au moins deuz
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surfaces d’ordre N\ + 1 et chaque surface d’ordre \ 4+ 1 est inté-
rieure a une surface d’ordre \.

Réciproquement, considérons une infinité dénombrable de sur-
faces V satisfaisant aux conditions a, b, c; je dis que Uensemble des
points intérieurs d une infinité des surfaces V est un ensemble parfait
partout discontinu.

L’ensemble défini par ces surfaces est fermé partout discon-
tinu (n° 70). Il suffit donc de prouver que chacun de ses points est
point limite pour I’ensemble. Soit M un tel point. II faut montrer
que, quel que soit ¢, il existe un autre point M’ de I’ensemble tel
que MM’ < e. Or nous pouvons déterminer un nombre A tel que
les surfaces d’ordre A aient un diamétre inférieur a e. Soit V celle de
ces surfaces qui contient M. A I'intérieur de V, il y a au moins deux
surfaces d’ordre A + 1. L’une d’elles contient M. Les autres con-
tiennent des points de P autres que M. Ces points étant intérieurs
a V, la distance de chacun d’eux 4 M est inférieure a e.

C.Q.F.D.

74. Il résulte de cect que deux ensembles parfaits partout discon-
tinus bornés quelconques sont homéomorphes. 11 nous suffit de
prouver qu’un tel ensemble P est homéomorphe 4 un ensemble
particulier p. Comme ensemble p nous prendrons I’ensemble obtenu
sur I’axe des ¢ en enlevant du segment (o, 1), le tiers moyen (extré-
mités non comprises), puis de chacun des deux segments restant
le tiers moyen et ainsi de suite indéfiniment. Rangeons dés main-
tenant les intervalles contigus & p; nous les supposerons classés par
ordre de grandeur décroissante, ceux qui ont méme lofigueur étant
rangés par abscisses croissantes.

Nous supposerons P donné par ses surfaces de définition V satis-
faisant aux trois conditions a, b’, c. Nous allons chercher & définir p
par des intervalles ¢ satisfaisant & ces mémes conditions. Nous
établirons en méme temps une correspondance biunivoque entre
les surfaces V et les intervalles ¢, faisant correspondre des intervalles
et des surfaces de méme ordre.

Nous pouvons supposer qu’il y a une seule surface d’ordre 1.
Nous lui ferons correspondre, comme intervalle d’ordre 1, un inter
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valle un peu plus grand que l'intervalle (o, 1). Supposons les cor-
respondances établies jusqu’a Pordre A inclusivement. Soit V,
une surface particuliére d’ordre A et supposons qu’elle contienne
x surfaces d’ordre A + 1, Vi, Vi, ..., Vi, (22). Solent a,
et b, les extrémités de 'intervalle ¢, correspondant a V,. Dans la
suite des intervalles contigus & p, rangés comme il a été dit, consi~
dérons les x — 1 premiers qui soient totalement intérieurs a a,, by.
En dehors de ces intervalles contigus et de ceux qui contiennent a,
et by, il y a, sur ay by, x segments qui contiennent tous les points
de p sur ¢,. Enfermons ces x segments dans x intervalles intérieurs
4 ¢, et n’empiétant pas les uns sur les autres. Ces intervalles cans-
titueront les x intervalles ¢,,, que je feral correspondre par une
loi arbitraire, mais de {agon biunivoque, aux x surfaces V,,,. Pour
la construction de ces intervalles ¢y, 1l y aura lieu de prendre une
précaution facile, si I'on veut, comme nous en aurons besoin, que
la longueur maxima &, des segments d’ordre A tende vers zéro,
quand A augmente indéfiniment. Il suffira que les extrémités de ¢,
et du segment qu’il enferme aient un écart assez petit, cet écart
tendant vers zéro quand A augmente indéfiniment.

Ceci étant, les intervalles ¢ que nous avons définis remplissent
les trois conditions a, ', ¢ et définissent par suite un ensemble
parfait partout discontinu qui n’est autre que p. En effet, tout
point de p est intérieur 4 une infinité des intervalles ¢; tout point
intérieur a une infinité des intervalles ¢ est, soit une extrémité
d’intervalle contigu & p, soit un point limite d’une infinité de telles
extrémités, donc appartient & p. La correspondance entre les sur-
faces V et leg intervalles ¢ est biunivoque, et les intervalles ont
méme disposition relative que les suifaces qui leur correspondent.
Soit alors M un point de P. Il est intérieur a toutes les surfaces V
d’une suite unique du type (S) (n° 70). Aux surfaces de cette suite,
correspondent des intervalles définissant un point unique m de p
que je ferai correspondre a M. Cette correspondance s’étend a
tout P et tout p, et est biunivoque.

Il reste & prouver qu’elle est continue, c’est-a-dire que, M et m
étant deux points homologues particuliers, M’ et m/, deux points
homologues quelconques :
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1° Etant donné H, on peut déterminer h tel que mm' <h
entraine MM’ < H;

2° Etant donné h, on peut déterminer H tel que MM' < H
entraine mm' < h.

H étant donné, je peux déterminer A de fagon que le diamétre
des surfaces d’ordre A soit inférieur & H. Soient V la surface d’ordre A
qui contient M et ¢ 'intervalle correspondant. ¢ contient m, et tous
les points de p intérieurs a ¢ ont leurs homologues & I'intérieur de V.
Il suffit donc de prendre A inférieur a la distance de m aux extré-
mités de ¢ pour &tre assuré que mm’ < h entraine MM’ < H.

La seconde condition se réalise de fagon analogue en interver-
tissant les roles de P et p. Cette réalisation est possible, puisque la
longueur maxima &, des intervalles ¢ d’ordre A tend vers zéro
quand A augmente indéfiniment.

P et p sont donc homéomorphes ().

CHAPITRE 1II.

LES ENSEMBLES PARFAITS PARTOUT DISCONTINUS PLANS.

73. Les ensembles parfaits, partout discontinus, bornés, plans,
sont, au point de vue du probléme qui nous occupe, dans le premier
des trois cas possibles : leur correspondance peut s’étendre a la totalité
de leurs plans. Il nous suffira de faire la démonstration dans le cas
ou 'un des ensembles est un ensemble particulier.

Soient alors P un ensemble, parfait discontinu, borné, quelconque,
du plan E, et p I'’ensemble utilisé au n® 74. La démonstration faite
a ce numéro a prouvé que P et p sont homéomorphes. Je me pro-
pose d’étendre cette correspondance a la totalité de E et de e.

Nous supposerons P donné par ses polygones de définition V.
Nous supposerons encore qu’il y a un seul polygone d’ordre f.
La démonstration du n® 74 a fait correspondre a ces polygones des
intervalles de définition de p. Nous en déduisons immédiatement

(1) Ce résultat, ains1 que celu1 du n°'72, ont été, comme je 1’a1 déja dit, énoncés
par M. Densov, C. R. Acad. Sc., t. 149, 1909, p. 1048, et t. 151, 1910, p. 138.
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des polygones de définition de p : il suffit de remplacer chaque
intervalle par le carré dont il est la diagonale. Nous appellerons ¢
ces carrés. La correspondance entre les carrés ¢ et les polygones V
résulte de la correspondance établie au n® 74 entre les V et les inter-
valles de définition de p. Cette correspondance entraine aussi
I’homéomorphie de P et p comme 1l a été dit au n°® 74.

Soient alors V et ¢ un polygone et un carré se correspondant.
Si leurs contours n’ont pas le méme nombre de sommets, je mar-
queral sur 'un de ces contours un certain nombre de points que
J’appellerai sommets, de fagon a égaliser ces nombres. J’établis alors
entre ces contours une correspondance continue, les faisant cor-
respondre sommet & sommet, cdté a coté, la correspondance entre
cdtés étant une simiitude. Je fais en outre en sorte que les sens de
description des deux contours solent concordants.

La correspondance entre les contours ainsi établie, soient V un
polygone d’ordre A et ¢ son homologue. Supposons que V con-
tienne & son intérieur x polygones d’ordre A 4 1; ¢ contiendra a
son intérieur les x carrés homologues. La correspondance établie
entre les contours s’étend & la réglon annulaire quils limitent
(n°22). L’extension se fait de méme pour les extérieurs du polygone
et du carré d’ordre 1. Ajoutons enfin a ces correspondances la cor-
respondance entie P et p. J’obtiens ains1 une correspondance biuni-
voque de tout E et tout e. Tout point de 'un des plans h’appartenant
pas a ’ensemble discontinu a, en effet, avec cet ensemble un écart
non nul. Il est alois extéileur aux polygones de l'ordre A assez
élevé pour que le diametre des polygones de cet ordre soit infé-
rieur & cet écart. Il entre donc dans une des correspondances envi-
sagées.

Il reste & prouver que la correspondance est continue. Ceci a
manifestement lieu en dehors de P et p. Soient alors M, m deux
points homologues particuliers de P et p, et M/, m’ deux points
homologues quelconques de E et e. Il faut montrer que :

1° Etant donné H, on peut déterminer h tel que mm' <h
_entraine MM’ < H; _ - — ——
20 Etant donné A, on peut déterminer H tel que MM’ < H
entraine mm' < h.
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H étant donné, soit A un ordre assez grand pour que 4, maxi-
mum du diameétre des polygones d’ordre A, soit inférieur a H et
soit V le polygone de cet ordre qui contient M. Son homologue #
contient m et tous les points intérieurs & ¢ ont leurs homologues
dans V. Il suflit alors de prendre h inférieur a 'écart non nul de m
avec le contour de ¢.

La deuxiéme partie se démontre de la méme fagon.

La proposition est établie.

76. Comme application, démontrons la propriété suivante :
Sotent, dans un plan E, deux ensembles parfaits partout discontinus,
bornés, P, P' sans point commun. On peut passer de P a P’ par une
déformation homéomorphe de E r’aliérant qu'une région bornée.
Au cours de cette déformation, les divers points de P décriront des
arcs de Jordan sans point multiple et sans point commun, dont
Pextrémité seule appartient a P’.

Les deux ensembles, étant parfaits et sans point commun, ont
un écart non nul e. Supposons que chacun d’eux soit donné par ses
polygones de définition V, V'. Nous pouvons déterminer un ordre A
assez grand pour que les polygones V et V' de cet ordre alent un

diamétre inférieur a —; e. Les polygones V et V' de cet ordre n’em-

piétent pas les uns sur les autres. Je peux les considérer comme
étant les polygones d’ordre 1 de l'ensemble parfait discontinu
P+ P

Soit alors, dans un plan e, 'ensemble p porté par I'axe Oz,
p étant toujours 'ensemble particulier déja défini. Considérons un
deuxiéme ensemble p’ déduit dé p par une translation paralléle &
Paxe des y. Je supposerai ces ensembles définis par leurs carrés de
définition, choisis de fagon a établir 'homéomorphie de P et p
d’une part, P’ et p’ d’autre part. Je supposerai d’ailleurs p et p’
assez écartés pour que les carrés d’ordre A de p et p’ ne se touchent
pas. Au moyen des polygones V, V' et des carrés v, ¢’ d’ordre au
moins égal a A, la correspondance entre P et p et celle entre P’
et p’ s’étendent a la totalité de E et de e. Les raisonnements sont
analogues a ceux du numéro précédent.

THLSE ANTOINE 12
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Il suffit alors de prouver sur p et p’ la proposition que je veux
établir. Or, dans e, la possibilité de la déformation est manifeste. Il
suffira que, dans cette déformation, chaque point de p décrive un
segment paralléle 4 'axe Oy. On pourrait d’ailleurs, au lieu des
ensembles p et p’ considérés, prendre deux ensembles homothé-
tiques sur deux arcs de cercle homothétiques et concentriques et
appliquer a ces ensembles la déformation indiquée au n® 26.

77. Disops enfin un mot de la correspondance entre ensembles
situés sur une droite. Soient P un ensembie parfait, partout discon=
tinu, borné, situé sur une droite E (axe des T) et p un autre ensemble
situé sur une droite e (axe des t) Il y a des correspondances entre P
et p qui s’étendent a la totalité de E et e. Nous supposerons toujours
que p est 'ensemble particulier déja envisagé et que P est donné.
par ses intervalles de définition V.

Pour mettre en évidence la propriété que j’énonce, il suffira de
prendre une précaution dans la détermination des intervalles de
définition de p. Soient A, B les extrémités d’un intervalle V d’ordre A
de P contenant a son intérieur x intervalles d’ordre A -+ 1 et soit ab
Vintervalle ¢ correspondant de p. Les x intervalles d’ordre A 4 1
que contient ¢ sont déterminés, mais la mameére dont on les fait
correspondre & ceux contenus dans V est arbitraire. Je choisirai
cette correspondance de maniére qu’en décrivant AB d’une part,
ab d’autre part, les intervalles correspondants se présentent dans le
méme ordre. Je fais alors correspondre les extrémités de ces inter-
valles dans I'ordre ou elles se présentent. E et e sont alors découpés
en trongons. Si un trongon de E, ne contenant pas de points de P,
est limité par deux points A, B, les deux points homologues a, b
limitent sur e un trongon ne contenant pas de points de p. Je ferai
correspondre ces trongons par simihitude. J’ajoute & ces correspon-
dances la correspondance entre P et p résultant de la construc-
tion des intervalles de définition de p et aussi une correspondance
entre les extérieurs de 'intervalle d’ordre 1 de P et de I'intervalle
d’ordre 1 de p. J'obtiens ainsi la correspondance cherchée entre E
et e. Dans cette correspondance, les points homologues de P et de p
se présentent dans le méme ordre sur E et e.
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Ceci 8’étend immédiatement aux ensembles parfaits discontinus
situés sur des courbes de Jordan sans point multiple d’un espace
quelconque. Soient P’ et p deux ensembles parfaits discontinus
situés respectivement sur des arcs de Jordan sans point maultiple
T et v, les extrémités de ces arcs n’appaitenant pas aux ensembles.
Supposons que les coordonnées d’un point de I' s’expriment en
fonctions continues d’un paramétre T variant de o & 1. Faisons
correspondre aux points de I' les points de l'axe des T dont
I’abscisse est leur paramétre. A T' correspond un segment de
droite I' et a3 P un ensemble parfait partout discontinu P’ situé
sur I". Faisons de méme pour p : & y correspond un segment de
droite ¢’ el & p un ensemble parfait discontinu p' sur y'. Or, on peut
étendre a la totalité de I’ et de y' une certaine correspondance
entre P’ et p’ et il en résulte 'extension a la totalité de tout I' et
de tout y d’une ceirtaine coriespondance entre P et p. (Ceci ne
s’applique naturellement pas 4 unc correspondance quelconque
entre P et p.)

La méme propriété a évidemment lieu si I" et y sont des courbes
fermées. Elle a aussi lieu, dans le cas des courbes ouvertes, si cer=
taines extrémités de ces courbes appartiennent aux ensembleg
sous la réserve que, si un point de P est extrémité de T, le point cor-
respondant de p soit aussi extrémité de .

CHAPITRE II1.

LES ENSEMBLES PARFAITS PARTOUT DISCONTINUS
DANS L’ESPACE A TROIS DIMENSIONS.

78. Les résultats ne sont-plus aussi simples pour I’espace a trois
dimensions. La correspondance entre deux ensembles parfaits,
partout discontinus, hornés, gauches, peut, soit s’étendre a tout
Pespace, soit s’étendre aux voisinages de ces ensembles, soit ne
s’étendre a aucun voisinage. Nous allons donner des exemples de
ces deux derniers cas. Ils résulteront des propriétés d’un ensemble
particulier, que je désignerai par P et que je vais définir.

P est donné par ses surfaces de définition (n° 73). Toutes ces surs
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faces sont des tores, que je désignerai par T. Je suppose qu’il existe
un seul tore d’ordre 1. Si je considére un tore quelconque d’ur
ordre queleonque 2, je suppose qu’il contient & son intérieur & tores
d’ordre A 4 1 et que ces tores sont enlacés comme les anneaux d'une
chaine fermée entourant Uaxe du tore d’ordre A considéré.

Précisons ces définitions. Je dis que deux tores sont enlacés, st,
‘étant extérieurs I'un a l'autre, un paralléle de 'un est enlacé avec
un paralléle de I'autre. Il en sera de méme pour deux paralléles
quelconques pris un sur chacun de ces tores, et aussi pour toute
courbe se déduisant d’un paralléle sans sortir du tore envisagé.
En particulier, si deux tores sont enlacés, les lieux des centres de
leurs méridiens sont enlacés. Pour simplifier le langage, j’appel-
lerai circonférence d’ordre '\, intérieure & un tore d’ordre A, le lieu des
centres des méridiens de ce tore. Je désignerai ces circonférences par
la lettre C.

Numérotons de 1 a k les k tores d’ordre A + 1 intérieurs & un tore
d’ordre A. Je supposerai que deux tores ayant des numéros consé-
cutifs, ainsi que les tores k et 1, sont enlacés, alors que deux tores
non consécutifs ne sont pas enlacés. Je suppose enfin que les centres
de ces k tores sont sur la circonférence d’ordre A et qu’en joignant
ces points dans 'ordre de leurs numéros, on forme un polygone
régulier non étoilé. Ces conditions sont possibles a réaliser. Il suffit
pour cela que le rayon du méridien d’un tore T soit assez petit, par
rapport au rayon de la circonférence C de ce tore, et que k soit assez
grand. On peut alors prendre pour tores d’ordre A 4 1 des tores
semblables au tore d’ordre A. La possibilité de la construction a
alors lieu quel que soit A, k étant fixe. Pour simplifier quelques
raisonnements ultérieurs, je supposerai que ce nombre k est
pair.

Enfin le diamétre d’un tore d’ordre A 4 1 est inférieur & la moitié
du diamétre du tore d’ordre A qui le contient. Donc le diamétre
maximum des tores d’ordre A tend vers zéro quand A augmente
indéfiniment. Les tores T satisfont donc aux trois conditions a, b’, ¢
(n° 73); 1ls définissent donc bien un ensemble parfait partout dis-
continu P, qui est ’ensemble des points intérieurs a une infintté
des tores T.



L’HOMEOMORPHIE DE DEUX FIGURES ET DE LEURS VOISINAGES. 9&

79. TutorimMe. — L’ensemble P qui vient d’étre défint et tows,
ensemble parfait, discontinu, p situé sur une drotte sont homéomorphes
seulement en eux-mémes.

Supposons qu’il existe une correspondance entre P et p qui
puisse s’étendre & leurs voisinages. Soient M et m deux points
homologues de P et p. m est centre d’une sphére s dont tout I'inté-
rieur appartient au voisinage en question de p. Il y a d’ailleurs
dans s une infimité de points de p, p étant parfait. Soient alors a
et b deux points de la droite portant p, intérieurs a s, n’appartenant
pas a p, tels que m soit entre a et b et qu’il y ait dans s des points
de p extérieurs a I'intervalle ab. La sphére o de diamétre ab ne con-
tient alors aucun point de p sur sa surface, elle est intérieure a s,
m est a son intérieur et il y a dans I'intérieur de s des points de p
extérieurs a o.

o étant intérieure 4 s, il lui correspond dans 'espace de P une
surface stmplement connexe sans point multiple £ ne passant par
aucun point de P ayant des points de P dans chacune de ses régions.
Pour démontrer le théoréme, il me suflit alors de prouver que ceci
est impossible. C’est ce qui résulte du théoréme suivant.

80. TutoriMe. — Toute surface simplement connexe sans point
multiple X qut a des points de P dans chacune de ses régions coupe P.

Suppesons qu’il existe une surface simplement connexe sans
point multiple X, ayant des points de P dans chacune de ses régions.
et ne coupant pas P. X et P ont alors un écart non nul et 'on peut
déterminer un nombre A tel que tous les tores d’ordre A aient un
diameétre inférieur a cet écart. Or chaque tore d’ordre A contient
des points de P. Aucun d’eux ne coupera donc X. De plus, I’ensemble
des tores d’ordre A contient tout P, dont il y a des tores d’ordre X
dans chacune des deux régions de X. La méme propriété a lieu pour les:
circonférences d’ordre '\

Soient T un tore particulier d’ordre A —1 et C,, C,, ..., Ci
les k circonférences d’ordre A qu’il contient. C, C, étant enlacéex
sont dans la méme région de X, de méme C, et C,, ..., C; et, C,

¢
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(n° 34). Nous allons dailleurs reprendre la démonstration de cette
propriété et en tirer d’autres conséquences.

Appelons 27 le cercle limité par C,, et A,;_, et A,; les points
d’intersection de L,; respectivement avec C,—, et C,,. Envi-
sageons d’abord le cercle T, et les points A,, A,. Je dis que ces
points peuvent &tre joints sur L, par une ligne polygonale ne cou~
pant pas X. Enfermons en effet ¥ dans un domaine polyédral D
non enlacé avec C,, C, et C,. Nous pouvons choisir ce domaine de
facon que les cubes qui le constituent n’aient aucun de leurs som-
mets dans le plan de C, (n°® 50). La frontiére de I’ensemble des
points de D situés sur T', est alors formée d’un nombre fini de
contours polygonaux I sans point multiple et sans point commun,
ne touchant pas C,. Le point A, n’est intérieur & aucun de ces
polygones. Si, en effet, il était intérieur au contour I, C, serait
enlacé avec I, ce qui est impossible puisque I appartient a D. De
méme, A, n’est intérieur & aucun des contours [. Donc on peut
joindre A, et A, sur T, par une ligne polygonale a, ne coupant pas D,
donc extérieure & D comme A, et A,. o, ne coupe pas X qui est inté~
rieure a D.

Construisons de méme les lignes «,, g, ..., & ne coupant
pas X (). Appelons enfin «,,,, 'un des deux arcs A,;, A,,,, de Cyuy.
L’ensemble de tous ces arcs forme une ligne fermée « ne coupant
pas Z, intérieure & T et enlacée avec 'axe de T. Je vats prouver que,
par une déformation homéomorphe de Uespace, n’altérant que l'in-
térieur de T, je peux passer de « a la circonférence d’ordre N —1
que contient T.

81. Considérons d’abord l’arc «,. Appelons 8, le segment de
droite A, A,. On peut passer de a, & 8, par une déformation de I,
sur lui-méme, n’altérant pas la frontiére C;. Ceci résulte du théo-
réme du n® 26. Mais la déformation qui est indiquée & ce numéro
ne conviendra pas ici parce que les points A,, A, ne restent pas,
fixes, alors que cette fixité me sera nécessaire. Mais «, étant une
ligne polygonale, 1l n’y a pas de difficulté a réaliser cette condition.

(1) Je rappelle que le nomkre k est pair.
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Pour cela, remarquons que «, est partagé en trongons par 3,. Il
y a deux trongons particuliers d’extrémités A, ou A,. Jappellerai
trongon_de la premiére catégorie un des trongons restant et tel que le
contour formé par ce trongon et le segment rectiligne joignant ses
extrémités ne contienne a son intérieur ni A, ni A,. Par un raison-
nement analogue & celui du n° 485, je peux définir des déformations
du type envisagé faisant disparaitre ces trongons de premiére caté-
gorie et cecl en diminuant le nombre des extrémités de trongons.
Ces déformations faites, parcourons la nouvelle ligne a«, de A,
vers A, et appelons B le premier point de rencontre avec §3,. Sur le
segment A, B, 1l n’y a pas d’extrémités de trongons, car une telle
extrémité appartiendrait nécessairement a un trongon de la pre-
miére catégorie, trongon qui serait totalement intérieur au contour
formé par I'arc A, B et le segment A, B. Nous pouvons alors, par
une déformation du type envisagé et portant sur un polygone un
peu supérieur a celu1 limité par ce contour, faire disparaitre I’extré-
mité B (cf. n® 48). Cette opération ne fait d’ailleurs apparaitre
aucune nouvelle extrémité de trongons et aucun trongon de pre-
miére catégorie. Je peux alors la répéter sur les extrémités res-
tantes et j’arriveral & un arc o, n’ayant plus que ses extrémités
A,, A, en commun avec ,. Une derniére déformation laissant ces
extrémités fixes aménera finalement o, sur §3,.

Ceci étant, appliquons a la déformation totale et au cercle T,
la propriété du n° 36. Je la modifie légérement en supposant qu’au
lieu des normales & T,, j’envisage une famille d’arcs de circonfé-
rence jouant le méme réle et dont C, et C, font partie. La déter~
mination d’une telle famille ne présente aucune difficulté. Je peuz
donc passer de o, a B, par une déformation homéomorphe de Uespace
r’altérant que le voisinage de T,, laissant fizes les points A, A, et par
sutte les circonférences C, et C,. Faisons des déformations analogues
pour les arcs a,, o, ..., 4

Aprés ces déformations, X sera devenue une autre surface simple-
ment connexe X', les portions de X intérieures & T ayant seules*
été modifiées. Les ares B,, 8., . . ., Bx et les arcs a,, a,, . . . ne coupent
pas X’ et s1, par exemple, les circonférences C, sont intérieures
a X, ces arcs sont intérieurs a X',
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Considérons maintenant le cercle T', limité par C,. Une défor-
mation homéomorphe de I'espace n’altérant que le voisinage de T,
permet de passer de «, au segment 3,, joignant A; et A,. Je fais
la méme déformation pour tous les arcs «,, a,, .... J'obtiens ainsi
une surface simplement connexe sans pownt multiple ' qui n’est pas
coupée par la courbe B, somme des arcs B,. S1 d’ailleurs les courbes C,
sont intérieures a X, B est intérieur & X”. Les parties de X ex-
térieures & T n’ayant pas été altérées, les circonférences d’ordre A
extérieures & T occupent la méme position par rapport a X* et
az

La courbe B différe trés peu de la circonférence d’ordre A — 1
que contient T. Une derniére déformation permet de passer de f8
a cette circonférence.

L’extérieur de T n’ayant pas été altéré, je peuxrépéter les mémes
opérations sur chacun des autres tores d’ordre A — 1 sans modifier
les propriétés acquises. Aprés-ces opérations, j’arrive a une surface
simplement connexe sans point multiple X, , ayant les propriétés
sulvantes :

I, ne coupe aucure des circonférences d’ordre A—1. Il y a des
circonférences d’ordre A — 1 dans chacune des régions de %,_,, parce
qu’il y avait des circonférences d’ordre A dans chacune des régions

de X.

82. %;_, a donc par rapport aux circonférences d’ordre A—1 la
propriété qu’avait X par rapport aux circonférences d’ordre A. Les
mémes raisonnements me permettront d’en déduire une surface %,_,
avant les mémes propriétés par rapport aux circonférences
d’ordre A—2 et de proche en proche j’arriverai a une surface
simplement connexe X, ne coupant aucune des circonférences
d’ordre 2 et en ayant dans chacune de ses régions. Or, ceci est
impossible. En effet, les circonférences d’ordre 2 sont toutes inté-
rieures au tore unique d’ordre 1 et par suite sont dans la méme
région de X, (n° 50).

11 est donc impossible que X ne coupe pas P, ce qui démontre le
théoréme du n° 80 et achéve la démonstration du théoréme du
n° 79.
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83. Soit T un arc de Jordan sans point multiple contenant P.
Nous supposerons cet arc construit, par exemple, par le procédé
indiqué au n° 72, les polyédres étant remplacés par les tores T.
T est un nouvel exemple d’un arc de Jordan dont la correspondance
avec un segment de droite y ne peut s’étendre a aucun voisinage.

S1 une correspondance entre I' et y pouvait s’étendre, il corres-
pondrait & P un ensemble parfait discontinu p situé sur y et 'on
aurait en particulier une extension de la correspondance entre P
et p. Nous venons de montrer qu’une telle extension est impossible.

La propriéié est d'ailleurs vraie pour tout arc de T' ayant un point
de P comme point intérieur au sens strict. Si M est en effet un point
de P intérieur & cet arc, il existe un ordre A assez grand pour que les
extrémités de I’arc soient extérieures au tore d’ordre A qui con-
tient M. L’arc, d’aprés la construction de T, contient alors toute
la partie de P intérieure & ce tore, partie qui est un ensemble sem-

blable a P.

84. De 'ensemble P, je vais déduire deux ensembles Q, Q' dont
la correspondance peut s’étendre a leurs voisinages, mais pas da tout
Uespace. Q est la somme de deux ensembles P,, P, égaux a P, les
tores d’ordre 1, T,, T,, de ces ensembles étant enlacés. Q' est la
somme de deux ensembles P, P, égaux a P, les tores 1 d’ordre 2,
T, T, de ces ensembles étant extérieurs 'un a I'autre et non en-
lacés. [l y aune correspondance immédiate entre Q et Q' qui s’étend
a leurs voisinages, celle qui résulte de I’égalité des quatre tores
T,, T,, T, T}, et des ensembles qu’ils contiennent. Je dis qu'il n’y a
aucune correspondance entre Q et Q' qui puisse s’étendre a tout
Pespace. Supposons, en effet, qu’il y en ait une. Supposons T, T,
assez écartés pour que je puisse construire une sphére X' ayant T,
a son intérieur et T, & son extérieur. X' contient alors des points
de Q' dans chacune de ses régions et pas sur sa suiface. Il lui cor-
respond une surface simplement connexe sans point multiple Z
ayant la méme propriété vis-a-vis de Q. Ceci est impossible, les rai-
sonnements du n® 82 nous permettant de construire une surface
simplement connexe sans point multiple ne coupant pas les deux
circonférences d’ordre 1 de Q et en ayant une & son intérieur et

THESE ANTOINE - 13
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Pautre 4 son extérieur, ce qui est en contradiction avec le fait que
ces circonférences sont enlacées.

85. Je déduis de Q et Q' deux arcs de Jordan T, ' dont la cor-
respondance peut s’ élendre a leurs voisinages, mais pas a tout Uespace.
T" est la somme de trois ares T',, T,, T'y. L’arc T', est intérieur a T,
et contient P,; I', est intérieur &4 T, et contient P,; I'; joint une
extrémité de I', et une extrémité de T', et c’est une ligne polygo-
nale. I, T, sont respectivement égaux a T, et T, cette égalité
résultant de celle des ensembles P et des tores T. I} joint une
extrémité de I', & une extrémité de T, ct est une ligne polygonale.
La correspondance entre T' et IV s’étend de suite a leurs voisinages.

Supposons qu’il y ait une correspondance entre I' et TV qui
puisse s’étendre & tout I’espace. Supposons I, choisi de fagon qu’il
soit coupé en un seul point A’ par la sphére X’ envisagée au n° 84.
La surface X correspondante coupe alors T en un seul point A.
Mais cette surface coupe Q, donc A appartient & Q, puisque tout Q
est sur I. La méme propriété s’applique a tous les points d’une
portion rectiligne de I'; voisine de A’. L’homologue de ce segment
rectiligne serait donc une partie de Q, donc un ensemble dis-
continu, ce qui est impossible.

Cet exemple compléte les résultats de la premiére Partie ou

nous avions indiqué une propriété de cette nature, mais pour une
courbe fermée.

86. Le théoréme du n® 80 a une allure paradoxale. Je vais en
établir un autre de méme nature.

TutoriME. — Soit L une courbe de Jordan extérieure a un des
tores T de définition de P et enlacée avec la circonférence C lieu des
centres des méridiens de T. Toute calotie simplement connexe X%
ayant L. pour frontiére coupe P. L’ensemble des points communs a
P et a X n'est pas dénombrable.

Je peux supposer que le tore T envisagé est le tore d’ordre 1,
quitte & ne considérer que la partie de P intérieure a ce tore. Si
Pon veut seulement montrer que P et X se coupent, on peut em-
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ployer des raisonnements analogues 4 ceux qui ont servi pour le
théoréme du n° 80. Si P et X ne se coupaient pas, il existerait un
ordre A tel qu'aucune des circonférences d’ordre A ne couperait Z.
On en déduirait une autre calotte ayant méme frontiére L et ne
coupant pas C. Ceci est impossible puisque L et C sont enlacées.

Pour démontrer en méme temps que ensemble des points com-
muns a P et £ n’est pas dénombrable, il faut employer un autre pro-
cédé. Pour la symétrie des notations, j’affecterai de I'indice 1 les
lettres (sauf P) qui figurent dans ’énoncé. Je vais alors établir le
lemme suivant.

87. Lemme. — Il existe sur X, une courbe L, extérieure a un des
tores d’ordre 2, soit T,, el enlacée avec la circonférence C, d’ordre 2
qu’il contient.

Supposons qu’il n’existe pas de courbes L, satisfaisant a ces con-
ditions. A chaque tore T, d’o1dre 2, j’adjoins un tore paralléle et
extérieur T', assez voisin pour que la chaine des tores T ait les
mémes propriétés d’enlacement que la ¢haine des tores T,. Je mon-
trerai que je peux déterminer sur chaque tore T', une courbe ne cou-
pant pas X, non enlacée avec la circonférence d’ordre 2 intérieure
a T, et enlacée avec U'axe de ce tore. Des déformations de ’espace
n’altérant que le voisinage des tores T, peuvent amener ces courbes
a étre des paralléles des tores T',. La chaine [ormée par ces paral-
leles est analogue a la chaine des circonférences d’ordre 2 et elle
ne coupe pas la nouvelle surface déduite de X, par ces déforma-
tions, surface qui a encore L, pour frontiére. Ceci est impossible,
car on en déduirait une autre calotte de méme frontiére ne coupant
pas C,, qui est enlacée avec L.

Il suffit donc de prouver que, s’il n’existe pas sur X, de courbe
extérieure & un tore T, d’ordre 2 et enlacée avec la circonférence C,
d’ordre 2 qu’il contient, on peut déterminer sur T, une courbe ne
coupant pas X,, non enlacée avec C, et enlacée avec I'axe de T,.

Si X, ne coupe pas T,, la courbe cherchée est immédiate : ce sera
par exemple un paralléle de T',. Supposons que X, coupe T, et
soit H I'ensemble de leurs points communs. Soit d’autre part 6
Pécart de T, avec T,. Par des raisonnements analogues a ceux des
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n% 31 et suivants, je peux prouver que : 1° il existe un nombre 7
tel que, si M,, M, sont deux points de X, distants de moins de 7,
on peut les joindre sur X, par un chemin intérieur & une sphére de
diameétre 6; 20 il existe un nombre & tel que toute courbe J dont
chaque point a avec H un écart inférieur a ¢ peut étre amenée
sur X, par une déformation au cours de laquelle chacun de ses
points garde avec H un écart inférieur 4 . Au cours de cette défor-
mation, on ne rencontrera donc pas T, et I'on restera a4 I'exté-
rieur de T,. Donc le coefficient d’enlacement de J avec C, ne
change pas. Mais on arrive a une courbe tracée sur X, et exté-
rieure & T,, donc non enlacée avec C,. Par suite, toute courbe telle
que J n’est pas enlacée avec C,. -

e étant ains1 déterminé, pavons I'espace a I’aide de cubes de dia-
métre inférieur a ¢ et gardons ceux de ces cubes qui touchent H.
Ils forment des domaines D et toute courbe de D est non enlacée
avec C,. Je supposerai D choisi de fagon que sa frontiére coupe T,
suivant un nombre fini de courbes I sans point multiple et sans
point commun (n® 80). Les courbes I existent, sans quoi un méri-
dien de T, seirait intérieur & D, ce qui est impossible puisqu’il est
erlacé avec C,. Les courbes I ne touchent pas H, donc X,, et ne sont
pas enlacées avec C,. Leur coeflicient d’enlacement avec ’axe de T,
est donc o ou 1. Si ce coeflicient est 1 pour I'une d’elles, cette
courbe sera la courbe cherchée.

Supposons que ce coeflicient soit o pour toutes les courbes I
Si je fais la représentation de T', sur un plan II (n° 39), les repré-
sentations de ces courbes sont des courbes fermées i. Un raison-
nement analogue a celu1 du n® 50 montre alors que la région de I
extérieure a toutes les courbes i représente des points n’apparte-
nant pas & D. Tragons alors un segment de droite ab représentant
un paralléle, a et b étant dans cette région. Les diverses repré-
sentations d’une courbe I particuliére découpent ab en trongons :
considérons ceux de ces trongons intérieurs aux représentations
de I et reportons-les sur toutes les représentations de I. Il y en a
un dont les extrémités sont consécutives sur i, soit a, b,. a, b, et
Parc a, b, de ¢ déhimitent alois une région de II représentant de
fagon biunivoque une portion de T, (n® 42). Je peux alors rem-
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placer un segment un peu supérieur & a, b, par un arc trés voisin
de l'arc a, b, de i et extérieur a ¢ de facon que le nouvel arc ab
représente encore une courbe sans point multiple non enlacée
avec C, et enlacée avec 'axe de T',. Je ferai de méme pour les
trongons du type de a, b, qui apparaissent alors obligatoirement et
ceci jusqu’a ne plus avoir de points intérieurs aux représentations
de la courbe I envisagée. Je fais de méme pour chacune des
courbes I. La courbe obtenue finalement représente une courbe
ne touchant pas D, donc ne touchant pas X,. Cette courbe n’est
pas enlacée avec C, et est enlacée avec 'axe de T),. C’est donc la
courbe que je cherche sur T),. Le lemme est ains1 démontré.
Remarquons que, dans la démonstration, j’avais seulement fait
intervenir la condition qu’il n’existait pas de courbe L, ‘dans le
voisinage de T,. J’amenais en effet la courbe J sur X,, chaque point
de J ayant toujours un écart inférieur a 6 avec H. Donc, non seu~
lement L, existe, mais encore 1l existe des courbes L, intérieures

aT,.

88. Le lemme précédent peut étre complété ainsi: Non seulement
L, existe, maus 1l existe une autre courbe L, ayant la méme propriété,
les deux calottes X,, X, découpées par ces courbes dans X, n’ayant
pas de point commun.

Au cours de la démonstration de cette proposition, j’introduirai
un certain nombre de courbes fermées tracées sur Z,. J'appellerai
intérieur de Uune de ces courbes, la calotte simplement connexe
qu’elle découpe dans X, et extérieur le reste de X,. Ces dénomina-
tions s’appliqueraient, en somme, & une représentation de X, sur
un cercle. D’un autre c6té, j’associerar a chaque tore T, d’ordre 2,
deux tores paralléles et extérieurs, 'un Q, a la distance 6 de T,,
Pautre R, a la distance 2 §. 6 est supposé assez petit pour que les
tores R, (et par suite les tores Q,) forment a I'intérieur de T, une
chaine analogue a la chaine des tores T,.

Nous avons vu que nous pouvions choisir L, aussi voisin qu’on
veut de I'un des tores T, Je choisiral cette courbe assez voisine
de I'un des tores T, pour qu’elle soit extérieure a tous les tores T,.
Je prends alors 0 inférieur a la moit1é de I'écart de L, et des tores T,.
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Je construis une surface polyédrale S,, voisine de Z,, et lui corres-
pondant, les points homologues de S, et X, ayant toujours un
écart inférieur a 6. Je choisis cette surface de fagon qu’aucune de
ses arétes ni de ses faces ne soit tangente aux tores Q, et qu’aucun
sommet ne soit sur ces tores. Dans ces conditions, I'intersection
de S, et des tores Q, a pour homologue sur X, un nombre fini de
courbes sans point multiple et sans point commun. Aucune de ces
courbes ne coupe L, et si I'une d’elles correspond a I'intersection
de S, et d’un certain tore Q,, elle est extérieure au tore T, corres-
pondant et intérieure au tore R,.

Parmi ces courbes, il peut y en avoir qui ont L, & leur intérieur.
Dans ce cas, il y en a une F qui les contient toutes. J’appelle X'
Pextérieur de I (Pextérieur de L,, si F n’existe pas). Je désignerai
par G une quelconque des courbes restantes, situées sur X'. St l'une
des courbes G est enlacée avec une des circonférences C,, ce sera la
courbe L, cherchée. Nous allons montrer qu’en supposant que cha-
cune des courbes G n’est enlacée avec aucune des circonférences C,,
nous arrivons a une contradiction, ce qui prouvera lexistence
de L.

Supposons qu’il en soit ainsi. La partie d’'un seul tenant de X',
extérieure aux courbes G, ne contient aucun point des courbes C,.
Cette partie est, en effet, tout entiére extérieure aux tores T, :
Un point de T, est & une distance de Q, égale & 6, donc son homo-
logue sur S, estintérieur a Q,; on ne peut atteindre ce point sur S,
a partir d’'un point de I’homologue de L,, qu’en traversant le
tore Q,; donc on ne peut atteindre un point de T,, a partir de L,,
sur X,, qu’en traversant une courbe G. Les frontiéres L, et G de
cette partie de X' ne sont pas enlacées avec les courbes C,. Donc le
reste de sa frontiére F n’est enlacé avec aucune des courbes C,.
Ceci prouve déja que F n’est pas la courbe L, qui est enlacée avec
une des courbes C,.

Soit J une courbe tracée sur X' et extérieure a U'un des tores R,.
Je dis qu’elle n’est pas enlacée avec la circonférence C, que contient R,.
J étant extérieure & R, ne coupe aucune des courbes G qui pro-
viennent du tore Q, intérieur a4 R,. La portion de X' intérieure a J
et extérieure a ces courbes G particuliéres est donc extérieure a T,
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et par suite ne contient aucun point de la circonférence C, inté-
rieure & R,. Les courbes G faisant partie de sa frontiére ne sont pas
enlacées avec C,, de méme que F (dans le cas ou F ferait aussi
partie de cette frontiére). Donc le reste de cette frontiére, c’est-
a-dire J, n’est pas enlacé avec cette circonférence C,.

Ceci étant, je peux appliquer & X' et aux tores R, les raisonne-
ments faits au n° 87 sur X, et les tores T,. Il existe sur chaque
tore R, une courbe ne coupant pas X', enlacée avec 'axe de R, et
non enlacée avec la courbe C, que contient R,. Des déformations
n’altérant que le voisinage des tores R, permettent de prendre
pour ces courbes un paralléle C, sur chaque tore R,, X' étant trans-
formée en une autre surface que j’appelle encore X', ayant pour
frontiére la courbe L, et une courbe que j’appelle encore F, qui est
intérieure & 'un des tores R,, tore que je désignerai par R. J'appel-
lerai de méme C’ le paralléle C, pris sur ce tore et je supposerai
que c’est le cercle de gorge de R.

Les courbes C, forment a I'intérieur de T, une chaine analogue
a la chaine des courbes C,. X’ a un écart non nul avec ces courbes.
On peut déterminer un nombre ¢ tel que toute courbe dont chaque
point a, avec X/, un écart inférieur a e peut étre amené sur ¥’ sans
couper aucune des courbes C,. Mais toute courbe-tracée sur X' se
raméne a zéro, ou a L,, donc n’est enlacée avec aucune des
courbes C,. On peut donc enfermer X' dans un domaine polyédral
non enlacé avec les courbes C,,.

Grace a ce domaine polyédral, je peux, comme aux n% 80 et 81,
construire une courbe a« ne coupant pas X', intérieure a T, et
enlacée avec I'axe de T,, donc avec L,. Prenons une précaution
pour construire une partie de . Soient A, B les deux points de ren-
contre avec le cercle limité par C’ (relatif au tore particulier R qui
contient F) des deux courbes C, enlacées avec C'. Pour former «,
je prendrai d’abord une ligne polygonale joignant AB sans couper ¥’
et intérieure au cercle limité par C’. Comme arcs des courbes C,
enlacées avec C', je prendiai deux arcs qui, au voisinagede A et B
sont du méme cété du plan de C'. Grace a cette précaution, je peux
réduire R a un point sans couper «. Il en est de méme de F, inté-
rieur & R. Donc F n’est pas enlacée avec «.
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La contradiction cherchée réside dans le fait que « ne coupe
pas X', n’est pas enlacée avec F et est enlacée avec L,.

L), existe donc et peut étre prise parmi les courbes G, done est,
comme L,, intérieur a T,.

89. Appelons courbe d’ordre 1, la courbe L, et courbes d’ordre 2,
les deux courbes L,, L), qui viennent d’étre mises en évidence.
L, joue par rapport &4 un tore d’ordre 2 le role que joue L, par rap-
port au tore d’ordre 1. Je peux donc construire a 'intérieur de L,
deux courbes L,, L (courbes d’ordre 3) extérieures I'une a I'autre,
mntérieures & un tore d’ordre 2 et jouant chacune par rapport & un
tore d’ordre 3 le role de L, par rapport a T,. Je fais de méme pour L;
et je continue ces opérations indéfiniment.

L’infinité dénombrable des courbes L satisfait, par construction
aux conditions a et b’ du n°® 73 : toutes les courbes d’ordre A sont
extérieures les unes aux autres; 4 'intérieur d’une courbe d’ordre A
it y a deux courbes d’ordre A +1 et chaque courbe d’ordre A1 est
intérieure & pne courbe d’ordre A. De plus, une courbe d’ordre A
est intérieure & un tore d’ordre A— 1, donc le diamétre maximum des
courbes d’ordre A tend vers zéro quand A augmente indéfiniment
(condition ¢). En prenant lintermédiaire d’une représentation
de X, sur un cercle, on en déduit que les courbes L définissent
sur X, un ensemble parfait partout discontinu P’ qui est ’ensemble
des points de X, intérieures a une infinité des courbes L.

Je dis que P’ appartient 4 P. En effet, un point M de P’ est inté-
rieur & une suite de courbes L. comprenant une courbe et une seule
de chaque ordre. C’est le point limite unique d’une suite de points
pris un et un seul sur chacune des courbes de la suite précédente.
Or le point pris sur la courbe d’ordre A est intérieur & un tore
d’ordre A —1. Donc M est un point de P.

Il en résulte que, non seulement P et I, se coupent, mais que,
parmi les poinis communs a P et a X,, il y en a formant un ensemble
parfait, danc non dénombrable.

90. Comme courbe L, nous pouvons prendre un méridien ou un
paralléle d’un des tores de définition de P. Si nous considérons Farc
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de Jorddn T' qui contient P (arc que je peux supposer ne pas
couper L,), toute calotte sumplement connexe sans point multiple
ayant L, pour frontiére coupe T et parmi les points d’intersection, il
Yy en a une infinité non dénombrable appartenant a Uensemble P.

C’est un fait de méme nature que celur démontré au n® 61. Nous
avons cependant ici cette circonstance plus paradoxale que la
courbe T (qui joue le réle de la courbe C, du n° 61) est une courbe
ouverte et que parmi les points d’intersection, 11 y en a une infinité
non dénombrable appartenant & un ensemble discontinu particulier
situé sur T

Vu et approuvé :
Strasbourg, le 31 mai1 rg21.

Lk Doven pE LA FacuLTE pES ScIENCES,

E. BATAILLOM.
Vu et permis d’emprimer :

Strasbourg, le 1* jum 1ga1.

Lt RecTEUR DE L’ACADEMIE DE STRASBOURG,
S. CHARLETY.
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