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SUR LES SOLUTIONS MULTIPLES

DES

PROBLEMES D'IIYDRODYNAMIQUE

RELATIFS AUN MOUVEMENTS GLISSANTS,

INTRODUCTION.

Les recherches d'Hydrodynamique concernant les mouvements
discontinus des fluides et les surfaces de glissement de Helmholtz,
apres étre restées longtemps dans un état stationnaire, ont fait a la suite
d'un important Mémoire de M. Levi Civita (") des progres considé-
rables. En particulier, les travaux de M. M. Brillouin et de ML L Villat,
pour ne citer que les plus importants, ont largement contribué &
¢tendre le champ des mouvements discontinus connus (*). Si le pro-
bleme consistant & étudier le mouvement permanent discontinu,
uniforme i mtint, d'un Quide parfait incompressible en présence
d'un obstacle wnique de forme quelconque veste encore a résoudre,
les travaux précédents permettent néanmoins de véaliser de tels mou-
vements avee un obstacle dontla forme, caleulée a posteriors, peut, par
un choix convenable des parametres se rapprocher d’une forme quel-
conque donnée a Pavance et présenter avee celle-ci des liens de

(1) Seie ¢ leggi di resistenza (Cire. mat. di Palermo, 1907, p. 1).

(7) Pour la bibliographie de ces Lravaux, voir F'lney clopédie des Sciences mathéma-
tiyues, éiton francaise, LIV, vol. B, Tase. 2, et ausst article de M. Viver, Quelques
recents progres des théories hydrody namiques « Bulletin des Scicnees mathématiques,
t. XLI, février-mars 19181, — /oir ¢galement ApvirL, Traité de Mécunique ration-
nelle, 3¢ édition, Chap. XX\VI, et aussi . ViLLaT, Jpercus théoriques sur la résistance
des flurdes, v vol. (Collection Scientin, Gauthier-Villars, 1901,
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parenté aussi étroits que 'on veut. C’est dans cette voie surtout tendant
i rapprocher de obstacle général que les méthodes de Helmholtz ont
été le plus exploitées. Jusquaux travaux mentionnés plus haut, les
mouvements connus se rapportaient seulement v des obstacles formés
de segmients rectilignes.

Les vésultats trouvés n'ont pas ¢(é sans mettree en évidence de nom-
breuses sigularités. Les premieres furent signalées par M. M. Brillouin
dans un Mémoire fondamental (*) et sont relatives i certaines impos-
sibilités phyvsiques rendant inacceptable la solution trouvée par
analyse mathématique. On est, en effet, conduit quelquefois & des
mouvements pour lesquels la pression en certaines régions devient
négatives ou bien encore, il arrive que le domaine occupé par le fluide
en mouvenent e recouvre particllement lui-meme. Ces deuy sortes
d'impossibilités physiques sont (eés difticiles a déceler @ priori et 'on
en est véduit, dans Ta plupaet des cas, & examimer apres coup si la
solution trouvée ne les comporte pas.

Entin, dans un Mémoire plus vécent (7), M. 1. Villat a mis en
evidence dfautres singularités, d'un caractere particulierement (rou-
blant. 11 a réussi en effet a constrairve, dans un cas simple, par une
analyse  poussée jusqu'a Papplication numerique, deux solutions
essentiellement distinetes, donnant deux mouvements, physiquement
¢galement possibles, autour du méme obstacle, orienté de la meéme
facon. Rien pour le moment ne peut conduire a préferer un mousement
alautee, et Pétude de Teur stabilité, qui peat-¢tee pourrait les dépar-
tager, semble encore pour instant peu abordable.

Le but du present travail est d'etudier de facon plus approfondie
ces indéterminations signalées pour la prenuere fois par M. Villat, de
montrer qu'elles ne sont pas i proprement parler d'essence mathéma-
tique, mais gu'elles tienment a la nature physique de la question et
qu'on peut en multiplier les exemples a infini.

Pour cette ¢tude, jai résolument quitte fe pointde vue des recherches
mentionnées plus haut et je n'ar pas cherché a me rapprocher de

(') Les surfaces de glissement d’Helimholt et la resistance des fludes ( Ann. de Phy s,

et de Clum . Vo X\ vgun, popo).
(2) Swr la détermmation des problemes 'y drody namique relatifs a lu résistance des
fluides (\nnales de | Ecole Normale, vg13. p. §15).
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I'obstacle de forme générale. Je me suis limité aux obstacles les plus
simples formés de parois planes. Il est bien évident que les singularités
mises ainsi en évidence se retrouveront, d’une facon plusample encore
sans doute, pour les obstacles courbes.

Fai trouvé a cette limitation plusieurs avantages. Elle m’a permis
tout d’abord de revenir aux méthodes directes de représentation
conforme de Helmholtz-Kirehhoff sans passer par U'intermédiaire des
variables de M. Levi Civita et de M. Villat. L'introduction de ces
variables, qui a conduit aux beaux résultats que on sait pour les
obstacles courbes, masque néanmoins 'étroite dépendance qui existe
entre le plan du fluide en mouvement et le plan de la variable Q.

La méthode directe élimine ausst ki premicre des difficultés de
M. Brillouin et, avee elle, on est certain @ priord d'apres la facon méme
dont on constrait le probléme qu’il ne se présentera pas de pressions
négatives.

Lnfin, un dernier avantage, le plus important pour le but que je me
proposais, est qu'il est possible d'atteindre par ce procedé des cas que
les méthodes générales auraient é1é incapables d'obtenir, cas dans
lesquels le fluide en mouvement forme so1t un domaine simplement
connexe s‘appuyant i des paros solides réparties en trois segments sur
la frontiére, soit méme un domarne doublement connexe.

Dans un premier Chapitre, je donne tout d’abord un exemple (rés
simple ot les indéterminations dont j"ai parlé plus haut se produisent
et onr le probleme posé admet non pas dewr, mais hien une infinité de
solutions aceeptables. Reprenant ensuite exemple méme de M. Villat,
je montre qu'il peut étre largement étendu et que Pon peut anssi former
dans ce cas une mlinité de mouvements mathématiquement et physi-
quement possibles, formant une chaine continue dont les den solu-
tions du Mémoire de M. Villat sont les extrémes ('),

Quelques pages sont ensuite consacrées & une explication d'ordre
physique de ces indéterminations. Les lignes de glissement interme-
diaires des exemples préeédents, lignes qui paraissent arbitrairement

(') Da reste, cette mfinité de solutions éLait imphicitement comprise dans les calculs
de M. H. Villat, mais I'autcur n’en avait montré la validité effective que pour les deux cas
exirémes.
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introduites, se produiraient nécessairement si I’on ajoutait i 'obstacle
primitif un petit segment de plan forcant la ligne de courant i se
détacher de 'obstacle. Uine remarque essentielle consiste dans le fait
que la perturbation ainsi produite peut subsister, tout au moins pour
certaines positions de 'obstacle perturbateur, lorsque I'on fait tendre
celui-ci vers zéro.

Cette remarque me conduit naturellement a étudier de facon plus
précise des mouvements pour lesquels une partie de I'obstacle est
formée d’un segment de plan trés petit. Avant déja, par les études
précédentes des exemples on cette portion de plan fait partie de
I’obstacle général, j'aborde le probléme du mouvement d’un fluide
autour de deux plans, non reliés entre eux, se présentant normalement
a la direction générale du courant, me réservant d’approfondir plus
spécialement le cas ot 'un de ces plans est petit par rapport a I'autre.

A priord, trois configurations sont possibles pour les lignes de dis-
continuité quittant de tels obstacles :

1° Les sillages (') peuvent étre illimités & Parricre de chaque plan;

2° Les lignes de jet de 'un des plans peuvent se raccorder de chaque
coté avee 'autre plan: .

3° Enfin il peut se faire que le sillage de I'un des plans se ferme,
Pautre restant illimité.

Je montre que les deux premiéres configurations sont exception-
nelles, qu’elles ne peuvent se présenter que pour des dispesitions
particuliéres des obstacles et qu’au contraire seule la troisicme est
géncrale.

Enfinje déduisde cette étude, par des passages i lalimite appropriés,
de nouvelles indéterminations hvdrodynamiques, et j'ai 'occasion de
faire sur les differents eas mentionnés des remarques intéressantes sur
la pression totale que supportent les obstacles.

Je tiens, en termimant 'Introduction de ce travail, & exprimer toute
ma reconnaissance aux Maitres qui ont bien voulu s’y intéresser et

(1) Jemploie le mol sillage devenu presque classique dans celte théorie, pour éviter
une périphrase et parce qu'il fait 1image, mais il est évident quil faut se garder d’'une
assimilation trop grande avec les sillages naturels.
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d’une facon toute particuliere & M. H. Villat qui m’en a donné la

premiere idée et dont les conseils amicaux me furent toujours si
précieux.

PREMIERE PARTIE.

3

I. — Etude d'un cas simple de mouvement glissant indéterminé.

Le but du présent Chapitre est de meltre en évidence une forme
trés simple de mouvement ayant les mémes particularités que celui
étudié¢ par M. Villat et admettant, lui aussi, une infinité continue de
solutions. ¢

Nous supposerons qu’une veine fluide, partant de Uinfini et y
relournant, s"appuic & sa droite contre une paroi composeée de deux
demi-plans indéfinis 0D, et OD, formant un angle rentrant en O, cette
veine éfant limitée & sa gauche par une surface libre »’ (fig. 1). Nous

Fig. 1 ().
~
oo A
S Y r”
N P
~\‘&‘ "’ Dz
D, " Plan (z) ,4& .
~e ~— 3;"'4——
TN o @
S A -
——zdo--
o o _
(] x

pouvons supposer que le courant épouse complétement la forme de
la paroi, ou, an contraire, qu'il laisse dans I'angle une plage de fluide
inerte s¢paré du fluide en mouvement par une ligne de discontinuité A.

(1) Dans Loules les figures de ce Lravail, les fleches ne se rapportent jamais a la dirce-
tion du courant fluide, elles indiquent le sens de paicours sur chaque frontiére, de facon
a bien préciser la correspondance d’un plan a I'autre.
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(C’est ce dernier eas que nous traiterons seul, un passage & la limite
nous permettra de retrouver le premier.

Nous rapporterons le plan (3) du fluide en mouvement a des axes
rectangulaires ayant leur origine en O, Oy étant bhissectrice intérieure
de 'angle des plans, et nous appellerons « I'angle d’inclinaison de ces

4 T . .
plans sur Oz (o < = <;>- Nous supposerons la densité du fluide et

la vitesse a I'infini égales & unité et nous appellerons ¢ la largeur
supposée donnée de lg veine fluide & linfini au départ. On sait que
tout le long de la ligne 2" la vitesse devra étre constante et par suite
égale d un, que le long dela ligne 2 elle devra ¢galement étre constante
et posséder une valeur inferieure i la précédente, de facon que la
pression ne risque pas de devenir négative dans le fluide en mouve-
ment. Nous appellerons cette valeur e (a > o).

Suivant une méthode classique, nous introduirons le potentiel des
vitesses o e la fonction de courant 4. En posanl z=x + iy et

S ==+, lafonction fsera une fonction analvtique de z, régulicre

dans la région occupée parle fluide en mouvement. Enfin, en appelant
w et ¢ les composantes de la vitesse en chaque point du fluide et V la
grandeur de cette vitesse, nous poserons

W— i — (p— = — -1 — e-—'l((‘)'{-frl'

ds

La fonction Q est alors une fonction analytique uniforme de s ou
de f, régulicre dans le domaine en question, et la connaissance de
cette fonetion suffit pour determiner tous les éléments du mouvement,

@ représente Iangle que fait avee O la vitesse de la particule du
flatde qui a pour aftixe 5 et T est égal au logarithme népérien de la
grandeur de cette vitesse.

On devra done avoir :

surw,.. 0 =—a; sur ), T=o;
sur @,, 0=+ a; surd, T=-—a,

et ces conditions aux limites suffisent pour déterminer complétement
a fonction Q.

Nous représenterons également par des points dans des plans séparés
es imaginaires /£ et Q. Au domaine du fluide en mouvement dans le
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plan (=) correspond d’une facon contorme un domaine dans le plan ( £)
et un domaine dans le plan (Q).

Le domaine du plan (f) sera formé d’une bande horizontale de lar-
geur ¢ et nous pourrons supposer, puisque ¢ et b ne sont détermingés
qua des constantes pres, que les exteémités du segment de droite
correspondant a la ligne A sontsur 0% et ont des abscisses opposees.

Fig, .
¢
Plan |(F)
. Y !
e

Le domaine () se détermine immédiatement, il est formé d'un rec-
tangle compris entre les droites @ ==+ a, T=o0 et T=—a, et
I'application conforme de ee domaine sur le domaine (f) ferait
connaitre Q en fonetion de /el par suite résoudrait tout le probléme.

Or, la solution de ce probleme est classique puisqu'il s'agit d’aires
limitées par des polvgones rectilignes et vésulte de application répétée
d’une formule donnée par Schwarz réalisant la représentation con-
forme d'une telle aive sur un demi-plan (*).

Tout d’abord, la transformation f= Ti;l,l (ot le logarithme a la
détermination réelle pour ¢ réel et positif) fait correspondre au
domaine (/) le demi-plan supérieur d'une variable auniliaire ¢,
suivant la disposition indiquée par la ligare 3. Dans tout ce qui suit,
les domaines sont toujours i la gauche du sens de parcours indiqué
par des Heches. Les extrémités de la ligne correspondant & A ont

(') Pour tout ¢ce qui concerne la formule de Sehwarz el ses généralisalions, dont jo
ine servirai largement au cours de co travail, voir le Mémoire de Schlafli (Journal de
Crelle, 1. 78, p. 63).
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des abscisses ¢, ct ¢, lices par la relation ¢,¢, =1 avec 0 < t, <1< ¢,
De méme, la formule de Schwarz

1 Q= (H [w Y L

— +
JooVee—ty) (6 —t)

assurera la représentation conforme du domaine (Q) sur ce méme

demi-plan.
Fig. 3.

Flen (t)

b4 R

-t o - - e

- w@, A TN o,

Dans cette intégrale, le radical a la détermination positive pour ¢
réel, positif et trés grand et la constante 1 est réelle et positive.

Ig. 4.
T
oL - | A + Ok ‘9
m >
l Flan|(Q) t
wi wz
S Ny

Q se calcule immediatement au moven des fonctions elliptiques; en
faisant le changement de variable

[P
t="%u+ 221,
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on 4 en effet

® du
Q=—iH
l [ \/4(“—31)(“"‘9:)(“—4’3)+a

en posant
‘o+ tl + t‘ to+ ti to — t°+ t’

ey— — - = — —— =
1 T 4’ e, s +[‘: e; ”

ct la substitution = pZ permet de réaliser la représentation conforme
au moyen des deux formules suivantes :

t =4(pl — y
(2) =ipt—ea)
Q=——/H7 + a.
Les quantités e,, ¢,, e, qui caractérisent la fonction pZ introduite
ne sont pas quelconques, elles satisfont tout d’abord & la relation
‘classique e, + e, + e, = o et en plus a la relation

(er—e)) (er—e) =g
qui exprime que lon a t,/, =1.

Pour satisfaire a cette condition, on pourra se donner le module ©
des fonctions elliptiques, et la période w, se trouvera déterminée par
I'équation

w=737,(0)9,(0)

¢quivalente & la relation en question (woir Tannery et Mok, t. II,
form. NXXVI,) ().

En résumé, la donnée du seul module  ¢quivaut done a celle des
deux inverses 7, et ¢,.

Quand le point (Q) décrit la frontiére de son domaine en en laissant
Iaire & sa gauche, le point (Z) décrit le rectangle des demi-périodes o,
— 0y, 0, —w,;, + o, o dans les mémes conditions. Ce rectangle
forme donc un nouveau domaine qui correspond encore de facon
conforme & tous ceux que nous avons deja introduits.

(1) Je représenterai par la notalion T. et M. I'Ouvrage de Tannery et Molk sur les
Fonctions elliptiques et j’en adoptera: les notations. !

THRSE THIRY 2
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1l reste a déterminer les constantes de facon qu'effectivement le
rectangle du plan (Q) ait la position et les dimensions indiquées par
la figure 4. Ceci se traduit par les équations ci-dessous :

Qo) =a,
(o) =a—al,
Qw,— o) =—a—al,
Q(—wy) =—a.
Fig. 5.
Y
< ) Wy - X
0 : ~>
1
i
N Plan(Z) 1
“ :
1 1
:
[}
!
"W, o ' W0y

La premitre de ces cqualions est satisfaite d’elle-méme, les autres
se réduisent & deux ot donnent

200t 2ai
H=—, a=—,

Gy
ot cette dernivre (uantité est bien positive.
On aalors
(3) oy =224,
o),

D’autre part,

(f '7
(4) df::_r (t—l = ;t J);)—I ¢, ar.;
d’ou enfin )
2/ 27 n
e g — C o, _PL
(5) cds=ce df_.te e J—-—-—-),I‘_endl,.

Il est facile de mettre en évidence sur celte formule qui résout entiére-
ment le probleme posé, une propriété remarquable de symétrie.
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Considérons en effet deux points du plan (Z) symétriques par rapport
1y . [ON . 1y v
a la droite Y = — —, ces points correspondront i des valeurs de Z de

L=X+10Y el 7,—=X— (Y — w,.

la forme

Dans le plan () il leur correspondra deux points s et z, et il est
facile de vérilier que les déplacements dz et dz, seront symétriques
par rapport a Oy.

En effet, on aura

nih r'Z

c .
dsy==dx,+idy,= —e%e¢ " ———
) 1 Y= Y —y

/IZI

en changeant i en — i (et par suite w, en — w,), Z, devient Z + o, et
'on a

1 (A wy)

. ¢ a,w, ,
(LL,' t(l_y,_ne“c J)(Z+w4)—l‘.;d["

¢'est-a-dire
drey—idy,=— (do + (dy),

qar en dérivant logarithmiguement la formule classique
(07— &) [Pp(L + o) —e3] = (ey—¢) (e —¢y),

on voit de suite que

J"\Z —+ (‘);,) _ J)"J ]
Pll+o)—e, ™ pl—e

On en déduit immédiatement que toute la figure du plan (5) présente
une symétrie géométrique par rapport a Oy. Cette symétrie ne se
poursuit évidemment pas dans le domaine hydrodynamique, puisque,
en deux points svmétriques, le vecteur vitesse, tout en ayant la méme
grandeur, fait avee Oa (et non avec Oy) des angles opposés (hémi-
symétrie).

Bien (ue I'intégration de = ne puisse pas s’eliectuer au moyen des
(ranscendantes classiques, il seraitnéanmoins trées facile de déterminer
de facon précise la forme et les ¢léments géométriques des courbes A
el X', Je n'insiste pas davantage sur ee point particulier.

En résumé, nous sommes ici en présence d'une inlinité continue de >
solutions, puisque le module 7 des fonctions elliptiques introduites
reste arbitraire. Dans ces diverses solutions, la plage de {luide inerte
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pourra aveir une étendue quelconque partant dé valeurs considérables
pour t trés grand, pour se réduire a zéro quand 7 devient trés petit.

Considérons plus spécialement ce dernier cas, qui correspond & la
seconde hypothése que nous pouvions faire en mettant le probléme en
équation.

Ce cas s’obtiendra en supposant que la ligne A se réduit a zéro,
c’est-a-dire que ¢, et ¢, se rapprochent de 'unité. A la limite, nous
aurons pour les quantités e,, e,, ¢, les valeurs

e 1 1
ey = = €3 —=— R
1 2 12’ 3 6
D’aprésiles formules de dégénérescence des fonctions elliptiques,
on aura dans ce cas
0=, W =TI,

et la fonction pZ se réduit a

I + I
3 v

sh? -
2

-

Un calcul facile donne alors pour ds 'expression

-~— f :’“e__ y
(6) ds—=—2 — et dl.
Méme dans ce cas particulier, 'intégration finie ne serait possible que
pour des valeurs rationnelles du rapport % ‘

3 ” T . . T, T .
En posant Z = — — + ¢ (9 variant de — S a+ ;), on obtiendra’
\

les équations paramétriques de la ligne libre sous la forme

T
T 20
(7) . AP (l‘:—‘r_r—'>
dy:zE sin pdp
T COSp

qui permettrait facilement son étude compléte (*).

(1) Ce dernier cas limite rentre dans une étude plus générale faite par M. G. Colonnelti -
( Rendiconti del Circolo di Palermo, . XXXII, 1911, p. 51-87). De méme, le cas général
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II. — Etude du cas d'indétermination signalé par M. H. Villat.

Comme je I'ai rappelé dans U'lIntroduction du présent (ravail,
M. H. Villat a donné le premicr exemple de mouvement plan discon-
tinu d’un fluide susceptible d’admettre deux solutions. Je ne crois pas
inutile d’en reprendre les caleuls par une méthode différente, I'expo-
sition s’en trouvera un peu simplifice et j"aurai aussi 'occasion de faire
quelques remarques intéressanles.

M. Villat examine le mouvement plan d'un fluide illimité (mouve-
mentuniforme et de vitesse cgaled tal'inlini), rencontrant un obstacle
formeé de deux Lames planes réunies en un angle tournant sa partie
concave vers le courant ('),

Il existe alors une ligne de courant qui, venant de Uinfini, se divise
en un point O de Pobstacle de facon a lentourer des deun ¢otés. Les
lignes de courant provenant de cette hifurcation peuvent épouser de
facon compléte la forme de Pobstacle pour ne le quitter qu'aux extreé-
mités (en suivant les trajels @, @ A, et ,4,), ou bien, au contrarre,
quitter Pobstacle momentanément au voisinage du sommet pour
laisser dans 'angle une plage de fluide inerte (en suivant les (rajets
®,Aa'A, el @, h,) (fig.6).

Telles sont les deax hypothéses qui, étudiées jusqu’au bout, ont
donné a M. Villat les deux solutions distinetes du méme pro-
bléme.

Etudions plas spécialement L seconde hypothése. Nous suppo-
serons le plan du fluide en mouvement vapporté & deux axes di
coordonnées rectangulaires, avant leur origine en ), I'axe des « élant
parallcle & la vitesse du fluide & Pinfini et dirigé dans le méme sens.

que nous avons Lrailé pourrait ¢ire déduit comme cas limile de résultats obtenus par
B. Caldonazzo ( Annali di Mat. pura ed apphcata, t. XNV, 1916, p. 33 ¢8). Ces deux
études ne partent du reste pas du méme point de vue que la notre et ne visent nullement
les indélermmations.

(1) Dans toules les questions qui suivront, le courant vient loujours de la gauche,
horizontalement. .
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’, . .
J appel!erm A et B les angles (compris entre o et , B> A) que font
respectivement les deux lames de obstacle avee Oz (*).

Comue nous Pavons fait dans e Chapitre précédent, nous inteo-

Ing. o, Ig. 6 bis.
A
" -
yr 7
@ Plan(z)
B
‘~B:
. AN 'n
...o-..._,._..'.. © A/
@ 5 %
e e ¥
i 13
\
\!}
Scme ~
2, A S

: .
duirons les fonetions £ et Q et les domaines correspondants. Nous
supposerons que f, qui n'est déterminé qu'a une constante pres,
s"annule pour 5 = o3 le domaine du plan (f) sera, alors, particulie-
rement simple, il se composera de la totalité du plan entaillé par une

lig. 7.
¢
Plan(f)
U(ﬂ::: -?_-_-_-.- Z(l.-:—.:..:: ——‘*?
@, - A,

coupure le long de la partic positive de Taxe des g, et lorsque le
point(zYdu plan dufluide décrira le contour A, @, 5, Ae"A,, le point (/)

(1) Les notations ainsi ntrodwites diflerent un peu de celles du Mémoire de M. Villat
pour retrouver ces dermeéres. 1l suffirait de poser

A=rn—a ¢, B=a«a--¢.
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parcourra dans son plan le bord inférieur, puis le bord supérieur de la
coupure (parcours indigués par des fleches),

D’autre part, le long des lignes de glissement A, et A,, la vitesse
devra étre constante et égale a ['unité, le long de la ligne A elle devra
¢tre également constante et rester inféericure a Punité; nous représen-
terons sa valeur sur celte ligne par e™*(a > o).

1 s’ensuit que la fonetion Q devea satisfaire aux conditions aux
limites suivantes, qui suffisent pour la déterminer.

On devra avoir :

sur w,, O =—A; sur 4,, T=o;
sur ©,. O =A—m; sur t,, T=o;
sur ', O —B; sur 4, T=-—a.

Le domaine (Q) est alors facile & déterminer : lorsque le point (5)
parcourt sa fronticre, alternativement les valeurs de O et de T restent
constantes, el, par suite, le point (Q) décrit un contour rectiligne
formé de paralleles aux aves de coordonnées.

Le~ parties de ¢e contour correspondant i A,, @,, @', A, ne peuvent
¢tre parcourues par le point () que dans un sens (le domaine devant
toujours ¢tre a la gauche do sens de déplacement indique par des
fleches) ('); au contraire, les parties correspondant d o, et A peuvent
tees bien se prolonger 'une ou l'autre & I'intérvieur du domaine eny
formant une sorte de coupure, comme le montrent les figures 8 et 8 bis.
La seule condition imposée a celle coupure est de ne pas arriver i
moreeler le domaine. Dans le premier de ces deun eas (fig. 8), la
vitesse passe sur le segment @, par un maximam relatif et la ligne A
ne presente pas d'inflexion s dans le second cas, au contraire, lavitesse
varie d'une facon régulicre sur le segment @, et la ligne A présente un
point d'inflexion (fig. 8 bis). Pour le pmblunu-‘qm nous oceupe,
seules les configurations non inflexionnelles sont possibles, puisque
le fong de la ligne &, apres avoir quitté le segment =, la valeur de ©
doit commencer par croitre. Néanmoins, pour des raisons qui appa-
raitront par la suite, nous ne ferons pas, pour le moment, de

{ 1) Nous aurons l'oceasion de revenir, & la fin de ce travail, sur cette affirmation, pour
la préciser davantage.
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distinction entre ces deux cas possibles et nous les étudierons simul+
tanément, nous réservant de revenir plus tard sur ce point parti-
culier ().

Ceei posé, comme les domaines (/) el () nous sont tous deux
complétement connus (*), il est tres facile de realiser la représen-

Fig. 8. Fig. 8 bis.
Y ‘[T
Al A .
-1:-.2‘3-- -_-1_'—1:_ 6 = P 1 - >0
’ t
& > L
“—— t (e':é==;---
1 A %,
ot 1P/an () 1 ®
1
@, ’

tation conforme de I'un sur 'autre, c’est-a-dire de déterminer Q en
fonction de 7, et I'intégration de I’équation '

d: = eQ df

nous permettra d'en déduire (out ce qui se rapporte au domaine par-
tiellement inconnu du plan (3).

Tout d’abord, la transformation /= ¢? réalise 'application conforme
du domaine (/) sur le demi-plan supérieur d’une variable auxiliaire ¢

(1) Des configurations inflexionnelles ont é1é étudiées aussi par M. Villat, mais dans le
cas particulier ol elles pouvaient scules se présenter, d'un obstacle analogue & celui que
nous considérons, tournant sa pointe vers le courant ( Annales de la Fuculté drs Sciences
de Toulouse, 191), p. 375-jof). Ce cas, dont je ne m’'occuperai pas dans le présent
travail, correspondrait & 'hypothese B < A.

() Remarquons que c'est 'hypothése des obstacles plans qui fait que nous connaissons
complétement le domaine (Q).
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et la transformation

e (¢ —p)ae
8 Q=—
) h./.: t(t—a)(t—b)(t—c)(t—d)

réalise I'application conforme du domaine (Q) sur ce méme demi-
plan.

La fonction Q devant étre réelle et décroissante pour les grandes
valeurs réelles de ¢, on voit immédiatement que la constante K est
réelle et positive, si I'on convient, comme nous le ferons par la suite,

de prendre pour le radical la détermination qui est positive pour ces
grandes valeurs de ¢.

Calcul de 'intégrale Q. — Il faut, maintenant, délerminer les cons-
tantes K, a, 8, b, ¢, d dc telle facon que le point (Q) décrive exacte-
ment le contour donné quand le point (z) décrira I’axe réel de son

Fig. 9.
A
Planft)
a |lo b c d
- - -
A2 @, @, A w '’ )\1

plan. [Les cinq dernieres constantes doivent se succéder en croissant
dans I'ordre ou elles sont écrites ou dans 'ordre a, b, §, ¢, d, suivant
que 'on prend I'une ou l'autre des dispositions possibles pour le
domaine (Q).|

Dans ce but, nous commencerons par effectuer I'intégrale Q au
moyen des fonctions elliptiques.

Le procédé de calcul de telles intégrales est classique, il consiste &
faire le changement de variable

—LPL=py 5
(9) t—'z pzl_pyl -+ 4

THRSE THIRY 3
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avec S,=a +b+c—+d et y' réel et compris entre o et 20,, les
périodes des fonctions elliptiques introduites étant telles que », et-‘%E
soient des quantités réelles et positives.

On sait alors que, dans ces conditions, la donnée des quatre quan-
tités ©,, w,, S,, ¥ est cnticrement équivalente a celle des quatre
nombres a, b, ¢, d (voir, par exemple, pour ce point de détail, le
Mémoire de M. Villat, p. 466).

Pour la commodité des calculs ultérieurs, nous ferons tout de suite
le changement de variable suivant : '

Z’:—-Z+—§, Y =20,—Y;
autrement dit, nous poserons

Ay ,
HeD)-rr

p(Z—g)—w X

ce qui a pour conséquence (voir, par exemple, AppELL et Lacour,
Fonctions elliptiques, p. 158)

(10) t——

(SR

de _
V(e—a)(t—b)(t—c)(t—d)

Si I'on pose pour un moment

/Z_Z o
(1) F(Z):iigz—;;_z:,
2

on peut encore écrire cette fonction sous les deux formes suivantes :

(11 bis) F(Z)=;<Z+%>_§<z_§>_g7
By
P—
=——2—+atl-y,
pL—pl

2

ce qui nous montre que F(Z) est une fonction homographique de pZ,
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sans cesse décroissante lorsque pZ varie ‘par valeurs réetes erois-
santes.

Si le point (Z) décrit donc le rectangle des demi-périodes :
0, =Wy, — @+, 0, 0, p(Z) et ¢ varieront par valeurs réelles
croissantes. Il s’ensuit, alors, que l'intérieur du rectangle du plan (Z)

Fig. 1o0.
r v )
2 1
o -———--i—e—-\r ————— i—‘—-—i—'—)
@, t
-h .l P/an(Z) py
@,
A —
Wy W, Wy

correspondra, de fagcon conforme, au demi-plan supérieur (), puisque
leurs aires sont simultanément a la gauche du déplacement des
mobiles.

Nous pourrons, ainsi, établir le Tableau de correspondance
suivant :

b
Ll-ei Z, “wy ~Wyt W, w, T o
PL | / s 7 e e P; 7 wee
(12) _ -—

F(Z\% \ N —
e P 0 S0 S e Sa S| S

et on voit immédiatement, sur ce Tableau, qu’au point = o cor-

respond, pour F, la valeur %, et, pour Z, un point Z, du segment

0, — w,; de méme au point ¢ =@, qui est compris entre o et ¢ cor-

respond, pour F, la valeur Z‘ — @, et, pour Z, un point Z, situé, soit

sur le segment Z,, — w,, soit sur le segment — w;, — Wy + ,.



— 20 —

Avec ces notations, 'intégrale a calculer prend la forme

(13).

ssz

F(7)—
F(Z)—F(Z,)

F(7’)dIA.

Or, on peut facilement transformer la fonction sous le signe d’inté-
gration; on a, cn effet, en se servant des expressions données plus

haut pour F(Z),
p’g p’%
F(Z)—TF(7,) = 7 — 7
J)Z,——P; pl — p;
4
— Py ; =< pl— PZ:
Pzz—P2 P"—P;
de méme
p’z -
F(2)— F() = —2— < 2P,
pLi—ps  pL—p;
d’ou
, ri, PZ'
F(Z)_F(Ilz): 2 pL— pZ,
F(Z)—FZ,) 7 P% pl—pi,
Z,—pl
_ PPy pla—pl
pls PZ A
<[ YZ+Z)—¢Z 1)
—8(Ze+70) + 8 Zs— 7)),
d’ou enfin
b4
PLi= P ofepli\. (T +1 '
2=k L R Pl O R [t(zz+Z.)—c</,—zt)]Z§,
pla—p; 3
O'(7|+7)

(13 bis) sz:n%

— [C(Za+ 7o) — §(Zy— Z.)]z p}



en posant

et
c(Z,+§>
P=L———
G(Zi—z)
2

La constante H est, alors, une constante imaginaire pure, a coeffi-
cient de 7 négatif qui, dans la suite, remplacera la constante K.

— (€Tt T) — §(Za— 20)1L.

Etude sommaire de la fonction logarithmique entrant dans 'expres-
sion de Q. — Dans un certain nombre des questions que nous trai-
terons, nous aurons l'occasion de rencontrer des fonctions de la
forme

(14) F(2) =L 2Bt D)

(Z,—1) [par convention F;(0) = o],

dans lesquelles l'imaginaire Z, est I'affixe d’'un point situé sur un
des cotés du rectangle des demi-périodes. Nous représenterons ainsi
par F, 'ensemble des quatre fonctions possibles, en convenant de
poser

L= pyoy, 1=+ s, 13 =3+ P30, L= py0s

les quantités w. étant comprises entre o et 1.

Nous aurons besoin de savoir, en particulier, quelles valeurs pren-
nent ces différentes fonctions aux points w,, w, = w,, = w,. Pour
cela, nous considérerons le domaine formé par le rectangle des demi-
périodes et son symétrique par rapport a I'axe réel, nous y tracerons
une coupure rectiligne allantdu point Z, au point , et nous isolerons
du domaine les points Z, ct leurs conjugués par de petits contours
circulaires, la coupure n’étant, du reste, essentielle que pour la fone-
tion F,.

Dans le domaine ainsi formé, les quatre fonctions F, sont régu-
lieres et uniformes. Voici, sous forme de Tableau, les valeurs prises
par elles :
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Parallélogramme supérieur :

Z el w3 Wy g AN ¢
F,| o an Ly +I7 a(ny+a g +imw 2y +in | o
(15) { F.| o an;3Ly +iT 2(ny+n) 1w l anZy—in o
F;] o 2n32+ im 2(n3+m)s—im oaml;—inm o
F, | o an L, —in 2(nz+n)2,—iT an Zy,—Iim o

Parallélogramme inférieur :

Z |—ei — w3 W, — W3 ©y €
F, | o —ongZ,—int  2(—ny+n)li—in  2nmZ,—in ‘ o
(15bis) ( F, | o —angly—in  2(—ny+my)l—im ‘ onZe—im o
F,{ o —omly—in | 2(— 04 n)li—in 2nZy—im o
F,.| o —eonly,—in  2(—ng+m)Li—in 2mL,—in O

Jindique tres rapidement la marche suivie pour établir ce Tableau.
On commence par étudier la fonction F, dans le rectangle supérieur
et I'on en déduit les valeurs qu’elle prend aux sommets du rectangle
inférieur. Un changement de variable de la forme Z =Z'— w; permet
de passer a une fonction du type F,; enfin, un échange du réle des
périodes donne des fonctions des types F, et F,. Quant a Iétude de la
fonction F, dans le rectangle supérieur, elle se fait sans difficulté
en passant aux fonctions S et en se servant des représentations
conformes classiques que donnent de ce rectangle les transforma-
tions « = S,v.

Détermination des constantes entrant dans Q. — Revenons a notre
fonction Q donnée par la formule (13 bis).



On dott avoir

”

Q=A-—-n pour Z—o,

Q=A—ai pour Z=—uw;
Q=B—a:¢ pour 7= — w3+ wy,
) Q=B pour Z=uw,

c’est-a-dire ,
H| ~P!'=A—n,
['l: —'2‘!]37‘,+i1l.'+[§(zg+z1)—C(Z;—Zl)]&),, ——l,{:A""ai,
H{Z(—n3+'ﬂ1)zl+in+[C(Z:-FZ,)——C(ZZ—'Jl)](m;,—cul)—P;:B-—ai,
Hj aomly +in —[8(L,+2L)—8Z -7))]w —Pl=B.

Ces équations (qui paraissent étre au nombre de huit, puisqu’il s’agit
de quantités imaginaires) ne sont pas indépendantes et se réduisent
4 quatre. En faisant, tout d’abord, la somme de la premiére et de la
troisieme, celle de la deuxieme et de la quatrieme et en les comparant,
on obtient immédiatement H = — ¢. La troisiéme peut, alors, étre
supprimée, et les autres s’écrivent : '

iP=A—mnm,
__l.; —2ﬂJZ|+lC(Z)+ Zl)““C(ZZ—Zi)]M,’!:'— ai,
_i, ZYIIZI—[C(Z)+'Iq)—{(Zz—Z‘)]b)]Z:B“‘A-

O’(Z1+ %)
En résolvant ces équations de condition par rapport & L—

T
a(Z.— %)

[C(Z,+Z,)) — C(Z,— Z,)] et a, on les met, ainsi que la fonction Q,
sous la forme suivante (en posant Z, = — hi, h constante réelle et

e W3\ |
positive < T) :
. o(hi—171)

a(lu'—— g)
—_L= >/

+(B—A+2nh) ;Z- +A—m,
1

(17) +(B—A+2'ﬂ1h)%+A——ﬂ=0,
o-<lu+z) !
2
(18) i[C(Z,+hi)—Q(Z,—hi)]+(B—A+2n,lz)wi=o,
1
nih T
(19) A—-—B——-—J;+az;;_o.
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Il reste, maintenant, 4 passer au plan (z) et & exprimer le fait que
les longueurs des deux lames sont données, mais, déja, nous prévoyons
le résultat. Ces conditions géométriques de grandeur seront au nombre
de deux; jointes aux trois relations précédentes, elles donneront cing
équations pour les six paramétres w,, wy, ¥, &, Z,, a; un de ces para-
métres pourra étre choisi arbitrairement et il y aura une infinité
continue de solutions.

Remarquons que la derniére ¢quation, seule, contient a, si donc
les autres paramétres sont calculés, a seradonné par la formule

a= E(B—A)+1r£- (\f=%:)
et cette valeur sera bien positive, puisque B — A et 4 le sont.

De méme, Z, n’entre que dans I’avant dernicre relation et il est facile
de voir qu’en résolvant cette équation la valeur trouvée pour Z, sera
toujours acceptable. Considérons, en effet, la fonction

(30)  f(Z)=i[4(Z+ hi) = L(Z— hi)]+ (B — A+ an, k)=

nous pouvons encore I’écrire sous la forme

(20 bis) f(Z)—:.i[zC(lu')— ﬁ%%ﬁ] +(B—A +2-n,lz)-‘i-- :

C’est donc une fonction homographique de pZ, elle variera, par
suite, par valeurs réelles et toujours dans le méme sens lorsque le
point Z décrira le rectangle des demi-périodes.

Or, on a en particulier, ¢ étant une quantité trées petite, réelle et
positive :

S(—hi— ei)=—oc0,

S w+m)—i ' +
: '_0)13 he 0,

3
2my

Cette derniere expression est évidemment positive, car les deux
termes qui la constituent le sont, et, par suite, I’équation qui nous
intéresse a une racine et une seule, située sur les parties du rectangle
correspondant & @, ou a A.
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. Cas particulier intermédiaire de M. Villat. — Dans son Mémoire,
M. Villat, pour terminer ses calculs, s’était placé dans le cas particu-
lier ou Z, avait pour valeur — w, (loc. cit., p. 478).

Nous obtiendrons donc ce cas en supposant qu'il y ait entre les
constantes la relation supplémentaire

- hi

i ‘20, B—A
(2r1) f(—‘ws)“w—l%ﬂ_‘*‘ P =o0

9w,

Il est facile de montrer (et nous nous servirons de ce résultat) que,
si I'on se donne 7, quel qu’il soit, on peut déterminer A de fagon &

satisfaire a cette ¢quation. Il suffit, pour cela, de remarquer que si A
o, Ni

. . . oy g, . L,
varie de o a T.’, la fonction ¢ /”‘ décroitde o & — o, car sa dérivée,

3, —

20,
prise par rapport a A, est négative.

Calcul de df. — Pour expliciter les éléments du mouvement dans le

plan (z), nous avans encore besoin de calculer la différentielle df.
Or, on a posé

. y’<l—§>—p’r J)’(Zn—}ﬁ—m

1
- ]
— A —
p(l—é)——m p(t— ﬁ)—w

)

EE R

c’est-a-dire, d’aprés une transformation déja faite plus haut,

'z :
(= Ll pl—plZ,
J’ZI—J’é pr—pl

2

D’autre part, on sait que 'on a (AppeLL et Lacour, Fonctions ellip-
tigues, p. 254) : :

- J:" _,:; ,‘r T .
ae=p(z+1)—p(z—1)]an, L g
’ ? o SNy
> el N
THLSE TIIRY 4 ff*.‘i‘ L e e
ﬁ"" W o . A
. N {x . ; >
& BN ,
-~ ' - v
ST



d’olr -
1 2}),% - .
(22) df =a2tdi= 2 pL P‘[p<z_l>_p<7,+£)]dz.
pli—pL pr—pl : ?
2

2
ou bien encore, en se servant de la formule classique,

g(u—+ ¢)a(u—r¢)

PU—=Pr==—=—"g s ’
et, du fait que
a’y:—‘p’ga‘éa ‘
'(n‘b'[s) df = 252y o(Z+7)ollL—1Z)o2l ..

a(Z,-i—%)a‘(Z.—Z—) a“(Z+§>a’(Z—£) ,

\

.’ol, par conséquent,

L TA
(23) ds=— — 2% 1°¢ W(Z)dZ
a<_/ _ /u'> a<Z + hi)
2 2
avec
(24) y(z)= —SE Mol peaviming

03<Z+ %)a“(Z—- -5)

On vérifie facilement que la fonction ¥ (Z) est une fonction a mul-
tiplicateurs constants et que 'on a

W(Z+20,) ="V W(Z),
Y(Z +2w) =e2W(Z).

Expression des conditions de grandeur de I'obstacle. — Quand le
point (Z) décrira dans son plan un chemin guelconque allant du
point O au point w, en resfant & 'intérieur du rectangle et en évitant

le pole ;;, le point (Z) décrira dans la région occupée par le fluide en

mouvemen( un chemin partant du bord inférieur de I'obstacle pour
aboutir & son bord supérieur, et son déplacement total est une donnée

du probléme qui fixera de fagon définitive, a la fois la forme de
I'obstacle et sa grandeur.



On devra donc avoir

w,

A
20ty ¢ W(Z)dZ =E + in = re'?,

a(l’ —m'>o-<1 +/u'> 0
2 2

£ et m (ou bien r et 9) étant des quantités données (voir fig. 6).

(25) et (25 bis) —

Résumé et position du probléme. — En résumé, le probléme dépend
de quatre inconnues principales :

wy, w3 b 7.

Les données sont les angles A et B (B — A> o) et les dimensions
horizontales et verticales de I'obstacle : £ et n (ou, ce qui revient au
méme, r et ©).

Les équations du probléme sont au nombre de trois :

a(hi——%)

(17) iL +(B—A+2mh);—z)— FA—m=o,
1

2 1A
(25), (25 bis) —2 a\ye -
a(l—m’)a<i +iu‘>
2 2
Wy 2 — hi 7 (B— Wl 2
< (7 — hi)o2Z : e(" ""m”'"ndZ:re"’-

"o 03(Z‘+ —};-)03 (Z——%)

De plus, les inconnues principales doivent satisfaire aux inégalités
suivantes :

®,> o0, %>0, 0<h<w—l.", 0<};'<w;-

Ily a en outre deux inconnues auxiliaires a et Z, qui, comme nous
P’avons vu, se déterminent facilement aprés coup au moyen des équa-
tions :

(18) [Ty 4 ki) — E(Zy— hi)] + &[n —A+anh]l=o,
1

nh
Wi

a— 2 (B
(19) dﬁiw,(B A) +
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Cas limites des formules précédentes. — Avant d’aborder la discussion
de I'ensemble des équations que nous vencns d’obtenir, nous allons
étudier quelques cas limites, dont ’examen nous sera utile par la
suite.

Supposons d’abord, ce qui est le cas le plus intéressant pour nous,
que le module 7 des fonctions elliptiques augmente indéfiniment.
Cela correspond a une diminution de I'importance de la ligne A par
rapport aux autres frontiéres du fluide et, a la limite, nous devrons
retomber sur le dispositif simple du premier cas de M. Villat ou il n’y
a pas de plage au repos dans I'angle des lames.

Les calculs sont faciles a faire en sc servant des formules de dégé-
nérescence des fonctions elliptiques.

Nous poserons

et la formule donnant dz deviendra

- mi\ .
sin’m( ¢ — — )sinany

. ¢ . c
sindw v——)-sm”n e
2 2

/

(26) ds =—Pe? ¥ R—Aw fo

La demi-période w, ne s’introduit que dans le coefficient P qui est
positif et a pour valeur

P 3 sin’me
BEY ¢ mi\ . ¢ mi
sint(— — — |sinmw( = + —
2 2 2 2

La donnée de ce coefficient pourra donc remplacer celle de w,, c’est
du reste un simple coefficient de grandeur qui déterminera I’échelle
de l'obstacle, les autres paramétres suffisant pour caractériser le
mouvement 4 une homothétie preés.

En faisant abstraction de cette homothétie et en appelant o I'angle
¢ — A (voir fig. G), angle qui suffit alors pour déterminer 'obstacle,
les équations que nous avons écrites dans le cas général deviennent




aprés passage a la limite :

. mi ¢\
sm‘rr<—- -+ —)

. mi ¢
sinft| — — =
2 2
. mi\ .
1 sm"rr(v-———)smﬂw
Rl

2
(28) Argument { — f
0 sin’w(v—%)ain“n(v-&-g)

La premiere de ces deux relations permet de tirer facilement m en
fonction de ¢, on trouve

(29) tll%mzlang(—w-tangﬂ%-

(37) ik +(B—A)c+A—m=o0,

\

elult—A\t'dVI -

Pour que la valeur ainsi trouvée pour m soit réelle et acceptable,

il faut que ’on ait
< T—A
“r—A+B

Nous appellerons ¢, cette derniére quantité qui est évidemment
comprise entre o et 1.

Ceci posé, il est immeédiat que lorsque c varie de zéro a ¢, I’équation
donnant m a une racine et une seule et celle-ci varie de facon crois-
sante depuis zéro jusqu’a l'infini.

Si nous représentons graphiquement les variations de m en fonction
de ¢, nous obtenons donc une courbe ayant l'allure indiquée par la
figure 11.

Il est alors facile de calculer les longueurs /, + /, et !’ des segments
©, @, et .

En posant v = — s, on obtient par un calcul facile
® sh’-::(.v + ’—:l—\)-shzns
J— i 2(B—A)s
(30) l‘+l’_8P£ [ch2ns — cosmc]? ¢ ds.

1 .
De méme en posant ¢ = S —1is,0na

w cl|°'rt<s + %’->-.~h21rs
| J— 2(B—A)s .
(o ! _8[)[ [ch2ms + cosme]? ¢ ds:
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On voit aussi immédiatement que si 1'on évalue le déplacement du
. . . . 1 i

point (z) entre les points ¢ = — {H et ¢ = — iH + 5 (H étant une

quantité positive trés grande), ce déplacement est trés petit par rapport
aux valeurs trouvées de [, + [, et de /. Ceci revient & dire que I’on peut
aller d’une des lames de I'obstacle a I’autre par un chemin trés court,
c’est-d-dire que la ligne A a bien disparu dans le passage a la limite.

Fig. 11,

c

. U . '
Enfin, si nous formons le rapport 77 ce rapport varie de facon
1 2
continue, lorsque ¢ et m varient en restant naturellement liés par
I’équation (23). On voit tout de suite qu'il tend vers zéro si ¢ (et par
suite m) tend vers zéro et qu'il se rapproche d’une certaine valeur
limite

2(B—A)s ds

** [shws + chrs] shams :
] [eh2ms + cosme, ]?

e2B—Als ds

14 )
(32) (l,+ by [ [shrs+chns]ishans
/0 [ch2ms — cosmey |?

lorsque ¢ tend vers ¢, (et par suite m vers ).

Si nous appelons a, la valeur de « correspondant a cette derniére
valeur du rapport des lames, nous voyons qu’en faisant varier ¢ de zéro
a ¢, nous ohtenons toutes les dispositions possibles d’obstacles depuis
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celle ou la lame ®,@, existe seule, jusqu’a la disposition limite que
nous venons de mentionner.

Cette derniére disposition est celle qui avait été ¢tudiée en premier
lieu par M. Levi-Civita et dans laquelle le point de bifurcation coincide
avec le sommet de 'angle des lames (').

Remarquons enfin, pour terminer ce cas particulier, que la limitation
trouvée pour la variation de ¢ tient & Uhypothése faite que le point de
bifurcation ¢tait sur la lame inférieure. Si 'on faisait varier ¢ entre ¢,
et 1, on serait conduit a donner a Z, une affixe de la forme w, — 4 et
I'on trouverait le dispositif répondant @ hypothése contraire. 11 est
évident que nous ne restreignons en rien la généralité en nous bornant
au cas que nous avons étudic (*).

Discussion du probleme dans le cas général. — Revenons maintenant
au cas général ou 7 est quelconque et posons ik = pw, ( sera réel et
compris entre o et 1), ce qui donne encore avec les notations intro-
duites tout a 'heure : im = pr.

Considérons d’abord la relation (17) qui s’écrit
(33) (o, p) = (L T BLa T C0) [B — A +2m, “ﬁu]c+A—n=o.

g(pw;— Cwy) A

Nous allons étudier graphiquement cette relation en supposant que
7 soit fixe et que ¢ et w représentent I'abscisse et 'ordonnée d’un
point R dans un plan (les quantités c¢ et yu varient respectivement
entre o et 1).

Calculons pour cela les dérivées partielles de la fonction ¢.

On a d’abord

be=10, [{(po;+cw) + {(pw;—cw,)]+ B ——A+2m%—’-p

P pos

Prw; — pcw,

::iw,[z{pms—}— J+B——A+2mm—;p..

On retrouve ainsi la fonction homographique de pcw, qui nous a

(1) Ces particularités avaient é1é déja étudiées par M Villat par une autre methode
dans le Chapitre I du Mémoire déja cilé.

(2) Remarquons encore que, méme lorsque = est infini, 'intégration finie de dz n'est
possible que s1 I'angle des lames est commensurable avec .
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déja servi pour la détermination de Z, et I'on voit facilement qu’elle
est positive lorsque ¢ reste compris entre o et 1.
De méme on a

Yo ="1w; [{(pw; + cay) — {(pw—cw;)] + 21 %_s_c

1
= iw, [2§cw,-— Jﬁi‘%‘)c_w,] + zm(‘—?c.

Cette fois nous regardcrons celle expression comme une fonction
homographique de puw, et nous constaterons qu’elle est essentielle-
ment négative, puisqu’elle I'est lorsque v prend les valeurs extrémes
oetr.

La courbe représentative de la relation y(c, u) = o est donc sans
cesse croissante. D’autre part, si 'on donne & c une valeur fixe et
qu’on fasse varier .de o 2 1, on a

d(c,0)=c(B--A)+A>o0 (sauf si ¢c=0),
d(c,1)=c(m +B—A)+ A—m.

Les valeurs de m correspondant a la valeur donnée & ¢ n’existeront
donc qu’autant que cette derniére expression sera négative, c’est-a-dire
que I’on aura

c< m—A (ou bien ¢ < ¢,).

Tt—A+B )

Enfin, on voit facilement que si ¢ est nul, w Uest aussi et que le
coefficient angulaire de la tangente en ce point est égal ilftangé et
T 2

aussi que pour ¢ = ¢, i prend la valeur 1.

La courbe représentative a donc en gros la forme indiquée par la
figure 123 naturellement cette courbe se déforme lorsque t varie, en
gardant toujours la méme allure générale. En particulier, si T augmente
indéfiniment, elle tend a se rapprocher du tracé rectiligne OFG. On
s’en convainc immédiatement en remarquant que I'on dcduirait cette
courbe limite de celle que nous avons étudiée plus haut dans ce cas
particulier (fig. 11) en en divisant les ordonnées par un nombre trés
grand.

Nous appellerons I’ensemble de ces courbes les courbes T = const.
A chaque point R de I'une d’elles correspond une valeur déterminée
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de-a, si bien que nous pouvons dire que chaque point R caractérise &
la fois une forme d’obstacle et une valeur du module .

Fig. 12,

Remarquons encore que, quel que soit 7, lorsque c et 1 tendent vers
zéro, la longueur de la ligne @, @, augmente indéfiniment par rapport
a celles de la ligne A et du segment @’. On en conclut que pour toutes
les valeurs de 7 ce cas correspond & un obstacle réduit au seul plan
inférieur (ax =o0). C’est ce que nous avions déja trouvé dans le cas
particulier T = oo.

Enfin, nous avons remarqué plus haut (p. 25) que sur chaque
courbe © = C se trouvait un point unique correspondant a la configura-
tion limite de M. Villat; ce point sépare sur cette courbe les configu-
rations inflexionnelles des configurations non inflexionnelles, et,
lorsque 7 varie de o 4 o, on voit facilement qu’il part du point ¢ = o,
i = o pour atteindre le point G.

Considérons la partie d'une courbe 7 comprise entre I'origine et le
point particulier que nous venons de définir; lorsque 7 varie, cet arc
de courbe balaye une certaine région (R) du plan comprise entre les
droites OF et FG et unc courbe I' (voir fig. 12). La région (R) com-
prend donc I'ensemble des points représentatifs des configurations
non inflexionnelles.

Ceci posé, donnons a a une valeur fixe «, comprise entre o et «,, et
distinguons sur les courbes 7 les parties le long desquelles a < a,,

TUFSE CHIRY 5
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parties que nous appellerons négatives, de celles oll @ > a,, que nous
appellerons positives. La région (R) se trouvera ainsi découpée en un
certain nombre de plages soit positives, soit négatives. La partie avoi-
sinant I'origine est évidemment négative (puisque a y est voisin de
zéro sur chaque courbe = = const.); au contraire, celle avoisinant le
point G est positive (puisque a y est voisin de a,). 1l existe donc
nécessairement au moins une ligne de séparation partant d’un point dela
courbe T' pour aboutir en un point dela ligne brisée OFG. S11'on déplace le
point R sur cette ligne de séparation, on obtiendra donc une suite
continue de conligurations correspondant & a,, c’est-a-dire a des
obstacles identiques & une homothétie prés et comprenant comme cas
extrémes le cas limite de M. Villat et la solution de M. Levi-Civita ou
il n'y a pas de fluide inerte dans I'angle (*).

Calcul de la pression. — Nous allons terminer cette ¢tude en effec-
tuant le calcul de la pression totale supportée par I'obstacle.
On sait que la pression en un point quelconque du fluide en mouve-

ment est donnée par la formule p = p, + %(1 — V?). Nous ne modifie-

rons pas la pression supportée par 'obstacle en supposant la portion
de fluide inerte située dans I'angle solidifiée et rattachée aux deux
plans qui lui sont contigus. La pression totale sera donc la résultante
de toutes les pressions élémentaires [po -+ %(1 — V-’)] dsappliquéesle

long du contour , @, A&’ et des pressions élémentaires p,dsappliquées
sur les faces arrieres du diedre.

(1) Je tiens a mndiquer en (uelques mols puurquol j'di fail usage d’'un mode de raison-
nement aussi général. Yavais pensé « priori que le long d’une courbe < la variation de «
se ferait toujours dans le méme sens et que par suite il n'y aurait qu'un point de cette
ligne pour une valeur donnée de a. Or, non seulement je n'a1 pas pu démontrer cette pro-
position, mais j’a1 eu des raisons de croire qu'elle n’était peut élre pas exacte, tout au
moms dans la région des configurations inflexionnelles 1l s'ensuitl que les plages positives
et négatives dont )’a1 parlé toul & I'heure pourraient (bien que ce soit peu vraisemblable)
étre plus ou moins morcelées et former des ilots se raccordant ou non aux bords. De méme, il
pourrait se faire que dans leur déplacement les lignes = passent plusieurs fois par certaines
parues du plan; nous regarderions alors ces parlies comme distinctes, portées par des
plans différents et formant comme les plis d’une éloffe. Dans lous ces cas, nolre raisonne-
menl conserverait encore Loute sa valdité.
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Il est évident, par un calcul classique, que si I'on appelle P, et P, les
composantes de la pression totale, en posant P =P, + iP,, on a

(34) P:zll.'[(l—V’)dz,

I'intégrale étant prise dans le plan (Z) le long du chemin o, — w,,
— W+ 0, 0.
Or, on a
dz = eQdf = ¢®-T df el V=e¢T

d’ou

(35) | P:;Li[f"'@—T df_fer@md_/].

Considérons plus spécialement la deuxiéme intégrale et posons

L=u—+iw,
on aura
£®-T— a(u+1w—ih) '(B—HM"””TA)I.WEA
T o(u +iw+ih)
ou, en changeantien — i,
e—10-T— g(u—iw+ih) “'“‘“‘"""'"::I.wg—u.
T o(u—i1w—1ih) H
d’ou enfin
1@4T o(u —iﬂ’—ih) HB—A+2
e - —

—— Wi @ik,
o-(u———uv—t-zh)e .

D’autre part, on a
df =—» oty

a(z -+ i/l)d’(z- —_ ih)
2 2

g(u+1w—ih)o(u-+iw—+ih)ea(u—+iw)
0’3<ll+ w4+ y)aa<u 4 (w — Z)
2

2

d(u+iw),

Or, lorsque le point « + iw décrit le contour d’intégration, f reste
réelle, nous pouvons y changer 7 en — ¢ sans en modifier la valeur, ce



qui donne
df =— 2 o7
a<1 +m>a<2 — i)
2 2

glu—iw4ih)g(u—iw—1ih)e2(u—iw) d(u— iw)

/
o"‘(u — w4 Z)a"ku——iﬂ'— Z)
2 2

Nous voyons donc que la seconde intégrale porte sur une fonction
identique 4 la premiere, mais tandis que le point u+iw décritle chemin
0, — W, — w;+ w,, »,, le point u — iw décrit le chemin o, + w,,
w,+ w,, w, symétrique du précédent par rapport 4 I'axe réel et 'on a

(36) P= ;%fe'gdf,

'intégrale étant étendue au contour fermé o, — w,, — w;+ w,,
©y+ O, 0y, O.

D’ou enfin P =mp, p étant le résidu relatif au pole triple Z = 1; seul
point singulier de la fonction sous le signe somme a l'intérieur du
contour en question.

Catcul du résidu p. — Pour effectuer le calcul du résidu, nous pose-
rons Z = E + ¢ et nous développerons I'élément différentiel au voisi-

Z=1.
nagede Z =

On aura successivement

=senes [i{-a=t)-s(-a-1)]
_ [57_§< +z/¢> 4

Cy—C( +l/l> (1

+

ey

I
~.
< =
N———

.I_
»*
.l_

NI e DI
L
< ~
\:‘/\T/
s |, —
+
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et, par saite,

eQ—1 siﬂ’(z> + i[iﬂ”@—’) - 9”(1)] R
a 2 2 2

On en conclut que le développement prend la forme

dz _elgéz___ 2

az 2_Y_.°P
dl — ~ df. ™~ e“+e’+e+”'

avec”=2l-tv—t<§+ih>—c<z —i/z>]—z[$2’<%>»
R G U R O}
Comme la fonction Q(Z) reste réelle quand Z varie par valeurs

réelles au voisinage de ‘f, les quantités Q' (%) et Q’(%) sont elles-
mémes réelles. Il en est de méme du crochet

rms(t ) -<(i-a))
On en déduit pour les composantes de la pression totale les valeurs
Pz:ﬂgn <%))
P,:n;z[cy _ c(% + ilz)— c(% - i/z>JSZ’<%>—Q”<%) g (")
ou encore en explicitant
P,—nmli r(V ; Y\l ! !

a,__'n:zt[», by +1h>—-§(; — zh)] + o-:(B—A+2"n,h) ’
P,:ﬂ(z [Cy—-C(% + i/z) — C(% - z'h>]

x gl[c(g + ih) _c@ — ilz>] +£:(B — A+ m,h){.

| p{t+)-+(3-));

(1) L'analogie des formules que nous obtenons ainsi pour les composantes de la pression
avec colles qui furent obtenues par M. Levi Civita dans le cas général n'a rien qui doive
surprendre. D’aprés le principe de solidification déja invoqué tout & I'heure, tout se passe
comme si nous avions a étudier le cas normal, sans aucune singularité, du mouvement du
fluide autour de l'obstacle courbe formé par le contlour w, ;A w'.

(37)

(37 bis)
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En particulier, la composante suivant la direction du courant P, est,
comme il fallait s’y attendre, positive et elle n’est jamais nulle.

En effet, nous avons vu plus haut, lors de la détermination de Z,,
que la fonction de Z

i[C(Z + th) —L(L—ih)] + wL\B —Atoan,h)
1

admettait une racine unique située sur les parties du rectangle des
demi-périodes correspondant a A ou a @,. Elle est donc certainement

"~ ' _7
différente de zéro pour Z = £ ().

III. — Considérations générales sur les indéterminations.

La fagon méme dont nous avons mis le probléme en équations
montre que nous ne I'avons pas envisagé exactement au méme point
de vue que M. Villat. Nous avons, en effet, mis sur le méme pied les
configurations inflexionnelles ct les configurations non inflexion-
nelles. Il est évident qu'au point de vue strict de M. Villat, ces der-
niéres seules sont a retenir. Du reste, le cas qu’il a explicité entiére-
ment, grace & ’égalité restrictive dont j'ai parlé plus haut, se trouve
étre le cas intermédiaire entre les deux systtmes de configura-
tions (?).

Pour interpréter les dispositions inflexionnelles, nous modifierons
un peu ’énoncé du probléme. Nous supposerons que I’obstacle soit
formé de deux segments ne se raccordant pas directement, mais

(1) 11 serait intéressant de savoir comment varie la pression dans 'ensemble des mou-
vements possibles pour un méme obstacle. Mais 1l faudrait faire intervenir ici le coefficient
de grandeur que nous avons néghgé, et les calculs paraissent assez difficiles. C’est la un
point sur lequel j'aurar & revenir dans d’autres Lravaux.

(2) Dans tous les problémes ou 1l y a des obstacles & aréles vives, les rayons de cour-
bure aux points de raccordement des jels sont nuls. Le cas de M. Villat présentait au
contraire, au point ou la ligne A quitle le segment @,, un rayon de courbure nfini. Cela
tient précisément au fait que c'est un cas intermédiaire ol le point considéré est limite
d’un pomnt d'nflexion Du reste, le rayon de courbure est toujours mfini si I'angle inté-

. . \ 3
rieur au sommet correspondant du polygone ( Q) est supérieur a w. Or ici, 1l vaut Tn .
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néanmoins reliés par une cloison étanche partant de leurs faces
arrieres (voir fig. 6 bis). Nous chercherons i réaliser des mouvements
dans lesquels la ligne de jet partant de I’extrémité supérieure du pre-
mier plan vienne se raccorderavec le second, en isolant toujours entre
elle et la cloison étanche une masse de fluide au repos dont la pression
soit supérieare i celle qui regne dans le sillage illimité d’arri¢re. Cette
disposition permetalors de réaliser des configurations inflexionnelles.
De plus, il est évident que cette maniere de prendre le probléme com-
prend le dispositf de M. Villat comme cas particulier. En effet, si
nous prenons avee cette hypothése un mouvement ne présentant pas
d’inflexion, rien ne nous empéche de prolonger les deux lames a I'in-
térieur de la masse du {luide inerte jusqu’a ce qu’elles se soient direc-
tement raccordées.

Or, un tel obstacle dépend évidemment d’un paramétre de plus que
celui de M. Villat (la longueur du segment ©,®,), et nous voyons
apparaitre une premiére raison simple expliquant pourquoi, notre
probleme dans sa nouvelle position étant normalement déterminé,
celui de M. Villat présentait une indétermination.

Des remarques analogues peuvent naturellement étre faites pour le
cas simple, que j’ai étudié en premier lieu, d'une veine liquide s’ap-
puyant & deux parois rectilignes illimitées, je crois inutile d’y insister
davantage.

Il existe du reste une autre facon de voir les choses, qui nous fera
pénétrer peut-étre encore plus intimement le sens de ces indétermi-
nations.

Supposons, toujours en prenant I'obstacle sous sa nouvelle forme,
telle que je viens de la définir, que nous terminions le premier
obstacle @, @, par un petit segment de plan, placé a I'extrémité libre
de la ligne &, (perpendiculairement par exemple). 1l est facile de
mettre le probleme en équations avec cette nouvelle forme d’obstacle
et aussi de trouver la fonction Q correspondante (fonction qui sera
naturellement un peu plus compliquée que la premiére) (*). On cons-

(') Je ne puis pas reproduire 1ct lous les caleuls, 1Is ne présentent pas de difficultés
spéciales; on les établira directement ou en se servant des méthodes de M. Villat (Acia
mathematica, t. XL, p. 101).
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tate alors que, si 'on fait tendre vers zéro le petit plan surajouté,
comme il fallait s’y attendre, on retombe sur les configurations
décrites plus haut. Si nous nous placons maintenant au point de vue
de M. Villat et si nous prolongeons les segments @,®, et @ jusqu’a
leur point de rencontre, en laissant subsister sur le premier plan le
petit obstacle 2 la place qu'il occupait, deux cas sont & considérer.

Si nous appelons D le point de séparation des lignes @, et A dans le
cas extréme ¢tudié par M. Villat, et si le petit obstacle est placé entre
les points D et B (voir fig. 13), le sillage qu’il laisse derriére lui, étant

voisin d’une configuration non inflexionnelle, sera entiérement au-
dessus du plan et la présence du segment prolongé EB ne changera
en rien le probleme.

Si, au contraire, I'obstacle additionnel est entre les points D et A
(voir fig. 13 bis), le sillage qu’il laisse derriére lui, étant voisin d’une
configuration inflexionnelle, coupera nécessairement (si I'obstacle est
assez petit) le prolongement EB du segment ©,,. Le probléme, au
sens de M. Villat, est alors impossible puisqu’il ya recoupement d’une
des lignes de jet avec I'obstacle, et nous sommes conduits i essayer
une configuration ou cette ligne de jet viendrait se raccorder avec le
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segment EB et non avec le segment BC, en isolant toujours une plage
de fluide inerte.

Nous pouvons done résumer ainsi nes résultats. Sur la face AB de
Pobstacle on peut distinguer deux plages : une AD est une sorte de
plage neutre; un obstacle placé sur elle, une imperfection de la lame,
donnera naissance i une perturbation trés petite (sous la forme d’une
petite masse de liquide ne participant pas au mouvement général),
qui diminuera jusqu'a disparaitre entiérement, s on réduit cet
obstacle, si 'on rectific cette imperfection: Pautre est une plage
critique : la momdre ierégularité sur elle tend a eréer une perturbation
d’¢tendue notable, avee un sillage se raccordant a Pautre paror BC de
Pobstacle, et quand hien méme on réduirait cette irrégularité jusqu'a
la farre disparaitee enticrement par une dimimution progressive, la
perturbation i laquelle elle a donné naissance ne tendrait pas i dispa-
raitre ct subsisterait toujours de fagon finte.

On voit immédiatement Finportance physique de ces résultats. 1l
semble qu'avec des obslacles parfaitement pohis, il 0’y ait aucune
raison pour qu'une hgne de jet se détache de la paror AB en un endroit
quelconque et vrarsemblablement ¢'est le dispositit de M. Levi-Civita
sans plage de lude mort o Pavant qui serait réalisé; au contrairve, avec
les obstacles matériels ordimaires, plus ou moms rugueuy, la plage de
fluide inerte tendrait toujours a se former, et cela sans doute le plus
(0t possible, ¢'est-a dire précisément dans le cas extréme étudié par
M. Villat. Ce dernier mouvement apparaitrait donc comme le cas
normal dans une expérience courante (').

Il serait sans doule encore possible de préciser ces divers apercus et
le champ de la recherche est largement ouvert de ce eolé; j'espere
néanmoins que ce que je viens de dire apporle quelque lumiére sur

(1) 11 est peut-élre permis de faire une cowparaison entre les phénoménes que nous
décrivons amst et la facon donl un cours d'cau arrondit petil a pelit les angles rentrants
que peut présenler sa rive. St I'obslacle ABC était susceptible de sc désagréger sous
I'action du courant, la plage neulre se trouverail pen o peu creusée, le courant tendant
a emmener une a une les parlicules qu'il en pourrait détacher, au contraite, sur la zone
crilique, les particules se prolégeraient muluellement el la plage de fluide neite, qui lend
naturellemenl a s¢ former avec les obstacles rugueuv, serait évidemment une plage de
sédimenlalion, el ce douhle processus lendrait a remplacer la paror anguleuse par une
courbe unique.

THI SE TIHIRY 6
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ces indélerminations a priort inattendues. En développant du reste ces
idées directrices dans les Chapitres qui vont suivre, nous allons voir
que le probléme est encore bien plus indéterminé qu’on ne pouvait fe
prévorr et que rien ne s'oppose i ce que, théoriguement toul au
moins, on ajoute sans cesse de nouvelles compheations.,

Enfin, la facon méme dont nous expliquons la nwssance des plages
inertes donne i penserque desconsidérations de stabilité des différentes
conligurations ne permettraient peut étre pas de farre un choix entre
clles. 11 est assez probable que ces configurations sont & peu pres
¢galement stables ou egalement instables; i, & partir d’une configu-
ation réalisée, on perturbe legerement le mouvement, il est tres pos-
sible que, lorsqu™il sera redevenu permanent, ce ne soit pas la méme
disposition que Pon retrouve, mais hien une configuration voisine
qui subsistera i son tour jusqu'a ce qu'une nouvelle perturbation se
produise.

Si Pon veat hien me permettre une comparaison grossiére, il se
passeratl, dans cette conception, quelque chose d’analogue i ce qui se
passe pour une bille pesante placée dans un evlindre horizontal, pour
laquelle tous les points de la génératrice la plus basse sont des posi-
tions d’équilibre.

Que les résultats futurs justifient cette conception, qui n’a aucune
pretention i s'adapter exactement aux faits, ou qu'ils Pinfirment,
d’importantes recherches sont i faive de ce eoté, qui ne sauraient
manquer d'étee fecondes dés qu'on aura Uinstrument mathématique
permettant de traiter les discontinuités en mouvement non  per-
manent ().

Enlin, je mentionne encore quelques résultats relatifs aux conligu-
rations inflexionnelles, dont jai pea parlé dans le précedent Chapitre.
Lorsque = tend vers zero, les hgnes = = const. tendent a se confondre
avee une ligne brisée formee d'une partie de Ow. et ’un are d’hyper-
boles en général, cela correspond a la disparition de la ligne @', Si
enlinle point Pvientau point G, ¢’est la ligne o, qui disparait et le point

(') Une Note récente de M. H. Villat | Sur le mouvement varwable d un flurde indéfine,
avec sillage, en présence d’un corps solide ( Compres rendus .Acad. Sc , mars 1920)]
semble permettre d’espérer alteindre ce but.
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de bipartition arrive 4 Pextrémité du segment de plan et tend i passer
sur l'autre face (voir fig. 12).

DEUXIEME PARTIE.

Nous venons de voir, dans le précédent Chapitre, comment 'intro-
duction d’obstacles supplémentaires, tendant ensuite i disparaitre,
¢lait susceptible d’expliquer les indéterminations signalées au début
de ¢e travail. Dans 'ensemble de cette premiére Partie, les obstacles
additionnels etaient toujours en contact avee I'obstacle principal de
facon & ne former avee lui qu'un bloe d'un seul tenant.

Il est & prévore que des singularités noacelles seront mises en ¢vi-
dence si nous appliquons la méme méthode avee un obstacle addi-
tionnel séparé de I'obstacle principal. Alin de donner un exemple
simple et approfonds de ce qui peut alors se passer, nous allons étu-
dier, dans cette deunieme Partie, le mouvement (toujours umforme a
Pinfint) d'un fluide dans lequel se trouveraient placés deux obstacles
plans normaux au courant, et nous nous réserverons d'¢tudier plus
spécialement ce qui se passe quand 'un de ces obstacles est (rés petit
par rapport i Fautre.

Pour de tels mouvements, diffécrentes hypothéses sont possibles sur
la disposition des lignes de glissement.

[l peut se faire :

1° Que les lignes de jet issues de chaque plan s’¢tendent indéfini-
ment derricre lui;

2% Que les lignes de jet de 'un des plans se raccordent avec I'autre,
celles de ce dermier s’étendant i 'infini;

3° Que les lignes de jet de 'un des plans se ferment derriére lui,
celles de autre s'étendant encore a Uinfini.

Telles sont les (rois conligurations que nous allons suceessivement
étudier (').

(1) N est évidenl que ces lrois configurations sonl les seules qui puissent se présenter.
Les lignes de glissement ne peuvent certainement pas se fermer sunultanément derriére



I. - Etude du mouvement du fluide avec deux obstacles plans normaux
au courant, dans I'hypothése de deux sillages illimités a 'arriére.

Le long des lignes de discontinuités introduites avee cette hypo-
thése, lavitesse du fluide devra nécessairement ¢tre constante et égale
4 l'unité. Les lignes extérieures A, et A, (voir #g. 14) présenteront

Fig. 14.
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une disposition analogue & cclle qui existe dans le cas d’un obstacle
unique; quant aux lignes A, et A, elles limiteront un jet fluide de
largeur plus ou moins grande, mas elles devront rester convexes et
tendre a prendre a Uinfini une direction horizontale de facon qu’il n’y

les deun obstacles car on tomberait sous le coup et du paradose de d’Alembert et de
celui de M. Brilloumn Il est impossible aussi qu’une seule des hgnes de jet d’un ohstacle
se raccorde avec I'autre, par suile de la présence d un pomt d’inflexion sur la frontiére
d'un sillage 1llimité. Ce dernier cas ne pourrail se présenter que si les deux plans. au lieu
d'dtre 1s0lés. élaient réums par une cloison élanche reliant leurs faces arriéres. On retrou-
verail alors les obstacles étudiés au Chapitre 1l de la premicre Parlie dans le cas parti-

. T
culier A=B = 3
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ait pas de recoupement des lignes de jet & I'arriére des obstacles. Nous
laisserons néanmoins de coté cetle derniere condition, nous réservant
de ne I'étudier qu'une fois les calculs terminés. Le mouvement pré-
sentera alors la disposition indiquée par la figure 14.

Le domaine correspondant du plan (/) est formé de 'ensemble de
ce plan entaillé par deux coupures suivant des demi-droites paralléles
a I'axe réel.

Une application simple de la formule de Schwarz permet de réaliser
la représentation conforme de ee domaine sur le demi-plan supérieur
d’une variable £ au moyen de la formule

(38) f= Rt =22=p)

2]

'

L
+aIGLE'
e

I’origine du plan (/') est supposée correspondre au point de bipar-
tition de I'obstacle supéricuret il est facile de se rendre compte que la

Fig. 15,
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donnée des deux parameétres 2 et B («<<o, 3>0) est entiérement
équivalente a celle des coordonnées de I'extrémité de la coupure cor-
respondant au second obstacle. Enfin, le logarithme a la détermi-
nation réelle pour ¢ positif.

Le domaine (z) présente alors la disposition indiquée par la
figure 16 et nous représenterons par a, =, b, o, c, B, d les valeurs de ¢
correspondant aux points de séparation des diverses lignes et A, ces
valeurs ¢lant rangdes, ainsi écrites, en ordre eroissant.

Le domaine du plan (Q) est un peu plus compliqué: si nous suivons
les variations du point (Q) quand ¢ déeritde gauche a droite I'axe réel
de son plan, nous voyons immédiatement que ce pomnt part de I'origine
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et décrit deux fois dans le meéme sens le contour de la demi-bande
illimitée comprise entre les deun paralleles @ = =+ z?-: ¢l située au-des-
sous de 'axe des ©. Ce [ait, joint i la remarque que le domaine cor-
respondant dans le plan (Q) au fluide en mouvement doit étre a la
gauche du déplacement du mobile, nous conduit i envisager ce

Fig. 16.
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domaine comme élant porté par une surface de Riemann, ayant néces-
sairement un point de ramification R i Uintéricur du domaine (*).

Fig. 17.
T
e 2\_2___ 1'4-— -
B S T
P/an(ﬂ) ‘ T
i ;|

@, ||2o

——

A ce point de ramification correspond, dans le demi-plan supé-
rieur (¢), une valeur imaginaire de ¢, et si, par le procédé de symétrie

(1) il y avail plusieurs points de ramificalion, le domaine ne pourrait étre simplement
connexe. ’ '
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de Schwarz, on prolonge analytiquement la fonction ¢(Q) dans le
demi-plan mférieur, on voit qu’a la valeur imaginaire conjuguée de la
premieére doit correspondre aussi un second point de ramilication de
la surface de Riemann (Q) extéricur au domaine qui nous inté-
resse ().

La représentation conforme du domaine (Q) sur le demi-plan (¢) est
alors assurée par une relation de la forme

] , B
(39) 9:_/ ArP+Bi+C d,
J. (t—a)(t =)Wt —a)(t—b)(t—c)(t—d)

formule dans laquelle le radical a la détermination positive pour les
grandes valeurs réelles de ¢. Les constantes A. B, C sont réelles, A doit

Q
Ty est
évidemment réelle et négative. Les racines du numérateur corres-
pondent aux images des points de ramification signalés plus haut;
elles devront étre imaginaires conjuguées, c'est-a-dive que I'on devra
avoir en outre

de plus étre positive, puisque, pour de grandes valeurs de ¢
» P )

B—4\C<o.

Calcul explicite de (2. — 11 est ici encore facile de caleuler explicite-
ment I'intégrale Q au moven des fonctions elliptiques. Nous poserons,
comme nous I'avons fait dans la premicre Partie de ce travail,

/"' ot __,,_'/
J Vi—=a)y(t—=b)(t—c)(t—da) 2

'

d’ou ’on tire

! ' -/ !
» (L.“- -7 g
(40) e=1 ! + 5

’ .;*<Z~§> — by § ,

S;=a—+ b+c¢+d, o<y <20,

(1) Voir, pour ces diverses exlensions de la formule de Schwarz, le Mémoire de Schlafli
déja cité.
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Comme plus haut, la donnée de a, b, ¢, d est équivalente a celle

des demi-périodes o, ¢t o, de S, ct de y <m‘ el 3:-" réelles et

positives).
On peut alors écrire
A4+ Bt+G P Q

(t~z)(¢—@)='\+t4—a+t—-ﬁ

avec '
B=—A(a+B)+P+Q,
C= Aaf—PB—Qua

En suivant les variations de la fonction de ¢ ainsi écrite, on voit
facilement que la condition B* — 4AC < o, jointe au fait que P est
superieur a a, entraine P <o, Q > o.

D’ou pour £ la forme

z P
(41) Q1) =— A+ \
: p (1) —p'y
2 RN 2, S,
2 [,y T
) (6 —;) —py
a -

(42) F<Z, %) - ;_P(/ _ §> —r

La fonction F (Z, é) variant toujours dans le méme sens quand le
point (Z) décrit le rectangle des demi-périodes et passant par toute
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valeur réelle donnée a I’avance, nous pouvons poser

F(Z,, 7) - S,

!
Pt ) =—g+8

F(Z;,. Z) =— i:
N 2
ces formules servant de définition a Z,, Z., Z,, quantités qui seront
parfaitement déterminées et remplaceront désormais «, B et S,.

La disposition des pomts correspondants dans le plan (Z) est
indiquée nettement sur la figure 18, d’aprés 'ordre de grandeur des
constantes primitives (').

\

Fig. 18,
«
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L’intégrale Q <e décompose alors en trois parties, dont la premiére
se calcule immédiatement.
La seconde partie revient au calcul de

! d7.

F (/ Z) _F (z., 7)
x 2 2

)

et est susceptible d’une intégration trés élégante.

(1) Cest la nécessilé d’'avoir des domaines a la gauche du déplacement des points qui
fait que nous prenons, suvant les cas le rectangle des demi-périodes ou son symé-
trique par rapport a I'axe réel.

TAPST THIRY 7



On a en effet (voir p. 20)

1 ,;)'-2/- pl.— pl.
F(z,2>__p(z“£):: pl—pk
2 2, y 7

pla—p s pl— ps

En permutant Z, et £ £ cette formule devient
f

y 7
. I ‘pﬁ — J)_
F(LZO——F(f,L>:: A 2

C ph—ply’
yg_yhy PL
d’ou, par conséquent,
1
F(Z,z>——F(Zh7)
2 2
'(.})Zl_.l’§>
:_n_—_____[bu A)—b(—;L)l
p/Xy/
’ v
@L~p9 / 1,
- ———[:(Z+Z,)——C(Z—Z|)--C(- +z.) +c(- —z,\].
17 17 2 2 / -
P ;P Z,

L'intégration est alors immédiate et donne

A

’ d7.
| @y
, 2 2
h

b A st O ) soa o)

La troisieme intégrale se déduit de la précédente par le simple
changement de Z, en Z, et la formule donnant Q prend la forme

</ _t o q<z, v
9(7):1,‘ U(ln““/) 2)_'_() 6(/1*)+/) )

P ) T )

Nl*d

N~
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P,, Q,, H étant de nouvelles constantes liées aux précédentes A, P, Q

par les relations
2
(J)Zn— P %)
r=rP—

plyx<p —Z
2
<tp,/2 _—J)— )
0=Q- )
[ ‘I”!‘

= (o) s(t)| o ()< ()]

L’ensemble des neuf parameétres primitifs
A, B, G «a B3, a b, ¢, d
est alors remplacé par les données équivalentes

H, Py, Q, 7, 7,, 1;, o, oy 7

Détermuination des constantes. — 1l reste ici encore a déterminer les
constantes de facon que le domaine du plan (Q) ait bien les dimen,
sions et la position indiquées par la ligure 17.

D’apres les expressions données pour les constantes Py, Q,, 1, on
voit immédiatement que Jes deux premicres sonl des imaginaires
pures a coeflicients de s negatif et la derniere une quantité complexe
de la forme K — 27, P, K étant reelle.

Q peut alors s’écrire ainsi

, all,+ 1) o(l,+ 1) ,
QL) =P L——— +Q)L————~ + (k- 2q,P)Z+ A\
( ) 1 0‘(/41-—--/4) (\.l G(Li‘/‘) ( 1 1)
en posant

R Cat ) B e
/\—_———(K—gn,l),)g—l’,l,———Q:l ——

(n—1)  o(n—i)

\ /

Les conditions provenant duv plan (Q) montrent que Pon doit avoir
P | . 1

T ™ T
Qo) =+ 3’ Qw)=— ") Q)+ ng) =+ 3’ Q(wy)=—

w3l
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En les explicitant, ces relations s’écrivent (voir Tableau 15, p. 22)
A=+ E:
2
v . . - '
P’[?"Il/q — le] -+ (‘)ll_z'ﬂllm— lﬂ'] -+ (l\ —2 fupl)(lll -+ A=— -2-’

Pyl2(ni+ns)Zy+ in] + Qi[2(ny+ n3) La— 7]
-+ (]\— 21]1[)‘) (0J1+ (IJJ) +¢&=+

SR o in

Pil2nsZy+in|+Q[204, —in]+(h—20P)o,+ \ = -

Ce systéme est trés facile a résoudre. En séparant les parties réelles
et les parties imaginaires el en combinant les équations comme il a
déja été fait précédemment, on trouve, tous calculs faits,

I .
A=+ - K =2in,,
P=Q,=—1 7.+ 71,= 0,4+ w;.
En portant ces valeurs dans la formule donnant Q, on peut mettre
cette fonction sous la forme

a(ly+ 1) s(L,+ 1)

(43) RA)— T 7T T

., T
—2in 1 + 3

Sil'on pose Z,=w,+ih et Z,= o, —ih(puisque Z,+7Z,= 0, + wy),
on obtient encore pour Q la forme équivalente

_ g (th+ 71)e,(ih —1) =

. O/( —_ - -
(43 bis) Q1) = AU EY A

Quant a la relation \ = '—;, elle exprime naturellement le fait que Q

doit s’annuler pour Z = é etelle prend indifféremment I'une ou 'autre
des deux formes suivantes :

7<Z|+§)5<Lg+§) -
(44) —b - —- =yt =0,
o) (1)
o, (zh—\-g) 03<[/ ——-g> .
(44 bis) — (L - o=
o, (t/l—- é) a'.<ilt+ g)
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Calcul de df. — Pour passer au plan (3), il reste encore a faire le
caleul de df. Or, nous avons posé

f:(l~f>)(/;—2d*(3) +aﬁLé,
ce qui donne
df = “’;)t(‘i&dl.
Mais nous avons vu plus haut que 'on avait :
'L . ,
‘:F<Z,Z>—F(ZJ, Z)—_—_ L ‘p/,~‘|)/.z’
2 2 Pl ~‘p22- pZ——‘pg
. o
t—a=F<Z,Z>—F<Z,,Z): P PLl—plL
’ > p, —J)% A
¥4
‘ p' L . .
(—p=p (0 1)~ (n 1) =2 oL,
> > J)Zs—y% J’Z—J)g

et aussi que
di = [p(Z—- B (2+ g)] d.

On aura done, en transformant les diflérences de fonctions p en
produits de fonctions g,

e g)e(e)
U(Z,—+— Z\)a(ll— Z)o’(l,—l— —/-> a(/Z,-Z)
2 2 2 . 2

o(l+2L)o(l. —1L))o(L+1y)0(L. —1.)o2Z
o <Z+ f) as<z— §>a(7,+z3)a(z—z,)

(43) af

dL,

formule susceptible de z'écrire encore
oty 7(\7,34- };') T (Z;,— —g-)
gy (i/z -+ f) Gy <[lz — é) g, (i/z -+ %) g3 (ilz — %)

o (th+71)o,(th—71)o3(ih+ 1) o, (th — 1) o2l
o (7. + _i.) a==<7, _ é) (74 1) o(h.— 1)

(43 bis) df =

dl;
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d’ott enfin, pour dz, 'unc ou I'autre des formules équivalentes

o"’yu('l,a—i— %) a(Za— g)
ds=1 - — . & (2)dL
U(Z.-i— g) a‘(Z,—— g) a(Z,+ %} a('ln— %)
(['6) avec
(D(Z): / ;i(Z—FZl)ol;(Z*"'Zg)gzZ R
o (L+ 5) o (z — L) ot L) o (L~ 1)
ou
azya<Z3+ %) a('/,,,-— %)
s —1i . . - —®, (7) dL
g, <t'h + f) al(th — /> o3 (ilz —+ i) c,,(ih — —/->
2 2 2 2
(['6 blé‘) avec
. N e .
®,(4) = o3 (2 + ih) et (Z.— th)yaal

r,—z (/1_%) (7 ﬁ) Sl +13)a(f ~T)

lei, la fonction @ (ou @,), comme on le constate facilement, admet
les deun périodes 2o, et 20,5 il serait done possible de faire 'inté-
gration jusqu’au hout et de réaliser sous forme finie toutes les circon-
stances du mouvement dans le plan ().

Résumé et position du probléme. — En résumé, le probléme dépend
de six constantes w,, w,, ¥, Z,, Z,, Z, satisfaisant aux relations

li+1, =+ wy,
Q1) =o
2

6y >0, %>0, o<y<2w,.

et aux inégalités

Il faudrait, [pour achever de les déterminer, adjoindre aux équa-
tions précédentes les conditions résultant des données géométriques
de l'obstacle, données qui sont au nombre de quatre (les longueurs
des deux lames et leurs écartements en largeur et profondeur).
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Le probléme, sous certaines conditions de possibilité, est done
enticrement détermine, sans que ['on puisse se donner a priori U'tneli-
naison du jet intermédiaire compris entre les deux lignes N, el '\,

Ln d’autres termes, si Pon éerit en plus la eondition que ce jet est
horizontal, ce qui se traduit par Q(Z,) = o, les données géométriques
ne peuvent plus ctre prises arbitrairement : hypothese des deux
sillages ilhmités ne peut donc s'applquer qu’a des dispositions particu-
lieres des deux obstacles.

Etude du cas ot le Jjet intermédiaire est horizontai. — Nous allons, en
nous placant dans ce cas particulier, qui est le seul physiquement
admissible, pousser un peu plus loin les caleuls. )

Etudions tout d’abord la condition Q(Z,) = o.

L’équation Q(Z)= o peat encore s’écrire

g (th+171) o (th—1)
ay(th +71)  a,(th— 1)

(47)
ou, en passant aux fonctions de Jacobi et en posant Zye, — e, =u,
hye, — e, =1,

(47 bis) ien(il+ u) =cn(il — u).

Cette équation développée par les formules d’addition devient

; ‘
: (.’|7te") r(u):,—m
en posant pour un moment
T(u) = snudnu
T enu

Cette fonction T(u) se rapproche heaucoup par ses propriétés de la
tangente trigonométrique, de méme que sn « et cn « ont des analogies
avec le sinus et le cosinus ordinaires (').

(1) Dans un Mémoire Sur les fonctions cllipuques de premiire espice ( Noucelles
-Innales, 1898, p. 367), M. E. laggi proposait d’appeler cosinus et sinus elliptiques les
en

fonclions in et sn, T serait la tangente clliptique.
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Voici ces propriétés fondamentales, faciles i vérifier

'l‘(u):—«(%l,cnu,
T(u+2K)="T(u), T(u+ 27K =T(u),
[\ I 1 m A - 1
T(u+ R)= ————T(”)» T+ (K')= +,————l.(u),

T(—u)=—T(u).

La fonction T(«) est réelle et croit de o a = lorsque u restant réel
varie de o a K; elle est imaginaire pure et %T(u) croitde oawlorsque u
varie par valeurs imaginaires pures de o & 7K',

Ces propriétés montrent immédiatement que I'équation Q(Z) =o
a deux racines dans le parallélogramme des demi-périodes, I'une sur

le coté o, o, (c'e:l celle qui correspond a /)>, I"autre sur le eoté w,,
\ 4

ws+ o, (c'est celle qui correspondra i Z;). Ces deux racines sont

symétriques par rapport au centre du parallélogramme, autrement dit,

on devra avoir entre 7, el —{ la relation (res simple

5 + =0+ 0.

Il reste maintenant, en (enant compte de cette condition, i mettre dz
sous une forme permettant I'intégration. Pour cela, nous nous servi-
rons du fait ueE stant une fonction elliptique, on peut 'exprime

que 7 ete ptique, p primer
rationnellement en fonction de pZ et de p'Z.
En nous servant des expressions trouvées pour ¢, 1 — a, 2 — { et dt,

on peut mettre df sous la forme

Ul oz, —pl

O L TR s
P72 —pz pZ,——pZ LpZ — pZs;] pZ—pZ '
474 LA L LAy d “3 d LAY

(48) df= p'7dl.

Or, on a
a_ 0l +1L)a(Zy+ 7)

e — g 202

U(Zl—Z)U(Z)—Z) !

ce qui donne pour dz, en transformant en produits de fonctions ¢ les
p
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numérateurs pZ — pZ, et pZ — pZ, :
le [PZ _PY]

(49) ds=1- 7
[pll py l [P7’—.P-]
p'7 [a"(Z,+Z)a’(Z,+ 7)
9 [7 2 7
[‘p'/,——‘pl,,j|‘p7,——-‘p£]& a*l, 27, c*/

ou encore, puisque Z, = w, + th et Z, = w,— 1k, aprés quelques trans-
formations,
)2l —n?
P 2 [APLJ i L 1

[PZA—PZ'] [.PZ'—‘P%]
=< »'2 : [m(z:_illzlz):;z(cz'z—lh)]gdz'.
[PZ—pZa][pZ—pg] - e

Considérons en particulier le crochet
s’écrire encore (voir T. et M., form. XV) :

x

] g,

(50) dz—=1i

(2 + ih) oy (L — ih)
oth oyih a7,

, 1l peu

g lolathayih —(e,—ey)al.a,Laih 0',1/1.
a*l.a,iha,ih

(9=

on tire facilement, en appliquant les mémes formules,

Or, de I’équation

1.7
g Loyt , .
. 'ata glthoyih
) =(ey—e;) ——>
Y _ 7 g itha,ih
clagy Ll
2 "2

ce qui donne pour le crochet en question

(1 + ih) oy (7 — ih)
a?l.o thaih

0'|ZO'_;ZO'ZO‘ZZ——I.0'Z aaZalzaaz
2 9 2 "9

0.2/0.70. 4
2 ‘o

e
=Vpl—e Wpl —e;—iyph—e, p——el
\/p——e,

THESE THIRY 8
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d’ou enfin, apris quelques transformations dont je pense inutile de
reproduire le détail,

(51) [U,(Z + ih)aes (1 — ih)]’

gl o thasih

Y/ 4
=(pl—p? )7-—0-—-(0’_?')(&*("’) ! iy
=\pl=pg )Pl y 2 7

J);_e! P;'—(’i
- ; J)’Zp’.—:
Z[PZ—PE][PZ"‘.PZs]“‘E'—,
2 Z-——e
Y3 2
puisqueZ3=w,+w3—£=_w,_lz’.

L’expression de dz prend alors la forme définitive suivante :

2

plpz

: I
[Pz—pg] *p

Le coefficient M, qui a pour expression

’Y[Pz'i PY]

2

)
[PZ.—PE] [plz—-aog]

est réel et positif, comme on le voit immédiatement; sa forme n’a du
reste rien d’essentiel, on peut se donner les périodes w, et w,; seule-
ment par leur rapport t, ce qui détermine les éléments du mouvement
a une similitude prés et le coefficient M arbitrairement choisi
a posteriori en fixera la grandeur.

Le premier terme de dz s’integre immédiatement, il reste alors &
calculer I'intégrale

» I

p"7

(32) ds=iM 3
—e [PZ—PH (p7.— ps)

di.

W I b o]

M=

pd

7
(53) l(Z):f 2 P dz.
v pl—e [PZ—P%] [pZ—pls]

[
Pour cela, nous décomposerons, suivant la méthode générale, la
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fonction sous le signe somme en éléments simples. Cette fonction
posséde dans un parallélogramme des périodes les deux poles simplas

Ly et — Z, etles deux poles triples 7—: et — %’

Les parties principales correspondantes sont de la forme

) o D
7—17, 7517,
CA B C A B C

-+ et

ri "\ 2 - ri . ’
,_Z> 7—1) 71 z+Y) (z+2) 741
2 2 2 2 2 2

et un calcul que je ne reproduis pas donne pour les coefficients les
valeurs suivantes :

4
A= it
(\pl—'—ei) (pl;-—pl.-,)
(el o) —apnl
B = —— ’ 59
a(p-é——c.) (J)é—pzs)
(34) { . Y: e —
c— plpri_pnt [N;(wﬁ-—ph)—p";]:)’;
pa N —~— T - Cl 9
2J)’2(J)%—e,> (‘p%—‘pl,) (J)gl—'"’> (J)-z-—‘l)/.J) -
P'Zx{P”?Z‘

P D == - .
T )

7

Si I’on forme alors la fonction

. 8 \, Y " y '
C[:(I, - %) —¢(z+ %%.2;_2_1 +B[,p(£—§) +,;><Z+ 5)—2)3%‘

+ i:- Lp' (Z +{> - p«(z — ?5’)— 2,)'7] + DL —1,)— L(h+ Ly)+ 2875],

2

cette fonction a les mémes poles que la fonction & intégrer avee les
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mémes parties principales, elle n’en différe donc que par une constante,
et comme elles s’annulent toutes deux pour Z = o, elles sont iden-
tiques.

On en conclut, pour I'intégrale, la valeur

a<z+7,\
(39) 1(Z)=C —_L=2 7 +27‘C"¥2'

a(z —Z)
2

a(l;+171)
+D[_Lo'_——_('/,3——l) -+ 2ZCZ;,:|:

les logarithmes ayant toujours la détermination nulle pour Z = o.

Nous nous proposerons tout d’abord de calculer les éléments géo-
métriques des obstacles. Nous appellerons ¢ et /' les longueurs des
deux lames, « et y leurs écartements horizontaux et verticaux (voir
fig. 14). Pour obtenir ces éléments, nous aurons a évaluer les inté-
grales suivant trois cotés du rectangle des demi-périodes (en évitant
au besoin les poles par de petits détours intéricurs i son aire).

On obtient ainsi en se servant du Tableau donné page 22 les trois
intégrales définies suivantes :

2

! L = 1l(w;+ w;) — 1(0;) =_(Il—my+2m.§%l —2B[~n,+w|p7]

— 1\0)|J)’.§+"[f117+[Tf—'20)|c-|;/)-]‘

V=1(w)— I(m1+m,)=C[+ 9 — '».o)JC%J +2B

g+ "’JJ‘%“
(56) _ )
+ Aqu‘p’g + I)l—— 3y — im + 2°’~‘§’éJ’

W:l(&)a):C[—-ﬂa}‘ —Iint+ 26);@%] — ’LB[(};-F(,);,J)-EJ

— \(1),;,])’ 7 + “[n,'/ —_ 'go)ac’;ﬁ.]

i 2



et les éléments géométriques en question prennent la forme
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.})’Z J)’Z .
L =M ———2+ |
.P%“‘ez P%"'el
J"'E i |
' =M] — +5W ’
(57) .Pg‘“‘e.s
z=M —-;;(U—I)m') ,
pl 'l 1
2 2 3
| ‘pg—-es ‘p%—e,

Enfin, la largeur asymptotique A du jet intermédiaire, qui corres-
pond dans I'intégration au petit détour que I'on a été obligé de faire
pour éviter le pole Z,, a pour expression
(58) A=\|[—l)§].

Il reste maintenant i rendre les expressions ainsi écrites plus
maniables en les transformant de facon a faire apparaitre sur elles
quelques résultats pratiques. Le calcul, assez long et dont je ne
reproduts pas tous les détails, consiste, en passant par I'intermédiaire
des fonctions ¢, a introduire finalement les fonctions de Jacobi.

Nous signalerons tout d’abord des relations simples entre les quan-
tites U, V, W qui permettent de ne calculer qu'une d’entre elles. Si
on forme les combinaisons Uw,+ Vo, et Uw,— Ww,, en tenant
compte de larelation classique 2(7, w, — 1, 0,) = =i, et qu'ensuite on
combine ces expressions par addition ct soustraction, on trouve les
deux formules importantes suivantes :

V+W=—m|C+D],

(39) ( \—W:—n:i[(tl~_l))<l——- —a—

n

)

B] +2[ U — Dri]r.

"y

. ~ dr 1 .
Calcul des cocfficients A, B, C, D. — Nous nous servirons surtout
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dans ce calcul de la formule bien connue

iy

gL el =1 A
‘o a2~ 2 vy

Py — ¢

et, pour la rapidité de I’écriture, nous poserons

‘p%——e,:‘(,.
On obtient ainsi '
pl Pl
(60) A= - = s ’
lpé—e,l[p%—pl;] [p%—e,] —(ea—e)) (es— &)
vt .
= 2 S S— Y
X Xe+ Xo X5 — XX L—8+80—¢
De méme
IIY /7
¥ P
B=A 2_/ -= 2
20, P;—P’w
Or on a
gJ)”gzx,x,+x,x,+x,x.,
”Z 'Y
Pa Pa aXs X+ XX, AX,XIX,
,p";‘ yg—'pyq 'p'z ‘p';[xl‘(,—% LXo— N X ]
NN+ XX N L —XON -\ L)
‘l)lz[x‘X)‘F \)‘;'—"1\4]
BN Rk St e 11 T S Tt I
2 1§s— %+ 8 —7%] no
d’ou .
(61) B:[C;‘*' Z:_‘:l-t]l_tn_:‘*—Cl’*":].

[G—86+5—¢)

1) Les arguments qui ne sont pas explicitement éerits soal égaun -ﬁ
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De méme, en remplacant p” par 12 p’, on dura

Lyl sl
2

12p 2
R
’7‘1'"1 .v%—.vZ«) .v'v( Z_P'z3>

T G ) (LY

ou encore, en se servant de la formule d’addition de pZ (T. et M.,

C+D=

He f 1 —7 —
2¢ formule du groupe CIII, dans laquelle on faitu = £, a = Z;,) ,

12 " !
(62) CteD= 12p p°—p" _ 2p

w'(p—e)(pl—pt) pL—pi
___4p"(2p+e) —p"
2})"(.})—67)@% —Pls>
_ 16X Xa Xy (X, Xy) — 41X X+ Xa X+ Xa Xi]
2" X X+ XH X — XX, ]

— - 2[Xi X+ Xo Xy — N X =—[L—%G+ 5 —¢]).

»

i

De méme, on obtient facilement, puisque Z, = — w, — g,
’ e,—e €y — ,‘
p1,= Lo los )y,

<J) ; -_— 811)

8 (es—ey) (e,——e;)

[C;——-,—i—s,-—ﬂ‘

d’ou
(63) D=—(e,—e)(ey—e3) A3 =—

Enfin, en combinant les formules

endadndu
Ve — ey ————

w—Cyu=
¢ & snhu

)\ d )\ S—
Lot —Ggu—=— \/F,—C;%—E—IL (A;\/e,——e,),

snAecnhu
dniu

Lot — Gy =— k’\/el"“e;
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qui résultent d’une dérivation logarithmique des formules reliant
sn, cn, dn & pu et en posant

7o ) <_E ' K ., —
2 2 +\/e|—e3 2 <6<+;,K—w1\/01—33 '

on obtient tinalement les formules trés simples ci-dessous :

\=— cn2d,
\/ei““ez
B= %snz& dnag,
n - _ 1
(04) C+D=2 \/e, —egan_zay

P 2
C—D=2 \/e,—-e,‘ﬁ[l+/f—,,cn‘26-|,

e, —e
D=— 2_"2 cn%2J.

\ Ve, — e,

En se servant de I’identité connue

zcy_—t§+:.§+c,§+c3§,

on peut encore écrire la quantité U — D= sous la forme
U—Dri=(C—D)[0,y —ny]—2B(n +ae,)+ oL

£63) 5 avec

L= (CD) E— )+ 5 €=M E—tir bt —2B(pl - ) ~4p'L-
Le calcul ne présente alors plus de difficultés, en se servant des
formules faciles a établir :

E—8&
1— %

poa=—(a—a)r—  p=1p—e)G—0)
on obtient, aprés une réduction qui consiste essentiellement, comme
nous allons le voir, dans la disparition des termes pairs en o,

sn20dn2d(1 + cn?24)
en?2g¢

(66) L=2(e,—e3)k
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Résumé des formules. — Ce calcul donne en résumé les formules que
je groupe ci-dessous, et auxquelles il faut adjoindre les formules (64)
d(_)nnant les valeurs des coefficients A, B, C, D :

~

[ —— 1+4+sn20 [ o
| =M 2\/e,—e.—am— {—;‘1
/— [ — 1—sn2d z~ ,]
MLQ “e s W / ”®
(67) 1 (A:-MD;);
=M —~;(U——Dn[)] \
[ Ver—e, dnad — A’ T
r=M 2T cn2d _DE]

V+W=—nmni(C+D),

V-W= n [(C——l))——mi-—— + ﬂ;—] +2t(U—Dni);

w,\/e,—e3 W,

(69) U~nm:(c—n)[m,r, 20 _29m, ]—2!!('n|.+m.e,)

\/el—e-l \/ei—e.;
sn2d¢n246(1+4 cn’29)
cn?2d ’

(68)

+20,(eg—e)k

Considérations de symétrie. — Les formules que nous venons d’éta-
blir sont susceptibles d’une vérification intéressante. Si I'on change ¢

en —3 (ou % en w, — ;r>, la disposition des différents points g,

Z,, Z,, 7, dans leur plan se trouve renversée par une symétrie autour
N N . . . . o . . e

de la parall¢le & I'axe imaginaire d’abscisse f; et ’on voit immédiate-

ment que les coefficients A, C, D ne sont pas modifiés par ce change-
ment, tandis que B et U — D= changent de signe ¢t que Vet W se
permutent (*). Il s’ensuit que, dans le plan (z),  change de signe,
y ne change pas et que / et /' se permutent. Les deux mouvements ainsi
créés ne different donc que par une symétrie autour d’un axe hori-
zontal échangeant les deux plans.

(1) 1l est & peine besoin de dire que les calculs ne se sont pas présentés sous la forme
définitive dont j'ai donné un exposé synthélique, mais qu'au contraire, c’est cette Symé-
trie qui, pressentie et poursuivie, a conduit aux simplifications signalées.

THIST THIRY
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Cas particulier ¢ = o. — Les considérations précédentes montrent
que le cas particulier ¢ =0 conduit & un mouvement présentant un
axe de symétrie, les deux plans avant alors méme longueur et étant
dans le prolongement I'un de I'autre. C’est la un cas particulier qui a
déja oté étudie par M. H. Villat, d’abord dans sa Thése pour un
obstacle de forme générale, puis, dans le cas méme qui nous occupe,
dans un Mémoire ultérieur ().

Les formnles se simplifient alors considérablement et I'on trouve en
particulier, N étant un coefficient positif :

‘ I =0=\(4+m)

IR
(70) LY = S U (z =o).
2
(A: \Ttlé!-

Le coefficient de contraction du filet fluide intermc¢diaire a pour
valeur

A T
(71) yo GR
T
Il varie entre 1 et la valeur —— qu'il aurait dans le cas limite ol la

grandeur des deux plans serait considérable par rapport a I'intervalle
qui existe entre eux, et ce résultat est d’accord avec des travaux anté-
rieurs ().

Retour au cas genéral. Etude de la pression. — Par un raisonnement
identique & celui qui a déja été exposc en détail plus haut, on trouve
que la valeur de la pression supportée par I'obstacle supérieur a pour
expression

1 + )y Q
I_'——-_-.
P'= 2i.f_,,,, “tdf

(V) H.ViLLat, Thése (Annales de I’Ecole Normale, 1911, p. 203), et Sur un calcul de
résistance dans un courant flude limité par un mur (Annales de I’Ecole Normale,
1918, p. 251).

(2) Pour Kincunorr, Porlesungen iiber Mathematische Physik, t. 1. 22¢ Lecon, p. 295,
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et un calcul simple’donne pour cette intégrale
(72) p':M‘;w.
La pression sur 'obstacle inférieur s’en déduira par le changement
de 8 en — 3, d’out

(72 bis) P=M-V.

o~

§ '
De I'enscmmble de ces formules nous allons tirer d’abord une coinci-
dence fort rmnarquable; on a, en effet,

P+pP=M (V+\V)-—\1 ~(C+ |)):Mn‘/c"23",
(79) Nama No=r
! 17 T _ 17— C2
Ty [ aa Ly {—W)] =M(4+m) Yo
ce qui conduit &
P+ P’ n
(74) : T+l T hww

Autrement dit, la pression moyenne par unité de surface pour l’en-
semble des deux plans est la méme que pour le plan normal unique (*).

Etude de la disposition voisine du cas symétriyue. — Nous allons
terminer ce Chapitre en examinant d’un peu plus prés la disposition
du plan (), en nous bornant au cas ou s est trés petit (nous le
supposerons positif). in négligeant les puissances de ¢ supérieures
a la premiere, les formules trouvées plus haut deviennent

[ T\ j——— N/ — I 0+ wze
=M [(2—!—;)\/e.—e2+40<ve,—e,+F %)];
N 4o
(75) AT = Ml [jp(nl+w132)]’

T —— 0 i+ w;e
P=WM [;\/e,—-c,+7— “—L—J‘J
(Y

fl

(1 et P’ s’obtiendraient en changeant & de signe).

(1) Ce résultal avait déja é1é oblenu par M. Villat, mals seulement dans le cas parll-
P’
cullex signalé plus haut. cas ol 'on a£ = gel olt - — donne la valeur de la pression
4
pal unité de surface pour chacun des p]ans . '
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Il est facile de reconnaitre quels sont, dans ces formules, Iés signes
des coefficients de 3. En effet, en introduisant les constantes de Jacobi
et de Legendre, on a (T. et M., form. CII, 1 et 2) :

-

08?9 dg '0

m+w e = e,—e,[E —k2K]= e, — ey k?
1 1€2 Ve, ol ] Ve, 3 0 \/—_l_ Fisiny

13

N3+ wze —_— e —_— 2 costo do
2B Ve — e [R—kK]=—\e, —e k't [ 2
¢ y  V1—-k"sintg

k19
— S T costod
k' e,— e, + Ratt @€y _ Vei—e k't | 1— —-—i———_u—_q—] .
i , Vi—K?*sin"o

Cette derniére quantité est évidemment positive, car 'intégrale qui
y figure est inférieure & 'unité, valeur qu’elle prend lorsque 4 est
égal & 1.

On en déduit immédiatement les résultats suivants :

Lorsque les deun plans sont dans une disposition susceptible de
comporter des sillages illimités et voisine de la disposition symeé-
(rique :

1° C'est le plus grand des deux plans qui est en avant;
2® La pression par unit¢ de surface sur le plus grand plan est

™

inféricure i ;

—; clle est supéricure a cette quantité sur le plus petit
A+

plan.

Autrement dit, dans ce cas particulier, la présence du plan d’arriére
diminue la pression le long du plan d’avant.

Etude du cas particuder ot l'un des plans est petit par rapport
@ l’autre. — Nous allons encore étudier maintenant le cas ou I'un des
deux plans (le plan inféricur par exemple) est tres petit par rapport
a I'autre. Nous obtiendrons ce cas en supposant que, dans la for-
mule (39) trouvée précédemment, les nombres «, 2, b viennent se
confondre et P'on vérifie facilement que cela revient a dire que la
période 2o, augmente indéfiniment, la période 20, restant finie.

Comme dans I'étude précédente, nous ferons le passage a la limite
ainsi défini sans nous préoccuper tout d’abord de 'horizontalité du
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jet intermédiaire, quitte 2 envisager cette condition supplémentaire
a la fin des calculs.

Les formules classiques de dégénérescence des fonctions clliptiques
(voir T. et M., form. CXXII) permettent de résoudre facilement ce
probleme. '

Nous poserons

i‘-: , ﬂ:l \(o<l<i>. Lﬂ_—_-l—q-m {m>o),
TN 2wy . 2 2003 2
T o i~k (k>0) (M),

ce qui revient a remplacer le domaine (Z) par un domaine (¢) entiére-
ment analogue, a cela prés que le coté vertical de droite est rejeté
a 'infini.

La formule (43 bis) dennant Q deviendra alors

- o chu(il—yv) =

(76) sz__—”'ch'tt(t'l+v)-|w 2

Un calcul simple, dont je ne transcris pas ici le détail, donnera de
méme la valeur de df :

(77) df=—M, kchn(zl—v) cl;’n(ilJ—o’)shzm) dv:
3 ) - h3 3 - . j—
sh 'rr<‘ 2) sh3m k( + g2>ch7r(( + m)chn(o — m)
d’out nous déduirons par conséquent
N <12 il — ¢ )
(78)  ds—=—M,i ch?n(il — v)shams do,

Sh"‘l‘t((‘ — /;‘> sh3n (s' + é) chr(v + ;rz) chr(v—m)

M, étant un coefficient réel positif dont la donnée pourra remplacer
celle de w,.

Enfin la condition (44 bis) : (2(%) =o, deviénd!'g

A\

ch‘n:(il——- é)

, m
(79) —il— -
Cllﬂ(il‘-’i--l—;) A

(1) Naturellement & n’a rien de commun avee le module des fonclions elliptiques
introduiles précédemment.



.

— 70 —

En résumé, le probleme dépendra de quatre parametres: £, {,m,M,.
Pour les déterminer, il faudra adjoindre a la relation (79) les condi-
tions de position provenant du plan (3), conditions qui sont ay
nombre de trois (longuecur de I'obstacle supérieur et coordonnées de
obstacle inférieur réduit & un point). Comme dans le cas général, Jg
probléme est done déterminé, sans que I’ on puisse fixer a I’avance 'in-
clinaison du jet intermédiaire.

Il est facile ici d’expliciter entiérement le mouvement dgns le
plan (z) et d’étudier ses particularités. Tout d’abord, la relation (79)
permet de tirer facilement L en fonction de £ par la formule

(80) . tangnl = cotlm%-

Si alors, dans la formule (78) donnant dz, nous faisgns le nouveau
changement de variable

cothmy =u
en posant aussi

thnm =y, langnl:colh'né:p fo<p<idp)i
on aura ‘

o . (u—ip)(ut—1)
(31 R O )

udu,

N, étant un nouveau cocfficient réel positif de grandeur pouvant rem-
placer le précédent M,. .
Ce méme changement de variable conduirait aussi a la nouveélle
valeur de Q
(82) @@ LTI
. u—+ 124

Il serait facile, par ane décomposition en éléments simples, de cal-
culer explicitement =, mais ce calcul ne nous serait pas d’une grande
utilité; nous nous contenterons d'étudier de facon précise ia forme
des diflérentes lignes de jet.

Nous rewmarquerons tout d’abord pour cela que la transformation
cothme =u fait correspondre de facon conforme la demi-bande illi-
mitée constituant le domaine (¢) a un certain domaine dans le plan ().
On vérifie sans difticultés que re nouveau domaine («) est formé du
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quatriéme quadrant du plan (u), ia partie positive de I'axe réel corres-
pondant aux lignes A}, A,, A,, X, la partie inférieure de 'axe imagi-
naire aux lignes @, et @, (voir fig. 19).

Fig. 19.
4 o
] S S N
A e VR P S Y >
Plan(w)

On aura donc les différentes lignes de jet en faisant varier « par
valeurs réelles et positives et, en appelant z ¢t y les coordonnées d’un

point quelconque de ces lignes, on obtiendra la représentation para-
métrique suivante :

" 2 2
x=—2N f (u‘——x)u du,
1P A ("2—{? )"(u’—‘u.")

" ur—1u
y=— N\ [ (uz___(P:)a(Nlﬂ_ =) du,
en prenant comme origine le point de départ de la ligne A.

La considération de ces deux intégrales suffit, sans qu’il soit besoin
de les mettre sous forme finie, pour reconnaitre la forme générale de
ces lignes.

Nous aurons tout d'abord

(83)

d. ut— p?
(8%) 673;'-:—;;;;’_ ().

(1) On vérifierait facilement que cette valeur, qui doit représenter lang®, est bien
d'accord avec celle que l'on tirerait de la formule (82).
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Suivons alors les variations de u en partant de ’origine.
Si « varie de o & @, on obtient une ligne partant du bord infériour
de I'obstacle fini avec une tangente verllcalv, tournant toujours sa

<

concavité vers la droite, ayant une direction asymptotique de coef-
P_a__ P’
2

ficient angulaire essentiellement négatif, et I'on constate sans

., 2__ .2 .
peine que l'intégrale y — E?:-w reste finic quand « tend vers y, donic
qu’il v a une asymptote. C’est la ligne A,

Si le point u« évite par un petit demi-cercle le pole simple u = u.,
I'intégrale s varie de la quantité

T ple—1 .
(85) N1; m(#—zp)*

représentant, au facteur =i pres, la moitié du résidu relatif a ce pole,
et par suite le point (s) éprouve un déplacement normal a la direction
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asymptotique précédente, sensiblement rectiligne (si le demi-cercle
est trés petit), et ayant pour longueur

: _NE ) (e
(85 bis) A=N g =

Cette derniére quantité est la largeur asymptotique de la veire com-
priseentre N, et A,.

Si u varie & nouveau par valeurs réelles de . a 1, le point () décrit
la branche de courbe 2,, tournant sa concavité vers la gauche et ayant
une asymptote paralléle i la précédente (i la distance A de celle-ci).

Pour u =1, on obtient un point de rebroussement (c’est ce point

qui constitue le petit obstacle @, w, réduit a zéro) avec une tangente
I — p?

de coefficient angulaire e, négatif, inférieur en valeur absolue &

2p
celui de I'asymptote.

Si u varie de 1 a4 p, on obtient la branche A,s partant du point de
rebroussement, tournant sa concavité vers la droite et ayant une direc-
tion asymptotique horizontale avec une branche parabolique.

Si le point (u) évite le pole triple « = p par un petit demi-cercle, le
point (5) décrit un cercle de rayon trés grand entourant tout le fluide
en mouvement.

Enfin, si u varie de p & «, on obtient la ligne A, sans cesse concave
vers la droite, ayant aussi une branche parabolique de direction
asymptotique horizontale et aboutissant avec une tangente verticale a
'extrémité supérieure de 'obstacle fini.

On vérifierait sans peine que le point d’arrivée est bicn sur la verti-
cale du point de départ et aussi, comme il arrive constamment dans
toutes ces théories, que les rayons de courbure en ces deux points
sont nuls.

Il y a alors recouvrement de plusieurs parties du plan (z), la veine
fluide qui passe entre I'obstacle supérieur et le point de rebrousse-
ment se superpose a la masse du fluide qui passe au-dessous de ce
dernier point (voir fig. 20).

J'ai tenu a décrire de facon compléte ce cas particulier parce qu’il
met nettement en évidence les singularités qui peuvent se produire
dans les passages a la limite. Au fond, la solution que nous venons de

THESE THIRY 10
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former ainsi, bien qu’inacceptable au point de vue physique (*), 4 cause
du recouvrement mentionné ci-dessus, n’en est pas moins, au pointde
vue mathématique, une solution répondant aux équations du mouve-
ment avec un plan normal unique, et cette solution renferme une infi-
nité continue de monvements dépendant de deux paramétres, puisque
le point de rebroussement, dans des limites trés larges, peut étre arbi-
trairement déplacé.

*Sinous étudions de plus pres maintenant Vinclinaisou de la veine
u’?—— p*’
nous vovons qu'il est impossible qu’elle soit jamais horizontale, sauf

dans le cas particulicr ou 'onaw=p=1.

Or, dans ce cas, le point de rebroussement ost rejeté a I'infini,
comme on le voit immédiatcment sur les intégrales, et 'on obtient
comme limite la solution classique de Helmholtz pour le plan nermal.

Enfin, si u tend vers 1, ¢ restant quelconque, on constate que la
largeur asymptotique du jet intermédiaire (end vers zéro, on relombe
encore sur la solution classique que nous venons de mentionner,

comprise entre X, et A,, dont le coelficient angulaire est égal &

comme on le voit en faisant le changement de parametre S=u, et
I’on obtient ainsi un passage i la limite trés caractéristique : les deux
lignes A, et A, tendent & se raccorder pour former la ligne de jet infé-
rieure du sillage unique, le point de jonction est la position limite du
point de rebroussement; la ligne A, et la branche infinie de A,
tendent a se confondre avec la tangente en ce point alaligne de jet, en
comprimant entre elles, jusqu’a ce qu’elle disparaisse, la veine fluide
intermédiaire du cas général (vorr la figure 20 qui a été dessinée dans
une disposition voisine de ce cas limite).

(') On peut cecpendant remarquer qu'une expéiienc: rudimentaire peul donner nais-
sance & des phénomeénes analogues a ceux que nous venons de déerire. Si l'on fait couler
un jet d’eau assez puissant dans un vase jusqu’a ce que celui-ci déborde, 1l se forme des
nappes de liquide s'échappant des bords. Si, dans une partie a peu prés plane d’une de
ces nappes, on place un obstacle, la nappe mtcrrompue forme derriére lur deux lignes
de jet rappelant la disposition classiyjue du mouvemenl avee obstacle unique. Si main-
tenant on mtroduit dans le hquide en chule unc lige mince, 1l se délache une veine
ligwide qui, st la tige n'est pas tout & fait normale a la nappe, peul se superposer
a celle c1, en passant légérement au-dessus par exemple, el l'ensemble des lignes ainsi
constituées présente trés approximativement la disposition que nous venons de trouver.
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En résumé, nous tirons de cette étude la conséquence importante
suivante :

Dans le mouvement, uniforme & l'infini, d’'un fluide avec deux
obstacles plans normaux au courant, dont I'un est trés petit par rap-
port a 'autre et dont ’¢cartement n’est pas considérable par rapport &
ce méme obstacle, la disposition avec des lignes de jet s’¢tendant
a l'infini derriére chaque plan ne peut jamais conduire a une solution
physiquement acceptable.

II. — Etude du mouvement avec deux plans normaux au courant dans I'’hypo-
thése ou les lignes de jet de I'un des plans se raccordent avec l'autre.

La seconde hypothese que nous avons a envisager dans le mouve-
ment d’un fluide avec deux obstacles est celle oules deux lignes de jet
issues de I'un des plans viennent se raccorder avec l'autre. Il existe
alors une plage de fluide inerte 2 I'arriére ausecornd plan, de pression p,,
enticrement analogue a celles que nous avons déja étudiées, limitée
par deux lignes de discontinuité sur lesquelles la vitesse est égale a
I'unité, et en plus une seconde plage de fluide au repos, comprise
entre les deux plans, de pression supérieure a la précédente, limitée
par deux lignes de discontinuité A et A, sur lesquelles la vitesse a
une valeur inférieure i 1, valeur que nous appellerons comme précé-
demment e=*(a > o).

Il n’y aura ici qu'une ligne de courant se divisant en un point de
I'obstacle d’avant, et par suite le domaine correspondant au fluide en
mouvement dans le plan (/) comprendra encore la totalité de ce plan
avec une seule coupure partant de I'origine, le long de la partie posi-
tive de I'axe des o.

Le domaine du plan (Q) se construit facilement; il est formé de la

. . . T : .
demi-bande comprise entre les deux droites ® = == — et située au-des-

sous de I'axe véel, entaillée par deux coupures horizontales portées
par la droite T =—a, coupures dont les extrémités correspondent
. - . R
aux points d’inflexion des lignes A et A, (voir fig. 24).
Ceci posé, conformément & la méthode géndrale, la transfor-
mation /=1¢" fera correspondre au domaine (f) la partie supérieure
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du demi-plan (z); aux points de séparation des différentes lignes @
et A correspondront pour ¢ des points d’affixes ¢, ¥, a', a, b, c; aux

Fig. 21,

T, @,
------ Flan(z)
{wi
N

{=

Na2e

i

points d'inflexion de X, et X' des points d’affixes B" et B; et ces diffé-

Fig. 22,
Ay
Flan (F)
o} oy ll P (284 .:?.-.’.)\.‘ __________ ?
B S

rents nombres seront réels et rangés dans 'ordre ¢, &', ', 4, 0, a, 8, b, c.

Fig. 23.
A
Plan (t)
c’ o' a’ a B b c o
TS, N, mo ®, N, — wm, N ”

L’application conforme du domaine (Q) sur le domaine (z) se fait
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alors au moyen de I'intégrale

t

(86) sz:-x/ ((—f)e—p) dt,

=) (t—b)(t—d)(t—a)(t—b)(t—c)
Fig. 24.
ﬁuT

< - R
N, o A, >0
l Wy m:'
N N
.::::::::::.:Q &:::'::::::

o} Plan (2) o t

le radical ayant la détermination positive pour les grandes valeurs
réelles et positives de ¢, et K désignant une constante réelle et
positive.

i

Conditions provenant du plan (Q). — Ces conditions se traduisent
par les équations suivantes :

Q(C,)=—§) S!(c):-}—g,
Qb)) =— ’;‘ —ai, Q(b)=+ g — ai,

Q(a')=— ";‘ —ai, Qa)=+ g — ai.

On voit immédiatement que ces conditions se réduisent aux sui-
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vantes : i

c . c— 7.5.
Y Ry
b B
—Kj =—ai, —Kf:—ai,
—K =o, -—Kf =o.
b b

Les constantes du probléme sont au nombre de dix : les valeurs
remarquables de 7(a, b, ¢, a’, b, ¢, B, ) et les deux constantes K et a.
Pour les déterminer, il faut adjoindre aux équations ci-dessus les
équations provenant des conditions de position et de grandeur don-
nées par le plan (z). Ces conditions sont au nombre de cing : longueur
du plan d’avant et coordonnées par rapport & l'une de ses extrémités
des deux extrémités du plan d’arriére (*).

On a donc en tout di paraméires reliés par onze équations qui sont
évidlemment indépendantes. Ici encore, le probléme est en général
impossible; autrement dit, 'hypothese faite au début sur la connexion
des sillages suppose quelque chose de particulier dans la disposition
des deux plans.

Il existe un cas évident ol cette disposition particuliére se trouve
réalisée, c’est celui ou les deux plans sont orthogonaux a la droite
joignant leurs milieux. Le mouvement présente alors un axe de symé-
trie et il en est de méme des domaines ( /), () et (¢). Il n’y a alors
plus que six paramétres («, b, ¢, 8, K, a); d’autre part, les équations
ci-dessus se réduisent a trois, les relations de position i trois égale-
ment et le probleme est alors déterminé. Il serait possible d’en pour-
suivre la solution, car l'intégrale {'s’exprimerait dans ce cas par des
fonctions clliptiques ; mais nous nous bornerons, dans ce qui va suivre,
a I’étude d’une disposition encore un peu plus particulicre.

Cas otl le plan d’avant est trés petit. — Lorsque 'un des deux plans

(1) 1l ne suffit pas de se donner les coordonnées de I'un de ces deux points et la lon~
gueur de la lame, car 11 faut de plus exprimer que les deux segments @ el @, sont dans
le. prolongement I'un de l'autre, comme nous le verrons plus loin dans un cas parti~
calier.
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est trés petit, c’est nécessairement celui d’avant, et nous obtiendrons
cette forme particuliére des obstacles en supposant que, dans la for-
mule (86) donnant Q, a et @’ tendent vers zéro. Q prend alors la
forme

(87) sz:_K/' (-8 (t—p" dt
CVit—c)(E=b)(— b)(t—rc)

(le radical étant toujours positif pour les grandes valeurs réelles de ¢).

Il est facile de se rendre compte (ce qui, du reste, était & prévoir)
que les conditions géométriques imposées a Q dans son plan entrai-
nent nécessairement le fait que B et 3 doivent tendre aussi vers zéro.

Tout d’abord, le point =0 ne peut pas étre un pole double de
I'élément différenticl; en cffe(, lorsque le point (¢) décrit dans son
domaine un petit demi-cercle pour éviter le point zéro, le point (Q) de
son coté doit décrire un segment fini de longueur = parallele a I'axe
réel. Or ceci ne saurait avoir lieu pour un pole double, et nécessaire-
ment I'une au moins des deux quantités 8, 3’ doit aussi tendre vers
zéro. Mais alors on obtiendra le déplacement en question du point (Q)
en formant la quantité - iwp, o étant le résidu relatif au pole en ques-
tion, et, d’aprés la disposition des constantes, cerésidu estréel et il est
impossible que Ie déplacement du point (Q) ait la valeur réclle ©. Le
pole doit donc disparaitre compléetement et I'intégrale Q se réduit a la
forme trés simple suivante :

¢ dt
(87 bis) 9:_1(/ /
. L ViE—c ) (e =0b")(t—b)(t—c)

L’intégration est alors immédiate; il suffit de poser, comme nous
'avons déja fait plus haut,

_1pl—ply S

—_ { .
=3 pi—py A (Sl_c+b+ﬁ+c,o<y<2po,),'

Q devient alors
(88) Q—=_KZ

et le domaine (Z) aura la disposition indiquée par la figure 25.

Détermination des constantes. — On devra avoir les quatre condi-



qui s’écrivent encore

»

K%—':-O-T—r’ K(Z—w,—m:,) —_:-—T_r_a[,
]

K(E—m.):—-, K(%ﬂ,,) =+T—ai

R ]

Fig. 25.
-52‘_’11-“’3 - Ws +W g
N Ny .
Plan ((Z)
I =,
A, Ae
-Ww, —_ (4 —_ + U >

Ces équations se réduisent i trois et I'on en tire immédiatement

. T _T
K= o Y =y, a=:7
(on voit que la quantité a est bien positive et méme que la vitesse le
long des lignes A, A, qui est égale 4 e, est précisément la quantité ¢
relative aux fonctions elliptiques introduites).
La formule donnant ¢ devient

p'Z 5,

1
t— - —
2 pL—e,

etl’on a
di=[pl —p(L+ w,)]dL,
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d’ou
8 —arde=a|t 22 8] (pz—
(89) df =atdt 2[2 pZ—-et+ A [pZ— p(Z + )] dZ
et, par suite, ‘
-2 Pl )
(9o) z-_—fe CH [PZP_C'+-2—':|[pZ—p(Z+<.n)]dZ.
Cas particulier S, = o. — Nous allons étudier, tout d’abord, le cas

particulier ol S, est nul, quitte & démontrer, un peu plus tard, que ce
cas est le seul intéressant pour notre objet. 1l est facile de voir que ce
cas particulier est celui ou le mouvement présente un axe de symé-
trie. En effet, on démontre, dans le calcul classique de I'intégrale Q
(voir, par exemple, AppELL et Lacour, Fonctions elliptiques, p. 254), que
'on a, si le polynome (¢ — )(—0b)(—b)(t - c) est mis sous la
forme ¢* + 4a,* + 6a,* + fa,t +a, :

Py=a;—3a,a,+2a}.

Dans le cas qui nous occupe, on a donc a la fois, puisque y = w,,

a,=o, a;=—o;

le polynome (¢—¢')(¢—b')(¢— b)(t —c) sera donc bicarré; on
aura b’ = — b, ¢’=—¢, ce qui entraine la symétrie annoncée.

Le point correspondant a z = o est alors le point Z = w,, et, dans ce
cas, l'intégrale z prend la forme plus simple ci-dessous :

il

(91) z::/\e—_"v[p’l—hp’(z-i—w,)]dZ ‘

(voir T. et M., form. CIII, 9, dans lesquelles on fait e =1Z, b = v,,
c=—w,—1). "

Conditions de position provenant du plan (z). — Dans le plan (z),
les données du probléme sont au nombre de deux : la distance d des
deux plans et la longueur / du plan d’arriére.

La longueur / s’obtiendra en prenant I'intégrale entre les limites

THESEC THIRY 1
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® w
- -51 et +— -2-' et I’on aura exactement

W,
+ 2

2 _ImZ
_u:/ e N [p'Z+p(Z +w)] /L
zl

Or, il est facile de calculer cette intégrale sous forme d’un déve-
loppement en scrie, ce qui nous suffira ici (*). Au moyen de deux

I1g. 6.

’

Cas ou e premier plan Lo
¢ -

est tres peht /', g

4

/

w‘l

/ $,=0

intégrations par parties successives, elle se raméne 4 la forme
suivante :

",
z el

e fp M zf_’j' T (L + L(E :
= p 2wln+wl, ¢ [(Z + (7 + w))]dZ

w,
k1

+

w,
7

Pour effectuer le calcul de I'intégrale f e “ {ZdZ nous choi-

-

2
sirons un chemin d’intégration formé des deux segments rectilignes

. 4] ., . .
[— —;—‘1 — :] et ‘s, -+ ;‘] reliés par un petit demi-cercle C, de rayon

trés petit € contournant le pole Z = o.

(1) La fonction sous le signe somme est une fonction de seconde espéce & multiplica—
teurs spéciaux dont on ne peut calculer la primitive.
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On aura ainsi
.

w, =1
T \—E +3
Jo=lo k=
©w W, C +E

- z

L’intégrale le long du demi-cercle a pour limite, quand ¢ tend vers

zéro, la quantité — =7. En réunissant les deux autres intégrales, on
met leur somme sous la forme

“|$

w,

2

——2[] sin ™l ez az.
' e o),

Or, sous cette forme, la fonction sous le signe somme est réguliére
a l'origine, et i la limite on aura donc
w,

+ =t “y
n 2 1Tl 2

j e‘ﬁgzdz:_m—zz[ siuﬁ—l'?;ZdZ.
, *o @

1

2

Un calcul analogue (un peu plus simple puisqu’il n’y a pas de pole
sur le chemin rectiligne d’intégration) donnera. de méme,

w
4+

w,
.2 X3 Ty i/
~ o r 27N 6y ~ o, »
e UL+ w)dl—=——+ e “ L (L)dZ
w, n .
Y Yy
W,
2
_27]1&)1

- —2i/ sin Z—)-l‘t,(l)dz;
o i
d’ou, en définitive,
w,
ey

. 3 2 /
l:&p%—h%+zf—f sinTr7

2
1 1 Wy

[¢Z + (2] dE.
Or, on connait pour (Z et {,Z des développements en séries trigo-

nomeétriques trés convergents (T. et M., form. CVI, 2) qui donneront,
en posant 2 =y,
o

AN ’ e A
27, T u u 4T q*P .
Z 7 =—u+—|{col——tang — +—2——sm2 u.
82+ T 2 2 °% o)y 1— g'? P
1

En multipliant par sinuz et enintégrantterme a terme la série unifor-
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mément convergente ainsi formée, on aura

w,

2 ® Y " .
A sin T2 (82 + 4242 = 22 i1 (e S22
0 1
1

4p*—1 |—q‘P

D’autre part, on a aussi (T. et M., form. CVI, 3):

b m, ® T 7 _.
2wy + 20} w? A\ (=nr2p 1—q*p’
d’ou, aprés quelques réductions faciles,
(92) =T+ m— 645 2( A
9 Y |1——q‘P

La série du second membre est une série alternée, trés rapidement
convergente pour peu que ¢ soit petit; son terme général, pris en
valeur absolue, peut se mettre sous la forme

Pt _pg¥ .
l'P — 1} — qbp

or, on vérifie trés facilement que les deux facteurs ainsi écrits
décroissent a partir de p=1. Le terme général lui-méme est donc
sans cesse décroissant en valeur absolue, et 'on sait que, dans ces
conditions, la somme de la série esL du signe de son premier terme.
Nous en retiendrons la conséquence, dont nous nous servirons un peu
plus loin, que 'on a

Tc!
(93) 122 (4h+m),
@i
I’égalité ne pouvant avoir lieu que pour ¢ = o.
Un calcul absolument du méme genre, que je ne reproduis pas dans

le détail, nous donnerait la distance d des deux plans en prenant la
partie réelle de I'intégrale

T _mz
[ ey el
)
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ce qui donnerait

1 Ny N 1 qr
(94) d—;[ei—za—ﬁq;m::w]'

Calcul de la pression. — Un raisonnement déja employé nous mon-
trera que la pression exercée sur le plan d’arriére est égale a la résul-
tante de toutes les pressions élémentaires agissant sur le contour
@, \, N, @,, diminuée des pressions p,ds agissant sur sa face arriére,
c’est-a-dire a I'intégrale

lf(l — V¥ ds
2
étendue a ce contour.

Le calcul de cette intégrale est identique & celui qui a déja été fait

plusieurs fois et I'on trouve
3

(95) P =r X résidu de l'origine = T.
H

La pression par unité de surface est alors 50 et I’on voit, immédia-

A _T_ —» valeur qu'elle n’atteint
que dans Je cas limite ou ¢ (c’est-a-dire ™) est nul. Dans ce dernier
cas, du reste, il est facile de voir qu’on retrouve la solution classique
de Helmholtz pour le plan normal, la plage avant de fluide mort se
réduisant a zéro. Si I'on fait varier ¢ de o & 1, cette plage se développe
de plus en plus et I’on obtient, ici encore, une infinité de mouvements
qui sont tous, au fond, des solutions, du point de vue mathématique,
du probléme du plan normal unique, ct ces solutions comportent
une indétermination a un paramctre, puisqu’on peut choisir ¢ arbi-
trairement.

De cette théorie, nous retiendrons surtout le fait important suivant,
fait qui, s’il est confirmé par I'étude du phénoméne réel, est suscep-
tible d’importantes applications pratiques :

tement, qu’elle est toujours inférieure a

Un solide formé de deux plans solidaires admettant le méme axe de
symétrie, dans lequel le plan avant est trés petit par rapport a U autre,
éprouve moins de résistance de la part du fluide que si le plan arriére
existait seul.
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Cas ou S, est différent de zéro. — Revenons, maintenant, au eas
ol S, n’est pas nul. Dans ee cas, la formule donnant z peut se décom-
poser en deux parties :

il

. _in2 L
z:j"’ . [.}3’74+p’(l+m.)]ﬂ'i+§;1 e “ [pL—p(Z+w)]dL.

Nous venons d’en étudier la premiére partie et nous avons vu que,
lorsqu’on intégrait de — % a+ %3, sa part contributive était pure-
ment imaginaire; nous allons voir qu’au contraire, prise entre les
mémes limites, la seconde intégrale comporte toujours une partie
réelle non nulle; autrement dit, qu’il est impossible, des que S,
est différent de zéro, de réaliser 'alignement des deux segments
@, et @,.

En effet, on a, par un calcul analogue a ceux déja faits :

w w
+ & l)

: it 2 2 '
f e P [pL—pZ+w)ldl=—1 2% sin*2[¢Z — L, 2] 2.
oy 1 W1 J, Wy

On pourrait calculer, trés facilement, I'intégrale définie du second
membre sous forme de développement en série, mais il nous suffit,

Fig. 26 bis. :

S0 Ga)

pour notre but, de remarquer que I'élément différentiel en est toujours
positif, donc, que I'intégrale du premier membre a une valeur néga-
tive, essentiellement différente de zéro.
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Nous voyons donc que I’hypothése S, = o correspond, nécessaire-
ment, & un obstacle 4 deux paliers, comme I'indique la figure 26 bis.
Ce cas, intéressant en lui-méme, ne répond pas au probleme que nous
avions en vue, ainsi que nous I’avions annoncé précédemment.

III. — Ftude du mouvement avec deux plans normaux au courant,
dans I'hypothése ot I'un des sillages est fermé a 1'arriére.

Ainsi donc, les deux hypothéses que nous avons essayées jusqu’a
présent nous ont conduits i des résultats analogues. Que 1'on tente de
traiter le probleme avec deux sillages illimités, ou au moyen de lignes
de jet allant d’un obstacle a I'autre, les solutions trouvées ne con-
viennent qu'a des dispositions particuliéres des deux obstacles. Il ne
reste plus qu'une seule hypothese possible, ¢’est celle ou I'un des deux
sillages seul est illimité, I’autre se fermant derriére le plan qui lui a
donné naissance. Cette hypothése d’un sillage fermé se présente du
reste comme une cons¢quence normale des études précédentes. En
effet, quand nous avons cherché a réaliser le mouvement avec des
lignes de jet s’étendant & 'infini derriére les deux obstacles, nous
avons vu qu’en général le jet intermédiaire qui se formait n’était pas
horizontal. Si on le suppose par exemple ascendant, il vient recouper
la ligne X', créant ainsi une impossibilité physique. En réalité, on
cencoit que ce jet se raccordera avec cette ligne A, en isolant entre
elle et lui une certaine masse de fluide inerte a I’arriére de I'obstacle
supérieur, masse qui, une fois le régime permanent établi, sera a une
pression supérieure a celle qui regne dans le reste du sillage illimité.

Nous prévoyons immédiatement les difficultés nouvelles qui vont se
présenter; elles tiendront essentiellement au fait que le domaine du
fluide en mouvement ne sera plus simplement connexe et que 'appui
de la formule de Schwarz pour la représentation conforme nous fera
aéfaut.

Aussi allons-nous commencer, dans une étude préliminaire, par
établir une généralisation de l'intégrale de Schwarz pour les aires
doublement connexes limitées par des polygones rectilignes.
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Représentation conforme des domaines doublement connexes a con-
tours rectilignes. — Nous allons tout d’abord faire choix d’un domaine
type sur lequel nous effectuerons la représentation conforme, domaine
qui jouera le méme role que le demi-plan supérieur de la variable ¢
pour les aires & connexion simple.

Nous considérerons a cet effet une variable complexe ¢, affixe d’un
point variable dans un plan (¢). Soit T une quantité imaginaire pure
a coefficient de ¢ positif; nous considérerons la bande du plan ()

Iy

comprise entre I’axe L des quantités réelles et la parallele L’ a cet axe

. . T
a la distance + =

Nous appellerons domaine (V) I'’ensemble des points de cette bande
indéfinie, en convenant de ne pas considérer comme distincts deux points
dont les affixes ne different que d’un nombre entier réel.

Un tel domaine est évidemment doublement connexe, on s’en con-
vainc immédiatement en faisant sur lui la transformation w = e*™.
Cette transformation, pour notre point de vue, est biunivoque; en
effet, a chaque valeur de ¢, elle fait correspondre une valeur unique
de w, et inversement pour chaque valeur de w les déterminations du
logarithme conduisent a des valeurs de ¢ ne différant que par des
entiers, valeurs que nous ne regardons pas ici comme distinctes. Or
cette transformation fait correspondre & la bande illimitée considérée
une couronne circulaire du plan (w), comprise entre les cercles de
rayons 1 et (g =™ < 1).

Ceci posé, nous considérerons un domaine (Z) doublement con-
nexe, compris entre deux polygones rectilignes C et C', et nous repré-
senlerons également chaque point de ce domaine par une affixe ima-
ginaire Z. Soient A,, A,, ..., A, les sommets du polygone C;

s Ay, ..., A ceux du polygone C’. Nous appellerons a,, a,m, ...,
a,T, &, &,T, ..., &,7 les angles aux sommets de ces polygones, ces
angles étant comptés positivement dans I'intérieur du domaine (Z)
(les quantités « sont alors toutes comprises entre o et 2).

En supposant que le point a I'infini du plan (Z) ne fasse pas partie
du domaine (Z) et que C soit le contour extéricur (c’est-a-dire celui
qui sépare le domaine de la région du plan contenant le point a I'in-
fini), on vérifie tres facilement les deux relalions suivantes, qui
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expriment des théorémes élémentaires de géométrie :

n ,7
(96) Yr—n=—2  N(s—n=+n
1 1

Nous savons alors (*) qu'il existe une fonction analytique Z = Z(v)
permettant de réaliser la représentation conforme du domaine (Z) sur
le domaine (V), de (elle sorte que le contour € corvesponde a L, le
contour C'a L'y ¢t que nous pouvons méme chorsir & Pavance le point
de € ou de ¢ qui sera le correspondant d'un pomnt donné de L
oude 1.

Cest de cette fonction Z(¢), dont le théorcme mentionné ci dessus
affirme seulement I'existence, que nous nous proposons de denner
une expression explicite simple.

Remarquons d’abord que cette fonction devra avoir par essence
méme la période réelle + 1, puisqu’d des valeurs de ¢ ne différant
que par des entiers devra correspondre un méme point du do-
maine (7). .

Ceci posé, nous considérerons avec Schwarz la fonction

(97) E(")za'%la%-

Comme pour les domaines & connexion simple, il est faciie de vorr
qu'elle prend des valeurs réelles sur les droites L et L.". Le principe de
symétrie de Schwarz permettra alors de la prolonger analvtiquement
a extéricur du domaine (V), en lui attribuant des valeurs imaginaires
conjuguces en des points svmetriques soit par rappor( a L, soit par
rapport a L. Par une application répétée de ce procédé, analogue i la
méthode des images, nous prolongerons analyvtiquement la fone-
tion E(¢) dans tout le plan, et il est évident qu’ainsi prolongée elle
aura aussi la periode <.

L(r) sera done une fonction doublement périodique aux périodes
1etr.

Soient maintenant ¢,, ¢,, ..., ¢, ¥\, ¥,, ,.., v, les aflixes des points

1) Cf. Scuorny, Journal de Crelle, 1. 83. 1877, p. Joo

T SL THIRY 12
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de L et de L' correspondant aux sommets des polvgones C et '3 ces
points seront, comme dans le cas des domaines a4 connexion simple
(ainsi que leurs homologues, mod. 1 et ©), des poles simples 'de E(v)
avee les résidusoy -1, oy, 0, — 1, 0, — 1, o0y @, — 1.

X (¢) est donc une fonction elliptique.

T  q .
Nous poserons encore ¢, = -~ -+ w, et nous considérerons la fonction

NVR

(2= S’(a,— e,

v

On vérifie facilement qu'en vertu de la relation

n p
2 (2.— 1)—*—2(&:—1):.0,

.
cette fonction est, elle aussi, doublement periodique; d’autre pzir't,
elle admet évidemment fes mémes poles que E(¢) avec le méme ordre
de multiplicité et les mémes résidus; on sait alors qu’elle n’en différe
que par une constante.

On aura done

..;\(c-——u,)

. _ (e —
(98) ' () Z(d;—-l).._ +2(a1—”& ((—u,)+K

(v——‘

et la constante K est évidemment réelle, puisque E(¢) doit I'étre pour
les valeurs réelles de o
De la on tire, par une premiére intégration,

, n 4
(99) - %:‘—lle“"l‘[.‘:‘{‘r‘(p_.-l)II";:ﬁ—"(‘._.,_“.l)_’
1 1

La fonetion Z'(¢) devant avoir la période —+ 1, il en est de méme de
sa dérivee premiére; ceci entraine que la constante K doit étre nulle,
car les deux produits admettent la période 1, le second de foute ¢vi-
dence ot fe premier en vertu de la relation (7, — 1) = — 2 quant
a la constante I, ¢’est en général une guantité imaginaire.
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Enfin, une seconde intégration donnera
L] r

(100) 7—="1,+H / ]]37“"(" $’.)ﬂ3i‘f"'("-';v,)tf":_
' . 1 1

formule qui présente la plus grande analogic avec Dintégrale de
Schwarz et qui peut en étre regardée comme une généralisation directe,

Il y a cependant, dans ce cas, une condition supplémentaire a
laquelle Z doit satisfaire, c’est d’avoir effectivement la période + 1, ce
(qui se traduit par I'équation suivante :

vyl » p '
(ro1) [ I IEI?-—'("——;‘,)1__[32‘:_'(0—0&1,)(10::0.
Ve 1 1

Cette condition, en général, en contient deux, puisqu’il s’agit de
quantités imaginaires ('). Le point ¢, est un point quelconque du
domaine (V) et le chemin d’intégration n’est assujetti qu’a n’en pas
sortir.

Il est facile de s’assurer que le probléme est en général possible
dans les conditions mentionnées plus haut. Le nombre des paramétres
introduits est en effet de » + p + 5 (le module = des fonctions ellip-
tiques, 7 paramétres v,, p parametres «,, quatre provenant des imagi-
naires Z, et H). La détermination de la position et de la grandeur du
polygone € (dont les angles sont donnés) fournit n + 1 équations; on
en obtient de méme p + 1 pour le polygone (7 et il faut v adjoindre
encore les deux ¢équations de condition mentionnées plus haut, soil en
tout n + p + | équations.

1l subsiste done, comme I'affirmaient les théorémes d’enistence,
une indéterminée dans la question. Ceci était du reste & prévoir; en
effe(, la transformation v = w + A (4 constante réelle) transforme le
domaine (V) en lui-méme ct un choix convenable de la guantité A
permet d’attribuer i 'une des quantités ¢, ou o, nne valeur donnée a
I'avance.

Terminons cette étude en remarquant, comme cela nous sera utile

(') Nous verrons cependant des cas d’application pratique oit cette condilion est
unique.
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plus tard, que la double condition (101) assure en réalité 'uniformité
de Z ; elle exprime en effet que, si le point (¢) décrit dans son domaine
un chemin fermé non réductible & un point (par exemple un segment
rectiligne de longueur 1 parallele i Paxe réel), le point (Z) déerit dans
son domaine un chemin également fermé,

Enfin, toutes les extensions que Pona pu faire de la formule de
Schwarz sont susceptibles de S"appliquer ici (). En particulier, il peut
se faire que le domaine (Z), comme nous le verrons dans les appli
cations, soit porté par unc surface de Riemann & deun feuillets par
exemple, présentant un ou plusieurs points de ramification (le
domaine restant naturellement doublement connexe). On sait alors
ue ces points de ramification correspondront i des poles simples de
la fonetion E(e) avee un résidu égal a1, Autrement dit, un tel point
doit étre traité comme un sommet ordinaire (i cela pres quil n’est pas
sur les contours G et ('), en lui atteibuant le coefficient a = 2. De
plus, la fonetion ECe) devant ¢tre veelle sur Paxe réel du plan (9),
chaque fois qu'il existe dans Ie domaine (Z) un point de ramification
correspondant i une valeur 1magimaire de ¢, on doit introduire aussi
comme pole simple de la fonetion avee le méme résidu le point imagi-
naire vonjugné, qui correspondra ainsi & un point de ramification de
la surface de Riemann extéricur an domame (7).

Je laisse de eoté le cas ou le point & Pinlini du plan (7) fait partic
de Uintérieur du domaine: ce cas est un peu plus complexe et nous
n’aurons pas & nous en servire. Mais il peut se faire encore que le point
a I'infini fasse partie du contour du domaine. Dans ce cas, si 'on
appelle 8 'angle des deux cotés du polygone qui ~'éloignent a I'infini
(cet angle étant compté positivement dans P'intéricur du domaine),
une simple transformation par inversion raméne ce pomnt a distance
finie et on voit facilement, par Pétude de la fonetion E(¢) en son voi-
sinage, qu'il doil étre traité comme un sommel ordinaire, avec un
résidu égal & — 3.

Dans ces differentes extensions, les deux relations E(o, — 1) = — 2

©

(1) Pour ces citensions, sur lesquelles je n» donne que quelques in‘licalions som-
maires, voir loujours le Mémoire de Schlafli, auquel j'ar déja renvoyé plusicurs fois
(Journal de Crelle, t. 78, 1874, p. 63).



—_— ) —-

et S(x, — 1) =+ 2 peuven( (rés bien ne plus étre vérifiées; mais on,
se convaine sans peine que leur somme est encore nulle, & condition
I’y ajouter les résidus provenant des inlinis et des points de ramifica-
tion; or cela correspond au fait essentiel et bien connu que la somme
des résidus des poles d’une fonction elliptique situés dans un parallé-
logramme des périodes est nulle.

Quant a la relation X(o, — 1) = — 2, elle a servi aussi isolément au
moment de la détermination de la constante K (voir plus haut); si elle
nest plus veérifice, 1l peut se faire que la constante K ne soit plus
nulle. Ce fait, qui ne se produit que dans des circonstances trés spé-
ciales, n'introduit du reste rien d’essentiellement different dans la
théorie 5 mais eela montre que, si Pon veut étendre la formule donnée
a des cas siguliers, il v a lieu de prendree quelques précautions. En
tout cas, il est toujours facile, apres ecaleuls faits, de vérifier sur la
formule trouvée si elle remplit hien les conditions voulues ().

Retour au probléme hydrodynamique. — Cetle digression étant close,
reprenons le probléme avee notre nouvelle hypothése. Nous suppose-
rons le sillage de obstacle inféricur illimité, celurde Pobstacle supé-
ricur se fermant au contraire derriire lui. Nous adypterons provisor
rement la forme la plus simple pour ce sillage, forme qui comprend
neeessairement deux pomnts d’inflexion ¢t un point de rebroussement
ou se fait le raccord des lignes de courant qui s’¢taient momenta-
nément séparées (voir fig. 27 ). La pression qui régnera dans cette
région sera supéricure a celle quivegne dans le sillage illimite, le long
des lignes de discontinuité gui la limitent la vitesse sera done cons-
tante et aura une valeur inféricure  F'umité, valeur que nous appelle-
rons comme d’habitude ¢ *(a> o).

(1) La présente ¢tude a fait Tobjet d'une Communication & I'Académie des Seiences
dans sa séance du 7 juin 1920; dans le ménic numéro des Comptes l("n(lus, on lrouvera
une autre solution de cetle question présentée par M. II. Villal. basée, dans un esprit
tout A fart différent, sur d'mgénicusos considérations d’hydrodvnamique, et permetlant
de réaliser des représentations confurmes de domamnes doublemont connexes limités par
des eontours carvibignes. De son eoté, la méthode que je viens d’oxposer, comme je lai
mentionné dans la Nole en question. cst suscepuible de <appliquer a des domaines d’ordie
de connexion plus elevé.
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Quant i la vitesse le long des lignes de glissement s’étendant a I'in-
fini, elle sera naturellement, ici encore, ¢gale a 'unite.

lig. 27. Fig. 7 bes.
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Le domaine (f) devra, lui aussi, étre doublement connexe, et, en
premiére analyse, il se présentera sous la forme du plan entier, entaillé
par deux coupures, 'une allant de 'origine & I’infini le long de la
partie positive de I'axe des z, Pautre de longuenr finie, paralléle a la

Fig. 8.

premiére et au-dessus d’clle. Nous représenterons, pour la commodité
des notations, les points remarquables des différents domaines par des
numéros ’ordre, avec ou sans accent, suivant ’obstacle auquel ils se
rapportent, le point & linfini du sillage illimité ayant le numéro
d'ordre zéro.

Le domaine (Q) est d’allure plus complexe; si le p;)inl (5) parcourt
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les lignes A, @, @, A, correspondant au sillage illimit¢, le point (Q)
décrit dans son plan un contour trés simple analogue a ceux que nous

Fig. 29. Fig. »g bus
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avons déja vus souvent; si maintenant le point () décrit le contour
N, o, @, X, du sillage fermé (toujours en laissant & sa gauche le fluide

FF1g. 30 Fie o bis.

2-#

en mouvement), le point (L) décrit une série de paralléles aux axes
. . . oy . . R
de coordonnées cn suivant le trajet 1’ — 2'— 3'— ' — 5 = 6'—1". lei
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encore, certaines parties du contour se trouvent décrites plusieurs
fois et méme le segment compris entre les points 4" et 6 (qui corres-
pondent aux points d’inflexion) est décrit zrors fois par le point repre-
sentatif (voir fig. 29).

Nous sommes done i nouveau conduits & nous ligurer ce domaine
comme porté par une surface de Riemann i deun feuillets, ¢t comase
nous savons déternner, en partant des bords, de quel coté se trouve
lcregion mtérieure du domaine (Q), en proloageant cette détermina-
tion de proche en proche, nous arriverons a nous representer faci-
lement sa forme. I1 est formé de deux demi bandes illimitées vers le
bas, I'une (celle du dessous, par exemple) est limtée par le contour
1—2—3—1 ¢t porte les points 4 et 6" entee lesquels elle est
entaillée par une coapure rectiligne, Fautre porte les pomts 2', 1 et 3/
et se raccorde avee la premicre par une ligne de eroisement partant
d’un point de ramilication R intérieurau domaine et aboutissant ¢n un
endroit quelconque du contour.

Jai represente, pour rendre les choses plus claires, sur une figure
a part, cette méme surface, un peu déformée de facon que I'on puisse
mieux juger de son allure génerale (voir fig. 30).

I est & pea pres évident que le domaine ainsi formé est bien dou-
blement connexe; pour rendre le fairt plus immédiat, nous n'avons
qua remarquer qu’une section transversale le long de la ligne mar-
quée en traits mtercompus sur la tigure 3o le transformerait en un
autre stmplement connexe du genre de celui que nous avons rencontré
dans une theorie precedente (voir fig. 17, p. 46).

Nous avons fait du reste plus haut une hypothese gratuite en sup-
posant que le contour du sillage ferme ne comportait que deux points
Linflexion; en vealité, nous devons prévoir des dispositions ot le
vombre de ces points est supérieur & deun. En effe(, nous avons vu
dans une des études précédentes que, lorsque le plus petit des dens
plans venait se placer devant Pautee de facon a former un ensemble
symeétrique par rapport a la droite joignant leurs nilieux, les lignes de
jetdu premier plan se raccordaient avee le second en isolant entre les
deux une plage de fluide merte. Si, & partiv de cette position, nous
déplacons tres peu le plan d"avant, de telle sorte que cetle svmétrie ne
soil plus réalisée, Phypothese des sillages se raccordant est a rejeter,
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un sillage fermé a Parvicre du petit plan devient nécessaire et sa
forme, qui doit étre voisine de celle du cas symétrique, condait 3 un
contour de ~illage & quatre points d'inflexion (voir fig. 27 bis) (V).

La disposition du domaine (Q) dans ce second cas n'est pas essen-
ticlement differente de eelle tromvée précedemment.

Nous remarquerons toul d'abord que, le long de Ta drotte T=—a,
it est impossible que le point () passe deuy fois au méme endroil en
allant de gauche @ drovte ; en eftet, i partiv des deux éléments de bord
ainsi constitués en cet endroit, nous serions amenes a prolonger le
domaine (Q) dans deux feuillets difiérents, versle haut, dapris la végle
générale rappelée tout a Pheure. Dans Pan de ces feuillets le domaine
slarréterail naturellement au contour A, A,, mais dans autre il ne
rencontrerait pas de bords, il dépasserait done Paxe réel et les parties
correspondantes du fluide en mouvement seraient animées de vitesses
supérieures i 'unite, la pression risquerait d'y devenir négative.

Celte seule raison dordre physique suflit pournous faire exclure de
telles configurations, indépendammneent de fa difficulté qu'il y aurait
sans doute a réaliser le domane doublement connexe avee des feuil-
lets illimités. \utrement dit, les espéces de boucles aplaties que décrit
le point (Q) dans ses va-el-vient sur la droite T = a ne doivent pas
empiéter les unes sur les autres (*).

(1) Malgré la différence, qui peut paraitre profonde, entre le dispositif a sillage fermné
ot celur que nous avons étudié au Chapitre préeédent, 1l est néeessaire de se rendre
compte comment on peut passer de L'un a Lautre de fagon conlinue, Si nous partons, par
exemple, du disposinf a <illage fermé de la figure >7 My, nous voyons quiil easle une
veme flurde comprise entie les deus hignes de bifurcation, passant ensuiie entre les deux
obstacles ¢! s'cloienant enfin a I'infint en sappuvant a 7,. St lobstacle dasvant
tendd vers la position svmélrique, les deux lienes de courant hmitanl cetle vemne se
rapprochent I'une de Uautre sur toute leur élendue en la comprimant entre eclies jusqua
la faire disparaitie. On se rapproche alors mscensibiement du disposinf a sillages raccordé-.
Jaurat s1ms doute Toccasion de préciser dans d'autres (ravauy celle vue sommaire sur
lacquelle je n'msiste pas davantage ici

() Dans un des Mémoires fondamentaux de cette théorie [ Les surfaces de glissement
d’Helmholi. et la résistance des flundes ( Annales de Phy sique et de Chunee, 1911, p.166)],
ML M. Brillouin étudiant le eas «'un obslacle umque, remarque quil ne peat pas y avoir,
ur les lignes de discontinuité, de points d'flexton. car, dit-1l, « le point (0), dans son
plan, doit parcourir loxe des © d'un mouvement conlinu [sans va-ct-vient qui feraient
correspondre, sur unc cerlainc élendue, tiois poimnts du contour (z) & un seul point du,

TS Hmy 13
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'On déduit facilement de cette remarque la forme du domaine (L)
dans le cas o il v a quatree points d’inflexion. (Cesteelle qui est repré-
sentée par la ligure 29 bis, et sous une forme schématique par la
figure 30 bis. On voit aussi qutl ne doit pas v avoir de points de rami-
fication faisant partie de I'rntérieur du domaine, car, s'il y en avait, une
section transversale allant de 1" a4 8 transformerait le domaine en une
aire & denx trous, ce qui ne saurail se produire pour un domaine dou-
blement connexe. On obtientainsi en quelque sorte un feuillet percé
d'un trou, des hords duquel se détache par une espéce d’isthme une
languette formant, en se déplovant, le second feuillet. Un tel domaine
est de toute évidence doublement connexe.

Enfin, terminons ces remarques générales d’analysis situs ¢n mon-
trant en quelques mots que des configurations plas compleves que les
deun qui viennent d'étre déerites sontimpossibles, ¢’esta-dire que le
nombre des pomnts d'inflexion du contour (L) ne peut pas dépasser
quatre. Supposons en ellet, pour fixer les idées, qu'il y enail siy, cela
correspondrait a (rois bouecles du domaine () n’emprétant pas les
unes sur les autres. On peat toujours supposer, en déformant au
besoin la surface, que les points doubles de la figure sont des points
doubles effectifs du contour (et non seulement des pomts doubles
apparents). De chacun de ces points partiva alors une ligne de croise-
ment des deun fewllets de la surface, et ces lignes de croisement, ou
bien se rejorndront entre elles. ou hien se termineront en des points
de ramification. Cela nous montre immédiatement que le nombre des
points de ramification faisant partic de Pinterieur du domaine est de
méme parité que le nombre des boueles. Supposons done ici qu’il v
ait trois houcles et un scul point de ramification, comme Pindique la
figure 31. On voit tout de suite qu'un tel domaine ne peat étre dou-

contour ()] ». Celte remarque n'est pas en contradiclion avee cc que nous rencontrons
ici, mais il scrait peut étre hon de la compléter en insistant sur le fail que sl y avait un
tel va el-vien! sur I'axe des 0, dans le cas « un obslacle unique, cela nnpliquerait 'exis-
tence de points du domaune Q) au-dessus de cel axe, ¢ est-a-cire de points du fluide ou
la vitesse dépasserait Tunité ¢l oit la pression pourrail devenir négative. Ce mode de rai-
sonnement de M. Beilloum se rameéne done directement a une preuve ontéricurement
donnée par lur du méme fait (loe. ety p. 100, Cest ausst la méme rarcon qui interdit
(sauf dans le cas de M. Villat) les va-et-vient sur les cotés verticany des domamnes (Q).
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blement connexe, car une section transversale le long de la ligne
marquéc cn (raits interrompus le transformerait en une aire a deux

s o
Fig. 31. IFig. 31 bus.

Domaine homéomorphe
a celm de la figure 31,

trous. C'est une raison analogue qui limite & un le nombre des points
de ramilication possibles dans la disposition & deux points d’inflexion.
Enfin, on ~assure aussi facilement que des configurations plus com-
plexes sont « fortior: impossibles, car on peut, par des sections conye-
nables, détacher des domaines correspondants des aires du (vpe que
nous venons d'¢tudier.

Représentation conforme du domaine ( f) swr un domaine (). — Ces
formes de nos differents domaines étant ainsi convenablement préci-
sees, nous allons elfectuer les diverses représentations conformes
nécessaires i notre objet. Nous devons tout d’abord appliquer le plan
coupé () sur un domame (V). Nous supposerons que la coupure illi-
mitée A, @, @, A, corresponde i axe véel du plan (¢), etaussi, puisque
nous powvons « preore fave choin d'une des valeurs du paramétre, que
le pointa Pinfintde cette coupure ait pour correspondantle pointe=o;
noas représenterons par ¢, (¢ =1, 2, 3) les pomts remarquables de ce

-

contour, el par= + w (1 =1, 2, ..., 6)les points remarquables de la

droite L' correspondant au second contour.
Les seuls points & considérer ici sont les points o, 2, »"el 5’ qui sont
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des sommets des contours et dont les valeurs de « correspondantes
sont rcspectivement — 2, 4+2, 4-2, + 2.

6: — 2: .il

Domaine (V)

0 1 2 —

o \A Ve

Y

——rO

N

La représentation conforme scra donc assurée par la relation

(102) f(v):M[ :I((._“)Js(‘,_”’):ﬁ(p_w“)d«'. -

Iiv

La constante M doit avoir une valeur réelle, puisque f(v), et par
df

suite 7 doivent étre véelles en méme temps que ¢.

Exprimons tout de suite le fait que la seconde coupure est parallele
2 la premiére; il faudra pour cela qu’en faisant dans la formule

" df . , . . ,
b= +ww ct W soient réels en meme temps. Or un calcul immé-
diat donne pour cette dérivée la valeur

ir( 2
« - 4w -
ZICET .

M T — )T (v — ) T (v — )
dy - Ilw

T Wit wydwy)

La condition de réalit¢ imposée entraine donce la relation suivante :

(103) G =

(m étant un nombre entier quelcongue).

Cette cendition est dans le cas présent un ¢lément teés net de sim-
plification du probléme; elle exprime, en clfet, que la foncetion sous le
signe ’intégration admel la période = (en plus de la période 1 qu’elle a
par construction méme ). On pourrait done sans diffieulté effectuer le
calcul sous forme finice de la fonction /(¢), mais cela n'est pas néces-
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saire pour notre étude, puisque c’est seulement de la différentielle df
que nous aurons besoin (*). ' _

Enfin, la condition d’uniformité de f(v), laissée aussi sous forme
non intégrée, s'écrit

. . -
Ty (W= ) F (v =) F(w—
(104) { i ( ’)J'(‘,_‘ wa) S0 ”)(lwzo
A Slw

(l'inlégrale est évaluce le long du chemin =, = <1 de facon & éviter le

pole ¢ = ()).

Nous remarquerons que, dans ce cas, cette condition est unique.
Ceci est une particularité qui sc présente chaque fois que 'un des
contours est formé d’une coupure rectiligne (polygone de deux cotés).

(") Afin de donner au mos un exemple sunple completement inlégré de la représcen-
tation conforme d’une aire polygonale doublement connexe, j indique rapidement le résultat
du calcul.

Pour 'effectuer commodément, nous passerons aux fonclions s en posant

U=2m,¢, U= 20,9, U= w3+ 20, (w; quelconque)

avee la relation
Uy =+ ty+ u = >wz+ 2mof.
On vérilic faciiement que, daas ces conditions, la fonclion a mtégrer prend la forme

simple (a un facleur constant pres) :
Y1 opu pu
s(u—+u+ueiu—uysiu—u') E - R

Glu 26Uy — U,)

X |1 puy pdy
1 pu, p'
(woir T. ct M., form. CllI, 8 ).
On obtient alors la fonction f(v) sous la forme
v —fu pu
f(e)y=N |1 pd, pu| +const.,

! J)",o J)," "
*

N étanl un nouveau coeflicient reel remplacant M.
La condition d’uniformité impose aux différentes constantes la relation

)y — N 0
opd, pds | =o.
2 [ N . _,,"_':‘ ~
Lopd, pug ’/{" Vi—na‘.
~>e . St
RGN
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En cffet, lorsque le point (v) décrit dans son plan le contour corres-
pondant, on est certain que le point (f) reste sur cette coupure et, par
suite, pour exprimer que le contour qu’il décrit est fermé, iln’y a qu’a
¢erire que la somme algébrique de ses déplacements est nulle, ce qui
ne donne bien qu'une condition. Du reste, dans ce cas, pour déter-
miner la coupure e¢n grandeur et position, il faut se donner quatre
conditions (les coordonnées de ses deux extrémités), ¢’est-d-dire une
condition de plus que ne Pindiguerait Ta formule générale (n +1)
appliquée pour n = ».

En résumé, il v a done une condition de position en plus et une
condition d’uniformité en moins, si bien que, comme il fallait s’y
attendre, le nombre total en reste le méme.

Repreésentation conforme du domaine (Q) sur le domaine (V). —
Liésolvons le méme probleme pour Ie domaine (L2) en nous placant
tout d’abord dans le cas ou il n’y a que denx points d'inflexion sur le
contour du sillage fermé. Ce domaine a alors pour sommets

les pomnts.. ool R Y [
1
avee les valeurs de z. ........ 5 ©

o

3
I
- 2 2
2

O R

1
2
D'autre part, le domaine comprend & son intéricur un point de
ramification R, qui aura pour image un certain point imaginaire du
a1 o g . ‘av J -
domaine (V) d’affixe A+ p.’ (o<w <1); comme nous l'avons rap
pelé plus haut, nous devons introduire aussi au méme titre le point
‘imaginaire conjugué A—u.> el ces deux points interviennent de la

méme facon que des sommelts ordimaires,avec un coefficient a égal i 2.
Leur part contributive dans I'intégrale sera donc

3,(('——)\~—(J.§)3,(r—7\+y-;:>- '

Or, on vérilie immédiatement qu'a un facteur pres (facteur constant et
réel), ce produil peut encore s’éerire

%("——A— lu."—;-> ’.7',(\' —7+p.’§> (W=1—p)
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et la représentation conforme sera assurée par une relation de la
formre

©

T (0 — )T (v — ) T, <v — A= g) 3, (4‘-)\+.[.I.I g)

Q(v)=H = de.
1 (1—13) Ty (v —w,) \/31 (1= 91) F) (1= 93) Ty (8 —10y) Ty (9 —19,))

0

Prenons maintenant le cas oi le sillage fermé présente quatre points
d’inflexion; le domaine () n’aura alors plus de points de ramification
a son intérieur, mais son contour présentera deux sommets de plus,

7" et 8, correspondant dans le plan (¢) a des points d’aflixes é +a
et % -+ b avee le coefficient & = 2.

La formule de la représentation sera dans ce cas

{105) (v —_—]{/ = Thomenl i nl ) de,
=

o Tl ) T () B (0 ) T (0 ) T () T, ()

Nous constatons done, comme nous I'avions laissé prévoir au début,
que ces deux formes ne sont pas essentiellement différentes; nous
pouvons conserver la derniére scule et nous obtiendrons les deux cas
en supposant a ct b imaginaires conjugues s'il v a deux points d’in-
flexion; a et b réels s’il v en a quatre (*).

Pour préciser de facon convenable la valeur de Q, nous remarque-
rons que P'on peut toujours supposer ¢,, ¢,, ¢, compris enire o et1,
puisque les ¢, ne sont délinis qu’a des entiers preés. Le radical est alors
réel pour ¢ = 03 nous prendrons comme détermination initiale ceile
qui est positive pour cette valeur et nous la suivrons par continuité
dans le domaine (V).

Comme Q doit ¢tre une fonction réelle ct décroissante quand ¢ varie
parvaleurs réelles au voisinage de zéro, la constante Il devra étreréclle
et positive.

.

Détermination des constantes; conditions provenant du plan (Q). —

La facon méme dont nous venons de déterminer la réalit¢ de la cons-

(1) Remarquons en passant que les extrémités des coupures (pour lesquelles 2 = 2)
jouent le role de points de ramification situés sur le contour.
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tante H, nous montre que le point (Q) commence par décrire Paxe
réel OO si ¢ varie par valeurs réelles en partant de o; lorsque le
point (¢), s’éloignant davantage, (raversera les points ¢, 0,, ¢y, le
point (Q) décrira donc un contonr formé de paralléles aux aves de
coordonnées. Il nous faut éerire que les abscisses des eatés verticaux

sont ¢gales & + '—-, et — 5 el aussi que, lorsque le point (¢) sera par-
venu au point + 1, le contour se sera ferme.

Pour exprimer ces conditions, nous éviterons le pole ¢, par un petit
demi-cercle vy, de ravon c trés petit, intérieur au domaine. Nousaurons
alors, en posan( pour abréger I'écriture,

HZ(r o) 5 — ) 5i(e — a) T (e —b)
- )

?() = : /» = 5 =
S =S (=W (=) T (=) T (¢ )T (e —ary)

les conditions suivantes :

[ Q((')d(’:——-:,

vo

!Ln:[.[m—',‘g(‘-) ”,“+/~"4 q;((')dvjt:o,

" e+ 3

f'.p((')dv:-4— T )
‘ _
ﬁ?((')d(‘:—-;-

Dans la deuxiéme de ces formules, la somme des deux intégrales
conscerve, ¢videmment, une valeur finie quand ¢ tend vers zéro. D’autre
part, la troisicme peut »’écrire sous la forme plus simple :

(106)

I ' Siog— )T (s w) T (vo—a) T, (vg— D)
F(0)T (e ) VI (= e) B (= ) T (e ) Ty (00— ry)

(radk. avith.).

=-+1

Ces conditions conticnnent done, a la fous, celles relatives au premier
contour et la double condition d’uniformité.

Passons, maintenant, aux conditions relatives au second contour.
Exprimons, tout de suife, ee qui concerne son orienfation. Si nous
supposons que le point (¢) se déplace de facon & atteindre un point
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du contour L’ (le point 2, par exemple), le point (Q) devra, apres
avoir subi un déplacement correspondant, se trouver sur un des cotés
du polygone C’ (sans que nous puissions savoir lequel a priori). Nous
en concluons donc que, en posant v = 2 -+ w et en faisant varier w par
valeurs réelles au voisinage de zéro, les accroissements de Q devront
étre, soit réels, soit imaginaires purs; il en est, alors, de méme de sa

dérivée, et, par suite, de la fonetion o(v).
Or, un calcul facile donne

T (w—w,) T, (v —wg)

Y (i g b m[w,+w.+n+h—u,—w,—;uv,+«-,+w,+w,\+l]
¢<w+3>= | & w—a)5w—b)e
2/ S (w—v, S’.(W——w,)\/ﬁb(w—vl)s‘(w—v,)ﬁl(w—wl)ﬁl(w—;g,,’)
({ = entier)

et la condition d’orientation que nous étudions se traduit par Iéqua-
‘tion

‘(107) . ;

(Wit wst+a+b— oy — wy)) — (04 03+ w,+ wy)=n
(» entier quelconque).

Cette condition étant remplie, le contour C’ a, nécessairement, la
forme générale imposée par le probléme, il n'y a plus qu’a en fixer
la grandeur. Ceci se traduit immédiatement par les deux conditions

3+ Wi

‘f (v)dv-——g—ai,
? f o(v)dv =+, |

la seconde intégrale étant prise suivant un petit demi-cercle y’, de rayon

(108)

. . , . . , e A T
trés petit, intérieur au domaine et évitant le pole - + w,. Elle est
susceptible de s’écrire sous la forme intégrée ci-dessous :

12 (1w —19,) Ty (w0, — we) Ty (W, —a) 3y (wy, — b) | .
EHOERCIEN ENCEIEN (W — ) [Ti(wr — @) Ty (0, = wy) |

=+1 (h

('1‘) Les barres de valeurs absolues prowennent du fait qu’on 1gnore, en général, lordl:e
dans legnel se succédent les quantités w,.

THESE THIRY 14
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Quant & la premiére condition, elle se dédouble, puisque ses deux
membres sont des imaginaires. L'égalité des parties réelles est la plus
essentielle, celle des parties purement imaginaires ne servant qu’a
déterminer la quantité a, c’est-a-dire la vitesse le long des lignes de
jet du sillage fermé.

Conditions provenant du plan (z).-— Pour achever de déterminer
les constantes, il nous faut adjoindre aux conditions déja trouvées,
celles qui proviennent du plan (z) et qui sont de deux sortes.

Nous aurons, d’abord, une double condition d’uniformité, repré
sentée par I’équation

o+ - /,.,,+1 lf; PG (0 — ()T (0= ) (0 — W‘)dvz o,

(109) e 5o

v v,

puis, ensuite, les conditions de position et de grandeur des deux
obstacles, qui sont au nombre de guatre : les longueurs des deux plans
et les coordonnées de I'une des extrémités de I'un par rapport a I'une
des extrémités de 'autre.

Résumé et position générale du probléme. — Nous réunirons toutes
les formules trouvées dans le Tableau de la page 107.
Nous obtenons donc, en tout, seize équations.

D’autre part, les paramétres dont dépend le probléme sont au nombre
de quinze : ’

Onze valeurs remarquablesde v : ¢,, ¢,, v, w,, ..., w,, a, b;
Deux constantes multiplicatrices : H et M;

Le module 7 des fonctions elliptiques;

La constante de vitesse a.

Iei encore, tout au moins & premiére vue, le résultat parait analogire
a celui que nous avons déja rencontré deux fois. Il semble, puisque le
nombre des équations est supérieur d’une unité a celui des paramétres,
que notre hypothése du sillage ferné, elle aussi, ne-puisse s’accorder
qu’avec des dispositions particuliéres des obstacles.

Il n'en est rien, heureusement, car, sinon, notre champ d’hypo-
théses paraitrait épuisé; c’est ce que nous allons voir, en examinant
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SOLUTION DU PROBLEWE.

v o qumdu X , , , ,
lfs."__e'r)//f:M[ e ‘/; (s _(2)35("3’—‘,“"9)35(( —H‘;)dv,
‘ 1
plo) = H (0 —w) (0 — o) Tlc—a) Su(c — b)

(0 —90) T (v — W) VI (0 — ) Ty (0 — 03) Ty (9 — 1wy ) Ty (v — Wa).'

CONDITION PROVENANT DU CONTOUR C ET UNIFORMITE DE Q.

(63 . f qa(v)dv:——"—t,
o 2
'q—E€ vy
(1) lim [[ e(v)dv +f P(v) dv]:o,‘
E=0]Jy, VetE
T (0a— )T (0, — W) Dy (g — @) T, (90— b)
(IID) =S H
3; (0)3#("2— W) \/3'1("2 — ) 31("3 — v,)S‘,,(v, -— Wﬂ)gb("x—“’;)
+1
(Iv) [ o(¢)dy =— =.
CONDITIONS PROVENANT DU cONTOUR C'.
3 ]
(V), (YD) f o(v)de —=— -2-——ai,
0
(Vi) H |F 1 (wy— @) F (W —wig) Ty (g — @) Ty (17 — 1) | ey

3'1 (0)Fu(wa—vy) \/36(‘“’2 — 90) Ty (Ws—¢%3) ‘31(""2— W) T (vy— "'a)[ .
(Vlll) 2(“’5—'— W6+a+b—"’z——'ﬂ’z)—((’i"‘"vs"“ﬂ”—‘— Wa):n (en'ier).

CONDITIONS PROVENANT DU TLAN (f) ET UNIFORMITE DE f.

(1X) Py Wy g =m (entier),
1
F(w—0) T (w—w))J(w—w,)
(X) '/o. 32 p” I/W—Oo

CONDITIONS PROVENANT DU PLAN (3) ET UNIFORMITE DK 3,

o+t “‘P('"d" 0 Y P, ) —
xn, (xm [ e foree ")s‘(ésu.‘)")a‘(‘ ")ty = o,
1

v

o

N Conditions de position
(XI), (XIV), (XV), (XVI)

el de grandeur des obslacles,
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de plus prés une des conditions obtenues, qui se trouve étre trop
restrictive.

Discussion de la condition d’uniformité de f(v). — L’hypothése que
nous avons faite au début, sur la forme du domaine (f), en le suppo-
sant constitué par un plan avec deux coupures, avait pour but essen-
tiel de nous permettre d'appliquer les résultats que nous avions
obtenus, relativement a la représentation conforme. Mais il est certain,
qu'en général, la réalité est plus complexe. Lorsque le point (z) décrit,
dans le domaine du fluide en mouvement, un contour entourant le
sillage fermé, le circuit correspondant du point (f) ne se ferme pas
nécessairement. En effet, si, apres une telle circulation, il est néces-
saire que ¢ reprenne la méme valeur, puisque I'on doit se retrouver
sur la méme ligne de courant, il peut tres bien se faire, au contraire
(et c’est méme ce qui arrive dans le cas général), que le potentiel des

vitesses ne soit pas uniforme. Comme les dérivées partielles de ce

potentiel, u = 3—3, v = %; le sont, clles, certainement, le seul fait

qui puisse se produire, est que la fonction  reprenne la méme valeur,
augmentée seulement d’une constante réelle.

Si nous suivons les variations du point (/) dans son plan (en suppe-
sant, pour fixer les idées, qu’il parte d’un point de la droite corres-
pondant aux deux lignes de courant qui se sont raccordées derriére
I'obstacle), aprés une circulation du point (z) autourdu sillage fermé,
le point (f) reviendra encore sur cette droite, mais avec un certain
décalage horizontal constant, c’est-a-dire indépendant de la position
de départ.

Cette droite, prolongement de la coupure finie que nous avions
admise précédemment, ne s'introduira donc pas dags le plan (f)
comme une coupure proprement dite, mais plutot comme une sorte de
faille, le long de laquelle les deux parties du plan qu’elle sépare
auraient subi une espéce de glissement.

Or, la chose intéressante pour nous ici, c¢’est que, si nous négligeons
la condition d’uniformité trouvée pour f(v), la formule obtenie:

N F 0 — 00) T (0 — wy) Ty (¢ — i) )
S = M../’i 5T, v
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nous donne, pour les déplacements du point (f), exactement leé
particularités que nous venons de décrire.

En effet, aprés une circulation autour du sillage fermé, circulation
qui correspond a un trajet du point (¢) le long du segment [v,, v, + 1],
la fonction £(¢) a subi I'accroissement

Mf""“&;((’—"z)3‘ (‘:3? wy) T (0 — wy) dv.

Cet accroissement est, évidemment, indépendant de ¢,, et si, en

partlculler, on donne 2 ¢, la valeur = 5» par exemple, on voit qu il se
réduit &

Ly [ B T — ) F(w— ),
Siw W,

et, par suite, qu’1l est réel.

En supprimant donc cette condition surabondante d’uniformité
de f(¢) (condition X), nous obtenons un systéme de quinze équations
pour les quinze paramétres. Le probléme, avec notre derniére hypo-
thése, est donc, en général, possible et détermine.

Je montrerai, dans un travail ultérieur, comment, du systéme des.
équations précédentes, on peut tirer, par une résolution effective, des
exemples de mouvements présentant les propriétés énoncées. Cela
m’entrainerait trop loin pour le présent Mémoire.

Je me contenteraide remarquer qu'ici encore, sile plan @ =, devient
trés petit, le sillage qu’il a provoqué ne se réduira, sans doute, pas a
zéro, et nous retrouverons, comme toujours dans cette étude, des
indéterminations nouvelles provenantd’obstacles artificiellement intro-
duits, et, ensuite, réduits a des points.

. Remarques générales sur la représentation conforme. — Enfin, je.ne
voudrais pas terminer cette étude sans mentionner une particularité
de la représentation conforme, que j’ai passée sous silence, mais qui
s’est présentée chaque fois que nous avons eu un passage i la limite
a faire. Ils ont tous été caractérisés par une modification curieuse du
domaine (Q). Prenons, par exemple, le mouvement étudié au Cha-
pitre Il de la deuxiéme Partie (deux plans situés I'un devant l'autre
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dans la position symétrique). Lorsque nous avons supposé que le
plan d’avant tenduit vers zéro, les deux coupures du plan (Q)
(voir fig. 21) ont eu une tendance & se rejoindre et 4 sectionner,
ainsi, le domaine en deux parties. A la limite, 'une de ces parties
représente, de facon conforme, le domaine du fluide en mouvement;
I'autre partie, au contraire (celle qui s’étend indéfiniment vers le
bas), correspond & une portion du plan (z) devenue infiniment petite
et réduite au voisinage immédiat du pomt en lequel s’est faite la
réduction du plan @’ .

En ce point particulier du plan (), 'échelle de la représentation
conforme devient infinie, de telle sorte que les parties du fluide
immédiatement voisines du point de bifurcation de la ligne de courant
ont pour image une aire du plan (Q) dont I'étendue est, elle-méme,
infinie.

Je n’insiste pas davantage sur ces singularités, on vérifiera facile-
ment qu’elles se produisent dans tous les autres exemples de passage
a la limite que j’ai donnés et qu'il y a toujours morcellement du
domaine (Q) par étranglement, soit parce que des parties du contour
tendent & se rejoindre, soit parce que des points de ramification se
rapprochent des bords, tendant & séparer des feuillets du domaine.

Conclusion.

En résumé, pour revenir au point de vue des indéterminations, il
ressort de cette étude qu’il est possible de former autant que l'on
veut de solutions parasites du probléeme relatif a un obstacle déter-'
miné. 1l suffit d'introduire des obstacles nouveaux et de les réduire
progressivement 4 des points. Nous nous sommes bornés, dans cé
travail, & un seul obstacle additif, mais, il est évident que rien n’en
limite le nombre et que I'indétermination ainsi obtenue est consi-
dérable.

Certains des mouvements parasites ainsi formés peuvent étre
retenus au point de vue physique, comme, par exemple, ceux étudiés
dans la premicre Partie; d'autres, an contraire, comme ceux de la
deuxiéme Partie, paraissent plus invraisemblables et sont plutot des
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solutions mathématiques, et il est évident qu’ils ne se produiront pas
spontanément.

Cependant, ces derniers, eux-mémes, ne sont peut-étre pas dénués
de toute signification physique, si 'on réfléchit que, dans une expé-
rience réelle, les corps parasites abondent naturellement (parois,
boulons d’assemblage, tiges, etc.); il peuat trés bien se faire qu'ils
créent des perturbations notables, quelque effort que 'on fasse pour
les réduire, et peut-éere y a-t-il I une des causes du manque d’homo-

généité si fréquent dans les résultats des expériences sur la résistance
des fluides?
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