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PREMIILRE THESE

DE L'INTEGRATION DES FQUATIONS s =f(x, Y,z p,q)
PAR LA METHODE DE M. DARBOUX

Par M. BR. GOSSE

—_—

INTRODUCTION

La méthode de M. Darboux raméne I'étude de I'équation s = f(x, y, z,p, q) & la
recherche d’un invariant distinct de x ou de y, pour chacun des systémes de carac-
téristiques.

M. Goursat (*) a formé et intégré toutes les équations de cette forme qui ont un
invariant d'ordre inférienr ou égal & 2 pour chaque <ystéme. Ses deux Mémoires
sont fondamentaux & plusieurs titres. Il y indique (*) des méthodes de calcul dont
le présent travail montrera qu'elles sont susceptibles de généralisation: il y démon-
tre (*) des propriciés générales des équations s = f(r, v, 2, p, q) qui ont ¢té le point
de départ de tous les travaux récents sur le sujet.

Parmi ceun-ci la thése de M. Gau (') a marqué un progrés important de la
question M. Gau () a ¢té amené a distinguer deux grandes classes parmi les équa-
tions s = f:

1° Les équations qui vérifient une relation de la forme

A A QA of
—‘\;-4-(1? +f—‘\7)— + -‘\—p-=0

ol A est une fonction de x, y, z, p, qui n'est pas nulle;
2° Les équations qui ne vérifient pas cette relation.

("1 Annales de la Facullé de Toulouse. 2° série, t. I, 1899 “ous désignerons le premier
Mémoire par M, pp 31-58) et le deuxieme par M, (pp 43g-4164).

4 M, p 36 et sq.

¢ Mo p Ao et «q.

*) Theses de doctorat «Gauthier-Villars. 1g11). Nous la désignerons par T. G.

\'; T. U., P 2d et 8q.
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Pour les premiéres, il suffit de connaitre une seule ¢quation p, + ¢ = o en invo-
lution avec I'équation donnée pour pouvoir former un invariant donné par la for-
mule :

o =A(p,+9)

Pour les secondes, il a démontré que tout invariant de ces équations est de la
forme :

Pt

= , n>m, p,+9=o0 et p,+V=0
Tt

étant deux équations formant chacune un systéme en involulion avec I'équa-
tion s = f.

Réciproquement, si on connait deux telles équations, I’expression o est un inva-
riant d’ordre n, en supposant n >>m et n et m supéricurs a l'unité.

Ce théoréme d’abord démontré dans un cas particulier par M. Goursat (%),
et que M. Gau a déduit d'un théoréeme général démontré pour les équations
r+ f(x,v,z,p, q, 8, t)=o, permet de remplacer la recherche des invariants d’une
équation aux dérivées partielles par la recherche des équations en involution avec
cette équation.

Comme la méthode de M. Darboux s’applique, si élevé que soit I'ordre n de
I'invariant trouvé, il fallait faire I'étude des équations admettant une involution
d’ordre quelconque. Ce probléme paraissant inabordable par des méthodes directes,
il était naturel, pour essaver de simplifier au préalable la forme de la fonclion f,
de commencer par former des conditions nécessaires que doit vérifier cetle fonction
pour que I'équation s = f admette une involution. M. Gau (*) a été amené a expli-
citer deux de ces conditions.

Posons :

moay A A QA df\ dA a7\ A o
E,"(A) = Yy +q'—5z_+prT+<—ﬂ-) P, + ... +<_d$m—'>m+ A—“;‘—.

Si, la fonction f étant donnée on ne peut pas trouver de fonction
A(x,y, z.p,, --., P,) = o vérifiant la relation E,"(A) = o pour m = o, 1 ¢u 1,

(") M,, p. 460.
™ T. G., p. 36 et sq.
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I'équation s = f ne peut admettre une involution du systéme X que si f vérifie
4 la fois les deux conditions :

CI(I)E%;—H. = +f:;' +a‘\_°£+ :pf-— :
C/(x)= 35;7‘ 9.%+f-§—;"- +(m— 1)1(-3{- +p, i{ +f%
+(m——-x)<(\:bfw + P, b;:{z +fa,fafq,>+§_£ %"\%2 ,
« et o, étant des fonctions de x,y, z, p,. De méme pour que s = f soit en involu-
tion avec ¢, + (v, y,2.9,, ..+, ¢,-,) = o, il faut que les deux conditions analo-
gues :

C,(B)=o, C/(B)=o

soient vérifiées, 8 et 8, ne dépendant que de x, y,.z, ¢,, et élant spécifié qu'il est
impossible de trouver une fonction B de «,y, z, q,, ..., q, vérifiant la relation :

E'(B)=o0 pour n=o,1, ou 2.

En discutant ces diverses conditions M. Gau, complétant les résultats de Sophus
Lie sur I'équation s = f(z) et de Clairin sur les équations s = f(x, y, z), a‘pu
déterminer toutes les équations de la forme :

s=npqo(x,y,2) + pa(x,y, z) + qb(z,y,2) + c(x, 5, 2)

qui sont de la premiére classe, et démontrer qu'une équation s = f en involution
simultanée avec deux équations de systéme différent et d'ordre supérieur i 1 est du
type des équations de Moutard

Je me suis attaché dans ce travail a la généralisation de ces résultats, et plus
spécialement a la recherche des équations s = f(x, v, z. p, q) de la premiére classe.

Le rapide exposé que je viens de faire montre que le cas ol l'équation
s = f(x,y,z,p,q) admet un invariant, et par suite une involution, d’ordre 2 se
présente comme un cas d'exception qui meérite une étude spéciale. Elle fait I'objet
de mon premier chapitre.

La conclusion en est trés ~imple : En supposant que le systéme de caractéristi-
ques admette un invariant d'ordre 2, si la fonction f n'est pas du premier degré

en g l'équation se raméne aux types que M. Goursat (‘) a déterminés en supposant

() M,, p. 6.
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qu’il existe deux invarianls du second ordre; si I'équation est du premier degré
en ¢, une transformation de contact, suivie d'une transformation de Bidcklund (),

N C o e Ly
la raméne 4 la forme : s = \;f(.;:, ¥, 2), qui s’étudie immeédialement.
oy

Dés lors on peut se borner a chercher les équations de la premiére classe parmi
celles qui admettent un invariant d’ordre supérieur a 2. Elles peuvent se classer en
troi~ groupes :

1° Les ¢quations F, pour lesquelles on a simultanément

E,"(A)=o, E,'(B)=+o, m, n ¢tant égaux 4 o, 1, ou 2;

2° Les équations F, pour lesquelles
E,"(A)=o, E'(B) o,
avec lesquelles se classent les équations F, pour lesquelles

E,"(A) = o, E"(B) =o;

3° Les équations F, pour lesquelles

E,"(A) =o, E'(B)=o.

Il est clair que si on a E;"(A) = o, cetle unique condition fait disparaitre les.
deux conditions

Cz(a) =0, C.t'(al) == 0.

Il était donc naturel de chercher a adjoindre & la condition E,"(A) = o une
nouvelle condition nécessaire que doive yérifier f pour que 1'équation s =f admette
une imvolution de systéme X. Dans mon second chapitre, j'ai démontré d’abord que,
dans ce cas, la fonction f doit vérifier la condition que jappelle :

I, =o.

J'y établis ensuite quelques propositions générales sur les équations s = f de la
premiére classe qui me permettent de ramener leur recherche a la résolution des
trois problémes suivants dont I'étude constitue mes troisieme, quatriéme et cin-
quieme chapitre.

") Voir Goursat. Equations du second ordre, t. 1. p. 264. et Mémoire Sur le probleme de
Bdcklund, p. 59. C'e<t un cas particulier de la transformation d linschenetsky.
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Premier probléme : E,"(A) ==o, E/"(B) == o. — Est-il possible que I'équation
s = f admette deux involutions simultanées de systémes différents?

Une discussion longue, mais simple, montre (ue les quatre conditions :

C,=o, C'=o, C —o, C'=o
sont incompatibles.

Deuxiéme probléme. — C’est le méme probléme que précédemment, mais ol
on a:

E,"(A)=o, E(B)=o.

On trouve encore que les conditions C, = o, C,/ = o sont incompatibles avec
la condition E "(A) = o, a laquelle on adjoint la condition.I" () = o.

Troisiéme probléme. — Un théoréme de M. Goursat (*) permet de le poser d’'une
fagon plus précise. Est-il possible qu’'une équation s = f(x, v, z, p, ¢), ou la fonc-
tion f a la forme

da b

3=h(w,Y»z)a(w,P)b(y,Q), ‘\_P,:{‘:O, Fq_:'z*:o’

admette une involution du systéme X d’ordre supérieur & 2?

Jai déterminé toutes les formes d’équation pour lesquelles il peut en étre ainsi.
En comparant le résultat obtenu a celui que donnerait la permutation de x et y,
j’ai démontré encore I'impossibilité de deux involutions simultanées d’ordre difté-
rent, sauf peut-étre lorsque s = ah (., v) \/p—q. Ce cas a été complétement étudié
par M. Goursat (Lecons sur Uintégration des équations aux dérivées partielles, t. 11,
p- 252).

Il résulte en particulier de ces recherches que les seules équations de la forme
$ = f(x, ¥, z, p, ¢) qui soient de la premiére classe sont celles que M. Goursat (*) a
déja déterminces et classées.

Je me suis borné aux ¢quations qui ne sont du premier degré ni en p, ni en gq.
M. Gau a complétement étudié celles qui le sont a la fois en p et en ¢g. — Jai
presque terminé 1'é¢tude de I'équation s = w(r, vy, z.p) — ¢i(x, ¥, z, p), et je n'ai

trouvé jusqu'ici, comme faisant exception au résultat négatif que j'indique, que

() M,, p. 462.
() M, p. 67.
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des équations qui se raménent par des transformations simples i des équations
connues.

Je n’ai os¢ reprendre ce travail dans des circonstances difficiles que sur lin-
sistance de mon ami Gau. J'ai été soutenu au cours de son exécution par les encou-
ragements de M Borel et de M Perrin, et je leut en garde une affectueuse gratitude.
Je dois d’avoir pu mener mes 1echerches a bonne fin a I'obligeance et aux bienveil-
lants conseils de M. Goursat : non seulement il a mis gracieusement a ma disposi-
tion les livres et mémoites qui m « tatent indispensables, mais encore il n'a cessé
d’étre pour moi le plus précicux des guides L’hommage que je lui fais ict de mon

travail n’est qu un faible t{moignage de ma 1espectueuse reconnaissance.




CHAPITRE PREMIER

Détermination des équations s = f(x, y, =, p, ¢) qui admettent un invariant
du second ordre.

M. Goursat a déterminé (') toutes les équations de cette forme qui admettent un
invariant du second ordie pour chaque systéme de caractéristiques. Nous allons
nous proposet de délerminer celles de ces équations (ui admettent un invariant du
second ordre pour le seul syvstéme \.

M Goursat a élabli les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il en soit
ainsi Il faut d’abord que Pon ait :

LRy o . .
\y 324 j — A= 3 =o0 (» fonction de x, y, z, p).

En posant A = \l

A

, cette condition montre qu’on doit avoir

op
da
b(m’ y’ z ‘1) q DZ
f= Da .
op
Il faut ensuite que I'on ait
P d Q .
) b_y +q +f$ + (\i f+f f % (A fonction de x, y, z, p).

et ces deux conditions <ont suffisantes
Nous allons écrire que f yérifie la seconde condition.
En dérivant deun fois celles-ci par rapport a ¢, on obtient

@ N APYSP s >

) p \q’\prbq'\z

PR SN
o T ¢ T T pg

(') M, p. 36.
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3

Premier cas. — ;=0
°q

Pour que f soit du premier degré en ¢, il faut et suffit que b soit du premier
degré en ¢q. L'équation s’écrit alors :

da da
g8(x.y,2) +8,(=. Y. ) — - — g~
8:‘f= Yy z
da ’
p

c’est-a-dire

da
Y q8(x, y,2) + B, (=, 7, 2).

h}
Nous pourrons toujours poser B(x, y, z) = % (x,y,2) et a=a + y(x, v, 2).
(&

L'équation s’écrit alots

dx &y —_
o = @1 =5 @y =h@®Y,2).

. . . . d.
Faisons le changement de variable z, = h(x, y, z). L’équation vient d—“:
(« fonction de x,v, z, p), cat une fonction x de ,y, z, p devient une fonction de

x, ¥, 2,, P, <Si h ne contient pas z, I'équation admet une intégrale intetm.diaire

du premier ordre x =X +fh(ac, y)dy) .

Nous sommes donc ramenés a intégrer

da da
Ty 1%
(- ¢ .
$=f—T—w+0q
p

en posant
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RIVEES PARTIELLES.

’

EQUATIONS AUX DE

La condition (1) s’écrit alors :

0
3 +¢I317>~

p

dw

>+%w+0®6=ﬂ<

26
+qa—z

hF

dw

'

X

Rl

Dm +
dx 1

+

2

)N o )\
3 + (0 4+ Q)‘a;

+q

N
2y

Cette relation donne :

+ 0=

29

écrit :

Iy

eme s

w — ph. Ce syst

Posons A

2| &
3.
2|8
+
A&
>
+
AR
4

car le coefficient de p dans cette derniére équation se réduit, toutl calculs faits,

I

da ’

a

op

On doit donc avoir :

aryy ~ “pay

pox

N
p!

h]
dx

do I

p op

0
P/

h————

(s

p

do

d’ott

NPw
Doz

)

)
» W)

&\(v)

)
+0

2y

[0}
r

(




4 R. GOSSE.

c’est-a-dire, tout calculs faits :

2 d da
-;I-)- y.glog\ +o0=5 og‘Tl-’-.
On a de plus
g_:;—_p%—%—e(%log%-—y%log; 0),
5=t o (e ey ),
p

da Da)_ da
w Y7

d (ba Da)_e z>+
YA R VAR Ps

d (Da da ) —b da
»\ax )Ty
On en tire les conditions
M da 0 da 20 (Ba z>+]__bﬂ Jda
p 2 2 p’ p \dy Ty yp’

La premiére montre que
pL . "
0= e (x,y,a), ¢ étant une fonction arbitraire ;

d’ot 'on tire

da da 9
— _-————'o,

2 ' p da

ce qui montre que l'on a :

N
p=z: —;%(x, y,a) + 9,(x,y,a). 9, étant une fonction arbitraire.
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Mais on a aussi

et par suite

da Ny + Vg :l
I=—12 -
» | wa T yax |

et comme on a,

on en conclut :

9 nest défini qu'd une fonction prés de x et de y. On peut done dire que a est
défini par l'identité :

——zb? (x +‘\? a)
P = da ’y’a) _‘\')T(w’y’ ‘

Mais alors I'équation

da _
dy =1
donne
__da
P=Txdy’
eton a:
da da do

— %
Tdy = dy da (x,7,a) +—B—y—(w»)',a):

et par suite

da d )
drdy ~ dy #(@. 7, ),

qui s’étudie immédiatement.
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Par conséquent, toutes les équations s = w(x, y, z, p) + ¢b(x, v, z, p) qui admet-
tent un invariant du second ordre se raménent par une transformation de contact
suivie d'une transformation de Bachlund & I’équation

"~

w
N

/

2),

qui admet une intégrale intermédiaire de premier ardre évidente.

i \’f
Deuxiéme cas. — :{: o.

L’équation (2) s'écrit :

AN *f *f »f f d *f
—l ——l —log—+3 == .
ap+ 8yt P gq+f gaq,+ 3 Xaplogaq.
Or,
’f 0 b y_ b da
-a—q—,._. e =7 & posant b =3 > =a.
op
On a donc
N b" h) b of P
— + —log—- ——1 r—1 =
®) ap+ og—r+pyrlg—r+ S + q+ ¥ oga'=o
et
o Ny " Rl of 2 v, 30"
® \—\131 og b" +P—61081’ +f +log b" + g og b" + 7 =0

t]
Supposons d’abord 3 b‘\q log b" = o. Log b" est une fonction linéaire de q.

Alors, ou bien b” est constant, ou bien b" = 5'5,¢*, % et 8, étant fonctions-
de x, v, z.
Si b" est constant, b = 2¢" + 2,9 + %,, == o.

La condition (1) est une identité en ¢. Elle contient un seul terme du troisiéme

2
degré provenant def:;t, et c'est ag® X 2aq. On devrait avoir 2 = o, ce qui est
°q
impossible.
Si b" = 4'%e¥, & et 4, étant tousdeux F=0, b= §,eM 4+ 89 +8,.

La condition (1) contient un seul lerme en e® : c'est 8, X B8, ¥
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P
Il n’est nul que si 83 = o, ce qui est impossible. Donc T log 4" & o.
¢

On a donc:
i log b" ol log b' 2 log b"
. reqg 8 zog 8 o g 8 3 b
([') T +p 1 +f+ N, N + PR =0
 log " " Jog b M2 gt P X logtr
&q o d
que nous écrirons :
3
A+pB4+f+C g —o,
la signification des lettres A, B, C, D étant évidente.
On en tire
DA \’f
.\q < + ta a’ T\?——O’
c’est-a-dire
”
; W s U3y 3 _
) W +p Y + — < + -_— 0.
Supposons
C
1+5-=0o0, Ct+qg=l(x1y,2),
q
c’est-3-dire
2 log b =1-—1logb" + I 1 b'—-—’——z —log (¢—0
q‘\qg—bqog + 4, —Og =1 & g (g —1).
On en tire
V=1(g—0h.
260 26
En prenant pour nouvelle variable une fonction 0(zx, y, z) vérifiant l— +—-—.o,

la forme de I'équation ne change pas, etona ! =o.
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On peut donc prendre, en changeant les notations :
" 2
b =g, logb"=1logn + lloggq, 3 logb' = —,
d’ol
3
E}T '.Og "= — by
On a alors
dlogt dlog! . g
A=—g—— B=—¢—5~ C=—¢ D=-—7

La relation (5) s'écrit alors

) Il+3)‘ ')(H-z
dlogl  dlogt 17 7937
+

o 2z

a

Si | + 2 3= o, le terme en ¢"** a pour coefficient I + 3( 4+ 2), et on doit avoir

3

= — -.
2
Si | + 2 = o, on devrait avoir A = o, ce qui est impossible. Le seul cas a
3

considérer est donc celui ot " = 7q  *, c'esl-a-dire celui ot b= w(zx, v, 2) \/q.

La relation (1) donne dans ce cas

<\/(; da da da da
N \"ViITy 1%/ w - /o a(Ty—) \<7>

3;+'I:;;+ p > \/‘I:\;(;J 2\ /T 9\
da d da da da
IEIEIINED NCTe = P
trlg\7) T\ TR\ 7 Ve @
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9

1

- a o
z [4
Le Seul terme en q esl —

da

¢ .

— —. On a donc — = o; a est une fonction de
dy 2a dy

x, z, p, et en posant

/|

X%

w
7:—_—‘;, — =0

~

Q

I'équation précédente s'écrit :

N - M W oW
gy—+q§+(u\/q+q0>35+\/q§+3;q+p<gz—\/q+q&->

+<u+6\/§> <i:—+0\/¢_1>=7x<\/5%&+%6-q);

\P \p
on a dope
Do,
d 2

2 p

Ecrivons les conditions d’intégrabilité de ce systéme. On a :

J A 0 N h) :
F__y'ze_____‘.__b_:__eui_L_ae_,
&z pdy p Yy b 2 p
d’old
hR! d1 Q
g ,ologp +1;§__ o,
oz p p
c’est-a-dire
da' ba‘
dlog o 27 2z "o
) - — + -~ t-=—-=0o,
oz a a a 29
ou
dlo 3 M
A gw 28—



10 R. GOSSE.

Cette relation montre que

N .
l(:zg “ ne dépend pas de y. On a en outre :

. logw pdlogw 3 du  dlogo 3 1)_Lb’logm.
B T Tamay a p 25 T Ty T awp\dt) T o oy

Cette derniére équation montre que —

)/ —p
3p<a">— @, 2).

On en tire :

S=N(p+h),  hko,
et en faisant un changement de variable

Nt 4 , H

z,=0(x,z) avec h‘:—T, a = =, a = H{x, z)\/;-{—H,(a;,z);
! aVp
hr4
on a alors :
_M e O, _
0 — 2z VP T . <b log H + JH,"\/p)
- H - 2 PTwH
aVp
et I'égalité
h] . d
log » _ dlog H LR donne oH, —o0,
4 2z ay/p H 2z

ce qui montre qu'on peut prendre H, = o et w = I(z, y) H'(x, 2).
D’autre part,

H: 6

"w__ d'log w
a"=—, donc T

drdy

1
(‘)!
et comme log v = log I(x, ) + 3 log H(x, z), on aura :

M log 1
U'(xyz) dxdy

et 6H'(r,z)= =X,
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donc H est indépendant de z et 6 est nul. On arrive alors sans peine (*), en inté-

2 log « pg
grant l'équation —l— f\;fy“ =1, 4 la forme s = % (Goursat, type I).
(0] € [
Si
J
h=o, a"=o, a=€(w,z)p+al(x,z), «fo0,
» ¢
D’a+ba‘ .
0 — Py 2 o dlogw  3dloga o= al(x )k’
- da 2 a2 )z 7 =HmN
dz

log
X dy

O log I(x, y)

d
f
Il faut en plus que QX dy

= o, c'est-a-dire que = o, ce qui

-donne :

l(.’l), y) == XY,

-et I'équation s'écrit :

d da  da da da

Posons

dx  da da

a=e®2,  P=PLt 5 7’

’ q|=q
-et il vient

9 b+ A, 2)] = XY 2 V7

gy P T B EI= 2V
c’est-a-dire

d

-d—y-[p-{-A(x, 2)] = Ya, (x, z)\/ZI—‘,
-et en posant Y,:fY‘dy,

d

ZPHA@ =@ Ve,

QA
s=0 R tu@ Ve

Cette équalion est du type s = f(x, y, q), qu'on inlégre cn posant ¢ = u.

(*) Goursat, M,. p 45
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d
Troisiéme cas. — Supposons 1 + T;i =+ o.

La relation (5) s’écrit :

dA B
J N7} Al ¥ -
6 S - —_
© M ¢ ) TP g 3C
I _— 1+
oq ]
D
1 v 14
TN T A
oq
Cette relation donnera en général a' — M—.
p+B(xy,2)
Posons
Al 0
. S} da '(\"Z; a(x, Y, z)
B(x,y,2)= S5~ on aura Y TR
2z p Y

En prenant comme nouvelle inconnue z, = 0(x, y, z), 1 équation %: b(x,y,2,q)
ne change pas de forme, et 1l vient :

da _ a(x,y,2)
dp P

On peut donc prendre :
B=o, a=alogp+ a(x,y,2).

En modifiant b, on aura a = « log p.
Dans la relation (4), faisons

d
_/‘:%’-——plogp( loga+( Dloga).

dy &z

En annulant le coefficient des termes logarithmiques, on trouve :

hl log b’ (b log « dlog z> N dlogx 2

g dy 2
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.ologa . . .
Si “—2Z p'était pas nul, on en conclurait
d1oga
c W
T+ dlogx ~ '
oz
<e qui est contraire a nos hypothéses.

Donc

ol dlo X

¢ Oga::o, ‘gd, a=—X.

oz 3y

On peut prendre « =1, f= pb(x,y, 2, q).
La condition (1) s’écrit alors :

Mo W W N
'3‘)74-']?4- (P'ﬁ'——) P(Dw'i-[)—b?-i-]) ¥>—0.

3
En posant », = —;, on en lire :
3
ap

3?7

D, n‘+ba°< N 1)——0
y 1w TP\ Py =9
b n’est pas du premier degré en ¢. On en conclut sans peine que

A=Xplogp +a,p'+a,p—a,.

La condition (1) devient :

. 0a, da, 310+ (,ba,+ da, bau)
Py TPy 5 TIP Y T1y %

) b N b
+ b(a,p +a‘p+ao)+p<—a—x— +pb—z+pb31->=o,

On en tire d’abord 2, = o et

da, da, b b
&) Yy +9q Dz+bz’+—3?+b3¢}-=°’
da da . b
® :

—b-;-i-ll—b;' + 6X, +

—=o0.
R

13
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Si b ne dépend pas de x, I'équalion (7) montre qu’il en est de méme de «,
En posant :

d . H(y,2)
= " log —2 %,
a Ob 3z

2z
I'équation devient, en prenant comme inconnue z, = H(y, 2),
s,=pb avec ¢,=bz, +g(x7y,b)

C’est le type VI des équations de M. Goursat.
Cherchons, dans le cas général, les solutions communes 4 (7) et (8). Posons-
’

X, = Y(X == 0) et changeons «, en % On a:

da, da,
bX + -D—y-+(1 5

=B8(,2,9)

(Si X, est nul, il suffit de faire dans cette relation X =1) et

da

* / (\a‘ 3) ( ‘\13 Da!)
N — N8 ———2—qg—2
9 \oy T9% )Ty T
X < B Ve, b*;,) L[ 011> <e O, 2\ _
2w Ty 17 (bq w )Py T Dz>_ ¥
En dérivant par rapport & x, on obtient une relation de la forme :

8 B /P P N dx dy dy
'-l—_ v 3 —l— 3 —_ —_ 3 ____|. __—’-=
X" (D.rby ‘ "a:m) +83 <°")‘ 2z > i T

Si X' n'est pas nul, on a:
N 1 a, d 1 Ve, . @ 19 Qa,
SELG (va.nﬁ * q"x(\—?ﬂ —f‘sg[v»—x (‘——ﬂ oLt

Si X' est nul, on a:

8 /Ny a d . Qv dv
%;_(\ \1 +q 3 :.B'— x,) 2 +q..'.i+__‘1'
dg \oxdy r4 i\ r4 A
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Si cette relation ne se réduit pas a une identité, on en lire :

d h) )
—log 8" = —log b" = ——,
20q dq q—1
ce qui est contraire & nos hypolhéses.
On a donc :
Yy Ya, 2wWX)_
drdy  Jrdz dx
On en conclut sans peine qu'on peut prendre
da B p
= X =8, — =0 X— — =o.
%H=0 ! da 2z + pbq °

On retombe sur le type VI.
Si X' est diff¢rent de zéro, le méme raisonnement montre que

D /1 Ya, Y /1 Ve, XD da,\”
\xXT< — T \<7 _ vk 1',\—‘— :Y,:Y‘io.
dxe \\' dx oy dae A\ X s Q| N ) /_

En changecant la sifinification de 8, on peut prendre
d
@y = X(P(y’ Z) - D_Z lOg ';‘(yv Z).
. d o
L’équation -‘E log p = b s’écrit alors :

d d I
Tl‘y‘logl’ + d_ya_zIOg y=xB80z9.
Posons z, = {(y, z). On obtient, en changeant les notations,
d T
@y oFP =y B2 Q)

Ceci revient a prendre o, = 0, «,X == ¢ (y, z) + X¢,(y, 2).
La relation (g) doit étre une identité en X ; ce qui exige :

28
s(ht o) =o

égalité contraire 4 nos hypolthéses.
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Quatriéme cas. — 1l faut donc que la relation (6) ou bien donne a’' = I(x, y, 2),
ou bien se réduise d une identité.

o’ ' \ " 20
Siona a'=1, on peut prendre, apres un changement d’'inconnue, a =p 5 (xfy,2).
[\¥4

Posons z, = 6(x, y, 2). L'équaticn donnée se raméne i la forme :

s=b(x,y,z, q).

La relation (1) donne alors :

R X .
L= e p' + px(x, ¥, 2) + «,(x, ¥, 2),

d’ou on lire :

da da . b
(10) §+q——bz+bx+§——o,

%, dor, b b
(11) -\7+q$+5—£+b1+b571———0.

L’équation (10) donne V" = ¢"(x,y, )¢ =
. | 0 .
1° X =o0. En posant a« = \—Z-(.I,‘, ¥, Z), on obtient :

hUJ 20

bz?(w,%’l)"'g—‘(ls»

et la relation (11) donne, aprés deux dérivations par rapport A ¢,

3
Oy
4

0 A My o
Tt )+
q

—_—t g — 1 ————=0
dydz NS 0tz !

ce qui est contraire & nos hypothéses.

On en conclut

20 b .
S=X =0 a=X:i+g@y

et b est une fonction de x, y, ¢ définie par 1'équation :

2 b Y
bﬁ+:‘—xﬂ+,\‘b+(1\,+3§'——-0.
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N
Silona X, =X, = :_g = o0, on obtient le type VIII de M. Goursat :

¢

q—bx =/(y, b).

SiI'ona X,=X,=o0 en posant z, =z +fg(ac, y)dy, on retrouve le type VIIIL.

Suppo-~ons maintenant \ == o0. Posons b = Bi(x), =, =/§(ac)dx.

En déterminant 2 de fagon que

Y\ (\ )
P .—-;’- :X"
g § )

on aura :
YR Ve, .
§s=28, @3—{;+b—5+fiX,+q\,+)—£(w,y)_o.
Xﬂ
En intégrant celte équation on trouve, en posant X, = -
b+ A + 10 .
I "N ™%

(1‘ + b= ("X + ?(y’ cl)'

En prenant comme nouvelle inconnue z, = z\' +/ 0(x, y)dy, on a:
’ slx sl
S‘=C.X1 q|=T+?(y;-x_f>'
En prenant comme variable &, = X(%), on relombe sur 1'@quation VHI.

X0 Onab=cge " 4ag+e,.

L’équation (11) donne :

d ol 4
a+s—a-:log q,'—)\'z+b——i\)—§—q‘—+3b’=o

et, en dérivant par rapport a z,

da \ _b_é)lng?" 3M'

iz 2 2q iz
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- b - s
d’ou, en remplacant S par sa valeur et en dérivant par rapport a z,
az

X2

dloge" [T d [dae d /e“bag)il d [ /% )y o 0\
3 Ll (ET) =GRl 3:(3;*“33/]—“

Nous avons d¢ja remarqué qu’une pareille relation doit étre une identité en q.

On cn déduit

o, = l(x,y) —€ lz,y), a, =mx,y)—e m(x,y),

a— 2N + 3, =k (2, y) — k(x, y)e .

En modifiant b, on peut prendre ! = m = o, b = qw'_xz + lg 4+ m, et
a=zX'— ke 4 K,(x,y).
En portant ces valeurs dans la relation (10), on trouve
X oK

. X Ik =o, S

*+Xm, =o0

et on peut écrire I'équation donnée :

. —x: 0K
sX + N =Xo(x,y,q) e+ — .

xy
Le changement d'inconnue z, = — Xz + f K,dx permet de la ramener &
s=¢ép(x,y,q).
On peut donc faire dans les équations (10) et (11), X = —1, a=o,
b= ¢(x,y,q)e*. On en tire:
29
5 =ql(x,y) + L (x,y).
°q
Nous avons déja ¢tudié le cas ou [ est nul.
En supposant [/ { o, on a:
, A A,
% + nq-‘;; + T

. hE
e =Vlig" + 3l g+ L(x,y), P Vig +alg +1.
A\ q 20q .
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L’équation (11) montre que les fonctions ! ne dépendent que de y, et que, si

-on pose «, = «,e*, on doit avoir :

da, da,
by+l'=o' $+2a°+l(y)—_.—o.

On en conclut en posant Y/ = 2al, que I{(y)=1Y, etona:
s=¢e\Yq¢" -+ Yq + Y,.
C’est I'équation VII de M. Goursat.

Cinquiéme cas. — Supposons que la relation (6) se réduise & une identité.

A=2a2(qg+ C) t «,, B=28(q+ C)-B,. Co'+3D+b=1v(g+C)+v,.

les «, 8, y ne contenant que x,y, 2z

On en tire
dlog b d log &'
(12) = ) T e,
log b" d log b
(13) L — (B b,
(14) bb' =b'(yq + 1) + ¥,4 + 1. + b(y, —27).

Les équations (12) et (13) donnent :

dlog V[ d e, Y ‘p‘
—ﬁ_ﬂ$+$_@‘* ) s ]+

. . TR . S G
Cette relation doit se réduire a une identité, puisque 1 4 ‘T- n’est pas nul.
9
On peut alors salisfaire de la fagon la plus générale aux conditions qui en résul-

tent en posant

dw dw
3. 0» a 2 x Nz dlog h dlog h
X = — — = l =_— —_—— = =
* = log T 8 8 A w0 o % S B, = ~
hr4 %z

"

. b
et on en conclul sans peine que log-,;est une fonction de y ¢l de q?——{— o(x, v, 2).
z
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Un changement d’inconnue z, = 6(x, y, z) — et un changement de notation — nous-
ameéne alors 4 poser

b=h(x,y.2) 3(q+0(x, 5, 2),y) +'ql(x, y, 2) + L,(x, 7. 2),

] Pl dlog h dlogh
z=0. B=o  w=gn ATy wT o AT o
L’équation (5) donne alors — =1y, et I'équation (4')

MMz

Ceci exige que

0 20 & — d, Y o pL’
N

_——0 p—
dcdz - 2t ’ iz -y’

~
«
=
<
<

d'ou 6 =zY 1/ (x,y). Posons: a=A+4 4.
L’équation donnée prend la forme :

A W W \
-@+qFZ—+—37——h?(q+zY+l.,y)+qlel.-

On peut prendre ¢ = o en modifiant les fonctions /. On a alors :

—y —o ba___o ba<Y+DI,>__ba
T=Y.=0, — 0O, ‘\p p S __ay_

Si Y est nul, un changement d’'inconnue ¢vident montre qu'on peut prendre ¢-
fonction de y et ¢; a fonction de x et de p.

T

Si Y n’est pas nul, remplacons-le par }YJ— (Y, o).

Le changement d'inconnue z, = zY, + fY, 1 dy conduit 3 1a méme conclusion.

Or l'équation (14) donne

avec

b=h(3y, ) +al+1), ho.
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En dérivant la relation que I'on obtient ainsi par rapport a x, puis deux fois
par rapport & ¢, on démontre que ! et /| ne dépendent pas de x; on démontrerait
de méme qu’ils ne dépendent pas de z; on n’a donc qu’a étudier les équations :

s =h(x,y, 2)a(x, p)b(y, q), a"b" Fo.
La relation (14) donne

bb' = bY + qY, + Y,.

La relation (1) donne une relation de méme forme. En écrivant que ces deux
relations sont identiques, on obtient le systéme

N - PO -
(15) '§+a’l\,=0, (16) -D—Z.—{-ahY.:o,
. dlogh dloga dlogh _dloga .
(r7) P o "z pP—,——H ) + ahY =o.
On a d’abord :
2h oy
([8) gY.—*“h \‘ “-g.
N
1°Y, =o. Onag:—‘\—l—zo
En changeant b, on pecut prendre Y, =1.
Les équations (15) et (17) donnent alors :
, 1 dlogh a
aa — -I-l,— W + —h—,F&-(logY)

-dont les coefficients ne doivent contenir que x.

On retrouve les ¢quations T et 'V de M. Goursat suivant que Y est nul ou non.

2° Y, ==o. En intégrant I'équation (18), on voit que, en prenant Y, =1, eten
posant Y, =Y, K =1T(x,:+Y):

Un changement d'inconunue permet de prendre Y, = o, c'est-d-dire Y, = o.
Alors h ne dépend pas de y, ¢t on doit avoir :

ad’ 1 dlogh  p dlogh  a y dh
== - -+ T T, T ot
Bk R Rz

Y est une constante k.
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d
Si k n’est pas nul, _Tz-<5) est une fonction de x qu'on peut prendre égale
¢

4 —1. On peut prendre h — %, aa'=ak 4 p C'estle type IV.

Si k& est nul, on retrouve les équations Il et 1II de M. Goursat.

Nous avons donc démontré le théoréme suivant :

Théoréeme — Si I'équation s — f(w, ¥, 2, p, ¢) admet un invariant du second
ordre pour le systéme »  constante, elle admet un autre invariant pour le systéme
y = constlante, ¢t sc raméne aux équations de M. Goursat, si elle n’est pas du pre-
mier degré en ¢

Si elle est du premier degté en ¢, une transformation qui est un cas particulier

d
de la transformation d’Imstchenetsky la rameéne a I'équation s = T‘—f(.r, y, 2).
Y




CHAPITRE 1I

Le chapitre précédent montre que nous n‘avons plus qu'a étudier les équations
s = f(x,y, z, p, ¢) qui admettent un invariant d’ordie n supérieur a a.
Soit u(x,y.z,p,. p,, ..., p,) un pareil imvariant pour le systi¢me X de caractéris-

tiques. M. Gau a démontré qu’il peut toujours se metire sons la forme :
L= [, + 4@ . 2, Pyr s Pa A8 Yo 20D Prs -+ Pac)s

I'équation p, + ¥ = o élant en involulion avec I'équation donnée.

Deux cas peuvent alors se présenter :

1° 11 existe une fonction A(x,y, z, p,) vétifiant identiquement la relation :

o.

2 ML 2
E,/(A) = AL

dy +q‘_0-z_+f(‘p, op,

L'invariant u peut alors se mettre sous la forme :

H =‘.\(‘1"‘y! z’pa)[pn + "}((x’ y’ z’pc‘ . "pn—c)]'

2° Il est impossible de trouver une fonclion A(x.y, z.p,) vérifiant E,/(A) = o.
L’invariant se met alors sous la forme :

pn+‘l(.‘l“ y' Z7p|’ “"pn-l)
Il = .
Pax T80, ¥, 2P o Paiy)

I'équation p,_, + 8(x,y,z,p,, ..., Pa_s_,) = 0 élant en involution avec I'équation
donnée.

Supposons que II soit l'invariant d’'ordre minimum el examinons successive-
ment les deux hypothéses.
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1° Je dis d’abord que 1'équation s — f n’admet aucune involution d’ordre infé-
rieur a n.

En effet, si s = f était en involution avec p,_, + $,(x,y,2, ..., p,_s_,) = O,
l'expression

Hl - [pn—h + "Pc(‘r’ Y.z .. "pn—h—l)]A

serait, d’aprés la réciproque du théoré¢me de M. Gau (*), un invariant d’ordre n — h,
ce qui est contraire a I'hypothése.

Comme il est impossible que 1'équation admette deux invariants distincts d’or-
dre n, on voit par le méme raisonnement que 1'équation ne peut pas admelttre deux

involutions d’ordre n pour le méme systéme de caractéristiques.

2° Dans le cas ou l'équation s = f est en involution avec chacune des deux
équations
pn+q’=o' pn—k+e=o’
Nous allons d’abord démontrer que I’équations ne peut pas non plus admettre

deux involutions d’ordre n.
On devrait en effet avoir simultanément dans ce cas :

W S+ aite s+ (G0) b+ () o+ (B =t L

(\P’ “pn—l 5: ’
%8 ® L A ) 2 (d"”J) 2 <d"“‘f _ f
w Tty +<‘d§ v, T ) st dr"—‘>_<1’"+e):\;"'

En retranchant membre 4 membre, et posant w = ¢ — 6, on aurait :

dw Qw dw df\dw d'°fN e
(2) W+q|3?+fm+<a—i>3’z+"'+<dxn—:>‘\pn_._w(\_1;;'
On sait que
df Q
EJ?)ZP‘“:‘E_*_F(:E"V'Z”)" o2 P)-

® T. G., p. 26.
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Si donc on dérive Yidentité précédente par rapport & p,_,, on a, en posant
dw
'

Py

am'+ \(.,+ )\ i S
.57 ‘z (d.z, », T de™p,,

Cette relation exprime que o' est un invariant de 1'équation s = f; comme il
est d'ordre inféricur & n, on doit avoir o' = X.

Si X = o, on peut prendre \ =1 et w estalors égal dp,_ 4+ o,(x,y,2,p,s ..., P,_))-
En portant cette valeur dans la relation (2), on trouve :

) (\(l) L\(‘J l Ja l"~3 D S, lu_ 2
a—‘;'+q.\—,'+f ‘+<'f> ’+...+<‘ ;f> o e+ 0L,

p, dr ) dp, de"=*/)dp,_,  dx"* ap,’

I’équation p,_,+ w, = o serait en involulion avec s = f et on pourrait former
deux invariants distincts d’ordre n :

d 0
Pt et —&+—, ce qui est impossible,
p}l'—l + wl pl‘—l + ml
On doit donc avoir X = o.

Supposons alors que :

dw dw do o avec dw 4:
= —_,.,, — ————— Vi [¢]
‘\pn- 3 ‘\pu—n apl—-h*—l apn—-h ’
I'équation (2) s'écrit :
dw dw dw df\do A Yo of
st (@e (T e =5

et le méme raisonnement nous ameénera i la conclusion

= o. Il faut donc,

N

Pun
puisque I'équation f ne vérifie aucune relation de la forme E,'(A) = o, que o soit
identiquement nul. C.q.f. d.

Il est intéressant de remarquer qu'on peut, par cette méthode, pénétrer plus
avant dans la connaissance de la structure de I'invariant. Nous reviendrons a cette

question dans un prochain Mémoire.

Dans ce qui va ~uivre. je vais me proposer spécialement de rechercher s’il existe
des ¢quations de la forme

s=/[1x,¥ P9
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qui admeltent un invariant d'ordre supérieur 4 2 pour chaque systéme de caracté-
ristiques, c’est-d-dire qui soient de la premiére classe.
Il est bien évident que, s’il en est ansi, I'équalion cst en involulion avec deux
équations :
p.+ (LY. %4,p,....,p,_,) =0,
9+ 9L Y. 2,4, ... q,,_)=o0.

M. Gau a établi que, si P'égunation

A A oA d/\ 2A d7'f\ 2A o
k —_— .1 —_ ) — — ) — ——
E,(A) = S +4q, oz +/f P, T (dx> », Tt <dw“_‘>“\pk + Abp,*' ©

e peut &tre vérifié: par ancune fonction A de x,y,2,p,, ..., p, pour k = o,

1 ou 2, la fonction f Jdoit véritier les deux conditions nécessaires :

x| M N

. . Ak
(‘I():Ty-’f-qiyz_—*—jxp—‘_*_a‘\p‘_{“"\'p? o,
, d g, 2 dx, M o of
Ce = :‘?'F‘l.j *"f‘\?' + 1("1—')[:3;4“1‘.—‘\7 +f3q—‘
oS S &S o N T
+ (m — ')[L‘p,«w + p, pLoz +f&‘l’.("l._ +§+31—):+“—71:-0,

a et a, élant simplement fonctions de «, y, z. p,, pour pouvoir étre en involution
avec une équation du sy-teme X d'ordre quelconque supérieur a 2.
Si I'équation s = ;" est de premiere classe, il est clair que la fonction f devra

sérifier les conditions

C.(x) =0, C/(a)=0

et les deux condition~ :

C,(5) =o, C,/(B)=o0

qu’on en déduit en pevtiitant le- variables et y.

Le troisiéme chapiire de ce travail est consacré & démontrer que les quatre
conditions sont incompatibles,

Nous allons maintenant montrer gue, lorsqu’il existe une fonction A telle que
E*(\)= o pour k = o, 1. 2, on peul remplacer la condition C,'(z,) = o par
une condition analogne  _(¢) = o, la condition C,(2) = o élant remplacée par

Ezk (A) = o.
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Supposons donc E *(A) = o.

Si I'équation admet une involulion d’ordre n avec I'équation p,+ ¢ = o d’aprés
un théoréme de M. Gau (') plusieurs fois invoqué, Pexpression A(p, + ) est un in-
variant d’ordie n. Supposons que n soit Fordre minimum d'involution. C'est aussi
Tordre de I'invariant d’otdre minimum et réciproquement.

Nous sommes done dans les conditions d’application du theoréme démontré par
M. Goursat () ala fin de son second Mémoire : U'éguation s =/ admel un invariant
d’ordre minimum 72, et n'est en imvolation avee aucune ¢quation d'ordre inférieur.
On a donc forcément & == 1, c’est-a-dite qu'il existe une fonction a noa nulle, et
fonction seulement de x, v, z, p,, lelle que :

N N RN o
(1) W‘f‘l].‘\—z—*-fslz—*—)\l‘—p.:o.

Dans ce qui suit, nous supposerons la relation (1) vérifiée el n représentera
I'ordre minimum d’involution (n > a).

Lemue. — S'il existe une expression 0 fonction de x,y,z, p,, ..., p._; telle que
J'on ait identiquement :

2 +fbo PR (d"“""f v .
dy 1% p, T p,_, \dx" "") ¢ 5_0' o<k<ln,

.elle est de la forme 6 = X1l

Drabord, si i =o, 0 est un invariant d’ordre n — k; il faut donc que 6 =X
il est de la forme annoncée.

’

De méme si 6 —= o :

Si 0 et i ne sont pas nuls, on peut poser : 6 = ¢, el en posant 7. =¢€*, on a:

hE it d dx d R A
b=+ Sfm f>+l=o.

ay Tz Ty, P N T

h) Qd A \
W o
Dy+qaz +j.\p.+ +.p'——°'

=o0.

r—w) | Ar—p)  Nr—w) Az —p)d ™' f
y 1w +/ w, oo T Py <le“‘*">

M T.G., p 37.
" M,, p. 462.
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Puisqu’il n’existe pas d’invariant d’ordre inférieur 4 n, il faut que 1 — p. = &(x).

Or = g'"H — 59 Onadonc 6=

Nl
-

C.q.f.d.

Je rappellerai d’autre part les résultats de I'élégante élude que M. Gau (*) a faite
d'f

des expressions <dx"

). Il a démonti1é que l'on a :

d D
da;f =p,., ‘p/ +pM' +p_ M7+ o+ p M+ Ky, 2, ),

les coeflicients M, étant indépendants de p, ,, p,, ..., p, et 'ordre maximum des
dérivées conlenues dans M élant i — h + 2. En particulier, M* ne dépend que
de x, ¥, z. p,, p,, et onvoit facilement que l'on a:

- R S
W dev(p)]Jr?z'Jr“Pu‘—%’

ou, en développant

. ’f S of b'f Df DR
(@) M‘"l[ p+?w«‘p+ ‘z‘p ‘p‘q 0z Dp g

Ceci posé, la condition d’involulion s’écrit :

® Eradtergte (D)t () (D =wrn L.

dx p,_,

Dérivons par rapport & p,_, en posant

' b"b o b"\"
q’ o ‘\pn-—a ’ ! ‘\p’"—l ’
on aura successivement H
, D!«’ ‘ ‘\;l ‘\;' df\ ‘\4’1 (\qll <dn—|f> w—
3" W+(1$+f§)—.+<7/:‘7):+ +Dp"_‘ i +M"_ o,
b'{!’ D';l” (\'L" (,/‘ > D#’ D‘l L (lln—!f> 'if—' .
@) qy T op, <—.;,‘— 2p, + p,_, \dx"* 4 p ©

* T.G., p. 34.
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L'équation (4) est de la forme qui reléve du lemme. Elle donne "= X, et on

en conclut :

';‘, = )‘xpu—l + "'J‘((E, y’ z, pl’ M '{pn—i)

la fonction ¢, devant vérifier la condition

L/ A +—°‘°—'—<‘B>+ \[dHf + M=o,

DA R i ) R e

en posant, comme l'a proposé M. Goursat,

(Y Yy e
LW - <d£:x—: T FPa—r “[) _pu—ihlu_'.*-l[(x’y'z’pg' ""Pu—:)'

Si on représente par ' et 4" les dérivées premiére et seconde de , par rap-

port & p,_, l'égalité précédente donne successivement :

W‘ g/ oy, NN d"_'f> NN <d" ’f> 0 nes
tayy f‘P T ;<d«v"“ +\p,._, dz™> +"‘ p + XM =0,

W sd M A 2
M M () _f>+2,¥‘,\_f=o_

Dy \pl \pn -3 d‘L‘u-. dx" )

n—s

L’application du lemme montre alors que 4," = X,\". Nous poserons

] o
q’i' = XA,"pu-s + "Ps(w’ y’ Zy .. ’Pl—1)’ 'J-’l s *
‘Pu—s
On a alors
D'Ls ‘\4‘1 "\""1 D{’I d‘_‘/>
—a—y—-i—q 3z +f‘\[). + . . +‘\p" ’<‘\$u—.
) )
L n-f] 0. =,
d. tap n—e

AL’ N hE ) rd
‘Lg "!’x ‘;'- + + 2 ( f)

. ap,_ \dz"*

+ 2——{;. + ©'X, \l""
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D’une fagon générale, supposons qu’en posant :

My
\jh - \h—t)‘hpu-h + 'lbh(x’ y' Z .. "pl—h—l)’ n _h>3’

on ait la relation :

M M, M, N2 d"—h_'f
(5) ?‘F‘I‘\—Z‘*’f‘\—f,'*‘---"‘”—'—(——-)

n—h—s
‘\pu— h—1 d.l'

'¢ Sh d‘l—h—lf h-s\gn—h ‘\f
+4\.._‘I\ [Fﬁ + \h .y \1 + (’l———l),’lh ‘\p =o0.

ay

4

par {," et TS
n—h—1 D s

\
En représenlant S 4 par {,”, on a successivement =

p

3 A
y+1 4"'+f AL <————‘ _,,_f,>

"\pn-h—i ‘\‘E"
N
+ X, WM Ry M
n—h—y ‘\p
et
‘\“}’h” D'Lh" D"!’h’ A ,‘n ¢ 1—h—s3 ‘f
: - e ’ "
R e s R
Le lemme montre alors que ¢,” = X,3***, et on peut poser
'&h' = Xh)‘h”pn-h——x + "!‘h* |(m' Y2 pl’ v pn—h—l) *
En portant celte valeur dans la condition que vérifie J,’, on obtient la relation :
Mo M, M, M, P o
(6) R +/ TR
n—h—2
~h (l f Shygn—h—s , ‘\f _
+ \hA [ILTT':] + \hfgl‘ '\l,,._h._‘ + h ,Jlu-c?;‘_ =o0.

La loi est donc générale. L'application réitérée de ce mode de calcul nous améne

donc i une relation de la forme

Al P MW, .rdf > d’f-]
—_— {"-3 n—3 IJ" 3
R= dy td 0z +f op, <d7c n—s [

2
+(n—18)Y,, ;+\ WM = o,

ou ¢, , est une fonclion de x,y, z. p,, p,.
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Cette relation R constitue en général une condition nécessaire simple que doit
vériticr la fonction f. On apercoit cependant que cette condition ~'évanouit dans le

cas ot X, et \,_, sont nuls simultanément. La relation donnerait simplement

dans ce cas 'y, | == \", LW
Plus généralement, si 'on a X, = \,_, = o, la condition que doit vérifier ¥, .,

se réduit & Y, | = "3,

On a alors

N

',
“'{n - “flhi '
1

— 30z
hd S h 2hpu—h——i + ?h »n(‘x’ y’ Z, . "Pn—h—u)'

-ll‘

La relation (3) donne alors :

her1 + '3 f o+ D?hu (d"—h—;f>
N

y ‘ ~ \p ‘\pn—h—: d'r"—h"

|~
-@

in—h-—- 3
+)\ ..hl:c—l——”—'_-:j-:_] +\h— -"_‘M”_ +(h—l)®h_ £:0.

Si I'on compare cette relation a la relation (6) on voit que la condition en LN

est remplacée par une autre en l0u~ points identiques, & cela prés que dans les

n~h-
coellicients de[ ¢ J , b est diminué d'une unité, ainsi que dans
(

Iensemble du symbole X, 3" M"7"7*.

n—h—y
Si done dans le calcul qui nous améne a la relation R et qui nous donne une

suite de n - 3 relations ou figurent les fonctions 4 .4 . ...

les fonctions X,
ui figurent dans la méme relation. S'annulent simultanément pour & de ces rela-
I

tions. nous retrouverons encore une dernicére relation en ), _ (x, y. =, p,, p,), mais

o
- LS ek 2 .
ou le coeflicient de | —I«—l sera X, X7 celui de l Yuesr N— Lk —4 et ou le der-
e op

nier terme sera
"(.L‘)‘"—k—.x\lk 3 —o0.
k-3

La forme générale de la relation R sera donc

nes f T‘n— Yus <df>

- N
.+_ (l
v dp, \dx

2y
R=
dy

|

< n—k—3 f AN ‘f vy n—k—szgk+3
+XA [(Lp’ (n-—’x ——4)."_: \p+ SA Mk_‘-—o,

ou le nombre k est certainement inférieur & n— 3. 1l ne sera égal & n— 4 que si
toutes les fonctions X,, Z,, ... sont nulles.
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On aura alors

=P (LY TP s Py
2

-

K T
o= =o,
P,
4, sera indépendant de p,_, V=3 =3(x.v,2 ..,p,_)Y
sera de méme indépendant de p,_,, et ainsi de suite de proche en proche; ' ne
pourra donc étie fonction que de ¢, v, z, p,, p,
La relation (3') donnera alors en posant
.,J’ = .’Jn—x(l‘? .,vY Z’ pu 1) )v
D‘L""‘ + (I D L"*T +f D LH -3 + D’{"*] 4 df> + NI"“
dy oz ap, op, \dx n—t

C’est la relation R ("), o on a fait

k=n—4, X —=o,

SVT

I

La fonction f devra donc toujours vérifier une relation de la forme R ou la
fonction %(x) an moins est dilférente de zéro.

Posons

1 n—k—s
Yu—s A

g(, ¥, 2, P, Py)-

La relation s’écrit :

L e
Z|&

2 dg lf d’'f
g o9 ( kis
Ty oz +fap, T ip, (dr + \[_—_:I +3 “

et en posant k + 3 = m, on aura en supprimant, comme nous le ferons désormais,
les indices de p et g et posant p,=1r:

2 d \ df\
g 9 9
N t4 iz +fbp + [dr
. L/ N ”of 0,
bt '_/f S A

dr \p/ |7 %z +¢T[’)-"Tq—>=o' m>3

(*) C'est, au fond. a I'établissement de cette relation dans le cas particulier des équa-

tions linéaires en p et q que M Gau a di de pouvoir terminer la recherche de celles de
ces équations qui sont de la premicre classe.
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avec

4

dx
l:d’f] - "

dr |7

p
N _ »ro N R AR R 2T,
Dp'+, <2 SLdp il dzp 4 P g 1_D—zq}_b—— E)

> oS AR Y
+.\J:’+ Pz +apf 2z2dg Lt 2z g
. o s AN
P gy R ()

que nous écrirons souvent :

- )
dx op

les coefficients C, et C, ayant une signification évidente.

On peut tirer de la 1elation 3 des relations plus simples. Dérivons par rapport

]

a r. On a successivement en posant :

' g’ 9 Y («lf > Y S ) e NS
(6) T&‘*‘(I? +./f » 57 \ar +.’17+’\\ (\1' VS +C.>+am:\——°:

" 9" g " df v M N

@ S S () e S N =
b_(]’” ‘\glll ‘\.(/”’ ‘\{,IH( df . (\.f .

® ity Ty \w) T =

1° X == 0. On peut, en changeant g’ en ¢'X et Z en Z\, prendre X=1. La
relation (8) montre que ¢"' = 2\, %". On peut poser :

g = 2[\,7'r = %(sr ¥ 2,p)]

La relation (5) donne alors :

(9

26 20 26 df
—f— +\ - R
y Tz S T [
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Remarquons que la condition (1) peut s’écrire

HORUOWHOR

bpw

=0
A p ’
d’otl

O FOIEIOI T E

1 1 °f
w0 el ()] -re=-

On aura alors :
o sl w(F sl sG] rgl 50 I [E =

qui, si \, n’est pas nul, s’éctit immédiatemeut en changeant la signification de 8
d

0 20 2 L
R f— <

L=
En posant 6 = i

=
A

cette équalion s’écrit

\_’ f of i .“f)_
dy dz +fbp p+ ( TPy )T

Cette équation, jointe a I équation (1), exptime, comme I'a montré M. Goursat (*)
que 9 =)r 4+ <\ est un imariant du second ordre de I'¢quation s = f.
Supposons X\, = o

I'équation (11) donne

0+ (1) =
t5(a) =
On a

- N
g = — 2\’ [.\' + ‘_p (%)] et on peut poser :

, e d .
g =— ar[\,-r ﬁ)(’—\] r4w(x,y.z,p)

en changeant la signification de 9

(") M,, p 36.
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La relation (6) devient alors :

A + 20 fao N
_— — + f—— 2
dy (YIRS J

2 im S
01( )][dv]“:+ wo

qu’on peut écrire en changeant la signification de m et de

&0 N/ AU o of
(12) —D.—+q‘\: +f—D—[;—m;[ ‘p& )1( I)b +qu)

+m< v/ +p Y/ +f"/>+.‘\_f.+lb‘/+

AT dzp N oz p N

>

dAr

> g
|
|
°

£ étant une fonction de x seul, qui peut étre nulle, et /m étant un entier égal a 3.
i 3= 0, on peut toujours le faire disparaitre en ajoutant & celle expression
. . N , . . VA
I'équation (10) multipliée par 2 et en appelant 6 Uexpression 4 4 5 <—
op
2° Supposons X = o.
Si % == o0, la relalion 7 s'écrit :

2 g () (D) (L -
T+Ib: +f)p+(‘l' a) P \am\3e)) TS 2w T wy/) T

Si 5 = o, on peut remplacer la relation f par une relation analogue o £ =1
et m=n—u.

On peut donc toujours supposer qu'on a une relation de la forme précédente,
ol I n'est pas nul et ot m est supérieur ou égal a 2. En changeant ¢ en g%, on
peut prendre I = 1.

Alors la relation (7) donne

g’ = mX,1*, g =m[\,¥r +N(x, v, z,p)]
-et la relation (6) s'écrit :

\.
o

0 % 2 df] 1
_)\— p

‘\—y—+([s;+fa + N\, ar

C’est la relation 1", si X F=o.
Si X, est nul, on en tirera

02_[x, +%<'7)]
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et on pourra poser, en changeant la signification de 9,

d
9=—m‘A[X + 5 (5 )]+0(x ¥,2,p)-

On aura alors :

hYi hU] % NV df ~d /f
w Tl ™ X+»<A)]hﬁ]+mLa($Q]
o —o.

/B S
+E+«‘p 3

C’est la relation (12), ol £ = o et m est un entier supérieur ou égal & 3. Comme
dans la relation (12) on peut toujours faire £ = o, nous arrivons dans tous les cas.

Sl EAREEEI]

a la relation

hl] 0 ALl
I S

d
dy 0z :\;
o A
Tty =

ol m est un entier supérieur ou égal i 2.

Mais on a :
30 dw dp
»ow ity
en posant w = — log . Donc :
d [duw d [du d [du Dp.[df]
[dw(b[)):I*WLEJ—c +q_b? dac:l +f$[377c' +—5;; dux_

t D(‘)—— ‘\—P'etreml to O-}—m[dpL T
et en remarquant que — & p\n) T W placan par o |
derniére condition s’écrit :

Al hl] A} N R R R
TRCEAe RS FARE-SS ot
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De méme, en permutant le role de~ variables x et ¥ on démontrerait que s'il
existe une fonction w(x, y, z, q) vérifiant la relation

du du du of
D—w-i-l)-“-;"i-qu +}L—a-(7-—— ,

il est nécessaire, pour que la fonction f soit en involution avec une équation de

la forme ¢ + 5, (a, ¥,2, ¢,. ..., q,_,) = 0, que f rérifie une condition analogue

[,(x) =o.

Dans le quatriéme chapitre de ce travail, nous chercherons s'il est possible de
trouver des fonctions f (ui ne soient lin¢aires ni en p ni en q et qui vérifient simul-
tanément les conditions

EfW =0 et I, 06 =0,
et

E'(w)=o0 et I',(x) =o.

Enfin, dans le cinquiéme et dernier chapitre, nous montrerons qu’il est impos-
sible de trouver une fonction f qui vérifie a la fois les conditions :
E'(N)=o et I',(0) =o,
et
C,p)=o avec C,/(B)=o0.
11 en découlera qu'il est impossible de trouver une fonction f qui vérifie a la fois

les conditions qu’on déduit de celles-la en ¥ permutant les variables x et y.

Nous supposerons toujours expressément que f n’est linéaire ni en p, nien gq.




CHAPITRE III

Supposons que la fonction f ne vérifie, pour m ou n égaux 4 o, 1 ou 2, ni la
condition :

(l‘/‘ dm !‘f ‘\)\
E,"(0)= + 1.& f— <dx)\p teot <dx”‘_’>bp,,,_,
d" ‘f M Dj‘

+ (llwm_'> ‘\pn Dp! =

ni la condition :

AR 4N
B )——+" e 3, (dy)3(1.+"'+(dy"">br1,._.
+ (d":'_f) o c\f
(ly bqll Dl[(
A étant une fonction de x,y,z,p,, ..., p,;
u étant une fonction de x, v,2,¢q,, , q,.

L’équation s = f(xr, y, z. p, ¢) ne pourra admettre deux involutions simultanées

de systémes différents que ~i f vérifie a la fois les conditions :

hC da da of XS
a8

(1) 5;+(I32~+f$+ Dp+3p’_ ,
(2) :fc ‘:—‘§+f‘q :rf/ :Tf:
Hn_')(‘ w7 ‘:1( ‘f‘pg\fq>+§{+%%—
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WANRY)

« et § ne peuvent étre nuls sans que le soient, ce qui serait contraire
&\p’ c

a nos hypothéses. Nous pouvons donc poser :

"
p

~/

iFa

29 b b b
Ip*tAp

Y VIR I

[ =t

’

a" et b" étant différents de o, a étant fonction de x,y,z, p etbdex,y, z, ¢, On a
alors :

0 ' N . d Y

@ byl tagplosd /o d + L =B(z,y.2,9),
da 2

® B U Te iy =B+ B 050

et de méme

5 2 log b + plogb + logt + L — A

() Eog +p—£ Og +f3—q' Og +-‘\—q__ (x,y,z’p),
26 ab

©) % f—-—=bA+A(x Y, 2,p).

Ces relations nous permettent de mettre les conditions (1') et (2') sous une forme
plus simple. En effet :

et, d’aprés la relation (3),

bf d[d , ’ord ,
i () =[] 5[ vos ] s @vowe | =g s
¢ ’ df
—ﬁ)lo&a[@].

En portant cette valeur dans la relation (1') il vient, si on change 2 en

d '
a + (m —1) [IL‘ loga],

da, B 2B, OB\ M AN
W) e e (S r RS ) =
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et on a de méme :

% 28 6 d A A d AV
@) Ss*-+p “+/“—‘+(n—|)<%+q +f >+ LA

dy oz g oz p o0z p g
L e Y
Les égalités (4) et (6) nous donnent deux valeurs de g eton a
dpc
¥ o a MB Y B0, b XN G MA,
~ (- \37+ =/ E R "—\ s vl el Sl
p* | da ) N op \ou dy N7l K‘\b / op b ) p
p op ! \Y7} dq

les leltres a, A sont scules fonctions de p, les letties b et B <ont seules fonclions
de ¢. On peul dounc, sans confusion possible, indiquer par des accents aussi bien
les dérivations par rapport a p que les dérivations par rapport a ¢, et, avec ces

notations, l'¢galité précédente Séerit ¢

a n I " b " 1 "

- B'l — B [ — . A\vl - A II.
(7) (ll') Jf' <(l’> 1 (b’> + (b’) 1

La discussion de celle relation est longue mais simple. Pour montrer sur un

exemple & quel genre de calculs on est conduil, supposons qu’on ait & la fois
I " I "
P =0, —_— ==}
@) (7) =
1

F) ne dépend plus que de q. Si (i—,—) ¢tait nul, b’ serait constant et 4" nul,
ce qui contredit nos hy pothéses.

Nous pouvons donc éctite

b=t b=¢,[log (g + %) + 2],

les ¢ étant des fonctions de x,y, z.

. b , . .
Si on change b en — — _,, I'équation (6) montre que seules les fonctions A,

>
Tt

qui sont arbitraites, sont altérées. On peut donc prendre
b=log(q+2)
et de méme :

a=log(p+1).
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On a dounc

B¢+ = \"(p+ )= wi(L,y, ).

B=uwg- ov)log(g+3)+oq+o,
A—=wp- Hlog(p+9Y)+op+ o,

les o étant des fonctions de «, y et z.

N S . . ;

Si on calcule T\, au moyen des relations (4) et (6), ou on a remplacé a et b
apdq

par leuis valeurs, on obtient

B'—w, [t +log(g+9))=A"—o 1 +log(p+ )] =0(xy. 2)

et
A=op+Hlog(p+1)+op 40,

B, — «,(q +7)log (4 + )~ Lg + 0,

les 6 étant des fonctions de x, y ot z.

En comparant les deux valeuis de f, oi: obtient sans peine :

S Y
Yz 0 bz &

Cette condition exprime qu’il existe une fonction z(wx, y, z) telle que I'on ait A la
fois :

o/

T ot
2’

.
.

-@
ll

|

En prenant * comme nouvelle inconnue, on rameéne la fonclion f 4 la forme

S=pqzlogp. logqg — o logp + . ogg ~2),

3

les ; étant des fonctions de r, v et = et B==¢(« logqg + .). La relation (1") devra
étre une identité¢ en ¢, ~i on y remplace B «t f par ces valeurs.

En ¢crivant que le coeflicient du terme en log® ¢ est nul, on obtient :

it _logp 4+, =o, soit tm-—uiz - o - logpr 4 3. =o,

c'est-a-dire 3 = 3, = o. f serait du premier degré en ¢, ce qui est impossible.



42 R. GOSSE.

Dans le cas général, 1'égalité (7) s’écrit :

(%) B’ . B:<bi> A”" A”";
@ & G 6 @

en dérivant par rapport a p et ¢, nous obtenons I'égalité :

(a " r [)\I! ’
\F) B <7) A"

B s e e

®

(9)

La discussion de celte 1elation ne présente aucune difliculté. Nous n’exposerons

e casganiratoi () (1) (5 et (2 ne sont pas m
que le cas genem,ou<’l, A7) a’) (F ne sont pas nuls.

On peut alots écrite la 1elation (g) :

B Y. (lﬁi) ': A" T <‘(’_l> l:@(,’L‘,y 2).
TSt N el R T B R s
D'ou

b
B=35+ 5 +8q+8,,

A=y + 4 apita,
a a

et la relation (8) donne alors :

a\" / b\" )
(7)) —Aw(7) -

= _"?;(w’ yv Z)

et

a b
A‘=?,?+%~’;+a,p+a‘, B¢=?l_b_v+%:—+seaq+pt
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les « et les B étant des fonctions de x, y et z, etona:

da da

by + 7 by, + o
- ’= [} 3 S 2 3
St rsa =a(Ep g, ) - Bt

+ 8.9 + B..

d o (97t 5 \ L%t
E+p\_z+8b—b< pr +a,p+z,/+—7—+‘l,l’+“c'

En changeant a en a) + w, b en bk + w,, les x et les u ¢tant des fonctions de
x, vy et z, il vient aprés un changement de notations :

da da

b 3 by
3;+l13z—+sa’:u ‘+a"‘; YnL?’4—a°t.+m..
b b ,_ab? +ayp, + by, + 5,
o TSy s = pr + b8, + 8,
On doit donc avoir
da da b b
———q— b8 +8 —— —
a1|+a! ‘\y q ‘\ l|+|! ‘\m p

<

3

r

a b

Dérivons successivement par rapport & p et & q; il vient :

(Da ! b\
o/ T\ =@y,

B
-S; = E(wq + w,) .

da __ da )
b—z._ﬁ(wp-{—w. ,

Puis
p o
a11+11_§g bB,-I—ﬁ,-—%
_T_.i +po, = —F_ +qo, = — (-;'(z, Y 2)
et

da

da )
3y = ﬁ)(pm’ + o) +ax, + a,.

b
= E(qm. + w,) + b8, + B,.
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Pour que les deux équations en a soient compatibles, il faut que :

dw dw dw dw Jda da,
a'l:P( ’>+~_‘_—_a+w«wz—“’"’, =a—+ =,
9

R Yy 2 Y
N c "
qu’'on peut écrire :\i; = ip: g avec C 3= o, sans quoi (%) serait nul.
On aura d’ailleurs :
Jda wp + ®
— = (aC 4+ D) !
0z (aC + Ap+B
d’ou
A B dlogC
(aC + D) l:wB —_ L')'A + pg 4 3 — 3z (Ap =+ B):I
D dlog C
=<M—D - >(Ap+B),
et on a successivement :
Ap +B , 1
CEPTRE T

C . N . .
ce qui est impossible : <7> serait nul, ce qui est contraire & nos hypothéses.

D
I1 faut donc que T soit ind¢pendant de z et que

B dlogC

mB—m‘A-}- ¥ —B 2 o,
d dlog C A
‘D_‘: —A g‘:’" = o; c ot indépendant de 2.

. D o1 -
Si < est indépendant de z, on pourra, sans changer la forme des équations,

D .
changer a en a, — ok et on aura :

ce qui est contraire & nos hy pothéses.
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Il nous reste & supposer C = o, alors, I'égalité qui donne a' doit étre une iden-
tité en p.
dax, da, . :
;=0 5, =o0.¢€t il est possible, en changeant a en ai(zx,y) + w(x,y), de
(14 0z
ramener I'équation & une forme identique ot z, et z, sont nuls On est alors ramené

a étudier les ~ystémes

da da da _ Qa
D—E_S;)([)m-i—m’), -‘\——Sp(po)’+m’),
b D b b
t\_l = 571 (gqo + »,), i D—’i ((1(-}. + »,),
L’étude précédente montre que l'on a :
w S)(U' “(')| (.\(0,
—b—-y—z Iy R (u.m’+Ty—-=mm’+ 3
I)LI) _ DU)‘ L\(')’ D(u’
———‘\w = _L‘Z , w, w, 4+ _———‘\.’L‘ = vw, + 3z
On en tire :
dw, do, dw
-‘T;: S = ww, + 3 O
Nous pouvons prendre
L Yh
(o. — a;' (D’ = a_y
et poser
d 20 0
o = \_Z g a_zv ‘—;4: 0.
On a alors :
dh ! 20
m=3—z+7, log:\—zzh—logl—}-logu(x,y).

U] h]
En changeant 6 en o ona h = log v log Z.
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On a alors
0 2, _ D
©=3 %837 “ =Yy €3z’ © =373z
et
20 Mo 0 20
Dw3+ 2°  dxdz dy oz + h o M dxaydz
z T (30)2 Moy 83z ¢
dz 22 dz
et
/%0 dv(x, y)
3z My dxdy
On peut changer 6 en 6 — V et on aura
20
dx dy
(l)s — ‘\e
dz
d’otr

% 20
De méme b = f, (y, q3—2+$>.

Un changement d’inconnue nous raméne aux formes
a=f.(w’l’)’ b:f;(J’:Q)-
Toutes les équations que nous retenons auront donc la forme

abg + as, + by, + ¢,
s= ’ ! ’
a'b

a et b étant des fonctions respectivesde x, p; v, q; etles 3 des fonctions de x,y, z.

RevARQLE. — Cette forme ne change pas, si on change b en bY + Y, et a en
aX + X,
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Nous allons maintenant écrire que la fonction f vérifie la relation (1"). Si nous
posons

Q et Q, étant des fonclions de y et de ¢ seulement, on aura :

S=AQ+A,Q, avec \:fw_at Aza;:-?.

9 +o,
”—“—*Y.Q‘F +Q,.

Remarquons que si A ou A, sont nuls, I'équation peut s’écrire :

et on voit que B =

f=L00f(x,y, 2,p);

elle vérifie la relation E'(s) =0 avec pn = m Nous pouvons donc supposer

« oot . . ! b\’
A et A différents de zéro, et puisque <;)—) et (7> ne sont pas nuls, on pourra

supposer
Q'=%o,  Q'=o.

’équation (1") donne alors, en y remplagant «, par « :

dx dx dx

—~+q 3z -+ ‘\p (AQ+A|Q1)

#p(

L) +HAQ+AQGQ + 30 |
o\,

"
+Q~——+ 257 FAQHAQIAQ +A,Q)) =0,

~J

e

P4

Qo
+(m——!)[Q h o,

(o
I

que nous écrirons :

Qx da da Qo QA
(9 g At m—n (S pE)+ ]
dx - 5 \
+Q, [:\7) A, + (m— 1)&-3‘—”— E/ + ‘\:] QQ' AN + Az, (m—1)]
+QQ/TAA, + A gm— 1]+ QQ VA, + Aglm—1)] + QQ,[A, +A,5,(m— 1)]=o,
8
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ou encore :
b d ’ ! ! = !
(0) ey, HR+LQ+AQQ +AQQ/ +KQQ+KQQ =0

les coefficients 4, I, h, h,, K, K,, ayant des significalions évidentes.
Mais on a

Q, = bQ, Q' =bQ +1, bQ=1.
On peut donc écrire

da 2
(11) §+q£+Q(1+bl.+bh.+K)+QQ'[b’h,+b(K+K.)+h]=o

et en dérivant par rapport a ¢, on a successivement

d

(1) \—f +4+h +Q [0+ 3h)+ 1+ + K]+ (QQ) [b°A, +b(K+K,)+ k] =0.

Q*

b(l, + 5h) + 1 + 3K + 2K, + —— o

L QY
0"

’*[' <(z;"]*"Ln \QO" GQQ]

()'I 1 (00’ LA ()'
+ Gk, + K+ K| () + ]+ (B2 wn bk 4K+ =

X

(l+3h)+ (26h, + K +K))

QQ"

[bh, + b(K + K,) + h] =

.1 Q'
sig + (o

ou Q/ est nul. Nous pourions donc écrire I'égalité précédente :

1
) était nul, on pourrait ramener I'équation donnée a une équation

(13) L+hQ,+ (3bh, + K+ K)Q, + [0°h, + b(K+ k) +R]Q, =0,

les coefficients Q,, Q,, Q, étant des fonctions de y et de g ayant des significations
évidentes.

On en tire -
:Q, QN
(Q + Q>+(abh +K~LI\)<Q Q)+Q.[bh,+b(k+l\.)+h]_o.
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Si A, était nul, on aurait, puisque A, = o:
Al+3(m—r1)=0o0.

Si g =0, cette ¢galité est impossible. Si ¢ == o, I'égalité s’écrit :
a\’ % 1\’ _ .
(32 =

Cetle ¢galité montre que ¥+ devrait nétre qu'une fonction de x seul, qu’on
¥

S . . al' S .
pourrait annuler en modifiant @; on aurait alors (-—7> = o, ce qui est impossible.
a

On a alors :

@ o (e ) (e ) v (e B ) e

Si on dérive cette fois par rapport A p, on obtient :

W ) g ra) ()=

Premier cas. — Q,' = o, c'est-a-dite Q, =Y.

AN

Q,
1° On peut avoir Q,' + = 5 =° Dans ce cas I'égalité (13) montre que Q,'+ 2%——0.

Les ¢égalités qui définissent les fonctions Q,, Q,. Q, montrent alors qu'il faudrait
prendre Q parmi les solutions communes aux deux équations

Q__ QY.—VYY 'Q_dQ .
_&Fﬁb’Y-{—b(Yl—Y’)_Y" dbi— (\b+‘a)+QY‘v

€Q

pour lesquelles TR =% o On démontre sans peine que l'existence d'une lelle fonc-

tion est impossible.

d /K +K, vr el \ : '
2° On peut encore aoir — Y ( h ) = o; I'égalité (13), o1 on a fait Q= o,
+ Kk

montre alors que k A * = 2Y,, c'est-a-dire, d'aprés les égalités (10) et (10'),

AA)) =YY + (m—1)(A,3, + Ay —2YAq,) =0,
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ou

mlaagp, + 9,9, + 39, — 2Yg,(ag, +3,)] __ 2a
(ap + 3.)(az, +2,) — Y(a3, + 9,)° a*’

Le second membre ne contient plus que = et p. Il doit en éire de méme du
premier. Or celui-ci s’¢crit :

20— Ye) Tae Vo) £ %

3.3 — Y3,) +als,(5,— Y9, + 2,05 — V3

Si 3, = o, il faut que g, ne soit pas nul, car A ne peut pas étre nul, et en modi-

3

e A,
fiant a on tombe sur une ¢quation ou (—,/ =o.
a

Si 9, =0 et v — Yz, = o, on arrive & la méme conclusion, et en supposant
9, =0, $ — Y3, == 0, on voit immédialement que a devra vérifier une relation de

la forme :

a"  m(a+X)

a® a4 20X+ X,’

m
qui s’écrit aussi @' = (a* + 2aX + X.)’_-

Deuxiéme cas. — Supposons Q,'=Z=o0. La relalion (14) peut alors étre salisfaile .

en prenant
B(K%—K,)_ k3 i)__ .
'5'; ’l‘ =0, Dp(h‘ =0,
dans le cas général, elle donnera :
1 Q . ? /K+K d /h
plaePremr SO -
Q, <Q Q Ip\ A ap\h,

. d /K+ K
en modifiant b on pourra prendre Y = o. On aura encore — ') =o.
op h,
En changeant de variables x et y, et modifiant a et b, il nous reste donc &

étudier le cas ou :

m n

Q=" +1) *, P=—=(@+1 7,

aby + a3, + bz, + 9,
ab
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m

Ona QQ = — mb(d*+ 1) T et la relation (1 1) donne :

m m

2 - : ~Z '
W+q‘\—:+(b’+:) T+ h)+ K+ —mbb +1) 3 [b°h,+b(K+K)+h]=0

qui doit étre une identité en b. On obtient les conditions :

da da
—_0 —_——0
dy ! dz ’

@'+ +h)+ K+ =mbb*h +b(K +K) + 4],
d’on
K+l=o, L+h=mh, et h=h,.
Cette derniére relation donne (voir 10') :

AN —AA +(m—1)(Ap,—A,9) =0,

c'esl-a-dire :

[(a?. +9) ;(aqa 2 s m— ) La(?. ~% ):9.?1—-?0.] —o0

ou :
2 2 a, 2 2
[a°(2% — 9 + 20(3, 9. — 292 + %s — 7] o = M [a(31—9") + 9.9, — 905

or

On doit donc avoir :

(@' (3 — 9" + 2a(3,3, — 33) + %5 — 72l na = m(a* + 1) [a(3; — ") + 9,9, — 9%.].-

d’out

?? =??', m=n, C_c"“? =9
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Par raison de symétrie, en permulant les variables & et y on obtiendrait les-
cond;tions analogues :

9,9, = %%, tu=%nt+ "

-Q

Une fonclion ¢ ne peut étie nulle sans quune autre de ces fonctions le soit en
méme temps, et dans ce cas la fonction f contient en facteur une fonction de y, ¢
ou de ¢, p. Elle vérifie soit E' = o, soit E =o.

Suppo-ons toutes les fonctions < différentes de o, on a:

2, 2 . r
—‘P—,:%:,—:—:e’ P = €%, 1 = 90 =9 P =P
¢ T Y

-@

Donc

sa'd’' = ¢(ab + ¢'a + bee' + ¢) = ¢(a + &) (b + ¢)
I'équation vérifie 4 la fois E,' = o, E'=0o.

11 n'y a donc aucune fonction f qui vérifie i la fois (1) et (2) et (1") et (2")-




CHAPITRE IV

Nous allons maintenant étudier le cas o I'on a simultanément :

DN f .

(1) .b_y_ +q oy +‘fb-(—) + p =o, 2 fonction de wx, v, z, p,
S S

(2) $+P.)—5+fb—q+}l-gl—0; ® - z,Y.%,p-

M. Goursat (*) a montré qu'on doit avoir dans ce cas :
3) S=h(zx,y,2)a(x,p)b(y, 9), a"d" +=o.

Pour préciser la forme de a et b, nous nous servirons des deux conditions (*) :

I',(6) =o, I,(x) =o.

Portons par exemple la valeur (3) de f dans I',(0) = o, qui s’écrit :

26 20 20 hY 0 Df) 3 dfdf
:‘-;+(I5—£+f3;) x(ﬁ-*—pbz_*-qu +Dz+_ =o.

On trouve :

26 dlogh X /dloga  dlogh 2
bb’ah*(a’-X)+abh<\—+ o8 __< oga  dlogh "’g">> 20,38 ..
op k4 a S dr hF4

" M,. pp. 383y — M, p. ifa

(*) La relation (11 et la condition I', (% = o permettent. par un calcul analogue a celui
du chapitre 1, de préciser la forme des fonctions f considérées qui peuvent admeltre une
involution du systeme Y, sans que (2) et I, = o soient vérifices.
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Puisque a" n’est pas nul, le coeflicient de b)' n’est jamais nul et b vérifie une
équation de la forme :

bb' = bY + qY, + Y,,

les fonclions Y, ne dépendant que de ¥y En calculant les valeurs de ces fonclions,
on est conduit a écrite le systéme :

~
>

!

6
g—)’+Y,ah’(a'—X)=o, + Y,ah*(a’— X) = o,

[

Z

36 dlogh X(bloga+bl()gh+pblogh

dx dx h}

p T " >+hY(a—X)=o.

C’est 12 un systéme que nous avons déja discuté plusieurs fois.

Un calcul tout & fait analogue & celui du premier chapitre montre que, pour
que I'équation s = abh puisse avoir une involution du systéme Y, il faut que a. b, h
satisfassent a un des dix-sept groupes de conditions du tableau Y 11 en résulte
qu’une telle ¢quation ne sera de la premicie classe que si a, b, h satisfont aussi a un
des dix-sept groupes de conditions du tableau X, qu'on déduit de Y en permutant
le role des variables x et y.
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.

’

oFK

o= X Ab—9=(Rq—99) "N+ (xq— 97 d+ 'Y
o'\

oF X
oK

AP — 9=,19 — 999
1+ b=,9
! 9
.6__7 =y D, avalav]
1+ X9=,99
- ”~\\\\ ”~°°

o=k wu? =Y D] MVaTav],

A+ —=b=.9 \t+d'N=
~+b”\3 d =

4

—=Y D avany]

?Ih%“%f«w]\\\\v\\ I + RU”\UQ
X—"Me=,(0q— 999 1 + o= 0

N—g—=49 1—D—=
a.*_. T = ] 1, avatav],
T+ A9=19
1=,99 d+4\v=pv
1=,99 d= v

e +Ab—(+ 1 )9g=,99 1+ao=pD
1+ Q=49 1+ =,

1+q=y.9 'X+v=p0

1= 99 I+ =D

1=y 2,V avandv]y,

X owisdg

d= o

- DD

d= v

b= 99 xd — o= (X0 — pD)D
b= 49 1+d=po
o3 un_:w =Y * g avanavy,
okx b= |+ o= o0
b= 99 1= D
o2 _w? =Y T nvanav],

oEX b+ qgy=,99 \d—v=(X0— o)y +,(X0— )0
oFN A+ b= oy —d=pp
b= 9 1+ d= v

.wl” y : N AvaTavy,

\ — o0 = (\D— D)V
X — "o = (xv— w)v

osX 1+4g=49
oFX 1+ 'N9=,99

I—q—=m N —p— =
->+8”< D g avanav],
1

oY b= 49 1+ Xp= 0
oFX b+ Ae=.9 p——
h=,.q 1= 10
o=sFEX 1+ 4Ag=, N+ xd—(1+Y)p==0
oFX I+9N=,99 1+ Xp==0p
Ktae=.49 L+ D=0
1+9=.2 1= 0

1=y VY avaievj,

X owisg

L
91

[
y1

¢t

cl

ot

(=)



56 R. GOSSE.

On ne doit évidemment comparer que les groupes de conditions qui appartien-
nent & deux tableaux affectés de la méme lettie. De plus, & cause de la symétrie,
on peut se borner a ne comparer une ¢quation satisfaisant aux conditions d’un rang
quelconque qu’a celles qui satisfont a des conditions de rang inférieur ou égal.

11 est alois facile de voit qu’en dehors des équations classées par M. Goursat, on

ne trouve que celles qui satisfont aux conditions :

retd’, sik estnulet) égaldr;

het7', siX,estnul, Y ¢égaldyetXa —i.
On obtient ainsi, d’abord, I'équation
s:b\/;; ot l'on a qg=>b—log(b+1)

et que la transformation classique b + 1 = e" raméne & une équalion de Lie :

diu ,,
+1=¢e,
dx dy

et ensuite I’équation :
s=0b\p'+1 .avec qy* = by — log (by + 1).

Une transformation analogue : by 4+ 1 = €', la raméne a une équation qui ne

du o

contient que —— et — :
d dxr dy dr

Nu o du\?
ybway—(e‘y_l)\/<s—5> —1.

Parmi les équations de la forme s = abh, a"b" == o, il n’y a donc de la pre-

miére classe que celles que M. Goursat a déterminées.




CHAPITRE V

Il nous reste a étudier le cas ou I'on a 3 la fois

wn . n ax LN

2% 20 R T VD VAN VA V20V
(2) ‘Ty‘+q$+f"\‘!‘)‘——hk<3;+[7‘\—z+f$>+"\—Z+$"‘?-—-°»
A et 6 étant des fonctlions de x,y, z, p et
W B
3) TP S T =
‘gt 4 ‘\f ‘f <
0 e+l a0 (F 1S
b'f >f >f N
+(—n) (quy +a gz +fbp3q et W
8 et 8, étant des fonctions de z, y. z, q.
Nous poserons :
da Xb Wb b
)\ == ’—I)‘ a, ﬁ —_— ‘\q' -DTI —b_,)
a' et b" étant == o.
Nous avons vu que l'équation (3) donne
b b db
(5) = TP +f5(;=b-\(-f’)', z,p) + A, (x,y,2,p)

et que I'équation (4) peut se meltre avec cette notation sous la forme :

38, 28, 28, MNn Y, VY
© EapErrra—n (5 q‘\:ﬁ‘-f‘\p) oL i

8, ayant changé de signification.
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On sait d’ailleurs que les équations (1) et (2) donnent

da da da
() yTi% T/ =@
et
20 Bl 20 w [ Aof of f A
= A _ax (L A “J AT A A
®) by+qbz +f(‘p N (D.z:+sz+qu)+az+Dp g °
Les égalités (5) et (7) donnent
b db )
BA+A——pl B2,
() f= o 2z _ Xy 2z
9 bl al ’
. s ;
et en égalant les deux valeurs de g on oblient la relation :

(3 = () e n ) () e ()

aprés une discussion en tous points semblable a celles que nous avons déja rencon-
trées. On l'écrit :

’

5] (4 - [5Gy =

a

L4 '

| ,) n’est pas nul, on en tire :
@)

"

= [ v

TN
8 -

. . b\’
En modifiant b, on obtient (-17> =— 0 avec [ ! ] — 0. Nous traiterons ce

cas en dernier licu.
Ou a de plus & examiner 'hypothése

O O S e RO
A —(a'> E ) Ac - a P B =? b +?. ET ’

les o, élant des fonctions de x, y et z.
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Premier cas. — Oan lire des relations précédentes :

9 b
A:%'*'"!p'}_w’ A.:—':——{-:‘(,p-{»—w., B:?7+%+q?l+?i’
-et la relation (g) donne :
ob b da Qa
byp+ )+ pto TPy dhtaTay Ty
3 - a' !

d’ou, a, B, «,, B, désignant de nouvelles fonctions de z, y et z,

da M da da
"\7)(&P+°!.)+-5-;=?,, F[;(.Bp—{-@.)-{—W:%,

)b b b )b
3(-1(“(14‘3)'*“5:1’4‘4'?.' ‘\—q(a.Q-i-fi.)Jr-‘Taj:wb-{-w,.

Pour que les équalions en a soient compatibles, il faut que :

D d B} Qd D h)
P, ' ¢ %, e — Y9 ’ "B ‘Bl ’
'337'—“(PT\?*‘W‘)‘F(“P*“.)‘I.”—‘T;—‘Z(P—'F >+aa(pﬁ+P,).

oz oz

L4
1 o . . T : .
el comme (-—-,—) ne peut étre nul, cette relation doit se réduire & une identité.
a

On pourra donc prendre

du du
(?-:"\7’ ?’=§'
) da B
En modifiant a, on pourra prendre ¢, = ¢, = o. On aura de plus b—y_ =b—z- et
on pourra prendre
2 ! 2
— lOgY, §=~3 og*{, a,=—-'-'—Y3, ﬁ‘z_lﬁ
2z dy Y o2 vy

Pour que les équations en b soient compalibles, il faudra de méme que l'on ait
la relation

oY )m) (Da Dz) ((\8 28 ) A dw
T bl —— = [/ i R 8 —8 Bk (It §
dx iz +oe 2z X * hr4 T B ) + 2z

N 7
+ "P(n‘ — m'?J. — 0.
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On peut I'écrire

ub v+w tw =
'F+-F q w, =o.

1\’ . Lo, Lo, .
Siu=o, (T) serait nul si v n’est pas nul. Si u n’est pas nul, en modifiant b,.

VAN . .
on aurait (F) =o. Il faut donc que u, v, w et w, soient tous nuls, c’est-a-dire-

que :
W e 2, D,
T e vhTRoed
da d B

08, _
o PP = e

Avant de résoudre ce systéme remarquons que le systéme qui donne a nous
permet d’écrire :

a= a(pY + Yo .’17)-

2 dlo
La relation % =2 montre alors que a, = — g 7, d’ou :
N o
¥ ¥y, Yh(x,y,2) _ Ok __dh
ez xxdy = " e

En prenant comme nouvelle inconnue Z, = h(x, y, z), on aura une équation de-
méme forme ol y =1, y, =0, a étant fonction de a et de p. Alors

g étant une fonction de x, y et z.
w=t% =1 g =g,
g o2 gox
d’'ou
p =9+ 9 a'j=‘*’_b7jf_1-,

9
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En changeant les notations, on peut donc prendre :

f= (L. y, )by q) + 3,(x.y,2)

Al

da b
D—I—)(w,p);&(y, 1))

Dans le cas ou l'une des fonctions z ou g, est nulle, comme dans celui ou le

rapporti— est fonction de y seul, on a E'=o0
Y

i
On pourra donc rejeter ces diverses hypothéses. Si ¢ et ¢, sont simultanément
indépendants de &, U'équation peut s'éerite .

da(x,p)
T——f(m: Y Q.

Elle se raméne immédédiatement a une ¢quation du premier degré en p, cas que
nous étudierons dans un prochain Mémoire En effet, posons

2, = a(x, p); ona ¢, =f(z,y,q); on en tire p = a(x, 2);
da (\ )
g=1q¢(x,y,q) et p.‘:T:_(;i_*_s‘_?_

qui est bien'du premier degré en p,.

Ecrivons alors que f vérifie la condition (6); posons

I b+ ¢,
- = @ p), S=ur i—b’_?>’ A=yps.
On aura :
B, 2B ?b+°.>3ﬁ. (% 3\ ' ?b+?.>
by
A+_l

Le coefficient de wu’ est

(5[ (8) + (3 vamon]

-Q
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. Ly, .
Puisque <7> n’est pas nul, ce coefficient ne peut étre nul que si F¢ est une
?

fonction de v, cas que nous pouvons exclure,

La relation précédente peut alors S'écrite :

p' =\ +pX, +X,,

b ;

et en posant B = - ;?‘, on a:

2 x BB = 28, ! {

ﬁ_*-" [ +ll—'l)?]-——0, $+X‘B[B +(n——l)?]:0,
(10) Vo d¢

2y )@t
8, dlogB (hy hF4 o
5‘3 ¥z B +X[B +(n—1)9]_o.

On a d¢ja discuté (chapitie T) des systémes analogues et vu qu’on peut se borner
aux deux hypothéses X, =o, \,==o0, et X o0, X =o.

1° X, = o. B nec dépend pas de z, par conséquent

<?b+?.>[? <<%)+ ”_'> T G”

ne dépend pas de z. Celle expression peut s'écrire (gb + o) (up + v3), b, u et v
étant des fonclions non nulles de y et de ¢; on en déduit immédialement que ¢

et o, nc dépendent pas de 2z
2° )\, =0 On peut en modifiant @ prendre X, =1 On voit, comme plus haut,
que B,, ¢ ct o, ne contiennent pas o, la troisiéme relation en 3, montre alors que X

est une constante k, et on a :

pp' = Ku + p.

Ecrivons que la relation (8) est vérifiée

(I_.. —_——

20 0 W\ ( e
Kl " B
2 Y

B , B
+p—pn+BB y.') +y.v+y.y.'BB’=o.
< &

En prenant la dérivée seconde par rapport & ¢, on a:

, 00 }\(B”Dlogg R

wB S — P

‘\B” ] - [;
p >+s*;—z-+u(\u —X)(BB) =o,
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B’ e<t différent de zéro; on a donc

. (Bl ' log B
) wth =%+ 9l | T |+ S =0 =o.
Si
d*log B’ Y b\" A"
‘\z‘\q =o, B =?(T)'_) +?a <?> =h(w13)K(y,q).

en dérivant par rapport 4 x, on voit que h ne dépend que de z; d’autre part,

I'égalité
v, I
() +%(3) +Xoa

d d
montre que le rapport = <&> = (—2—) ne dépend plus que de y
¢

>le

h 2z
P __? 7 £> ( \" ( )”_
AR Yl e h[(b' Yy [T 0\y) =k

. bN" /Y .
montre que : ou bien (7) +Y <F> =0, qu'on raméne au cas réservé, ou bien

que Z ne dépend que de y; il en est de méme de A

h h
hypothése que nous avons exclue.

ne dépend que de y,

-@ |—e

1

Alors I'égalité (11) ne peut avoir lieu que si

BB 1 B"
[( 3,,)]—~ 0§q ) avec 14+ X(K—X) =o;

X est donc une constante K, liée & K par la relation

(12) 1+ K, (K—K,)=o, K, Fo.
Or:
b 1
B=1¢Q=7%,Q, en posant Q=7, Ql—_—.F,
On en tire :

B" =Q" + ¢,Q,"

10
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L’égalité
' ]
BB'= K, + s, + 09, + 9,

s’écrit avec ces notations :
! ’ O bq D?l
@Q +7,Q)(FQ +9,Q2)=0Q (K. Y m) +Q, <K. Y m) + 9%+ 94

on en lire, par des dérivations par rapport a q :
QQ' = YQ, +7Q + 6g +,
QQ =Y Q +7%Q+8,q+1,
QQ) =1,Q +7Q+0,9+-,.

les fonctions Y,, w,, 6, =, ne contenant que y seul. En tenant compte des défini-
tions de Q et Q,, on peut meltre ce systéme sous la forme

d dq
Jb_qs:;l_bl—(fub + Y!)+elq + Ty
dq d
(13) b=l b+ Y, — ) +o,g+5,
&q d
‘Eg:%[b(n—— 1) 4+ Y] + 0 + =.

Une discussion simple montre que ces trois équations n’admettent aucune solu-
tion commune, compatible avec nos hypotheses.

. AN ‘s
Deuxiéme cas. — Dans le cas ou (7) est nul, on peut évidemment prendre

A A dlog ¢ dlog ¢
— ® 2 [ -
b=gq" et f———?0+?q +q1°a(1< sz TP 3z >

En écrivant que f vérifie la relation (1), on obtient les conditions

) Q
. ¢ o (x,y,2)+ Lm (x,y,2) — -D—:]q 7 (0, _32>

F}'-zo’ /= a = a

v €tant une fonction de y seal.
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, on obtient, en

[N

Lcrivons que la relation (2) est verifiée  Sior n'est pas égal a

annulant le coeflicient du terme en ¢'=™:

(l—q)j—?[(%)l—\]:o.

Cette égalité est incompatible avec nos hy pothéses. La seule forme

2

a relenir est

donc, aptés un changement de notations :

- B da da
@, 3 V1 + 1| o e3.0) - D‘,] “—
(E) f= e = avec A= 7 "
« 2
:\‘; (.l', Z, p)

Faisons au préalable quelques remarques sur ces équations :

I. E ne change pas de forme, si on y fail le changement d’inconnue Z, = g(x, z).

\
. Qo . .
II. Si <o est nul, il sufht de changer a en a +f(u.($, z)dz pour obtenir une
Y
équation de méme forme ol w, est nul.

III. Supposons que o yérifie un systéme de relations de la forme :

~

%%
Q

LA w*h (x,2), (h, et h, non nuls ensemble).

== m'hl(x, Z). -

~N
~/

1° Si h, est nul, ¢ ne dépend pas de z; et on a :

_ g 1 ) log w
w = k&) — gw __
\/DT (= ¥) h,(x, 2) =L@ nh@2), W

Si nous posons :

\=g(x,2) avec g=V/(,2),
on obtient une équation de la forme E, ol w est égal A une fonction de = et de y.

2* Si h, n’est pas nul, on a:

d d d
v A2 2k (z,2): ‘\—h (x, 2).
oz

%y

Y "z h(x,z)

Par conséquent, 3 est une fonction de y et de h(zx, z).
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Si nous faisons le changement d’inconnue z, = A(x, z), I'équation E ne change
pas de forme et la fonction « ne contient plus que y et z.

On a donc :
d3(y, 2 1  log w
hs:O, (')):‘f<y )>< , —__g——=
oz h (x, 2) QX dy
On peul donc se borner a étudier les deux cas ol
dw * log »
h =o =0 h 0; h o h,=— o, =
[} ’ «\Z ’ 1 :i'_' 1 :%: ’ (] «\.’II Dy
NoraTions. — Nous poserons

1 1 Ja

= _ —, P= P = —_——

* da a tes TR\ T
p

et nous aurons

S=PVq+Pg,
I1 nous faut maintenant écrire que la fonction f \érifie les conditions I',(6) = o

et C (8,) =o.
—~ P P,

. 00 W X[ ~aP P,
Condition T',(6) : S}+q‘\_{+$(p\/q+P‘Q)_I[\/qﬁ+q_ﬁ—+p<\/qﬁ+q?z—)

- /P - P 2P -/ P -
+(P+P.\/q)(7+P.\/qﬂﬂ/q;w;z—”r(P’+l’.’\/q)<;+P.\/q>=o

Cette relation, oii # ne contient pas ¢, doit étre une identité en ¢q. On a donc :

WX, PP ,
E—EP_TF‘;(‘M\—HL)
et
20 A /P ap 3 ] PP/ ,
5w ”3?%"")*3}‘*7“"’-—"'
Y 9 NP PN\ P ,
3z ,0—1—)——}:\'3;**[)?-%[,)4"3;%-1’!["—0.
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Q da
ce qui, tous calculs faits et en changeant 0 en 6 — X ( +p b:) +p.$-, donne

le systéme :

U p—
3;+—(w —uX)=o,
0 X dlogw dlog w da 3 dlogw 3, dlog 0a
G ) R Nt e Swe R W=,
] o dw, dw, L /dlog w ) log w Qda X da\*
() xS (i) e (e R)
3(-)‘ N l()g w da I , da\? I bp. Jda .
+}L—L\—£--—'}L 32 <(u|——§>-——;y.}l. <(n‘~—&> +;E<(ol+:\—;>—0.
Condition C,(8,). — Pour ¢crire la condition G, (3,) = o, on peut sans inconvé-
nient supprimer l'indice de 8, et on a :
N ﬁ p  (n—n)[oP, 2P 'p/a
W) EpiEe Vi Pt ST T T RV + R |
- P ) P -
+ Vg q—~+(P +P/Vg) <7+P.\/q)=
ou
PJ: BN
(15) P 2V P9 + G, +VEC, + gC, =0,
o 2z dq

les coeflicients C ayant des significations évidentes.
En dérivant deux fois par rapport & p, on a :

"J

(15 — P"\/q+ P"g) +C’+VqC +¢qCrf=o0

s
< -

et en remarquant que P” au moins n’est pas nul,

2 Ct > -V d C; Lol cr
| — | g—|—————\) =o.
op PI’\/Q-"“ p,’f] ap pn\/q + P"q> p (P,\/E + P‘,q>
On en tire les conditions :

C‘", p, _ C‘l Pru =o, C"” p.' . C‘l P‘Nl + C’m P' _ C" pu, —o0

6
(l ) 3 C‘m P.' _ C’IP‘IH —=o, C""P" _ C"P"" + C""p' _ C" P"—o
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On a toujours, les ¢ représentant des fonctions de x, y, z : C," = ¢,P".

. P " "
Si P," v’est pas nul, on a de plus C" =5 ,P".

Y /pP" .
Si enfin 5‘-/; (\IT‘”) est différent de zéro, on obtient sans peine C,"= 9 P,"+ ¢,P".

L’équation (15") donne alors successivement :

Ak

3y PVAH PRI+ 4P PV + (Vi + Plg) =o,
hY} o
B p g =0, B+ agVe+ s+ g —=o.

Dq\/a

La relation (15) se décompose en trois, et on a :

[

¢

(16") C, = ’+pb_<{’*+?p ng‘\_(gl+,p.a_?_'+m[) +o.P C—_:b—?-’+p3?_'+q,p,
1 x )z a0 s da )z Ti 4 T8 3 dx 2z E '}

l

(4

Ce dernier calcul nous montre que nous aurons trois grands cas a distinguer :

P"=o: g«_l_,_ ! .
T P ez, y,2)

)

¢ p 4
et enfin le cas général on 7 (ﬁ) n’est pas nul.
p

La discussion ne présente aucune difficulté : Les remarques faites au début du
chapitre permettent de l'abréger considérablement. On peut aussi profiter, pour
limiter les calculs, du théoréme suivant :

L’éguation

s = p(z, p)f(x,y,q) ou

Fl¥
I
w4
+
K

se raméne a une éguation qui ne contient plus p.

11 suffit de poser 1+ g = e? pour é&tre ramené a I'équation

_ 4
s‘—-—‘\;(x.y, q)'*-"‘—q—ezl_ 1’

ol g est une fonction de z, y, g, définie par I'équation ¢, = f(x, y, ¢).

La conclusion générale est encore que les conditions (1), (2), (3), (4) sont incom-
patibles.






