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PREMIERE THÈSE

DE L'INTEGRATION DES ÉQUATIONS s=f(x,y,z,p,q)

PAR LA MÉTHODE DE M. DARBOUX

PAR M. R. G O S S E

INTRODUCTION

La méthode de M. Darboux ramène l'étude de l'équation s =f(x, y, z,py q) à la
recherche d'un invariant distinct de x ou de y, pour chacun des systèmes de carac-
téristiques.

M. Goursat (') a formé et intégré toutes les équations de cette forme qui ont un
invariant d'ordie inféiieur ou égal à 2 pour chaque s\stème. Ses deux Mémoires
sont fondamentaux à plusieurs titres. Il \ indique (') des méthodes de calcul dont
le présent tra\ail montrera qu'elles sont susceptibles de généralisation; il y démon-
tre (3) des propriétés généiales des équations vs =f{jr, y, z, p, q) qui ont été le point
de départ de tous les travaux iécents sur le sujet.

Parmi ceux-ci la thèse de M. Gau (4) a marqué un pi ogres important de la
question M. Gau ( ) a été amené à distinguer deux grandes classes parmi les équa-
tions s =f :

i° Les équations qui vérifient une relation de la forme

à A DA „DA k à/
— + q — 4- ƒ — -h A y - = o

où A est une fonction de x, y, z,p, qui n'est pas nulle;
20 Les équations qui ne vérifient pas cette relation.

{* ) Annales de la Faculté de Toulouse. 1* série, t. ï, 1899 Nous désignerons le premier
Mémoire par M, « pp 31-78) et le deuxième par \îâ <pp !\Z^-\^\).

<*i M, , p 3(*i et sq .

^3i M f , p \(\o et sq .

(*) Thèses de doctorat <(îauthier-\ illars. 1911). Nous la désignerons par T. G.
Cj T. G., p. a5 et hq.



II R. GOSSE.

Pour les premières, il suffît de connaître une seule équation pn -f $ = o en invo-
lution avec l'équation donnée pour pouvoir former un invariant donné par la for-
mule :

f = A(pB + 6)

Pour les secondes, il a démontré que tout invariant de ces équations est de la
forme :

Pm • T
= o et pm -f -\, = o

étant deux équations formant chacune un système en involution avec l'équa-
tion s ==/.

Réciproquement, si on connaît deux telles équations, l'expression cp est un inva-
riant d'ordre n, en supposant n^>m et n et m supérieurs à l'unité.

Ce théorème d'abord démontré dans un cas particulier par M. Goursat (4),
et que M. Gau a déduit d'un théorème général démontré pour les équations
r + f(x, y, z, p, q, s, t) = o, permet de remplacer la recherche des invariants d'une
équation aux dérivées partielles par la recherche des équations en involution avec
cette équation.

Comme la méthode de M. Darboux s'applique, si élevé que soit l'ordre n de
l'invariant troiné, il fallait faire l'étude» des équations admettant une involution
d'ordre quelconque. Ce problème paraissant inabordable par des méthodes directes,
il était naturel, pour essayer de simplifier au préalable la forme de la fonction ƒ,
de commencer par former des conditions néces>aires que doit vérifier cette fonction
pour que l'équation s = f admette une involution. M. Gau (*) a été amené à expli-
citer deux de ces conditions.

Posons :

Si, la fonction ƒ étant donnée on ne peut pas trouver de fonction
A(x, y, z.pê1 ...,pro)=J=o vérifiant la relation Ex

ro(A) = o pour m = o, i pu a,

(•) M,, p. 46o.
(•) T. G., p. 36 et sq.



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. III

l'équation 5 = ƒ ne peut admettre une involution du système X que si ƒ vérifie
à la fois les deux conditions :

y / > i y i
te

a et at étant des fonctions de x, y, z, pt. De même pour que s =f soit en involu-

tion avec qn 4- «}(x, y, z, qlf . . ., </„_,) — o, il faut que les deux conditions analo-

gues :

soient vérifiées, à et 8t ne dépendant que de x, yt,z9 qt, et étant spécifié qu'il est
impossible de trouver une fonction B de x, y, z, qt, ..., çM vérifiant la relation :

Ey"(B) = o pour n = o, i , o u a .

En discutant ces diverses conditions M. Gau, complétant les résultats de Sophus
Lie sur l'équation s = f(z) et de Clairin sur les équations s = ƒ (x, y, z), a%pu
déterminer toutes les équations de la forme :

s = \pqo(x, y, z) -f pa(^ , y, z) + qb(x, y, z) + c(x, y, z)

qui sont de la première classe, et démontrer qu'une équation s = ƒ en involution
simultanée avec deux équations de système différent et d'ordre supérieur à i est du
type des équations de Moutard

Je me suis attaché dans ce travail à la généralisation de ces résultats, et plus
spécialement à la recherche des équations s =f(x, y, z, p, q) de la première classe.

Le rapide exposé que je viens de faire montre que le cas où l'équation
s =z f(x,y, z, p, q) admet un invariant, et par suite une involution, d'ordre a se
présente comme un cas d'exception qui mérite une étude spéciale. Elle fait l'objet
de mon premier chapitre.

La conclusion en est très simple : En supposant que le système de caractéristi-
ques admette un invariant d'ordre a, si la fonction ƒ n'est pas du premier degré
en q l'équation se ramène auv tvpes que M. Goursat (') a déterminés en supposant

Q) Mt, p. 69.
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qu'il existe deux invariants du second ordre; si l'équation est du premier degré
en </, une transformation de contact, ï>uivie d'une transformation de Bàcklund (*),

la ramène à la forme : s = ~-(x, y, z), qui s'étudie immédiatement.

Dès lors on peut se borner à chercher le> équations* de la première classe parmi
celles qui admettent un invariant d'ordre supérieur à 2. Elles peinent se classer en
trois groupes :

i° Les équations Ft pour lesquelles on a simultanément

Ex
m(A)4=o, E/(B) 4=0, m,n étant égaux à o, 1, ou 2;

20 Les équations F t pour lesquelles

E/(A) = o, E / (B)4=o ,

avec lesquelles se classent les équations F t ' pour lesquelles

E,-(A)4=o, E/(B) = o;

3° Les équations F3 pour lesquelles

E/(A) = o, E/(B) = o.

Il est clair que si on a E/(A) = o, cette unique condition fait disparaître le&
deux conditions

Il était donc naturel de chercher à adjoindre k la condition E/(A) = o une
nouvelle condition nécessaire que doive \érifier ƒ pour que l'équation 5 = / a d m e t t e
une in\olution de système Y. Dans mon second chapitre, j 'ai démontré d'abord que,
dans ce cas, la fonction ƒ doit vérifier la condition que j'appelle :

J'y établis ensuite quelques propositions générales sur les équations s = ƒ de la
première classe qui me permettent de ramener leur recherche à la résolution des
trois problèmes suivants dont l'étude constitue mes troisième, quatrième et cin-
quième chapitre.

^f) \ o i r Goursat . Équations du second ordre, t. H, p . 264, ei Mémoire Sur le problème de
Bâcklund, p. 09. CfM un cas particulier de la transformation d hns< henetsky.



ÉQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. V

Premier problème : E/'(A) 4= o, E/(B) 4= o. — Est-il possible que l'équation
s = f admette deux involutions simultanées de systèmes différents?

Une discussion longue, mais simple, montre que les quatre conditions :

sont incompatibles.

Deuxième problème. — C'est le même problème que précédemment, mais où

on a :

E/ (A) = o, E / (B)4=o .

On trouve encore que les conditions Cy = o, Cy' = o sont incompatibles avec
la condition E/(A) = o, à laquelle on adjoint la condition -1 .̂(0) = o.

Troisième problème. — Un théorème de M. Goursat (*) permet de le poser d'une
façon plus précise. Est-il possible qu'une équation s =f(x,y, z,p, q), où la fonc-
tion ƒ a la forme

s = h(x,y,z)a(xtp)b(y,q), ~4={=o, —T=4=o,
Op cÇ

admette une involution du système X d'ordre supérieur à 2?

J'ai déterminé toutes les formes d'équation pour lesquelles il peut en être ainsi»
En comparant le résultat obtenu à celui que donnerait la permutation de x et y,
j'ai démontré encore l'impossibilité de deux involutions simultanées d'ordre diffé-
rent, sauf peut-être lorsque s = ih(x, y) sjpq. Ce cas a été complètement étudié
par M. Goursat (Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles, t. IIr

p. 252).

Il résulte en particulier de ces recherches que les seules équations de la forme
s =f(x, y, z, p, q) qui soient de la première classe sont celles que M. Goursat (*) a
déjà déterminées et classées.

Je me suis borné aux équations qui ne sont du premier degré ni en p, ni en q.
M. Gau a complètement étudié celles qui le sont à la fois en p et en q. — J'ai
presque terminé l'étude de l'équation s — <o(x, y, c, p) — q()(x, y, z, p), et je n'ai
trouvé jusqu'ici, comme faisant exception au résultat négatif que j'indique, que

(•) M t , p . 462 .

(•> M t , p . 67.
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des équations qui se ramènent par des transformations simples à des équations
connues.

Je n'ai osé reprendre ce travail dans des circonstances difficiles que sur 1 in-
sistance de mon ami Gau. J'ai été soutenu au cour* de son exécution par les encou-
ragement de M Borel et de M Peirin, et je leui en gaide une aiTectueiise gratitude.
Je dois d'avou pu mener mes lecherches à bonne fin à l'obligeance et aux bienveil-
lants conseils de M. (ïoursat : non seulement il a mis giacieusement à ma disposi-
tion les livres et mémoiies qui mitaient indispensables, mais encore il n'a cessé
d'être pour moi le plus précieux des guides L'hommage que je lui fais ici de mon
travail n'est qu un faible témoignage de ma lespectueuse leconnaissance.



CHAPITRE PREMIER

Détermination des équations s =f(x, y, z, p, q) qui admettent un invariant
du second ordre.

M. Goursat a déterminé (') toutes les équations de cette forme qui admettent un
invariant du second oulte poni chaque système de caractéristiques. Nous allons
nous proposei de détenninei colles de ces équations qui admettent un invariant du
second ordie pour le seul s\stèine \ .

M Gouis.it a établi les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit
ainsi II faut d'abord que Ton ait :

T7 + 1 q + s "ê ~ X l ï = ° (>> fonclion de x'y'z'p)-

En posant "k = , cette condition montre qu'on doit avoir

>{x,y,z,g)- — -g —

II faut ensuite que Ton ait

et ces deux conditions ^onï suffisantes
Nous allons écrire que ƒ vérifie la seconde condition.

En dérivant deux fois celles-ci par rapport à q, on obtient

y/ ** *v *%f * y f o y y/ ,

OM,,? . 36.
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Premier cas. — Y"Ï = °-

Pour que ƒ soit du premier degré en qy il faut et suffit que b soit du premier
degré en q. L'équation s'écrit alors :

q ?(x. y» 2) + 6 tO, y, z) — - . _ g _ .
s-f- ^

c'est-à-dire

-~- = g8(x, y, 2) + P€(^, y, z).

Nous pourrons toujours poser p(#, y, z) = — (se, y, z) et a = a -f ?(#» y,

L'équation s'écrit alois

- j î = p%(x, y,z) — g(a: f y, 2) = à(a;, y, z).

d*.
Faisons le changement de variable zt = h(x, y, z). L'équation v i e n t - 7 - = Z

(a fonction de x,yfz,p), cai une fonction a de or,y,z,p devient une fonction de
xt 7* z

ty Pt ( Si A ne contient pas z, l'équation admet une intégrale intem^diaire

du premier ordre » = X + / h(x,y)dy).

Nous sommes donc ramenés à intégrer

en posant

la



ÉQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

La condition (i) s'écrit alors :

DX DX DX Do>

Cette relation donne :

DX DX Dû) Da> Dü>

^ y ^ D# r ^2 Ü/)

Posons X = fi. — pô. Ce système s'écrit :

Do>

Dp
Dw DO Dw 30 \

ïz Dy Dp Dp J

car le coefficient de p dans cette dernière équation se réduit, tout calculs faits,

On doit donc avoir :

De /D;x Do> D*to D

dZ \ iïp ïp k ïp* ï>p

D\ Dae
Dp Dp ïpîx) dœïy

~ïpK}L'ïp
Djx D<J

i>p D3

3JS
Dp. Dw Dix DO Ds0 DO Dix ( D*tx D*0 p \ Dfoi

" " ^ D p D z

~~"Dp"V Do"""^x"~ "Dp

d'où

Da /Do) De
— [

Dp O> "Dp

M DO Dw De D <•> Do> De

DxDy Dp Dx DpDx Dx Dp

Dfe

D*o> Dfe D*o> D*e\
f- o — ü> —•r j

DpDz vpùy $p 3p /

Da Dp Dz ̂  Da
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c'est-à-dire, tout calculs faits :

V , à i ^a l . la
-~~ 4- \L — log-—h 6 = —- log--—.
ĉ /> l p l p lx & t*/>

On a de plus

Iz
DÔ De

lia Dw

lp lx

-^-log-^-— p-^-log-^- — 6 ),
lx lp ^ lp lp J

f D , la D 'la

et, par suite, le système

Iz \~£x ~~ ̂ lp"y I F '
Da

Ifla la
lp \lx lp

On en tire les conditions

Dô Da DÔ Da ?8 / Da \ D6 Da

lp Iz Iz lp ' lp \ày J Dy Dp *

La première montre que

d'où l'on tire

0 = _L (x, y, a), f étant une fonction arbitraire ;
da

la la If
Iz lp la

ce qui montre que Ton a :

Do
= z —L (x, y, a) + tp, (x, y, a). f t étant une fonction arbitraire^

da
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Mais on a aussi

et par suite

et comme on a,

on en conclut ;

tp n'est déftni q\i'à nne (onclîon pies de x el de y. On peut donc dfre qne a est
défini par l'identité :

Mais alors l'équation

da _

donne

P 'dxdy

et on a :

dFa da «ta ,

et pat suite

qui s'étudie immédiatement.

* « d
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Par conséquent, toutes les équations s = u>(x, y, z,p) -f- g6(x, y, z, p) qui admet-
tent un invariant du second ordre se ramènent par une transformation de contact
suhie d'une transformation de Backhind à l'équation

Vz a
_ = _ , < * , y , a ) ,

qui admet une intégrale intermédiaire de premier ordre évidente.

dV
Deuxième cas. — ~ - 4= o.

L'équation (2) s'écrit :

Or,

-^-4-=—— = —j en posant 6* = -—-, -1— =a'.

On a donc

i -1—1_ iOg____|_p log—- - h / - — log—r 4- 3 - ^ - -hX-^-loga f = o

et

(4)

Supposons d'abord log 6* = o. Log 6" est une fonction linéaire de a.

Alors, ou bien bn est constant, ou bien b* = ptple^q, S et 84 étant fonctions*

de x, y, z.
Si 6ff est constant, b = %q* + ztq + xt, a 4= °-
La condition (1) est une identité en g. Elle contient un seul terme du troisième

d/
degré pro>enant de ƒ—-» et c'est ag* X 22g. On devrait avoir a = o, ce qui est

impossible.
Si bw = ff?,*8*, ? et ^ étant tous deux 4= o, 6 = 6 , ^ + Bfg + ?,.
La condition (1) contient un seul terme en e*^ : c'est Ste^ x ^ ^ Z 9 .



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.

• \ *

II n'est nul que si Ŝ Ji* = o, ce qui est impossible. Donc — log b* =j= o.

On a donc :

(4') -TT2 +P-Y1 +/+-é-^ +^"V =°

que nous écrirons :

la signification des lettres A, B, C, D étant évidente.
On en tire

}*ƒ 3

c*est-à-dire

Supposons

, + _ o,

c'est-à-dire

On en tire

^0 St

En prenant pour nouvelle variable une fonction 6(x, y, 2) vérifiant / - - + —

la forme de l'équation ne change pas, et on a / = o.
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On peut donc prendre, en changeant les notations :

d'où :

= log\± Hogq, -L\Ogb« =
cq

On a alors

à log t 2 log /

La relation (5) s'écrit alors

/ t 3 X *

t> l o g / D l o g / l ùq

D -

ïx M Dz ' a'

Si / + 24=0 , le terme en q'* * a pour coefficient / 4- 3(/ + 2)» et on doit avoir

2
Si / -f 2 = o, on devrait avoir X = o, ce qui est impossible. Le seul cas à

considérer est donc celui où // = ~/q 2, c'est-à-dire celui où 6 = i»(x, y, z) sjq.
La relation (1) donne dans ce cas

+ ç ^ +
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Le seul terme en o 2 est — ^ . On a donc — = o ; a est une fonction de

xtz,p, et en posant

ü) t>Z

l'équation précédente s'écrit :

on a doge

Écrivons les conditions d'intégrabilité de ce système. On a

iH — ô - ^ - — — — — — Ô «V"_JîlJ
^ ?z /̂)i)y ïp ty ïp 2 2

Â'oà

<*p a

c'est-à-dire

log

ou

log w 3 M

i)z 2 Zp
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Cette relation montre que -—-— ne dépend pas de y. On a en outre :

*y __ à* log (o tx* d log tx 3 îx __ y log co 3 D / i \ i à* log co
dp dxdy 2 dp ' 2 ty> Dxty ' 2dp\a'*J co* tody

Cette dernière équation montre que -^- j —— ) = h*(xf z).
dp\a J

On en tire :

et en faisant un changement de \ariable

"dx H r
zt = 6(#, z) avec /r4 = — - , a = —-=, a = H(x, z) \/p +

on a alors :

dlï ,- d\\t

H

et l'égalité

d l og (o j D log II i d-~ ,
= 3 J — ^ ?=—nr" I donne —-i = o ,1 ;>Z « i / n H I dZ

ce qui montre qu'on peut prendre H, = o et co = l{xy y)W(xt z).
D'autre part,

n iv . 6 i y log
a = —, donc - - = —- ——~

kp H cos &

et comme log co = log l(x, z) -4- 3 log H(x, z), on aura

e t
e t



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. II

donc H est indépendant de z et ô est nul . On arrive alors sans peine (*), en inté-

grant l'équation \ -N ° f ^ = i , à la forme s = 2 (Goursat, type I).
° (o* 2>x Dy x-f y

Si

/i = o, a" = o, a = — (x,z)p + QLt(x,z), «4=0,

Dlogw 3 D log doc f/ NDaa

et _ j 2 _ = - _ . £ —, « = «/(*, y)— .

II faut en plus que ^— = o, cest-a-dire que ^ -~—~ = o, ce qui

-donne :

/(», y) = XY,

êt l'équation s'écrit :

d

Posons

-et il vient

c'est-à-dire

— [p + A(xf z)] = Ya,(

-et en posant Y, = f Y*dy,

— [p

Cette équation est du type s =f{x, y, g), qu'on intègre en posant q = u.

(f) Goursat, Mt. p 45
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Troisième cas. — Supposons i + — =J= o.

La relation (5) s'écrit :

a' ^/ \ ĉC ƒ a

a (x y, z)
Cette relation donnera en général a! =

Posons

P(*.y fz) = - ^ . f on aura - =

En prenant comme nouvelle inconnue zt = 0 (x, y, 2), 1 équation — = 6(x, y, z, q)*

ne change pas de forme, et il vient :

da a(x, y, z)
dp ~~ p "

On peut donc prendre :

p = o, a = a logp + at(x, y, z).

En modifiant 6, on aura a = a logp.
Dans la relation (4), faisons

En annulant le coefficient des termes logarithmiques on trouve :

= o.



ÉQUATIONS 4UX DERIVEES PARTIELLES. l 3

Si Ë— n'était pas nul, on en conclurait
vZ

d log a

^ = o,Mog a

•ce qui est contraire à nos hypothèses.
Donc

? log a <) log a
= O , ; , a = A .

On peut p rendre a = r, ƒ = p 6 ( x , y, z, q).

La condit ion ( i ) s'écrit a lors :

YK Yk , / X̂ \ , /ïb

En posant kt = —r, on en tire :
1 I ^ S

b n'est pas du premier degré en q. On en conclut sans peine que

\ = Xtp iogp + *tp* + a3p — a0.

La condition (i) devient :

b(oLmp + t% p + aa) + p h p — f- po —
\ \x ^z ^q

On en tire d'abord aft = o et
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Si b ne dépend pas de x, F équation (7) montre qu'il en est de même de at

En posant :

l'équation devient, en prenant comme inconnue zt = H (y, z),

st=pib avec qt =zbzt + g(x, y, b).

C'est le type VI des équations de M. Goursat.
Cherchons, dans le cas général, les solutions communes à (7) et (8). Posons-

X# = — (X =j= o) et changeons a3 en -A On a :
A. A.

(Si X, est nul, il suffît de faire dans cette relation X = 1) et

(9) v ( ^ + ç

En dérivant par rapport à x, on obtient une relation de la forme :

SI Xf n'est pas nul, on a :

Si X' est nul, on a :
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Si cette relation ne se réduit pas à une identité, on en lire :

.1 log {/ = ;£-logt'= -A_
iïq ïq q — l

ce qui est contraire à nos hypothèses.
On a donc :

;-xt>3 ïx

On en conclut sans peine qu'on peut prendre

On retombe sur le type VI.
Si X' est différent de zéro, le même raisonnement montre que

Y ïxïyj .\t V Y ïxtzj tx Y ïx \ *

En changeant la signification de p, on peut prendre

L'équation — log p —b s'écrit alors :

Posons z% = <Jf(y, z). On obtient, en changeant les notations,

Ceci revient à prendre a3 = o, atX = ^,(y, z) -\- Xtyt(yt z).
La relation (9) doit être une identité en X ; ce qui exige :

égalité contraire à nos hypothèses.
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Quatrième cas. — II faut donc que la relation (6) ou bien donne a' = l(x, y, z),
ou bien se réduise à une identité.

X A

Si on a a'— /, on peut prendre, après un changement d'inconnue, a=p — (x?y,z).
vZ

Posons zi = 6(x, y, z). L'équation donnée se ramène à la forme :

s = b(x,y,z,q).

Là relation (i) donne alors :

X

A = — p -h /)a(aî, y, 2) + a,(xf y, 2),

d'où on lire :

(.0) _ + 9 _ + 6 X + - = o (

^ 2a4 ^ 6 , £ a b
(il) T1 + 0T J '+ — + 6a + 6—==O.

L'équation (10) donne b" = ^n(x, y, q)e~~xz.

i° X = o. En posant a = — (x, y, z), on obtient :

et la relation (n) donne, après deux dérivations par rapport à q,

y 9 f y e y o \ a s ;>•&

ce qui est contraire à nos hypothèses.
On en conclut

ao
= — = X t ,

et 6 est une fonction de x, y, q définie par l'équation :

,ïb a 6 ^ , x. ïq
b — + — + \ 6 + q\ + —-= o.



ÉQUATIONS AUX DERI\ÉES PAETIELLES. IJ

Si Ton a Xâ = Xt = — = o, on obtient le type \ III de M. Goursat :

q — bx=f(y,b).

Si Ton a Xâ = Xt = o en posant zx = z 4- / g(x,y)dy, on retrouve le type VIIL

Supposons maintenant \ t =}= o. Posons 6 = $%{x), xt = I \(x)dx.

En déteiminant \ de façon que

on aura :

X
En intégrant cette équation on trouve, en posant X3 = - T .

A.

En prenant comme nouvelle inconnue 2, = zV -f- / 0(x, y)dy, on a :

i

En prenant comme variable xt = X(v), on retombe sur Fé^uation VIIL

2° X 4= ° On a 6 = z>e~~xz -f ajq -f a4.

L'équation (u) donne :

+ ^ log <pf — X'z + 6£i£5JL + 36' _

et, en dérivant par rapport à z,

v + ^ + < i _
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d'où, en remplaçant — par sa valeur et en dérivant par rapport à z,

Nous avons déjà remarqué qu'une pareille relation doit être une identité en q.

On en déduit ;

a* = '»(#» J) — e~~XZKx> y) » a4 = mXx> y) — e~x:m(x, y),

a — z\' 4- 3a, = /ct(5C, y) — k(x, y)e~xz.

En modifiant b, on peut prendre / = m — o, b = cpe xz 4- ltq + mt et

Kn portant ces valeurs dans la relation (io), on trouve

0 IV

* ~~ X ' ~" c>y * ~ °

€t on peut écrire l'équation donnée :

sX 4- qX' = X<p (x, yt q) e~~*fc H ! .

Le changement d'inconnue zt = — Xz 4- / Kf c/x permet de la ramener à

On peut donc faire dans les équations (io) et ( u ) , X = — Ï , a = o»
== <p(#, y, </)es. On en tire :

?T-; = «*(», y )+ /.(», y).

Nous avons déjà étudié le cas où l est nul.
En supposant / |^ o, on a :
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L'équation ( n ) montre que les fondions l ne dépendent que de y, et que, si
•on pose <xt = aoe

t;, on doit avoir :

On en conclut en posant Y ' = a/4 que /(y) = Y, et on a

5 = el\/\q* + \'q + Y,.

C'est l'équation VII de M. Goursat.

Cinquième cas. — Supposons que la relation (6) se réduise à une identité.

A = afor + C) f- «,, B = p(q + C) + p | f Cb' + 3D + b = y (g + C) + T l,

les a, p, y ne contenant que xfy9z.
On en tire

^ log b" , ^ log 6̂
{,3) —^|— = (.69 + p.) —^|— 4- p t,

(i4) W = ^f(T7 + T.) + t>q + y* + 6(T. -

Les équations (12) et (i3) donnent :

Cette relation doit se réduire à une identité, puisque 1 -\ n'est pas nul.

On peut alors satisfaire de la façon la plus générale aux conditions qui en résul-
tent en posant

tko Dû)

d . DO d d6 te 3F d log ^ S log h

6f àô
et on en conclut sans peine que log— est une fonction de y el de q h a>(#,y, z).
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Un changement d'inconnue z4 = 6(.r, y, z) — et un changement de notation — nous-
amène alors à poser

6 = h(x, y, z)o(q + 6(x, y, z), y) + 'ql(x, y, z) + lt(x, y, z) ,

^0 dô d log h l log h

L'équation (5) donne alors - — = y , et l'équation (4f)
Oz

Ceci exige que

d'où ô = zY + /t(x, y). Posons : a = À -f
L'équation donnée prend la forme :

On peut prendre f = o en modifiant les fonctions /. On a alors :

M laf Ar M,\ la

Si Y est nul, un changement d'inconnue évident montre qu'on peut prendre ty
fonction de y et q ; a fonction de x et de p .

Y '
Si Y n'est pas nul, remplaçons-le par ~- (Y4 =%=&).

Le changement d'inconnue zt = zYt 4- / Yf/triy conduit à la même conclusion-

Or l'équation (il\) donne

66' = 6r, + çv, + r .

avec
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En dérivant la relation que l'on obtient ainsi par rapport à x, puis deux fois
par rapport à q, on démontre que / et lt ne dépendent pas de x; on démontrerait
de même qu'ils ne dépendent pas de z ; on n'a donc qu'à étudier les équations :

s = h(x,y, z)a(x,p)b(yf q), a"b" 4=0.

La relation (i4) donne

La relation (i) donne une relation de môme forme. En écrivant que ces deux
relations sont identiques, on obtient le système

<i5) h- + a
%ht\\ = o, (16) ^l + at^Yl=o,

On a d'abord :

08)

i° Y = o . On a — = — = o.
4 ïz ïz

En changeant b, on peut prendre Yt = i.
Les équations (i5) et (17) donnent alors :

aa^ +
h" ïxïy ^ h' ly

dont les coefficients ne doivent contenir que x.

On retrouve les équations I et Y de M. Goursat suivant que Y est nul ou non.

20 Yt z^z o. En intégrant l'équation (18), on voit que, en prenant Yt = 1, et en
posant Y, = Y3\ h" = Y(x, z -h Y,) :

Un changement d'inconnue permet de prendre Y, = o, c'est-à-dire Yt = o.
Alors h ne dépend pa> de y, et on doit avoir :

, r 2*f log h p ^ log h a iïh

Y est une constante k.
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Si k n'est pas nul, —>~"(x) es* u n e fonction de x qu'on peut prendre égale

à — i. On peut prendre h = —, aa' = ak -f p C'est le type IV.

Si /c est nul, on retrouve les équations II et III de M. Goursat.
Nous avons donc démontré le théorème suivant :

Théorème — Si l'équation s ~ f(jc» y, z, p, q) admet un in\ariant du second
ordre pour le système jr constante, elle admet un autre invariant pour le système
y = constante, et he ramène aux: équations de M. Gour&at, si elle n'est pas du pre-
mier degré en q

Si elle est du premier degié en q, une tiansformalion qui est un cas particulier

de la transformation d'Imstchenetsky la iamène à l'équation s — —f(x, y, z).



CHAPITRE II

Le chapitre précédent montre que nous n'avons plus qu'à étudier les équations
s = f(x,y, z, p, q) qui admettent un invariant d'ordie n supérieui à 2.

Soit u(x, y, z, /) | f pt, "-t pH) l i n pareil invaiianl pour le système X de caractérisa
tiques. M. Gau a démontré qu'il peut toujours se mettre M»UN la forme :

II = lPn + } 0»> T. Z> P,> • • • » Pn-i)l A (•*?. y» «' Pi' Pt» • ' P»-*) »

Féquation pH + <l = o élant en involulion avec l'équation donnée.
Deux cas peinent alors se présenter :

i° II existe une fonction \(x,y9 z,pt) vétifiant identiquement la relation :

+ kf=o

L'invariant u peut alors se mettre sous la forme :

II = A Or, y, z,pt)[pn -f *Hx, y, z,p t , . . . , p ^ ) ] .

2° II est impossible de trouver une fonclion A(x. y, z<p€) vériOant ET'(A)
L'invariant se met alors sous la forme :

l'équation pn_k 4- 6(x,y, z,/>,, .. , P,»-*-,) = o étant en involution avec l'équation-
donnée.

Supposons que II soit l'invariant d'ordie minimum et examinons successive-
ment les deux hypothèses.

5
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i° Je dis d'abord que l'équation s = ƒ n'admet aucune involution d'ordre infé-
rieur à n.

En eflet, si s=f était en involution avec pH_h + ^t(xty,zf ...,pn_h_t) = o,
l'expression

n t = [pn.h 4- h(x, y, z, . . . , ƒ>„__>_,)] A

serait, d'après la réciproque du théorème de M. Gan (4), un invariant d'ordre n — fi,
ce qui est contraire à l'hypothèse.

Comme il est impossible que l'équation admette deux invariants distincts d'or-
dre n, on voit par le même raisonnement que l'équation ne peut pas admettre deux
involulions d'ordre n pour le même système de caractéristiques.

2° Dans le cas où l'équation s = ƒ est en involution a\ec chacune des deux
équations

Nous allons d'abord démontrer que l'equations ne peut pas non plus admettre
deux involutions d'ordre n.

On devrait en efTet avoir simultanément dans ce cas :

En retranchant membre à membre, et posant OJ = »| — ô, on aurait

On sait que

(') T. G., p. a6.
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Si donc on dérive l'identité précédente par rapport à pn_%J on a, en posant

ty ** t>2 ' ïp \dxj ïp

Cette relation exprime que w' est un invariant de l'équation s =f\ comme il

est d'ordre inférieur à n, on doit avoir o / = X.

Si X4- °> o n p^it prendre \ = i et M est alors é^al àpw_t-f w/x, y, 2,pt, ...,p t t_ t).

En portant cette \aleur danb la relation (2), on trouxe :

l'équation pH_ t -h o>4 = o serait en involution avec s = ƒ et on pourrait former

deux invariants distincts d'ordre n :

p -f- ó p -j- 6
—« :— e t —« f ce qui est impossible.

On doit donc a\oir X = o.

Supposons alors que :

= - ^ — = . . . = = o avec - ^ — 4= o i

l'équation (2) s'écrit :

et le môme raisonnement nous amènera à la conclusion = 0 . Il faut donc,
*Pn-h

puisque l'équation ƒ ne vérifie aucune relation de la forme E < r ' (A)= o, que co soil

identiquement nul . C. q. f. d.

Il est intéressant de remarquer qu'on peut, par cette méthode, pénétrer plus

avant dans la connaissance de la structure de l'invariant. Nous reviendrons à cette

question dans un prochain Mémoire.

Dans ce qui \a suivre, je \a is me proposer spécialement de rechercher s'il existe

des équations de la forme
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qui admettent un in\aiiant d'ordre supérieur à 2 pour chaque système de caracté-
ristiques, c'est-à-dire qui MÛenl de la piemière classe.

II est bien évident que, s'il en est ainsi, l'équation est en involulion avec deux
équations :

P„+ l(xry,z,p ,pJI_ l) = o,

M. Gau a é tabl i qm», NI l ' équa t ion

n e peu t ôtn* vérifié»- par a u c u n e fonction A de x,y,z,pt, ...,pk p o u r k = o ,

1 ou 2, la fonction ƒ J o i t véri l ier \v> deux c o n d i t i o n s nécessa i res :

r ^/ ^/ . 7̂1 yr /̂

a et a4 étant simplement fonctions de x, y, z,pt, pour pouvoir être en involution
avec une équation dh s\«l(»ine \ d'ordre quelconque supérieur à 2.

Si l'équation .s* = ƒ <\st de première classe, il est clair que la fonction ƒ devra
les condition:*

Cx(a) = o, C,'(ot,) = o

et les deux conditions :

qu*on en <léduit en p«i mutant le variables x et y.
Le troisième ch.i|»i«re de c<* tra\ail est consacré à démontrer que les quatre

conditions sont incompatible*.
Nous allons maintenant montrer que, lorsqu'il existe une fonction A telle que

E x * ( \ ) = o pour A* = o, i. 2, on peut remplacer la condition Cx'(xt)= o par
une condition analogue (̂C) = of la condition CT(x) = o étant remplacée par
E , * ( A ) = o .
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Supposons donc E/(A) = o.
Si l'équation admet une in\o!ulion d'ordre n a\ec l'équation pu-\- «̂  = 0 d'après

un théorème de M. Gau f) plusieurs fois invoqué, IVxpiession \(plt -h '}) est un in-
variant d'ordie n. Supposons que n soit l'ordie minimum dévolution. C'est aussi
l'ordre de l'invaiiant d'oidie minimum et récipioqnemcnt.

Nous sommes donc dan*» les conditions d'application du tli« orème démontré par
M. Goursatr) à la fin do son second Mémoiie : l'équation Ô' — ƒ admet un invariant
d'ordre minimum n, et n'est en involution avec aucune équation d'oidie inférieur.
On a donc forcément 7» = 1, cVst-a-diie qu'il existe une fonction, A IIOQ nulle, et
fonction seulement de xf y, z, ƒ>,, telle que :

(0

Dans ce qui suit, nous supposerons la relation (1) vérifiée et n représentera
l'ordre minimum d'involulion ( / i > a ) .

LEMME. — S'il existe une expression 0 fonction de x,ytztpt, -t^Pa—* telle que
•l'on ait identiquement :

O</f<fl,

•elle est de la forme 6 = X/.*.

D'abord, si i = o, ô est un invariant d'ordre n — k ; il faut donc que ô = X,
i l est de la forme annoncée.

De môme si 0 = 0 :
Si 0 et i ne sont pas nuls, on peut poser : Ô = ef\ et en posant X = e11, on a :

>« * p ,

d'où :

rf-"*- A

(•) T. G., p 3 7 .
(n Mt, p. 462.
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Puisqu'il n'existe pas d'imariant d'ordre inférieur à n, il faut que x — p. = £(a?)-

Or yt = e1*"1* = e*ix). On a donc Ô = XX1 C. q. f. d.

Je rappellerai d'autre part les rébiiltats de l'élégante étude que M. Gau (') a faite

des expressions ( -— ). Il a démon lié que l'on a :
\dx'lJ l

/ x . y , z%

les coefQcients Mt étant indépendants de /) , . , , , p^, . . . , pA et l'ordre maximum des

dérivées contenues dans M/1 étant i — h + 2. En particulier, M1 ne dépend q u e

de x, v, zy pt, p2, et on \oit facilement que l'on a :

ou, en développant

Ceci posé, la condition d'involution s'écrit :

Dérivons par rapport à pn__i en posant

on aura successivement :

(•) T. G.t p. 34.
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L'équation (4) est de la forme qui relève du lemme. Elle donne y = XX, et on
en conclut :

•f = XXp,t_4 4- ^ ( x , y, z, p4, . . . , pn_t)

la fonction <|/4 devant vérifier la condition

en posant, comme Ta proposé M. Goursat,

Si on représente par •}// et •]// les dérivées première et seconde de ^ par rap-
port à pn_t régalité précédente donne successivement :

L'application du lemme montre alors que $" = X,X*. Nous poserons

<h' = x . X X - , + +.(«. y, ? . . . . , P . - , ) , + ; = j ^ - •

On a alors
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D'une façon générale, supposons qu'en posant :

^ = X,_,X*p,_* + +»(*. y.z />,-*-.)> n - h> 3 ,

on ait la relation :

(B) ^ + ,

En représentant ^ ' A par <\h
f et ^ ";t— par •}/> on a successivement

et

—r r (/ ~r r / "T r • • • + r f H_h t -f- (n -f- i) -l/k —— = o .

Le lemme montre alors que <J/A* = X^X*̂ 1, et on peut poser

h ' = xAx*r >„_*_, + +*M(«, y, z, p | } . . . , pn_h_%).

En portant cette valeur dans la condition que vérifie ^ r , on obtient la relation

La loi est donc générale. L'application réitérée de ce mode de calcul nous amène

donc à une relation de la forme

+ (« - 4) *_, | £ + X._.X"-M; = o,

où ^w_t est une fonction de x,y9 z,pitpn.
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Otte relation H constitue en général une condition nécessaire simple que doit
vérifier la fonction/*. On aperçoit cependant que cette condition s'é\anouit dans le
cas où \n_A et \w_, sont nuls simultanément. La relation donnerait simplement
dans ce cas 'lu_ t ~- \ti 3 A"~*.

Plus généralement, si l'on a \h = \A_É = o, la condition que doit vérifier •!/A_(.i
se réduit à -lh_t = À*^.

On a alors

La relation (5) donne alors :

Si Ton compare cette1 relation à la relation (6) on voit que la condition en tyh+%

est remplacée par une autre en tous points identiques, .à cela près que dans les

coefficients de n-h
%* (^ ^ e ~L~' h es* diminué d'une unité, ainsi que dans

l'ensemble du symbole X. \h M" ;' * •
n—h — i

Si donc dans le calcul qui nous amène à la relation R et qui nous donne une
suite de n - 3 relations où finiront los fonctions 'l%, i/a ^„-i» ^('s fonctions Xif

qui figurent dans la mémo relation, .s'annulent simultanément pour k de ces rela-
tions, nous retrouverons encore une dernière relation en 'l>n_3(x, y, ;, p ( , pt), mais

où le coefficient de --^ I sera X, A*"~*~S celui de— •!/ ,, n — k — 4 et où le der-

nier terme sera

* 3=o.
* r-3

La forme générale de la relation R sera donc

, Y

dx

où le nombre k est certainement inférieur à n — 3. Il ne sera égal à n — 4 que si
toutes les fonctions Xt, ztt ... sont nulles.

6
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On aura alors

•|/t bera indépendant de pw_# •]/ == *lt = 'J>a(a?, y, z, . . , pM_3)
 fff

sera de même indépendant de p,,_iy et ainsi de suite de proche en proche; •]/ ne
pourra donc être fonction que de r, y, z, pt, p4

La relation (3f) donnera alors en posant

C'est la relation R('), où on a fait

k=zn — 4, X = o, 5 = i.

La fonction ƒ devra donc toujouis vérifier une relation de la forme R où la
fonction ç(x) au moins est ditîerente de zéro.

Posons

La relation s'écrit :

et en posant /t* 4- 3 = m, on aura en supprimant, comme nous le ferons désormais,
les indices de p et q et posant p% = r :

^y ^z ^p ïr \dx j \__dx

L ^ \*p/J *z *p *q /

(l) C'est, au fond, à rétablissement do tetto lelation dans le ras particulier des équa-
tions linéaires eu p et q que M (iau a dû de pomoir terminer la recherche de celles de
ces équations qui sont de la première classe.
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avec

^? J ~ ; ' Tp' + '" V "3^V + 2p ^^T + 'Aj Tjiïf

que nous écrirons souvent :

les coefficients C4 et C9 ayant une signification évidente.

On peut tirer de la relation z, des relations plus simples. Dérivons par rapport
à r. On a successivement en posant :

g=lF> »'="5F' (J =W'

î* X 4= °- On peut, en changeant g' en f/'X et E en ; \ , prendre X = i . La
relation (8) montre que g'" — a\, À*. On peut poser :

(9)

La relation (7) donne alors :

M M M
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Remarquons que la condition ( i ) peut s'écrire

d'où

On aura alors :

qui, si V4 n'est pas nul, s'éciit immédiatement en changeant la signification de 0

M M ,M / y y

En posant Ô = T , cette équation s'écrit :

Cette équation, jointe à 1 équation (r), expiitnc, comme l'a montré M. Goursat(f),
que cp = )r -f T \ ebt un «mariant du second ordre de l'équation s = ƒ.

Supposons \ i = o, l'équation ( M ) donne

On a

gw = — 2X41 \ t -f — ( — ) et on peut poser

= - a)8 Î V, -r ~ f y ) J r 4- X0(a?f y, c, p)

en changeant la signification de 0.

(')M l f p 36.
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La relation (6) devient alors :

df

qu'on peut écrire en changeant la signification de m et de z :

Ç étant une fonction de x seul, qui peut être nulle, et m étant un entier égal à 2.
Si * =%= o, on peut toujours le faite disparaître en ajoutant à cette expression

l'équation (10) multipliée par z et en appelant 0 l'expression 0 -j ( — ).

20 Supposons X = o.
Si |=f=o, la relation o s'écrit:

Si ; = o, on peut remplacer la relation ƒ par une relation analogue où Ç = 1
et m = n — 1.

On peut donc toujours supposer qu'on a une relation de la forme précédente,
où ; n'est pas nul et où m est supérieur ou égal à 2. En changeant g en f/;, on
peut prendre ; = i.

Alors la relation (7) donne

g" = mXtX\ g' = m[\tXV 4- X0(x, y, 2,p)]

«et la relation (6) s'écrit :

C'est la relation F r , si Xt 4=0.
Si X est nulf on en tirera
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et on pourra poser, en changeant la signification de 0,

= -ml [x, + -?- (J-) J + 0(«; y, 2, p).

On aura alors :

C'est la relation (12), où Ç = o et m est un entier supérieur ou égal à 2. Comme
dans la relation (12) on peut toujours faire J; = o, nous arrivons dans tous les cas-
à la relation

où m est un entier supérieur ou égal à 2.
Mais on a :

Dz

en posant {A = — log X. Donc :

2) / i \ <> r̂ i
et en remarquant que — A — ( - I = — — et remplaçant ô par ô 4- m \ -~- , m

è d i i ' é i
dernière condition s'écrit :

que nous pouvons écrire :
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De même, en permutant le rôle des \ariables x et y on démontrerait que s'il
existe une fonction UL(X, y, z, q) vérifiant la relation

il est nécessaire, pour que la fonction ƒ soit en involulion avec une équation de

la forme q 4- ?»(#» y> ~» </,» • • •» </*_,) — °» ( l u e ƒ vérifie une condition analogue
r,(x) = o.

Dans le quatrième chapitre de ce travail, nous chercherons s'il est possible de
trouver des fonctions ƒ qui ne soient linéaires ni en p ni en q et qui vérifient simul-
tanément les conditions

Er'(À) = o et rr(6) = o,

et

E , » = o et r , ( T ) = o .

Enfin, dans le cinquième et dernier chapitre, nous montrerons qu'il est impos-
sible de trouver une fonction ƒ qui vérifie à la fois les conditions :

E;OO = O et r,(«) = o,

et

C,(p) = o avec c;(p,) = o.

11 en découlera qu'il est impossible de trouver une fonction ƒ qui vérifie à la fois
les conditions qu'on déduit de celles-là en y permutant les variables x et y.

Nous supposerons toujours expressément que ƒ n'est linéaire ni en />, ni en q.



CHAPITRE III

Supposons que la fonction ƒ ne vérifie, pour m ou n égaux à o, i ou 2, ni la*
condition :

ni la condition :

<r-'f

X étant une fonction de xf y, z, p t , . . . , pm ;
pi étant une fonction de x, y, z, q^ , qH.

L'équation s =f(x, y, z, />, q) ne pourra admettre deux in\olutions simultanées
de systèmes différents que si ƒ \érifie à la fois les conditions :
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y f y/
a et $ ne peuvent être nuls sans que ——t et ——% le soient, ce qui serait contraire

iïp dq
à nos hypothèses. Nous pouvons donc poser :

__ïa # ïa_ (f_ yb m ^ _ _ ^
a 3/7 * ïp~~V' ê ~~^p* ïq~Vf

a* et bn étant différents de o, a étant fonction de x, y, z, p et b de a?, y, z, q% On a
alors :

(3) l^\oga
f + q~z log a' + ƒ A log a' + g = B(x, y, 2, g),

(4) g + ^ ^

et de même

(5)

Ces relations nous permettent de mettre les conditions (i') et (a') sous une forme
plus simple. En eiTet :

et, d'après la relation (3),

En portant cette valeur dans la relation (I 'J il vient, si on change at en
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et on a de même :

Dy t>2 D# \ Dy te ïp J ïz iïp 2>q

Les égalités (4) et (6) nous donnent deu\ valeurs de —~- - , et on a :

ta ) cV

les lettres a, X sont seules fonctions de p, les lettres 6 et B sont seules fonctions
de q. On peut donc, sans confusion possible, indiquer par des accents aussi bien
les dérivations pai tappoit à /> que les dérivations par rapport à q, et, avec ces
notations, l'égalité piécédente s'éciit :

La discussion de cette relation est longue mais simple. Pour montrer sur un
exemple à quel genre de calculs on est conduit, supposons qu'on ait à la fois

V) = o '

JTJ ne dépend plus que de q. Si ( — J était nul, b' serait constant et b" nul,

ce qui contredit nos hypothèses.
Nous pouvons donc éciire

les y étant des fonctions de x, y, z.

Si on change 6 en r , , l'équation (6) montre que seules les fonctions Â,
't i

qui sont arbitraires, sont altérées. On peut donc prendre

6 = log (q -j- cp)

et de même :
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On a donc

B\r/ +v )= : V{p + -f) = totx, y, c).

D'où

B = «>{(/ - r j log {(j + 5 j T «•*// 4- w t i

\ — „>(p - i ; log (p -t- 6) -r o),/> -f w4,

les w étant des fonctions de x, y et z.

Si oh calcule — l au m

par leurs valeurs, on obtient

Si oh calcule — l au mo\en des relations (4) et (6), où on a remplacé a et b

et

A, = (.»,(/> -4- I) iojr (p 4- •!) + ¥ -1- 0,,

Bt r - «..,(// -f vj log ((/ + v) -* CV 4- r>t»

les ô étant des fonctions de x% y et z.

Eu comparant les deux valeuis de ƒ, on obtient sans peine :

Cette condition exprime qu'il existe une fonction T(X, y, z) telle que l'on ait à la
fois :

En prenant T comme nom elk* inconnue, on ramène la fonction ƒ à la forme ;

f=pq(z, log p . lojLT #/ -r- Qê !og/> -r r J o ^ 7 -^ s,) ,

les Y étant dos fonctions de r, v et : et R - q(^ log 7 -f ^t). La relation (1*) devra

être une identité en //, si on \ remplace B et ƒ par ces valeurs.

En écrivant quo le roellicient du terme en lc»gs7 est nul, on obtient :

soit w logp -f v* = = °» s ° ^ f m — • ?? * v l f "* l°R/^> ~i *p4 == o,

c*est-à-dire 5 = qpt = o. ƒ serait du premier degré en q, ce qui est impossible.
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Dans le cas générai, l'égalité (7) s'écrit :

£Y _. .. (b

b'

A' A,'

en dérivant par rapport à p et q, nous obtenons l'égalité :

(9)
A '

La discussion de cette relation ne présente aucune difficulté. Nous n'exposerons

que le cas général, où ( — j , 1— J , ( —7 j et ( — J ne sont pas nuls.

On peut alors écrire la ïelation (9) :

-
b' A'

D'où

et la relation (8) donne alors

et



ÉQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 43

a et les t8 étant des fonctions de x, y et z, et on a :

*y ' ' te l ~~ V 6' ' ! i ' r V &'
36 36
3x te

En changeant a en aX 4- p., 6 en 6Xt 4- ti.t, les X et les (x étant des fonctions de
xt y et z, il vient après un changement de notations :

<)ö M , (ibz 4- ^^, 4~ ̂ f s 4~ ç3

ty te 6' i f

On doit donc avoir

Dérivons successivement par rapport h p et k q ; il vient

te - c>p ̂  ^ Wt/ ' te — ty VWY ^ w^ "

Puis

ü 2 4~ ^ — -"""* b$ 4" ^ — ——

tl 4 - p o i f = . 21 + g0Jj = _ w%(xt ;

et
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Pour que les deux équations en a soient compatibles, il faut que :

[f V ty ïz J Dy Dz * * 3 J ;>z 2)2

. . )a a C + D „ , , / i V
qu on peut ecrne —• = avec C =j= o> sans quoi —7 serait nul.

dp Ap -f- B \ a /
On aura d'ailleurs :

d'où

et on a successivement :

+ D = ƒ ; A , a' = :Op + 0 / Op-f 6/

ce qui est impossible .' ( —7 ) serait nul, ce qui est contraire à nos hypothèses.

Il faut donc que — soit indépendant de z et que

o) B — o» A H

A —-̂ — = 0; — est indépendant de z.
oz oz C

Si — est indépendant de 2, on pourra, sans changer la forme des équations,.

D
changer a en «, — —, et on aura :

^ . == ^—Î—^ doù —7 ) = o
ty Ap -f B V a/ /

ce qui est contraire à no« hypothèses.
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II nous reste à supposer G = o, alors, l'égalité cjui donne a' doit être une iden-
tité en p.

Doc Doc
~ i = o, —- = o, et il est possible, en changeant a en at\(xf y) -+- |x(x, y), de
oZ OZ

ramener l'équation à une foi me identique où xt et xs sont nuls On est alors ramené
à étudiei le^ systèmes

*z~ Dp f / ' *y *p

D6__D6 D6__D6
D z D(/ ° W* ' Dx D̂ f

L'étude précédente montre que l'on a :

Dt»> Do)1 t)o»t

On en tire :

— - = = (JJWS - | — OJÉ t*>f

Nous pouvons prendre

et poser

On a alors :

+ \og =h — logZ4-logtt(x,y).
c Z t» c' Z

En changeant ô en —, on a h = log — 4- log Z.
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On a alors

c*> = — log —, <*>, = — log —, w = — l o g —
1 ùx ùz t>y Dz ^z àz

et

<>2* toi)

*z \ïzj ïz

et

On peut changer 6 en 6 — V et on aura

d'où

De même 6 = f% [y, gr~ + —J .

Un changement d'inconnue nous ramène aux forpies

Toutes les équations que nous retenons auront donc la forme

cib® -f- (Î<L> -f- b® -f- ©

a et b étant des fonctions respectives de x, p ; y, </; et les >̂ des fonctions de x, yf z~

REMARQLE. — Cette forme ne change pas, si on change 6 en bY -f- Yt et a em

aX + X.
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Nous allons maintenant écrire que la fonction ƒ vérifie la relation (iff). Si nous

posons

V ^~ b"

Q et Q, étant des fonctions de y et de q seulement, on aura :

avec A = 2 îdH' f A, = 2 » + * .

et on voit que B = * " = cptQ -f- <pQ4.

Remarquons que si A ou At sont nuls, l'équation peut s'écrire :

' ƒ=ƒ . (ƒ .« )ƒ . (* . y.*, p) ;

elle vérifie la relation E^(IJ.) = o avec tj. = — -. Nous pouvons donc supposer

/ i y f b y
A et At différents de zéro, et puisque ( — j et f — J ne sont pas nuls, on pourra

supposer

Q'4=o, Q,'H=o.

L'équation (i"') donne alors, en y remplaçant af par a :

+ (m ~ ° [ Q ^ + Q ' â r + p (Q i f + Q' I F ) + (AQ

+ Q -^- + Q . ^ + (A'Q + A/Q.K.VQ' + A,

que nous écrirons :
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ou encore :

<io') -^- + q^- + /Q + /,Q, 4- AQQ' + A.Q.Q.' + KQQ.' + K.Q'Q, = o
oy et

ies coefficients /, /4, A, At, K, K4, ayant des significations évidentes.
Mais on â

Q t '±=6Q'+i, b'Q=i.

On peut donc écrire

(n) ~ + g yz + Q (/ + 6/, + 6At 4- K) + QQ' [6*A, + 6(K + K,) + h] = o

et en dérivant par rapport à </, on a successivement

(n') ^4- / , + A,

&(/, + 5/0 + / + 3K. + aK, + ^ , (/, 4- 3A.) 4- ̂  (a6A, 4- K 4-

/ F - 4- C-^-YI + A F - + ̂  Q-Y 4- 2-^
1LQ + VQQV J T ' L<> VQQV + Q'Q'

Si - 4- ifTyr ) était nul, on pourrait ramener l'équation donnée à une équationi -

où Q/ est nui. Nous pourions donc écrire l'égalité précédente :

(i2) /, + AtQ, + (2&A, + k + kf) Q. -t- [b%h, + 6(K + K,) 4- A] Q4 = o,

les coefficients Qs, Q3, Q4 étant des fonctions de y et de q a^ant des significations
évidentes.

On en tire *

h, (Q.' 4- ̂ ) 4- (a«k, 4- K 4̂  R.) (Q . ' + §•) + Q.' [*"*. + *(K + K.) + A] = o.
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Si h% était nul, on aurait, puisque Àê 4= o :

— i ) = o .

Si f = o, cette égalité est impossible. Si cp 4= °> l'égalité s'écrit

Cette égalité montre que — devrait n'être qu'une fonction de x seul, qu'on

?

pourrait annuler en modiûant a ; on aurait alors ( —7 ) = o, ce qui est impossible.

O lOn a alors :

Si on dérive cette fois par rapport à p, on obtient

Premier cas. — Q4' = o, c'est à-dite Q4 = Y.

i° On peut a\oir Q/4- — = o Dans ce cas l'égalité(i3) montre queQt'-f- 2 — = 0 .

Les égalités qui définissent les fonctions Q t, Q3, Q4 montrent alors qu'il faudrait
prendre Q parmi les solutions communes aux deux équations

db ~ 6 f Y + 6(Y3 — Y,)— Y / db* db

pour lesquelles —, 4- ° ^ n démontre sans peine que l'existence d'une telle fonc-

tion est impossible.

20 On peut encore avoir — ( —-—* ) == o; l'égalité (i3), où on a fait Q/ = o,
àp \ n J

l i t

montre alors que —- = 2\ly), c'est-à-dire, d'après les égalités (10) et (101),
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OU

??, — 2Y?t(a?< 4- ?3)] _ j ^
*

Le second membre ne contient plus que x et p. Il doit en être de même du
premier. Or celui-ci s'écrit :

2a?t(-,p — \ot) 4- 9,(o, — Ycp,) 4- ? /? — Y<pt)

Si <pt = o, il faut que :p3 ne soit pas nul, car A ne peut pas être nul, et en modi-

fiant a on tombe sur une équation où f —7 i = 0 .

Si QI 4= ° e t ? — ^?< = °» o n arrive à la même conclusion, et en supposant
cp4 4= o, <p — Y'j>t 4= °> o n voit immédiatement que a devra vérifier une relation de
la forme :

a" m (a 4- X)
a/â a" 4- '2ti\ 4- X, '

qui s'écrit aussi a' = (a* 4- aaX -f X,)a .

Deuxième cas. — Supposons Q/ 4= °- La relation (i4) peut alors être satisfaite
en prenant

dans le cas général, elle donnera :

en modifiant 6 on pourra prendre Y = o. On aura encore — ( — ; ] = o.
iV> \ nx J

En changeant de variables x et Y, et modifiant a et 6, il nous reste donc
étudier le cas où :

a
ab? + a?, + 6? , + y,

c!b'
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m

On a QQ' = — mb(b*-f i) 3 \ et Ia relation (i i) donne :

qui doit être une identité en 6. On obtient les conditions :

K + K.) + fcj,

d'où

K + / = o, l% + ht=zmhi et A = Af.

Cette dernière relation donne (voir 10') :

c'est-à-dire :

• -— LÎ— I -+- 2(m — i) I 2—- ;—*-—-—3—^ I = o

ou :

or

a* nara
a' ~ a" -f

On doit donc avoir :

d'où



5a R. GOSSE.

Par raison de symétrie, en permutant les variables x et y on obtiendrait les-
conditions analogues :

Une fonction cp ne peut etie nulle san^ qu'une autre de ceh fonctions le soit en
même temps, et dans ce cas la fonction ƒ contient en facteur une fonction de y, (f
ou de v, p. Elle \éiifîe soit Ex

4 = o, soit Ev* = o.
Supposons toutes les fonctions o difTéientes de o, on a :

Donc

*a'6' = cp(a6 + t'a + 6ee' + e) = cp(a -h ee;) (6 + ef)

l'équation vérifie à la fois E^1 = o, Ey* = o.

11 n'y a donc aucune fonction ƒ qui vérifie à la fois (i) et (2) et (i*) et



CHAPITRE IV

Nous allons maintenant étudier le cas où l'on a simultanément :

3* DX DX D /
(i) r - 4- <] — 4- ƒ— 4- A — = o , X fonction de x,y,zfp,

oy dz op cp

à f
+ » = o * w p

M. GoursatQ a montré qu'on doit avoir dans ce cas :

f=h(x,y,z)a(x,p)b(y,q), a '6 '4=o.

Pour préciser la forme de a et 6, nous nous servirons des deux conditions (§)

Portons par exemple la valeur (3) de ƒ dans Fx(ô) = o, qui s'écrit :

h q h ƒ X I r— + P — + ƒ 7— ] + v H r
ĉ y Dz Dp \dx Dz Dg/ Dz Dp

On trouve :

bb'ah\a' — X) -h a&à — + —r5 ( - ~ - 4- - r - 5 - 4- p —r 5 - 4- ç — 4- — = o
\ïp Dz a \ :>«K Dx Dz / ƒ ^ Dz Dy

(f) M,, pp. 38-3«, — Ms. p. W-x.
{*) La relation < i > et la condition Vxi

()) m o permettent, par un calcul analogue à celui
du chapitre 1, de préciser la forme des fonctions ƒ considérées qui peuvent admettre une
involution du système \ , sans que (2j et r = o soient \érifiées.
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Puisque an n'est pas nul, le coefficient de 66' n'est jamais nul et 6 vérifie une
équation de la forme :

les fonctions Yt ne dépendant que de y En calculant les \aleurs de ces fondions,
on est conduit à écriie le système :

^ + Y,aAV-X) = o, ^ + Vtah*(a'— X) = o,
oy o z

ùp ^z a \ ïx ïx ùz J

C'est là un système que nous avons déjà discuté plusieurs fois.
Un calcul tout a fait analogue à celui du piemier chapitre montre que, pour

que l'équation s = abh puisse a\oir une irnolution du système \ , il faut que a, b^h
satisfassent à un des dix-sept groupes de conditions du tableau \ II en résulte
qu'une telle équation ne seia de la première classe que si a, b, h satisfont aussi à un
des dix-sept groupes de conditions du tableau X, qu'on déduit de Y en permutant
le rôle des variables x et y.
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OQ ne doit évidemment comparer que les groupes de conditions qui appartien-
nent à deux tableaux affectés de la même lettie. De plus, à cause de la symétrie,
on peut se borner à ne comparer une équation satisfaisant aux conditions d'un rang
quelconque qu'à celles qui satisfont à des conditions de rang inférieur ou égal.

11 e*>t alois facile de \oii qu'en dehors des équations classées par M. Goursat, on
ne trouve que celles qui satisfont aux conditions :

i et â', si k\ est nul et 1 égal à i ;

4 et 7f, si X4 est nul, Y égal à y et X à —i .

On obtient ainsi, d'abord, l'équation

s — b\/r2p où l'on a q = h — log(6-j-i)

et que la transformation classique b -f i = eu ramène à une équation de Lie :

et ensuite l'équation :

s = b \/p% + i avec qy* = by — log(by -f- i).

Une transformation analogue : by -f i = ewy, la ramène à une équation qui ne
Vu c>u

contient que -—— et —— :

Parmi les équations de la forme s = abh, a"b* =̂= o, il n'y a donc de la pre-
mière classe que celles que M. Goursat a déterminées.



CHAPITRE V

II nous reste à étudier le cas où Fou a à la fois

X et 6 étant des fonctions de x, y, r, p et

>'/ , ,y/\ + v.M.v.==o.

B et 8t étant des fonctions de x, y, z, g.
Nous poserons :

et 6" étant 4= °-
Nous avons vu que réquation#(3) donne

k + i + s 6A( Z/>) + A*(x> y> z>
et que l'équation (li) peut se mettre avec cette notation sous la forme

§84 ayant changé de signification.



5 8 R. GOSSE.

On sait d'ailleurs que les équations ( i) et (2) donnent

(ta ïa ïa
(7) Ty+^+f^-^y't'i)

et

(9)

Les égalités (5) et (7) donnent

6A + At — p~- B — q—

7̂
et en égalant les deux valeurs de ~—~ on obtient la relation0 b'p yq

après une discussion en tous points semblable à celles que nous avons déjà rencon-
trées. On l'écrit :

A" '
Si / A n'est pas nul, on en tire :

' h \ff A " f

En modifiant 6, on obtient ( — ) = o avec F *—^1 = o . Nous traiterons ce

cas en dernier lieu.
On a de plus à examiner l'hypothèse

les f$ élant des fonctions de x, y et
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Premier cas. — Oa tire des relations précédentes :

'et la relation (9) donne :

_ _
_

d*où, a, p, a t, pt désignant de nouvelles fonctions de x, y et z,

Pour que les équations en a soient compatibles, il faut que

et comme ( —7 ) ne peut être nul, celte idation doit se réduire à une identité.

On pourra donc prendre

En modifiant a, on pourra prendre ft = <pa = o. On aura de plus — = -£- et

on pourra prendre

Pour que les équations en b soient compatibles, il faudra de même que l'on ait

la relation

+ •!<.., — o.-f, = o.
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On peut récrire

ub v
f + 4

/ 1 y

Si u = o, ( — J serait nul si v n'est pas nul. Si a n'est pas oui, en modifiant b*~

on aurait I-JTJ = o. Il faut donc que u, v, w et u>t soient tous nuls, c'est-à-dire-que ;

FI

Avant de résoudre ce système remarquons que le système qui donne a nous
permet d'écrire :

a = a(pY -f r„ a;).

_ . . t)a. <)a ö log v
La relation -—- = :—- montre alors que a == r2-1-, â où :

En prenant comme nouvelle inconnue Zt = h(x, y, z)9 on aura une équation de-
même forme où Y = *> Y* = °> a e t a D ' fonction de x et de p. Alors

étant une fonction de x, y et z.

=i& et

d'où
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En changeant les notations, on peut donc prendre :

.y, z)b(y, g) + ?/Jg,y, z)
J ta

Dans le cas où l'une des fonctions z> ou yt est nulle, comme dans celui où le

rapport — eï>l fonction de y seul, on a E y ' = o

On pourra donc rejeter ces dheises h)pothèse*. Si ^ et cp4 sont simultanément
indépendants de ; , l'équation peut s'éciiie .

Elle se ramène immédiatement à une équation du premier degré en pt cas que
nous étudieions dans un piochain Mémoire En eflet, posons

zt = a(x, p); on a qt= f(xt y, q); on en tire p = *(x, z t) ;

« = , ( « , y. 9.) et p , _ = _ L + , i - I ; .

qui est bien'du premier degré en pt.
Écrivons alors que ƒ vérifie la condition (6); posons

.==Jtf .

On aura :

Le coefficient de au.' est
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Puisque (-77) n'est pas nul, ce coefficient ne peut être nui que si — est une77
t.>

fonction de y, cas que nous pouvons exclure.

La relation précédente peut alor> s'éciiie :

et en posant B = -—77—*-, on a :

(.0)

^ + X,B[B' + n- i)?] = o, ^ + X,B[B' + {n - i)T] = 0,

On a déjà discuté (chapilio I) des systèmes analogues et MI qu'on peut se borner

aux deux h^pothcbes X, = o, \ a = |=o , et X, 4= ° > ^ a ^ ^ 0 -

i° Xt = o. p ne dépend pas de z, par conséquent

ne dépend pas de z. Cette expression peut s'écrire (cp6 -f- <p4) (û > -h u?t)> 6, M et v
étant des fonctions non nulles de y et de q; on en déduit immédiatement que <p
et yf ne dépendent pas de z

2° \ 2 = o On peut en modifiant a prendre \ t = i On \oit, comme plus haut,
que ,84, 9 et o4 ne contiennent pas x , la trohième relation en (

rit montre alors que X
est une constante K, et on a :

Hij.' = Ka 4-p .

Écrivons que la relation (8) est \érifiée

En prenant la dérivée seconde par rapport à q, on a :
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Bf ê t différent de zéro; on a donc

(»)

Si

r loe Bff

= o,

en dérivant par rapport à xf on voit que h ne dépend que de z ; d'autre part,
l'égal i té

montre que le rapport — l ~ J ; - J ne dépend plus que de y
èz \ h J cz \h/

- •• î
montre que : ou bien ( -77 ) 4- Y ( 77 j = 0 , qu'on ramène au cas réservé, ou bien

\ 6 / \b J

que -£ ne dépend que de y; il en est de même de -—- ; — ne dépend que de y,
h h <pt

hypothèse que nous avons exchie.
Alors l'égalité ( r i ) ne peut a>oir lieu que si

n_- j^Mo | j ^ x a v^ i-fX(R-X) = o;
L B"

X est donc une constante Kl liée à K par la relation

(ia) i + M K - K 4 ) = o, 1

Or:

en posant Q = -£r> Q,

On en tire :

Bf =

10
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L'égalité

s'écrit avec ces notations :

,Q.') = Q ( K , ^ + ?.?) + Q, ( K , ^

on en tire, par des dérivations par rapport à q :

les fonctions Y,, >),, ôt, T, ne contenant que y seul. En tenant compte des défini-
tions de Q et Q t, on peut mettre ce système sous la forme

(12)

Une discussion simple montre que ces trois équations n'admettent aucune solu-
tion commune, compatible a^ec no:> hypothèses.

( b YDeuxième cas. — Dans le cas où ( — J est nul, on peut évidemment prendre

A A. ,
= ^ et /«-.ç + ^

En écrivant que ƒ vérifie la relation (i), on obtient les conditions

- " o>,(ar( y, , y, z) - ^ f

étant une fonction de y seul.
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Ecrivons que la relation {-i) est vtiiüée M r4 n'est pas égal à- , on obtient, en
aannulant le coefficient du teime en q%~en :
a

Cette égalité est incompatible avec nos hypothèses. La seule forme à retenir est
donc, apiès un changement de notations :

-<J\">M,7>~) v

(E) ƒ = — ^ =J a>ec A =
aa'

Faisons au préalable quelques remarques sui ces équations :

I. E ne change pas de foi me, si on y fait le changement d'inconnue Zt = g(xt z).

II. Si -—- est nul, il suiht de chang(»i a en a -h / <*> (Jt?» 2) rfz pour obtenir une
<̂ y J

équation de même forme où <o4 est nul.

III. Supposons (pie <o vérifie un système de relations de la forme :

—I. = Mthi(x, z), -—- = io*ht(xt 2), (^t ê  Af non nuls ensemble).
t)2 vX

i° Si ^f est nul, f ne dépend pas de z; et on a :

Si nous posons :

z* — 9 (x>z) a v e c 9 =

on obtient une équation de la forme E, où c*> est égal à une fonction de x et de

a" Si ht n'est pas nul, on a :

c> . c> _ A t ( g > g ) _ M . M

Par conséquent, y est une fonction de y et de h(x, 2).
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Si nous faisons le changement d'inconnue zt = h(x, z), l'équation E ne change
pas de forme et la fonction 9 ne contient plus que y et 2.

On a donc :

, t%(y,z) 1 D1 logo)
n =0, w = —*— X 7-7 -, —-—-— = o .1 te ht(xfz) ïxty

On peut donc se borner à étudier les deux cas où

NOTATIONS. — Nous poserons

da a '

et nous aurons

Il nous faut maintenant écrire que la fonction ƒ \érifie les conditions 1^(6) = o

et C,(P.) = o.

= o.

Cette relation, où 6 ne contient pas q, doit être une identité en q. On a donc :

^0 \ ^ PP'
— = — Pf = — (UL\ — aa')
)V 3UL 2 2 '
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calculs

le système :

ce qui, tous calculs faits et en changeant 0 en ô — X h P r - + | iT - , donne
\ ùX üZ J vZ

X /<> log o> d log (t>\ \ M 3 <> log oj 3 , <> log u. , ùa

ÏX ÏZ J 2 ÏZ 2 * t>Z 2 ' ?Z d Z

1 ÏZ > ÏZ \ l Zz) 2 ^ V € Î Z / 2c>Z\ * ÏZJ

Condition C^^). — Pour écrire la condition C^O,) = o, on peut sans inconvé-
nient supprimer l'indice de jî, et on a :

ou

?9

les coefficients C ayant des significations évidentes.
En dérivant deux fois par rapport à p, on a :

<i5') ^(PV^ + P/ç) + G/ 4 v/^C/ 4 gC/ = o

€t en remarquant que P* au moins n'est pas nul,

>p\pw<i-+p;>]>

On en tire les conditions :

z«' r — c; PW = o, c/" p/ — c / p/" 4 c;"pf — ct
f pm=o

*

== o.
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On a toujours, les <p représentant des fonctions de x, y, z ; C/ = 'f,?*.
Si P / n'est pas nul, on a de plus C3" = osP'.

c> / P " \

Si enfin — -— est différent de zéro, on obtient sans peine C / = 9.P/ + 9.Pf.

L'équation (i5f) donne alors successivement :

^(P'V? + P ; ç ) + Çf(P. + p ; ^ ) + ^(P-y/^ + p/g) = o ,

La relation (i5) se décompose en trois, et on a :

06') C l = ^ + p £ + T . P . C,= 2 ^ + v ^ + ?iP|+?,P, C3 = ^ ^

Ce dernier calcul nous montre que nous aurons trois grands cas à distinguer

P" i
P"

* / P f f \et enfin le cas général ou —- - ~ ) n'e^t pas nul.

La discussion ne présente aucune difficulté : Les remarques faites au début du
chapitre permettent de l'abréger considérablement. On peut aussi profiter, pour
limiter les calculs, du théoième suhant :

L'équation

s = |x(x, p)f(x, y,q) où l £ = X + -*
Op {l.

se ramène à une équation qui ne contient plus p.
Il suffît de poser i + p. = ez* pour être ramené à l'équation

où q est une fonction de x, y, qt définie par l'équation qi =f(xf y, q).

La conclusion générale est encore que les conditions (i), (a), (3), (4) sont incom-
patibles.




