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PREMIERE THESE.

SUR

LES SURFACES ISOTHERMIQUES

LT

LES SYSTEMES CYCLIQUES

INTRODUCTION.

Il s’agit moins, dans ce qui va suivre, d’'un exposé méthodique
des travaux publiés jusqu’a ce jour sur les surfaces isothermiques,
que d’un essai de contribution a de nouvelles recherches & un
double point de vue.

On sait que la détermination générale de ces surfaces dépend
de Dlintégration d’une équation aux dérivées partielles du qua-
tricme ordre, formée pour la premiére fois par M. Weingarten.

I.’impossibilité ou I'on se trouvait d’obtenir I'intégrale générale
de cette équation, puisque 'on est déja arrété par le cas parti-
culier des surfaces 4 courbure moyenne constante, a donc donné
une importance bien compréhensible & la recherche des solutions
qui pouvaient présenter le plus d’étendue. Les classes les plus
vastes que 'on connait aujourd’hui sont provisoirement les sur-
faces minima et plus généralement, au moins comme définition,
les surfaces & courbure moyenne constante, puis les surfaces de
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M. Darboux, relatives au roulement d’une quadrique, et les sur-
faces de M. Thybaut. Chacune de ces classes dépend de deux
fonctions arbitraires.

Mais il est permis de dire que la n’est pas le seul intérét de la
question, surtout maintenant que Pon posséde des éléments consi-
dérables, avec la possibilité d’en obtenir de nouveaux par les
transformations déja connues, telles que I'inversion indéfiniment
répétée, et les translormations de M. Guichard. Les surfaces iso-
thermiques, d’une fagon générale, et certaines d’entre elles avec
un caractére spécial, ont des propriétés géométriques curieuses.
51 le théoréme de Christoffel a paru remarquable lorsque ces sur-
faces ne se distinguaient encore qu’au point de vue analytique
par la forme de leur ds2, on peut le considérer aujourd’hui comme
un fait isolé, et nous essaierons de donner un aper¢u de ce que
Uon peut espérer de ce coté.

S1 'on se préoccupe d’abord de la seule recherche des surfaces
isothermiques, puisqu’il faut renoncer au probléme général, on
devra faire choix d’un caractére qui mette en évidence une caté-
gorie particuliére. Il pourra arriver qu’il n’existe aucunc solution
correspondante, ou que I'on ne puisse trouver que des surfaces
isolées. Celles-ci pourront toutefols trouver un complément
d’intérét dans leurs propriétés géométriques spéciales. 11 ne semble
pas que I’étude directe du ds%soit la plus féconde, quoiqu’elle se
rattache directement & la définition des surfaces dont il s’agit.
Cependant elle fera I’objet de notre premiére Partie. Dans celle-ci,
nous discuterons I’équation fonctionnelle susceptible de rem-
placer le systéme des formules de Codazzi dans I’étude de la défor-
mation d’un réseau orthogonal que 'on veut essayer de trans-
[ormer en lignes de courbure. Aprés avoir montré le parti que I'on
peut en tirer pour une surface quelconque, et complété méme la
classification d’0. Bonnet, nous signalons la forme particulié-
rement simple que prend cette équation dans le cas d’une surface
isothermique. Elle présente I'avantage de rendre inutiles les
démonstrations des théorémes de Bour et Christoffel. Enfin, elle
peut conduire & des classes de surfaces isothermiques, par la
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possibilité d’effectuer a prior: certaines quadratures symboliques.
C’est ainsi que les solutions primitives s’imposent d’elles-mémes.
D’autres problémes se présentent nalurellement, mais se com-
pliquent de difficultés plus ou moins grandes. Parmi ceux que nous
avons énoncés, nous n’en avons développé qu’un seul conduisant
a une solution nouvelle, celle des surfaces spirales 1sothermiques,
qui présentent la double particularité de former des couples de
Bonnet, gardant leurs lignes de courbure dans une certaine défor-
mation, et de se correspondre & elles-mémes dans la transforma-
tion de Bour.

Ces surflaces spirales peuvent dégénérer en hélicoides applicables
sur alysséide. J’ai remplacé la définition ponctuelle que Pon
donne ordinairement de ces derniers par une définition tangen-
tielle presque identique a celle de I'alysséide.

La seconde Partie est consacrée aux propriétés géométriques
des surfaces isothermiques, et aux nouvelles solutions qu’elles
donnent lieu de rechercher. Les systémes cycliques paraissent
jouer le principal réle dans la question. Ainsi, M. Darboux a
montré qu’'a toute surface isothermique on peut associer une
autre surface de méme nature, [ormant avec la premiére les deux
nappes d’une enveloppe de sphéres, sur lesquelles les lignes de
courbure se correspondent. L’un des systémes cycliques les plus
remarquables, dont la détermination n’exige aucune intégration,
dérive des sphéres harmoniques tangentes a la surface, et dont
le centre est conjugué harmonique du point de contact par rap-
port aux centres de courbure principaux. Nous les caractérisons
par une propriété angulaire qui explique leur conservation dans
une transformation par inversion. Si 'on veut que les deux nappes
de 'enveloppe des sphéres harmoniques soient isothermiques, avec
similitude des infiniment petits, il faut, comme 'indique d’ailleurs
le théoréme de M. Cosserat, que les points focaux de la corde des
contacts soient conjugués harmoniques par rapport a ces deux
contacts, ou que les deux points focaux coincident avec un point
fixe.

Dauns le premier cas, la scconde nappe est une sphére et la pre-
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micre est une surface de M. Thybautl. Dans 'autre cas, la sphére
harmonique est orthogonale & une sphére fixe et les deux nappes
sont des figures inverses.

Les surfaces de M. Thybaut constituent une singularité d’une
catégorie plus étendue de surfaces isothermiques, difficiles a déter-
miner dans toute leur généralité. Ces derniéves surfaces se rat-
tachent, dans un méme systéme cyclique, & des groupes de six sur-
faces orthogonales aux mémes cercles, trois de ces surfaces étant
isothermiques, ct alternant avec les secondes nappes des enve-
loppes de leurs sphéres harmoniques, qui passent toutes les trois
par un méme cercle. Les six points déterminés sur chaque cercle
du systéme cyclique donnent lieu & trois divisions harmoniques.

Chacun de ces systémes de six surfaces est relié & une surface
auxihaire a courbure totale constante. Nous avons traité le cas
ou cette surface est de révolution. l.’une des trois surfaces isother-
miques est cerclée et devient la transformée par inversion d’un
certain cone.

Dans le cas des surfaces de M. Thybaut, trois surfaces consécu-
tives du systéme sont confondues; généralement, une surface
double est forcément triple et ne peut donner qu’une sphére. Si
I'on passe de la surface initiale & la surface conjuguée de Christoftel,
on trouve que son réseaw harmonique est le réseau moyen de la
seconde nappe des sphéres harmoniques, et cette propriété est
aussi caractéristique.

Une autre singularité est réalisée avec une des trois surfaces
isothermiques réduite & un point. Les deux aulres sont alors les
mverses, par rapport & ce point, de deux surfaces paralléles a
courbure moyenne constante. ‘Cing surfaces se réduisent a un
point si I'on part de I'inverse d’une surface minima.

Le cas ou la sphere harmonique d’une surface 1sothermique est
orthogonale a une spheére lixe sera traité ici aussi complétement
que possible, a aide d’un changemeul de variables ui rameénc
& une question connue. Nous avons substitué aux lignes de cour-
bure les lignes que nous appellerons équilatéres, et qui sont tan-
gentes en chaque point aux bissectrices des lignes de courbure,
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par suite aux tangentes a I'intersection de la surface et de la sphére
harmonique du point considéré.” Dans le cas actuel, ces lignes
correspondent aux asymptotiques du réseau harmonique. Nous
chercherons donc d’abord celte déférente, pour en déduire le
couple de surfaces isothermiques inverses. Nous constaterons que
la polaire réciproque par rapport a la sphére d’inversion est une
autre Interprétation de I’agencement des quatre surfaces isothe:-
miques signalées par M. Thybaut, et se manifestant dans le méme
systeme cyclique.

Aprés avoir traité le cas ol la déférente est réglée, et qui fournit
des surfaces isothermiques engendrées par des cercles qui ne sont
pas des lignes de courbure, nous montrerons que la solution géné-
rale donne les déférentes constituées par les surfaces que M. Dar-
boux (t. III, Chap. XIV) appelle surfaces (M), et qui admettent
deux familles de lignes conjuguées dont les tangentes touchent une
méme sphére fixe. L’¢légant procédé que donne M. Darboux pour
déduire chacune de ces surfaces d’une surface & courbure totale
constante donne, aussi complétement que possible, la solution de
la question. On peut ajouter qu’aux transformations connues des
surfaces a courbure totale constante correspondent indirectement
des transformations des surfaces isothermiques dont il s’agit ici.

Dans les généralités sur les surfaces isothermiques, qui sc
trouvent développées dans cette seconde Partie, nous avons donné
une extension détailléc au théoréme de Christoffel, en réunissant
les éléments, presque impossibles & séparer, des deux systémes
cycliques harmoniques relatifs aux deux surfaces 1sothermiques
qui ont méme représentation sphérique, avec inversion du ds2.
On verra que deux surfaces de méme paramétre, prises dans les
deux systémes, onl toujours leurs plans tangents paralléles.

Enfin, dans une généralisation des surfaces isothermiques,
nous avons réuni les deux systémes dans un ensemble continu,
dont toutes les surfaces sc constituent en familles, avec méme
représentation sphérique.

Dans la troisiéme Partie, assez bréve, nous avons appliqué la
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"méthode de I’équation fonctionnelle, développée dans la premiére
Partie, a la discussion des systémes cycliques que I’on peut déduire,
par Papplication du théoréme de Dupin, d’un réseau conjugué
dont on connait le ds%. Nous avons étsbli, avec cet élément, la
classificatron de M. Guichard.



PREMIERE PARTIE.

RECHERCHE DIRECTE DES ds* ISOTHERMIQUES.

1. Je me propose de développer quelques-unes des particularités
que présente, dans le cas d’une surface isothermique, I’équation
fonctionnelle par laquelle on peut remplacer le systéme des for-
mules de Codazzi, qui caractérisent un élément linéaire rapporté
a des lignes de courbure.

Nous allons d’abord établir cette équation pour une surface
quelconque. Nous poserons, pour I'élément linéaire,

ds*—= A? du?+ B2dy?

et nous désignerons par R, et R, les rayons de courbure princi-
paux, par p, et p, leurs inverses.

Pour que le réseau de lignes coordonnées puisse coincider avec
celui des lignes de courbure, dans une déformation convenable,
il faut et il suffit qu’il existe deux fonctions g, et p, de u et ¢,
destinées a remplir le role indiqué, et qui vérifient les relations de
Codazzi ;

1 doy 1 OA I do,
pa—pi 0 A D¢ pi—ps du
1 JA d/1 0B
ABP*P““%(EW)*W(X )=

/

idB
B ou’

La derniére équation définit la courbure totale de Gauss k = p; p,.
Les deux premiéres peuvent s’écrire

()(A%?)_,d(:\z)’ d(B2p}) ﬁd(Bz)’
— L d(,

dv du = du
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de sorte que sil’on pose

v 2 w 2
1. [ /lf)_(A_)dc, J _—_f /.okB)du,
A, av ” du

il devra exister denx fonetions o (u) et b (¢) telles que

1

Aol =o(u)+ 1, Bioi—U(e)+ ).

et pouvant se préler a la multiplication
(1) AB2Ar= [ o(u) + 1][U(v) +J ]

I’équation fonctionnelle ainsi obtenue donne tout ce qui est
nécessaire pour ’étude du ds2.

Au lieu de prendre pour I et J deux intégrales qui s’annulent
identiquement, 'une pour ¢ = ¢, 'autre pour u = u,, nous pour-
rons leur ajouter respectivement deux fonctions arbitraires @ (u)
et W (¢). L’équalion (1) conservera la méme forme: il sulfira done
que 1 et J vérifient les deux conditions

oL _ , 9(A%) o _ 0By

o dv du du

Cect permettra a I'occasion, dans certaines hypothéses, de sim-
plifier soit les fonctions ¢ et g, soit les fonctions I et J elles-mémes.

2. Remarquons que I'équation fonctionnelle ne [ait intervenir
que D'élément linéaire de la veprésentation sphérique. St nous
posons

M=Ap,. N _—Bo,,

nous aurons pour celle-ci
do’ = M2du?+ N2 dv?,
Or le svstéme fondamental sullirait & permetire de poser encore

JA 1 oM

1 1 0B 1 ON
T B9 N

P —_ =2 — 21
A du M Jdu

Q

expressions qui, & un signe prés, représenlent deux des rolalions
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du triédre mobile associé aux lignes de courbure. On en déduit

P oP ()()>
l—Xﬁ(()v du

On peut prendre alors, en particulier :

== —f dP 00)(/4' ou [P’] / P —(lw
Jdu
J == f Q (%%) — %%—) du ou [ ]”" [ () o du

“u,

L’équation (1) sera donc formée exclusivement avec M et N
et leurs dérivées, et ne dépendra ainsi, au fond, que de la repré-
sentation sphérique.

Lorsque les fonctions inconnues ¢ (u) et ¢ (¢), qu’elle a pour but
de définir, seront déterminées, on aura pour la sphére

de*=[o(u) +1]du® 4+ [d(¢) + ] de2.
3. Une autre simplification des fonctions ¢ et J résultera d’un

choix convenable des variables coordonnées, si elles ne sont pas

imposées par d’autres considéralions. Reprenons I'équation
Aot o(u)+ 1

¥

et remplacons la variable uw par une fonction u, de u. Si nous
¥ 1

posons
dr\* .,/du
A?~-Z<a};—!> A <d”l)

nous pourrons écrire

Atsi=o()(F) + [f 80 o (L) ]

- . , .. , die\?
En général, la fonction ¢ étant ainsi remplacée par ¢ (u) )
du

pourra, par le choix de u, se transformer en toute autre fonction
que 'on voudra, et en particulier en une constante. On aura 3 == 1

en prenant
Uy = /\/cp(u) du.

THI ST 11 BLL
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Cect suppose que la fonction ¢ n’était pas tout d’abord nulle;
car alors elle conserveraitlavaleur zéro quelle que soit lavariable u;.

Certaines formes de 1 et J nous autoriseront, dans la suite, a
considérer comme singuliéres des solutions correspondant & & = o
ou Y == o.

4. Avant d’aborder spécialement I'étude des surfaces isother-
micques, nous allons exposer, relativement a I’équation (1), un
procédé de discussion qui sera repris avec plus de détalls dans la
derniére Partie, pour la détermination des systémes cycliques que
veut donner Papplication du théoréme de Dupin & un réseau
conjugué donné. Il s’agit de reprendre rapidement le probléme
d’0. Bonnet et de rechercher les surfaces qui peuvent admettre
comme lignes de courbure un réseau orthogonal déterminé, mais
déformable. Tous les résultats, qui ne dépendent que de la repré-
sentation sphérique, seront immédiatement donnés par I'équa-
tion fonctionnelle. Dans la suite, nous constaterons une corres-
pondance compléte entre ce probléme et celui que nous avons en
vue, les conclusions se classant absolument de la méme maniére.

Supposons connus les coefficients A et B, et par suite F, puis [
et J. On peut, par une différentiation, faire disparaitre l'une des
fonctions inconnues ¢ ou Y. L’existence de <, par exemple, équi-
vaut a la condition

Jd [ A*B2A2
—_— [—-—— .l] —=o0

dJulo(u)y+1 -
qui prend la forme

(2) o'+ Ho*4-2Ko + L ==o.
St Pon pose AB k = R, on aura

&k 9(B?) he o LR, ALO(B)
R Ju TR R ou’

O, LR A0
du "R Jdu + R du

H=

L=

Nous sommes en présence des résultats suivants :

1°© 81 H, K, L ne dépendent pas de ¢, nous avons une équation
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de Riccati donnant une infinité de fonctions ¢ qui dépendent d’un
paramétre. D’aprés la maniére dont nous avons obtenu I'équa-
tion (2), la constante arbitraire figurera dans ¢ (¢) par addition.

Il n’y aurait pas lieu de former I’équation (2) si la courbure
totale ¢tait nulle, car 'équation primitive se réduisant a ¢y = o,
I'une des fonctions ¢ ou ¢ serait nulle et 'autre arbitraire. 1 s’agit
d’une surface développable.

20 Si la variable ¢ ne disparait pas des cocllicients H, K, L,
I'équation (2) donne, par différentiation,
AL S P
ds T T T de
Celle-ci n’étant pas identique, on aura au plus deux solutions.
Pour qu’une fonction ¢ ainsi définie convienne, il ne suffit pas
qu’elle coit indépendante de ¢; elle transformera I’expression
He?+ 2Ko -+ L en une certaine fonction de u, mais il faut
encore que cetic fonction soit égale a - o'
5. Caractérisons d’abord la déformation qui dépend d'un para-
métre. Nous pouvons écrire successivement (*)

Ho g Py =t K=—gg U
%‘: = 0{(); log R+ UK ()((;t)) =0,
L:% 'l{ (())R - LI2.
R L b R

La derniére condition donnera, par combinaison avce la piéceé-
dente,
1 01 2 R
@ oude R da
ov

('} Dans tout ce qui swt, U désignera une fonction de 1, et V une fonction de ¢.
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En résumé, nous avons les trois conditions

1 ()A—_~ 1 ()B_‘_ 2
9* 3 JdA dB
Ju dwlog(AB/\) —‘-T 7‘—; (—)';Z = 0.

Elles ne sont compatibles que si I'une des fonctions U ou V est
nulle. 51 V = o, on peut choisir la variable u de maniére a4 avoir
A =1, dou

dst = du®+ B dv?,

avece
J? oo JaB o
dudy °du—

On peut déterminer la variable ¢ de manicre & avoir
B=U0,+\,

ce qui caraclérise les surfaces moulures cylindriques.

Il importe d’établir la loi de variation des fonctions ¢ et § dans
la délormation. Imaginons deux solutions particuliéres quel-
conques (v,, Yo) et (o4, $,). 1’équation fonctionnelle

OBy (9B
o\ du? = du

appliquée a ces deux solutions et & la solution générale donne

|~

0 \IJ“'!J()
vy "
Y — ¥

-G"‘“Gf"
S 1|6

u. étant forcément constant. Donc

1L 1 v
— — F-—=z=o0 t— )y — &+ udy=o.
P % o0 ) ( o) 70 71




On peut écrive

L b

z % = —= 0, 7.'44-{—7.0'#0—!—7.1'_!)1:0.
: 7 71,

A, A, et A, étant trols constantes assujetties & la seulc condition

- 7\0—|— 7‘1 =0,

6. Supposons que I’équation (2) doive donner deux solutions
distinctes ¢;, 5,5. Le choix de I, avec addition d’une fonction con-
venable de u, permettra d’annuler 9, + ¢, et de prendre ensuite

01 =1, dolt 95 = — 1. Alors
K=o, H+ L=o,
La premiére condition donne successiyement

1R L=9__ 1ok
R o’ ‘T ou R ou

o:n+L:-"_'+<1-|>‘ I

H=
et la seconde

due 1 R 9’
I?— 1= \R:.

St le facteur V n’est pas nul, le choix de la variable ¢ permettra
de le Jprendre égal & 1. Alors, en posant 1 = ch 2 ®, nous pourrons

écrire
R=:hao.

L’équation K = o devient

1 0B Jdw

A ou " du’
Puis on a

N

A 1 Il do

1
B dv T 2R de T 00’

B

<

de sorte que o ¢st donné par Péquation de Gauss

02&) 02'0.‘
—_— —_— sh2w:=o0.
Juw? + dv? + @

Les représentations sphériques des deux surfaces

applicables
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sont données par

do® = 2 ch?0) du? + 2 shi2w de?.

dz'? == 2 sh?u, du? + 2 ch?w di?,

et conviennent a des surfaces & courbure totale ou moyenne cons-
tante.

7. Ossian Bonnet ne s’est pas occupé du cas, pourtant trés
intéressant, ou les deux surfaces applicables tendraient a se con-
fondre. Nous y sommes conduits en considérant la solution singu~-
liére double donnée par 9, = @) = o, ¢t les conditions correspon-
dantes

ou
7 2 OR 1 a) 1 OR I I

(o Roe "Ro~-% TRow ®ow_ T

1 1 1 dR L'
o “T’ | =

On peut aussi supposer nulle la fonction 4, de sorte que

\
J= T R
ct pour la représentation sphérique

do*==R <L du?+ Al rl(/?) .
3 L
Il s’agit donc des surfaces dont les lignes de courbure sont repré-
sentées sur la sphére par un réseau vsotherme.
Réciproquement, s1 une surface posséde une pareille représenta-
tion sphérique, un choix convenable des variables permettra de
preadre M = N, d’olt, 9, et ¢, étant les fonctions correspondantes

?o—l-l:l}/o"}_']: B,

R . g OR [ — o, oy OR
w K= R 9u’ L=-—9,+ RE Qu’

Q

H= —

' 2

<
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de sorte que I'équation (2) prendra la forme

¢'— 9+ (9 —9,)=o.

Si nous écartons le cas de la déformation continue, ou H ne

dépend pas de ¢, la différentiation par rapport a cette variable
conduira & équation

el on aura une solution double.

8. Appelons (S,) une surface double. Ces surfaces, que I'on ren-
contre fréquemment en Géométrie, ont été étudiées a divers points
de vue. M. Darboux les a déterminées comme enveloppes d'un
plan, au moyen de quatre solutions d’une méme équation harmo-
nique. M. Thybaut a obtenu spécialement celles de ces surfaces
qui conservent leur caractére dans une inversion.

Une propriété importante, qui permet de définir les surfaces (S,),
va se rattacher directement a ce qui précéde. Ce sont les seules
surfaces qui, dans une déformation infiniment petite, sont suscep-
tibles d’avoir leurs lignes de courbure transformées en lignes
conjuguées. En se bornant & ceitains infiniment petits, on peut
dire que les lignes de courbure sont conservées (V. Biancur,
1'e et 2¢ édition). Il est facile de compléter ce résultat par une
interprétation rigoureuse d’éléments finis.

Deux surfaces applicables d’Ossian Bonnet se relient toujours
I'une a I'autre, au moyen d’une transformation continue qui les
fait converger avec une surface (S,). Considérons une intégrale
quelconque de I’équation

0260 0

du? + 3

o
(e

4+ e —peM—o,

v

ou t* désigne un parameétre, et posons

dot = (e + te-0) dur + (e — te—0)2 dy2,
do't= (' — te~ ) du + (¥ + te=%)2 di2,

Ces deux formules conviennent aux représentations sphériques
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d’un couple quelconque de surfaces applicables, qui varient avec ¢,
et viennent se confondre avec une surface (S,) pour ¢ = o.

51, dans le ds? commun, A et B sont des fonctions paires de ¢, les
coordonnées d’un point M de Pune des deux surfaces ayant des
développements de la forme

X=Xyl e+ 2y +. .., Y =Yoo+ tyi+Eyi+...,
S=5y+¢5+ 5+ ..,

1l suffira de changer ¢ en — ¢ pour avoir les coordonnées

x' iz my— b - Py —. ., Y =yo—ty+0),—. ..,

sy — s+ a,—. .
du point correspondant M’ d’une surfacce égale a la seconde. Comme
les deux surfaces (M) et (M’) sont applicables, on a

S(dzxy+ tdx,+ Pday,+. .. ) = 3(dx,— tdx,+ t*dr,+...)?%,

et la comparaison des termes du premier degré en ¢ donne

dxydax,-+ dy,dy, + dzyds, = o.

On conclut de 1a que les courbes (C) qui jorgnent les points corres-
pondants des surfaces variables admettent comme tangentes, aux
points ot elles percent la surface S, (x,, y,, z,), les directrices d’une
déformation infiniment petite de celle-cu.

Cette déformation se trouve définie par la suppression des
termes de degré supérieur & 1, par rapport a ¢, dans les dévelop-
pements de z, y, z. C’est précisément celle qui conserve les lignes
conjuguées. En effel, z, y, z sont solutions d’une équation de
Laplace, dont les coeflicients, exprimés avec A et B, sont aussi
des fonctions paires de ¢,

o0
du odv

2 4 99 2 A 90
= (og+ ¢ ot,-—i—l*ozz—-}—...)-(-ﬁ + (Bot B+ tBy+...) W

Si I'on substitue x, et si 'on considére les termes du premier
degré, on trouve
02z, o, 0x,
—— =ty —— —_
ou dy *du + B Js
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Méme conclusion pour y; et z;. Donc la surface S (24, yy, 7;) est
rapportée & un systéme conjugué, dont I’équation de Laplace est
la méme que pour la surface (S,). Il en sera encore ainsi pour la

surface (x, 4+ t @y, y, + tyy, 3 + t 29).
Cette hypothése est réalisée avec

A=B=2¢d, pr=1-+ te0, py—=1-—te=.

On a une surface & courbure moyenne constante et égale a 2,
la surface (S,) étant une sphére de rayon 1.
De méme, avec

A=—DB=¢" pr=1¢+ ¢, pr==t — e,

on a une surface & courbure moyenne constante et égale a 2¢,
(S,) étant une surface minima.
Mais si Pon prend, par exemple,

A=c—ted  B=el+ te?,

d’on .
et el — et

=g et P e
on obtiendra une famille de surfaces & courbure totale consiante
et égale a 1, A et B n’étant pas des fonctions paires de ¢. Généra-
lement, lorsqu’il en est ainsi, le résultat doit étre présenté d’une
autre maniére. En changeant ¢ en — ¢, on transforme la premiére
surface S (, y, z) en une surface (S) (z, y, z) qui admet la seconde
représentation sphérique possible pour (S) dans la déformation
indiquée. Cette représentation convient donc a la surface
(8') &', ¥, ') pour laquelle nous poserons

=zt ..., Y=y ty,+..., d=zy+ta +. ...

Puis en changeant ¢ en — ¢, nous aurons la surface (S') (z, y/, ')
applicable sur (S) et ayant ses plans tangents paralleles a ceux

de (S).
Cela étant, les surfaces applicables (S) et (S') nous donnent
(dzy+ tdzy+. . 2= 3(dz,+ tdz, +...)?,
d’ol, en égalant les termes en i,

2 dxy(dxy—dz'|) = o.

THESE LLBLL 3
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Comme on a
x—x'
z

= — & 4 @y—Zy) +. ..,

on conclut que si ¢ tend vers zéro

. wx—ax' ,
lim T T L &

Donc encore, les droites MM’ ont pour positions limites les direc-
trices d'une déformation infiniment petite de (S,).

Celle-ci conserve aussi le systéme conjugué. Car () et (S') ayant
méme ds%, z, y, z et 2/, y/, 2’ sont solutiohs de la méme équation
du deuxiéme ordre, ainsi que z — 2, y — y’ et z— z’. On n’a plus
qu’a faire tendre ¢ vers zéro.

9. Nous allons maintenant nous occuper spécialement des sur-
faces isothermiques, dont nous mettrons I’élément linéaire sous

la forme
ds? = e** (du®+ dv?).

Il s’agit de déterminer les fonctions « répondant a la question.
St nous introduisons, pour abréger, le symbole

e e
T ouw? +7)?’

nous aurons, avec les notations du n° 2,

P=-= Q:E, k=—e2*Ax,

L’équation fonctionnelle & discuter prendra provisoirement
Pune des formes

(3) (Aa)zz[cp(u)—zan%fiv] [qj(v)'— 2V[Aag—2da] ,
(3) (Bay=|o(m)—(5) =2 [ 5 S v

da\? 9o 0
x[qJ(v)—(d—Z) —a %}‘a%du},

les intégrales pouvant étre modifiées comme il a été dit.
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10. Un premier avantage de cette équation unique, c¢’est qu’elle
rend inutile toute démonstration des théorémes de Bour et de
Christoffel. En effet, cette équation reste la méme quand on
change « en — «, et cette transformation n’altére pas les facteurs
du second membre, qui donnent la représentation sphérique.

Ensuite P'impossibilité ou ’on est d’obtenir la solution générale
suggére naturellement I'idée de chercher des solutions particu-
liéres, en essayant des formes de la fonction « qui permettent de
calculer a priori 'une au moins des intégrales I ou J. On constate
que certaines solutions les plus connues se présentent ainsi natu-
rellement, et que la méthode est susceptible de donner des solu-
tions nouvelles. C’est ainsi qu’elle nous conduit directement aux
surfaces spirales tsothermiques, qui présentent plusieurs particula-
rités intéressantes.

11. Nous laisserons de c6té les résultats évidents fournis par les
cbnes, les cylindres et les surfaces de révolution. Nous indiquerons
aussi simplement I’équivalence de I’équation (3), avec I’hypo-
thése d’un systéme de lignes de courbure planes, et du systéme
intégré par M. Darboux (t. IV, p. 217) pour la détermination
compléte des surfaces de cette catégorie.

L’hypotheése la plus immédiate, ou I'on est conduit par la forme

des intégrales
du da
I_—ZfAOCEd(, J—-—zanEdu,

est naturellement celle ou Ax serait une fonction de «. Nous
poserons, dans ce cas,

Ao = f'(a), I=J=—2f(a),
d’ou ’'équation

Sr= (9 —2f) (¥ —2/).

Prenons d’abord pour ¢ et ¢ deux constantes. En ajoutant & f une
constante convenable, on pourra poser ¢ =2a, y = —2a, d’ou

f’2:[;(fz—a2).
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On en déduit, pour a = o,

9

m? -n?
f(oc):—Te“‘——;e“, S(&) =— m?e *+ nte?9,

m et n étant deux constantes dont le produit est égal & a. La fonc-
tion o est alors déterminée par I’équation
o a

4 —— + m* e — n2e-**=o.

Jdu o2

On reconnait les surfaces & courbure moyenne constante.

Si a = o, les fonctions == « donnent une sphére et une surface
minima.

On n’a pas & supposer constante une seule des fonctions ¢ ou ¢,
car « ne pourrait dépendre que d’une seule variable, et la surface
serait de révolution. Il est probable que ’on obtiendrait des solu-
tions nouvelles et intéressantes, en prenant deux fonctions ¢ et ¢
variables. Malheureusement la question est compliquée par I'im-
possibilité d’intégrer I'équation

a0
au”

+
1
o I
]
£

le cas de I’équation de Liouville étant seul bien étudié, et ne con-
duisant qu’a la sphére ou la surface minima.

12. Les autres solutions les plus anciennement connues rentrent

dans le type
ds*= (U — V) (du? + d?),

n désignant une constante. Toutes les surfaces de cette catégorie
jouissent de la propriété, signalée par M. Pellet (C. R., 1897) de
former des familles dépendant d’un paramétre, et admettant une
méme représentation sphérique. Notre équation fondamentale va
nous permettre de limiter les valeurs possibles pour n, et de déter-
miner toutes les surfaces correspondantes, aucune d’ailleurs
n’étant nouvelle.
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Les calculs habituels donnent successivement

do 1' (‘)y __\/

du U= "TZ

e L . o\ v

0’ {l—\ (U—V)? ? ()(1- C—Vv (u—=v)ye/)’
*0%a Oz . U U
o o ”[z(u—\‘)=_U~\]’

"0*a 0 adu—n* V2 N
T T =y TT=v |’

d’ol Véquation
17—\ L24 V27
W v -y

e ™ KA WLV aV! U \“2]
el A s why e w ) I Sl vau W Y s v O

ol nous avons remplacé, pour plus de simplicité, ¢ et ¢ par n®{
et n2 . On peut I’écrire

R (L — V) 4202 (YU — V') (U — \ )3
— (U= Y7y 422U V" + 02 (o + $) (L2 V) (U — V)2
4 (1= n?) (U2 4 V2 [2(L"— V") (U — V) — (U2 4 V)] = o.

13. Lec cas ot n? = 1 demande & étre étudié a part. L’équation
se réduit &

(L — VY4 2(gU—o V) (L = V) - [(U'+ V') + (o + ) (U + V)] =0

ou

@1 | 5) =) =G+ DF o) ()
Etant donnée généralement une équation de la forme
(5) (U= V= (L= Vo) (Li—1y) =o,
on y satisfait d’abord, d’une fagon particuliére, en posant
Ui=V,=aq, et Lyi=V,=a, ou U;=V,=aq,,

a,, ag, ag étant des constantes arbitraires.
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Commencons par appliquer ces deux résultats a 1’équation (4').
Le premier donne

T r I 1
U—!—;—al, \+T_a“ 5_—$_a2.
Eliminons ¢ et §,
L —a +a,l"=o, V —a—a;V'=o.

La constante a,, qui disparait dans U-—V, peut étre supposée
nulle, et 'on a, en désignant par p, ¢, m, p, q', m' des constantes,

U =p ems q e—"”‘, \Y :Pl em’v+ qle—mlv

avec
1
m’2=—m’2=——a—2, © =—m?, $=—m'
Le second résultat correspond a
. 4 '\7 " Ulli "71/2 .
Ut —=a, V4+-—=a, —+Ul=—- ——Vi=gq,
¢ ¢ © ¢

On peut encore supposer a; = o, et ’on obtient les combinaisons
'[T'[TII+ I /2+ a;—o, \T\Ylf__ \ 12 __, as;=o,
d’ou l’on tire encore les mémes formes pour U et V, et les mémes

expressions de ¢ et ¢. Quant aux relations entre les constantes,

on a
dy—=—4m2pg=4m'p'q, d’ou mipg 4+ m'*p'q¢'=o.

Abordons la solution générale. L’équation (5), différentiée par
rapport & u, puis par rapport & ¢, donne
2U, V=L,V T, V),
Donnons & ¢ deux valeurs particuliéres quelconquecs, ct soient 2y,

Ag, Ag et g, Wy, Uy les valeurs correspondantes prises par V', Vi, V.
On aura les deux relations

2K1L]‘q:)3[3+)\2lla, 2!1-,[,’1:qu»’2+#21/2.

Si tous les déterminants formés avec les constantes sont [orcé-
ment nuls, les fonctions V', V), V| sont proportionnelles. Sinon,
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ce seront les fonctions U’, U), U, qui le seront. Dans cette der-
niére hypothése, par exemple, comme on a déja étudié le cas ou
U; = V; = o, on peut poser

-[,..2: aU,+c, U3=bL1+d,

a, b, ¢, d étant quatre constantes, et par substitution directe
dans (5)

(Ui—Vy)*=(al,—Vy+¢) (6L, — V4 d),
(1—ab)L3—[2V,— b(Vy—c)—a(Vs—d)]Ty+ V2 —(V, — ¢)( Vs —d) =o.

S1 Uy, et par suite U, et U, se réduisent & des constantes, on a
une seule relation en V;, V, et V;, et deux de ces fonctions sont
arbitraires. S1 U, est variable, la derniére relation est identique
en Uy, et 'on aura

1—ab=o0, aV,—b(V,—c)—a(Vi—d)=o0, V:—(V,—c)(V;—d)=o.

L’une des fonctions V,, V,, V5 sera encore arbitraire.
Appliquons a I'équation (4'). Pour rendre constantes les trois
fonctions de u
v “i2
U+ = 2 L—+ u’s,
¢ 9 P
on n’obtient pas de nouvelle forme de U. Essayons la seconde
hypothése. Il faut d’abord
T N2 T
i=a<'L+li>+e, L—+L’”:b<U—i—I’—>+a'.
¢ 9 ¢ ¢
Eliminons ¢, en tenant compte de la relation ab = 1, et faisons
¢ = o, puisqu’il est permis d’ajouter une constante a U,

LU — U2+ bU +d=o.
L’intégrale de cette équation est encore de la forme
U=pemtt-ge ™+ r

et entraine ¢ = — m? Les trois fonctions U;, Us, Uy se rédui-
sant toujours & des constantes, la fonction V est complétement arbi-
traire, et il lui correspond toujours une fonction ¢. Comme on peut
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faire rentrer r dans V, on conclut de la que les formules
ds2 — (P emnu 4 q e—me \,’)2 (du2 + dV‘Z)'

2 — 1 , .
ds® = (pem*—+ q e — V)2 (du? 4+ de?)

définissent, quelle que soit la fonction arbitracre V de v, des surfaces
rapportées a leurs lignes de courbure.
Pour la seconde forme, on trouve

py=—m*\*—\N"24 fhm?pq.

b

Cette expression étant indépendante de u, les lignes (v) sont des
cercles. Ces surfaces ont été obtenues pour la premiére fois par
Ossian Bonnet (Journal de U Ecole Polytechnique, t. XXV, p. 143).
Nous les utiliserons dans la seconde Partie pour constituer un
groupe de trois surfaces isothermiques.

Lorsque V a la méme forme que U, & une constante prés, on a la
cyclide de Dupin.

14. Le cas ol n? = 1 étant complétement traité, revenons a
I’équation générale

(4 L= V) (U= V) — (L2 V)]
=t [(L— VYoo (L — V)= (L7 V)]

XU —=V)2d—2 V(U =V)— (L2 V")],
et posons

Ur=/f(U), Vi=—g(V), doi  2U'=f1(U), 2V'=—g'(V).
L’équation prend la forme

L —V
LV O+ e D1 = 1) —so0

=2 [(L =V o+ (L—\) /(L) —7F(L)+g(V)]
< [(U= V)¢ +(L=V)g' (V)= f (1) + g(V)].

Nous allons la discuter en prenant pour variables U et V; nous
aurons ensuite, pour les exprimer en u et ¢, les formules

u = —-EL__, v:/.ﬂ_
V(L) J V—gV)



Remarquons d’abord que si’on fait U = V| 1l vient
[/(L) —g(LPR=nr{f(L)—g(L) ]

Avec n? =£ 1, il faut donc que [ (U) = g (U). Les fonctions f et g
sont identiques. On aura donc

O+ o= =

=n[(L—=\V)yo+(L=V)f"(L)—=/F(L)+/(V)]
X(U=VPg+(L=N)f(V)=f(L)+f(V)]

Faisons successivement V = o, U = o,

U , 2
EVIGE ARV SRS
=1 [+ Lf(L) =/ (L) + /£l [L g+ Ufo—/(U) + /o],
v :
)£ =) =]
= [Viog—= NV fo+/(V) =] [V =V S(V)+S(V) = fo]=o.
Ces deux formules définissent les fonctions ¢ et .

Nous supposerons que la fonction f soit développable en série
entiére, et pour cela nous ajouterons, s’il y a lieu, une constante
convenable & U et V. Il nous faut connaitre les valeurs prises
par o et ¢ lorsque la variable est nulle; or les deux dernicres for-
mules donnent, aprés division par U* et V',

L " b N L 1 '
(Ef°+"'> :n-(go +Ef°+"'> <gb0—;f0—...),

\/ " 2 9 l " I "
(Ef°+"'> :n-(cpo—i— ;/0—!—...) (gb —;f(,—...>.

Toutes deux, pour une variable nulle conduisent a
! 1 1
o=(eu+14) (o= 3/4)-
2 2
Or les deux [(acteurs sont nuls. Car s1 le second est supposé nul,
on divisera par U dans la premiére équation; et pour U = o, on
retombera sur
1
@+ 5 Jo=0.

THLSD LLBLL 4



On a done
[ 1

_ — "
‘Po———; 01 %—

2 0

d’oti, par substitution,
Sl 7 - ’ 2
O f—g 17 (§)+fo]~[f<t>—fo]§
) o[ S U r 0+

(P = >

B

e LY )= VIO RA R VISR ATY
, N\ [¥f3 + VfL—71(V) +f0]

V \2

On constate que o (U) = — ¢ (U). Les développements donnent
—_— T " I: I " ' — 1 " \ I "
o=—cfo—gli+gn)fotr = orgitgyu)fot-.-.

Substituons dans ’équation fondamentale (4"), et ordonnons
par rapport aux puissances croissantes de U et .V. Le premier
membre est du sixiéme ordre, et a, comme termes d’ordre infé-

— V)3

rieur, le groupe [(i———

2
— f(,—\ - Les deux facteurs du second membre
1

sont du troisiéme ordre et débutent par

L - - L " I - v "
g(l,—\)?<\ _W) A 3([_\)2(472 —I) ..

Comme le zéro n’est pas déterminé, si I'on avait f'= o, [ se
réduirait & un polynome du deuxiéme degré. On retombe, pour
n? = 1, sur des solutions déja obtenues, et pour n quelconque, sur
des développables. Cette hypothése écartée, l'identification des
termes d’ordre inférieur donne

LT (v ) ()

. . I
ce qul exige que n? = .
. 4 9
On voit donc, en résumé, que n?ne peut pas prendre d’autres
1

4

valeurs que 1 et
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Soit donc n?® = % Prolongeons les développements

(L—V) , T—V)3(L +YV ' L —¥)3(3L24 41V +3\2 s
A[ 12 )f°+( l’f )flo ( ) 2404 - )f;’+ ]
_[ (L—=V)* 0 (L=VPEBU+YV)
— 1 6 [ 2 fo
1 L
2 )
[___(L——\)3 a (L—=N)3(L+3V) -
= 6 o ol 0
_(L—\')’(L2+3[\”+6\2)f\0+("l,—\)’\3 (f‘,,‘,'”)‘2 +]
120 24 o

Les termes du septiéme ordre sont d’eux-mémes identiques
dans les deux membres. En égalant ceux du huitiéme ordre, on
trouve, aprés suppression du facteur (U — V)¢,

(U+V) 3U24 4LV + 3V,

—'T—(fi)‘)2+ o o/
6L2+ 30V +~6V: ,, AUP4 110 + 4V 2 \
= ” oS5+ o — (SO

Le coefficient de U2 + V2 étant le méme de part et d’autre,
il suffit d’égaler les coeflicients de UV. On obtient ainsi

Gf oS3 —5(/8)=0.
On a une premiére solution avec f; =o. On constate, en effet,
que si f est un polynome du troisiéme degré, et si I’on pose
Sf(U)y=aU?+BU+yU=4, o=—(3alU+B), b=3aV + B,
I’équation (4") sera vérifiée quelles que soient les constantes «, B,

v, 0. Mais la surface se réduit & une sphére dont le rayon est égal
a 'unité de longueur, si le ds? est mis sous la forme

r—-) dC: AR
= [(a—w(b—b)(c-u‘(a—\)(b—\)(e—\)]'

—V . ..
»on aurait une surface minima.

. U
En renversant la fraction

La derniére solution est donnée par

L) g
STO T

4 f(L):L—_f—Lo+§L=+yl + 0.



— 98 —
Si Pon fait U, = o, 1l vient, avec trois constantes arbitraires a, b, ¢,

v la—U)(b—L)(c—1)
./([)“‘4 l

et pour n =

[SH R

ds? =

L:-\"[ LdL? . \ d\:? ]
4 Ll@e=L)(—=U)(c—L) (a—=V)(b—=V)(c—=YV)

On reconnait les quadriques, rapportées aux coordonnées ellip-
tiques de I.amé, et qui sont généralisées par les cyclides de M. Dar-
boua.

Toutes les surfaces du type considéré sont donc connues.

15. Mais voici I'un des cas les plus importants ou, en essayant
d’effectuer les quadratures de I’équation fonctionnelle d’une ma-~
niére simple, on peut étre conduit a des solutions nouvelles.

Nous avons trouvé

I:—(QZ)z—'z dz—aggd«' .i:—<-d—a>2—2 (&.-(-(ld—'du.
av du* gy’ du et du
Dans les termes non effectués se trouvent associées des dérivées
de o prises par rapport & des variables différentes, tendis que les
premiers termes ont été calculés avec des dérivées de mémednature.
2 2

- . qe A . (e 0%a o
La difficulté disparait si les dérivées secondes 5@ ¢t gz sont

liées par une relation linéaire a coeflicients constants, permettant
de faire I'échange de ces dérivées dans les expressions ou elles
figurent. Nous n’étudierons pas le cas général, mais nous nous
bornerons a celul ou la relation linéaire est homogeéne, et devient
I’équation des cordes vibrantes. On a alors

o= f(au + bv) + g (au— be).

a et b étanl deux constantes. Nous supposerons que l'on a
a® 4+ b® = 1, et nous aurons I’équation correspondante

(6) (f"+g"rP=le—(/"—gPI¥—(/ + )]

dans laquelle nous n’attribuerons & ¢ et ¢ que des valeurs cons-
lantes.
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Ecartant tout d’abord les solutions singuliéres provenant de
constantes nulles, nous choisirons u et ¢ de maniére & avoir o¢ =1,
et nous poserons alors

¢ = e, Y=—e,  fl—g'=ersind, [I+g'=c"sinp,
ce qui raméne I’équation (6) a la forme
(7) JS"+ g"=cosAcosp.

St I'on en tient compte, la différentiation des formules précé-
dentes donne

97 op.
— = be" cos == = ae*cosh.
v g Jdu
Mais, d’autre part,
2fl=e"sink + e tsiny, 28'= — el sind + e~ *sinp.

Exprimons que ces fonctions dépendent respectivement de
au -+ by et au — by:

et C057\<b—@ — a()—)\> + e cosp.(bg% —a %> = o,

du a9 av
o) o ou op
n — _— o—h . e
e cosl(bd“ —1—ad‘)>—|—c COSH<bdu +a/d‘)>_o.

Ceci n’ajoute qu’une nouvelle condition

b e” cosh A _ ae " cosp. Ip

du W:O

permettant de poser

g%:aé)e—"cosp, %%:bﬁ e” cosi,
d’otr
dr=e"cosp(al du+ bdv), dp=¢e"cosh(adu+ b0dv).

Il faut et il suffit que ces expressions deviennent des différentielles
exactes. Les conditions sont

99

6
In —=ae " (6*—1)tanglcospy, 99 =be’(0*—r1)tangu cosh.

av
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On apercoit la solution § = == 1 évidente a priori. S'il en existait
d’autres, elles devraient correspondre &

d9

;=@ e~ tangAcosp du +- b e’ tangp. cosA dp.

Pour que le second membre soit une différentielle exacte, on a la
nouvelle condition

CoS .
cosh

la différentielle, et la nouvelle condition d’intégrabilité est impos-
sible. On a donc uniquement § = == 1. Nous ‘allons supposer § = 1,

et A et u seront deux fonctions de la méme variable t = au + by.
Alors

Mais s1 le rapport était constant, on pourrait simplifier

dh=e "cospdt, dp. = e" cosh dl.

I.a combinaison

e coshdh —c~"cospdp =o

montre que g’ se réduira bien 4 une constante m, et g sera une
fouction linéaire de au -+ by.

Pour calculer les fonctions auxiliaires A et w, nous avons les
relations

d(A+p) — ¢ cosh + e" cosp, c_l(l——p)_ =— e?cosh + e~" cosp,
de di
am=— e "sin} + e~ "siny,
d’ou
2
[___d(};“)] +4m?=c+ e~ 2 cos(A + ),
_ 2
[d——_(xdt ‘“)] + hmr= e+ e~ — 2 cos (A — p).
Posons

fm?— (eth - e 22y = 6B, cos(A+p)=B—2y1, cos(h—p)=2y,—B3;

y, et y, vérifieront la méme équation

() -0 25 - 232,
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Soient donc

—_—1 +
(=—f =i PLar, p=3pa,  g=B(B—1)

il viendra
y==xp(t+c),

¢ désignant une constante que I’on pourra prendre arbitrairement,
en disposant de 'origine de ¢t. Nous la choisirons telle que

cos(A+p)=2ep(t+c)+pB cos(A—p)=28ep(t—c)—P (g ==F1).

Poursuivons l'identification. Nous avons

"==cosicosp = %[cos(k +p)+cos(h—p)]=ep(t+c)+ep(L—c),

Jl=—el(t+¢c)—eL(t—c)+n,
JS=c¢loga(t+ ¢c)—¢'loga(t— c) + nt.

D’autre part,

Sflr—m*sinksinp = é[cos(l — p)—cos(A+ )]
=e'p(t—c)—ep(t+c)—B,

. , 1 ep'(t—c)—ep'(t+c
2/’/”:8’})(t—C)—eJ)’(t—}—C), f,‘:'z' Ejlj((t—c)+€lij((t—c)).

Pour vérifier 'identité

ep(t+c)y—e'p(t—c) _ b
EJ)(t+c)+g’J;(t_c)—2[5§(t+0)+8§(t ¢)—nl,

on prendra

g=-—1, g=1, n=={¢(2c¢).
Finalement

r— . —p'(c)
Vi _C(t—c)—C(t—c)—C(zc)_m +28(c)—7¢ 2¢),

e% — em(au+lw}+n(au—bu) c(au + b_._‘) +_.C) .
g(au + by —c)

Tel est le coefficient du ds® de nos surfaces isothermiques.
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Pour la représentation sphérique,
do? = e* cos? A du? + e~?* cos? p. dp®.
Les rayons de courbure principaux sont

ed—nh e%t+h

R,=

T cosp

Ces formules suffisent & mettre en évidence des surfaces spirales.

16. Nous remarquons que A et p sont définis au moyen de
cos (A 4 u) et cos (A— ), qui dépendent eux-mémes des para-
metres B et c. Or les égalités

68 =4m?—(e*"+ e—2" am= —ece”sink +e"sin
’ P

montrent que ’on peut changer A en — h sans modifier 38, et rem-
placer A et p. par — et w — A, sans altérer m. Pour un méme ds?
nous avons donc deux o2 dont les’ deux coeflicients s’échangent.
Ainsi :

Les surfaces spirales vsothermiques sont des surfaces de Bonnet,
susceptibles d’une déformation qui conserve leurs lignes de courbure.

Elles jouissent d’une autre propriété remarquable. Si I'on
change u et ¢ en — u et — ¢, on change « en — «. Donc :

Les surfaces spirales isothermiques se correspondent a elles-mémes
dans la transformation de Bour.

17. On peut calculer assez facilement les coordonnées de la
représentation sphérique, qui est de révolution comme pour les
hélicoides, les paralléles ayant pour parameétre t = au + by, seule
variable dont dépende le da®. Avec des axes convenables, on pourra
écrire les coordonnées de la sphere

£ =sinu, cosry, = sinu; sing,, {=cosy,
d’ou
do*=du}+ sinu, dr?.

Pour revenir aux variables primitives, il suffit de réaliser I'iden-
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tité
du? + sin®u,; dei = M? du® + N* dv?
avec
M =c¢"cos?, \ =e¢"cosp,

en considérant u; comme une fonction de z. Dans tous les cas ana-
logues, on aura les trois conditions

9 dLH 9 ()( 2 du s dVl\z__- 2
a(—m-> -+ sin u,(()u> = M2, b<dt>-+-sm u,(-d—v)__\,

abciu—1 -+ si ud dv__
w IR

qui équivalent &

_ /’ M\ d¢ o bM?du —aN*dy
VoM a2 \! N ') sine, VBN @ N2

La constante a ajouter a ¢; est indifférente, car elle correspond
simplement a Porigine des longitudes. Quant a u,, on le détermine
sans 1ntégration, par la condition que ¢, soit intégrable. Posons

. e . . dvy  bM? avy a\?
J— 2 2\2 —_— ——— —_— e —— .
H=siny, VoM +-a>\?, d'ou ow = o’ g0 = T
La condition d’intégrabilité donne
L dil bmlﬂ e \62
o=t KH=0M 2\

K désignant une certaine constante. Par comparaison

1 — -
sin == K\//)‘-’M2+ at\?,

bM2du — a\*dv M2 —\?
ti——l(f M+ @i \? =bll—a(’+abfmd[.

Pour calculer K, soit R = y 62M? + 2 N2. La condition d’inté-
grabilité pour ¢, s’écrit

2 dR 1 0H 1 dR dul 1 dR MN
Rt Bt —Rar T =R @ + | ot
COtll,:;-dE'

MN d¢

TIN ST TTBTY 5



C’est 14 une seconde formule qui définit u; sans intégration.
La premiére donne

2 - P2 1 (dRNPY e a2 éjily_[zii]_\iz
K_R[HM“\’(dt | SR R G TR " 7

L’égalité qui exprime que K est bien une constante est précisé-
ment celle qui donne la courbure totale de la sphére.
Appliguons ces résultats & nos surfaces spirales. Nous aurons ici

R2=a%e~2" cos?u + &% e'” cos®],
dR . d .o dh
—R o= a* e cosp. sm‘ud—l'; + B2 et coshsink i
= coshcosp(a® e~ sinp + b2 e’ sind),
K= (a2 e~"sinp -+ b2 e” sink)? + a® e~2% cos?p -+ b? ¢2* cos?)
2 2

=ale 4 brerht— a2b2 (et sinh — e sinp ) = ate ¥ + b e — fa? b m®.

On trouve bien ainsl une constante. Puis

. R — =
sinu, = Va® e=2% cos? . + b e” cos?l,

e cos2h — e cos?
P a

©y )
— =bu—av -+ ab
b% e cos? ) -+ a* e cos® .

e — e - g (e” sind + e sinp)
== bu — av 4- ab : - — dt
“ o f K?— (a?e~"sinu +0*e"sind)?
= bu — av-—abf el — e+ hmf
- [['+ (&= b6)ym]— K?

dt.

L’intégrale se calcule au moyen des fonctions elliptiques. On
peut Iécrirve
" dt dt
A_/ S+ (a*—b6)m + K +Bff’+(a'~’— 6*)m — K

avec

1 elz__(;-zlz
A=2ni+ =|2(a®>— )1t — —n-—
K |2 ) rel b

B=2m— —II{ [Q(a’-— b*ym—

62/1 . 8—2/! -
2

Pour le premier terme, introduisons une constante d définie par

p'(c)

2£(C)—‘§(2C) -+ (az——" bz)nl—i— K:——- m-



Nous aurons

dt
S+ (at—b6*)ym + K

P(C)—l‘(d)fl‘(f) —re),
p(L) —p d)

—/ —pe) _ Pe) T e
p(ey—p(e) ple)—"p(d)
_re)=r(d, [rl)=p(@)] () .
- ey T e @ fm)—.v(d)‘“
_r)=vr(d), [r(c)—r(d]
P (e) P (e)p'(d)

f[c(¢+d) —t(l—d)— st d)] 4t

_ ple)y—p(d) [2:((1) plc) —pld)

1 e —p(F,  o+d)
= T »(d) 'lt !

v (d) si—d)

On calcule de méme le second terme avec une nouvelle constante
auxiliaire.

18. Nous alluns traiter un cas particulier, dans lequel les fonc-
tions elliptiques dégénérent, et nous achéverons complétement
le calcul des coordonnées d’un point de la surface. Reprenons les
équations

[d(lﬂ— “)]:‘:egh_F e — fm? + 2 cos (h + ),

dat
[d(%—#)]zﬁ
dt -

Les fonctions elliptiques dispavaissent si 'on a

et 4 e — fhm*— 2 cos(h — p.).

(eh -+ 6"’")2

4

e e e [t = 2, m? =

e/L —_ e—h.

Soit, par exemple, m== - Mais remarquons dés maintenant

que nous ne modifierons pas le systéme en changeant h en — h,
la valeur de m? étant conservée. Ceci correspond a la double défor-
mation de la surface, comme dans le cas général. Le systéme devient

d A+ JA 4 dA—p\: . A—p
(dt 5 >_cos Pt (Zﬁ P >__sm’—2—-

On peut disposer de Porigine de ¢ pour éerive, avec une constante
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arbitraire c,

T+ A ) —
tangr_‘_% = pt+e tang 7 B — gt
) —
tang ""-T'u =sh(¢+¢), cot=— ¥ —_ h(r1—0),

cos(A + p) =1 —2th2(¢+c), cos(? —p)=2th*(t—c)—1.
Posons, pour simplifier,
X =th(t+c¢c), Y = th(¢t—c).
Nous aurons

J'=coshcosp=Y>—X?,  f2—mi=sindsinp =X+ ¥*—1.
'/ =X00—=X)+=Yu—Y)=(N+Y)[r— (X2+NY +1¥)],

N+ XY+ Y2—1 1— XY ) N
f'= XY =X—-Y— X—V — Wth(t+c)—th(t—¢) e’

’ch(t—!—c) ¢

f: log

°Cch(t—ec) thae

Les constantes m et ¢ ne sont pas indépendanies daus le ds?
car on a

thoe

1 1 I 1
=—2({X—— ) (Y- — = .
< th 2c> < e 2c> shtac¢  shlac

51 Pon a, par exemple,

2
nzZ:/’l—-—silﬂsmp:(X—Y— ) —(X2+ Y?—1)

I
— Nous adopterons

on aura pour ¢" 'une des valeurs —-th ¢ ou

cette derniére valeur. Alors

an— by a1y

b
wic ~ wac ch(av +bv+c) —'("“‘h"ﬂ—,.'—()ch(au+bv+c)
ch(au+ by —c) ch(au+ by —c¢)

e*—e
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Pour la spheére

1 shac 1 )2

2— p2h r 2 — —
M:=e (flmm) = thzc | ch(¢+¢)eh(t—c) the]

N ashacch?¢
T thceh®(¢+ c)chi(t—c)

shac _
| ch(¢+c)ch(t—c)

72

the

\N2=e2— (f + 7)&)2:. th?c —

_ 2shecthesh¢
T ch (¢ +c)eh?(t —c)

do? 4

g7 ==
ch?(t+c)ch?*(t—c¢

) (chZzcch?¢du?—+ shicsh?tdy?).

On voit que si Pon change u et ¢ en — u et — ¢, on change «
en — «, mais on conserve le do2.
Pour le signe de la courbure totale, nous prendrons

2 checht . 2shesh¢

M—ch(t—y—c)ch(t—c)’ A ch(¢+c)ch(t—c)

et nous aurons les rayons de courbure principaux

ot ch{t+c)ch(t —c)

o sh(¢+c)sh(/—c)
2cheche

k= 2sheshe

v Ry=

Calculons d’abord les coordonnées de la sphére. On trouve, toutes
réductions faites,
: b2 a?sh?c + b2 ch’c
— o —
K=a Lhc+thc_ shcche
K2sintu, = K*— [ f'+ (a>— &) m ],
— — L s pe N PN el SN
{=cosu, = K|_f—-(az b*ym]= K<f+ >

sh2c

2

Il en résulte immédiatement ’expression du z d’'un point de la
surface. Car

L g shacshat d
4t = K'/ dt_KCI)2(I+C)Cll‘(I~—C) ¢
4 . dC shacshot.e* a du b dy
5 =— R —=du — R, = —=— — .
du av 2Kch(¢+c¢)ch(t—c)\checht  sheshe
Sl]2C -: (uulh( +-‘1:+‘)

= l\ch(l—c)c
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Pour avoir z et y, calculons d’abord la longitude sphérique

Mz —\2 dl—f ch?e¢ ch?t —sh?¢sh?¢
1

HEM? - a2 \2 b*ch?c ch®t -+ a*sh*c sh?¢

L DL ! e tan (glh the
K| shcehe T gpretang\zthe '

a

3 the th(aw + bv) l

ab )
v =K(bu —ar) + shc—ch_c((w + bp) +alclallat

bu a )
= oe @ the -+ arc tang {5 the th (aw + bV)J .

Si nous posons

b
w=—|authc4+—1),
the
nous p()lll‘I‘OIlS é(‘l’ll‘(}

o= :Zshcchc.w

a?sht*c + b%ch*c

wbhoehe (au—+ b¢) + arctang {%thc th (au + bv)-l .

Dés lors, d’aprés la forme de ¢y, les facteurs e® dans Ry, Ry et z,
el €2 dans le ds? étant les seuls qui ne soient pas des fonctions de 1,
la nature de la surface spirale est mise en évidence. Nous aurons
le dvoit de poser

x=()cosy, -pmsing)e®, y=(ksine, + pcose,)e®,

A et u étact des {fonctions de t. Cette remarque conduit facilement
aux expressions complétes de z et y. On a

Ae® =2z cos¢+ ysinp,, peC=—axsine,+ y cosry,
evdl = dzcosv,+ dysing, + e?(pdv,— hdw),
e dy. = — dx sin v, -+ dy cosv; — e (A de, -+ pdw).

Ecrivons que X et v. sont fonctions de ¢ :

oz dz\ dy 9N o
<bm—a5:>cow,—é—<b——a—;)sms,

. dv, dvy dw do\1__
-+ e® {}L(bm ﬂ(tm)-k({)m —a?)?>:|_«0,

dx Jdz\ . ay ay .
—«(bb—& — a—cn>smn+ (b—— — u—">cos;l

o Jdv, dv, dn @} 3
—e [7‘<b5§_a7">+y’<bmmadv)_ = o.



— 39 —

Or
/8 dw _ ab’ dv, dv,
b9a T %3 = Toohe g %9 =5

d’ot’les combinaisons

ox dx ab - dy dy ab
bon  m TR Tt T PaT % T K T Gieene =

a*b? ab Jox ox dy ay

2, 7 —__YY g a2l

<K + shzcch“c) - shcchc(b du adv>+K<bdu adv)*

. a?b? ab dy dy> O oz’

2 - —_— — - . — _ ).

<K + e ch%‘)y ~ sheche (bdu “ 90 + Ko ou ¢ dv)

On a ainsi z et y en termes finis, si ’'on remplace dans les seconds

membres leurs dérivées déduites de la sphére.
On vérifie qu’elles sont bien de la forme annoncée, avec

a*b?
2
<K - sh2cch?c>7\em
— ab dul dll1 _ d(}l d‘)i R
"~ shcehe <bR1 ou R W) cosuy— K (le 9z aRiW> sin u,
2 ﬂ_ w
(K + sllzcch2c>He
du, du,
%

ab v, v\ .
shcchc<le—07 —akR, dv>bl[] ul-—~K<bR1W —aR20—>cosu,.

19. Les solutions (9 = 0) ne peuvent donner que des surfaces
imaginaires. Notons cependant, pour sa simplicité, celle qui pro-
vient de deux constantes nulles. Elle dépend de I’équation

f//+ gﬂ:flz___glg ou flz_f'z g12+gﬂ_____ mz’
m? étant évidemment une constante. Donc on peut écrire

J'=mtang(au + bv), g'=— mitang(au — by),
=—log cosm (au + bv), g = log cosm(au — bv),

cos?(a’ u—>b'v
dszzm%ﬁw;(dm—l—dvﬁ) (a = ma, b'=mb).
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Soient
u=qau~+ by v=a u—1>y,
cos ¢’
et —= i
CcoS
. , , . osin(u’'+ o) . sin2a’u
e*o, — im(tangu’ + tange' ) =im —————> = iIm-——F——,
0 cosu' cosp cosu’ cose
. . osin(u/ — ') sin2d'v
e*p == im(tangu' — tang ¢’y =im ——m~- — —im —————,
pa (tang 8") cosu’ cos ¢’ cosu’ cose’
. sine2a’u in sin2 b’y
= (N ———— g = — lm —F
fr cos?e’ e cos?y’
py __ sin2d’u
py  sin2d'e

Pour la représentation sphérique

m2

Ade® = - (sin?2au’ du?+ sin?2 b ¢’ do?).

"~ cos?u coste!

On voit qu’elle est constituée par des lignes isothermes, qui sont
des cercles imaginaires ayant pour rayon de courbure géodésique
constant ai pour les lignes (u), et bi pour les lignes (¢). On a ainsi
une surface double (S,) imaginaire (n°® 8), tandis que les solutions
normales étaient des surfaces de Bonnet & deux formes distinctes.

20. Les surfaces spirales isothermiques dégénérent en hélicoides
lorsque la fonction linéaire g (au — by) dégénére elle-méme en une
constante; car le ds® ne dépend plus que de au + be. La méthode
de I’équation fonctionnelle s’applique avec la plus grande facilité;
mais le résultat est bien connu, car il s’agit des hélicoides a cour-
bure moyenne constante.

Nous ferons seulement quelques remarques sur le cas ou la
courbure moyenne est nulle. On a alors des surfaces minima, qui
sont des hélicoides applicables sur ’alysséide, et qui ont été ¢tudiés
depuis longtemps par Lamarle, Scherck, Catalan, Bour, ete.
Toutefols, ces géometres les ont définis par I'équation compliquée
d’une section plane, tandis que le résultat est, au fond, d’une
remarquable simplicité. Nous allons voir, en effet, que la définition
tangentielle est presque identique a celle de I'alysséide.

Avec les variables u' = au -+ by et ¢’ = au — be, on trouve



Y -
sans difficulté les coordonnées

2 = cos¢ chu'cos¢' -+ sing shu' sin¢/,
y =coso chu'sin¢’ — sing shu’ cos ¢/,
5 =u'cos9 -+ ¢ sing,

apres avoir posé a

I

1] . @ 12 * 7
cos =» b = sin = I.’élément linéaire
ds?=ch?u/(du?+ dv?) = ch?*u'(du't + dv'?)

sera conservé si, partant de u’ et ¢/, on fait varier g, en définissant u
et ¢ par les formules

. .
v=au + bo'=u' cos% + ¢'sin -;, ¢=bu'—av'=u' sm; — ¢’ cos g

On a ainsi une infinité de réseaux pouvant se transformer en lignes
de courbure isothermes. C’est une conséquence du théoréme de
S. Lie relatif aux surfaces & courbure moyenne constante. Les sur-
faces extrémes réalisées sont I'alysséide pour ¢ = o, et ’hélicoide
normal pour ¢ = g

La représentation sphérique
s 1 2 2
do*= PP (du +{iv )

étant indépendante de ¢, dans la déformation continue de I'héli-
coide, chaque plan tangent pourra se déplacer parallélement a
lui-méme. En particulier, la ligne de contour apparent relative
a la direction Oy sera toujours définie, comme la méridiénne de
Palysséide, par ¢’ = o. Ses différents -points auront pour coor-

données
2 = chu' cosq, =—shu'sing, s=u'coso.

Elles donnent lieu aux combinaisons

x == ch{ —— )coso, y =-—sh{ —— }sino,
) ' cos o ‘

z__
cos?’¢  sin?g

—1==0-"

qui définissent les projections sur les plans de coordonnées.
Sur le plan des axz, nous trouvons, quel que soit 9, une chainette

THESE LEBLL ¢
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ayant pour base Oz. Le contour apparent est donc toujours le
méme que pour une alysséide. La projection sur 2Oy est une
hyperbole ayant son centre & Porigine, et dont la demi-distance
focale est égale a I'unité de longueur. De la la définition suivante :

St une chainette se meut d’'un mouvement hélicoidal quelconque,
de maniére que sa base reste fize, le cylindre dont elle est la section
drotte enveloppe la surface minima hélicoidale la plus générale.
La caractéristique de Uenveloppe est située sur un cylindre du second
degré.

On voit immédiatement que cette caractéristique est une hélice
du cylindre, car toutes ses tangentes font avec le plan 20Oz le
méme angle égal a ¢.

Enfin, dans la déformation signalée de Uhélicoide, les foyers des
sections droutes des cylindres hyperboliques restent fixes.

(Voir a la fin la planche qui représente les deux projections cor-

respondantes de la surface dans le cas ou, avec ¢ = % I'hyperbole

est équilatere.)

Généralisation des surfaces issthermigues.

21. Imaginons une surface qui, rapportée a ses lignes de cour-
bure, aurait un ds? de la forme

ds>=(me*+ ne*)2du?+ (me*— ne*)*dv?

m et n étant des constantes quelconques. Lorsque I'une d’elles est
nulle, la surface est isothermique. Dans le cas général, on a

1 0A Qo _10B 0=
P=g&%=0 QTiam T
——-ABk:Q-i— dQ—dga—!—ﬁ—o—(:Aa.

Jdy DI I Jv?

L’ équation fonctionnelle

(Aa)*:[cp(u)—zan%—tdv] [q/(w)——zj‘Aag—o‘:dv]a
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indépendante des constantes m et n, est la méme que pour les surfaces
isothermiques.

Nous avons donc affaire a des surfaces plus générales que les sur-
faces isothermiques, mais dont la recherche est absolument équi-
valente & celle des surfaces isothermiques. La représentation sphé-
rique est d’ailleurs la méme que pour la surface

ds—= e** (du?® + dv?).

On peut ajouter & « une constante arbitraire, a la condition de
modifier m et n. S1 aucune de ces constantes n’est nulle, on rame-
nera toujours I’élément linéaire a la forme

ds?= ch? & du® + sh? « dy?

et la surface isothermique sera simplement remplacée par une
surface semblable.

On trouvera, a la fin de la seconde Partie, 'interprétation géné-
rale de ces résultats.

A chaque classe de surfaces isothermiques correspond une classe
de surfaces généralisées. Ainsi, aux surfaces de M. Darboux, qui ont
un systéme de lignes de courbure planes, correspondent des sur-
faces ayant la méme propriété, puisque la représentation sphérique
comprend une famille de cercles. Les surfaces a courbure moyenne
constante conduisent aux surfaces & courbure totale constante.
Nos surfaces spirales donnent d’autres surfaces spirales.



DEUXIEME PARTIE.

RECHERCHES BASEES SUR LES PROPRIETES HARMONIQUES
DES SURFACES ISOTHERMIQUES.

22. Des considérations purement analytiques qui précédent,
nous passons & une étude géométrique des surfaces isothermiques,
basée sur un systéme cyclique particulier, déja envisagé par
M. Darboux et par M. Thybaut. Nous en déduirons une générali-
sation du théoréme de Christoffel pour une double infinité dé
surfaces reliées a4 une surface isothermique dans ce systéme
cyclique, et nous verrons comment une classe étendue de sur-
faces isothermiques, dépendant de deux fonctions arbitraires, se
trouve étre complétement déterminée quand on connait les sur-
faces (M) que M. Darboux (Legons, t. IIl, Chap. XIV) rattache
aux surfaces & courbure totale constante.

En expliquant la véritable raison pour laquelle on a d renoncer
a transformer directement les surfaces i1sothermiques en associant
les deux nappes de 'enveloppe des sphéres harmoniques, nous
serons conduits & des groupements de six surfaces orthogonales
a une méme congruence de cercles, sur lesquels elles déterminent
trois divisions harmoniques. Trois de ces surfaces sont isother-
miques et alternent avec les trois autres, de maniére & constituer
avec elles les doubles nappes de trois enveloppes de sphéres. Ces
sphéres sont harmoniques pour les trois surfaces isothermiques
et ont un cercle commun.

De pareils systémes sont liés aux surfaces & courbure totale
constante, mais paraissent difficiles & déterminer dans toute leur
généralité. Un exemple particulier nous sera fourni par certaines
surfaces admettant un systéme de lignes de courbure circulaires.
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Des singularités sont réalisées : 1° par les inverses des surfaces a
courbure moyenne constante, avec une des six surfaces réduite
a un point; 2° par les surfaces de M. Thybaut dont les deux asso-
ciées viennent coincider avec la surface intermédiaire pour donner
une sphére triple.

23. On congoit que les propriétés géométriques d’une famille de
surfaces dérivant d’un systéme cyclique pourront étre d’autant
plus intéressantes, que les réseaux de lignes de courbure auront sur
ces surfaces des propriétés métriques plus caractérisées. Les sur-
faces isothermiques étant des plus remarquables & ce point de vue,
on ne doit pas étre surpris si leur étude devient féconde dans cet
ordre d’idées.

Une question qui devait naturellement se poser & I'origine est la
suivante : Ktant donnée une surface isothermique quelconque,
est-il possible de lui adjoindre unc autre surface de méme nature,
dc maniére a constituer les deux nappes d’une enveloppe de sphéres,
avec correspondance des lignes de courbure? M. Darboux (C. R.,
1899) a déniontré que le probléme admet 1oujours une infinité de
solutions dépendant de quatre paramétres. 51 donc on savait déter-
miner, pour application du théoréme de Dupin, les réseaux con-
jugués correspondants tracés par les développables normales a la
surface donnée, on en déduirait une méthode de transformation
des surfaces isothermiques.

D’apreés cela, nous devons déja attribuer une grande importance
a la détermination des réseaux conjugués dont les lignes appar-
tiennent & ces développables. Or il en est un dont la connaissance
n’exige aucune intégration. M. Darboux a remarqué, en effet, que
st 'on prend le conjugué harmonique S de chaque point M d’une
surface par rapport aux deux centres de courbure principaux en
ce point, il faut et 1) suflit que la surface licu de S posséde un sys-
téme conjugué correspondant aux lignes de courbure de la pre-
wiére, pour que celle-ci soit isothermique. Le réseau (S) a alors
ses 1nvarlants ponctuels égaux; nous Uappellerons réseau harmo-
nigue. Les sphéres tangentes a la surface (M) et dont les centres
décrivent le réseau (S) sont les sphéres harmoniques de cette sur~
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tace (M). On peut les considérer dans une surface quelconque,
en faisant abstraction des lignes conjuguées sur le lieu des centres.

La seconde nappe de I'enveloppe de ces sphéres, comme il a
été dit plus haut, ne peut pas étre isothermique comme la pre-
miére, quand elle ne se réduit pas & une sphére, ou que les sphéres
harmoniques ne sont pas orthogonales & une sphére fixe. Le réseau
harmonique ne se rattache donc pas, en général, a la solution de
M. Darboux. Aprés avoir exposé, dans le cas général, les pro-
priétés des deux systémes cycliques correspondants, qui donnent
une générabisation du théoréme de Christoffel, nous insisterons
spécialement sur les deux cas singuliers.

24. Nous commencerons par donner un caractére des sphéres
harmoniques basé sur une propriété angulaire, et donnant par
suitc une raison immeédiate de la conservation de ces sphéres dans
une inversion. Au point M ou P'une de ces sphéres touche son
enveloppe, l'intersection des deux surfaces présente un point
double dont les deux branches, & prior:, sont toujours réelles,
puisque d’apreés la position du centre de la sphére par rapport aux
centres de courbures principaux, les deux lignes de courbure, dans
le voisinage de M, sont 'une intérieure et 'autre extérieure a cette
sphere. Mais nous allons démontrer, de plus, que les tangentes au
point double sont rectangulaires, et qu'inversement il n’en est ainsi
que pour une sphére harmonique.

On s’assure d’abord immédiatement que ces tangentes sont dans
les plans des sections normales qui ont un rayon de courbure
égal aurayon ! dela sphére. I.’orientation de ces plans étant donnée
par la formule d’Euler

1 . | S
= —C08*w + — sin’w,

TR, R,
™ .
avee w = == -, on a bien
H
2 _ I 4 T
{7 R R

ce qui définig la sphére harmonique.
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L’enveloppe des tangentes considérées se compose de deux
familles de lignes orthogonales tracées sur la surtace (M), et que
nous aurons a considérer dans la suite. Nous les appellerons, pour
abréger, lignes équilatéres. Dans le cas d’une surface isothermique,
elles constituent un second réseau isotherme.

25. Le théoréme de M. Darboux, relatif aux réseaux harmo-
niques, peut étre considéré comme une conséquence du théoréme
suivant, di & M. Keenigs :

St les développables d’une congruence de drottes découpent sur
une surface un réseau conjugué & invartants ponctuels égauz, elles
traceront un réseau analogue sur la surface liew du conjugué harmo-
nique de chaque point de la premiére par rapport auz points focaux
de la drotte correspondante.

Réciproquement, si deux réseaux conjugués, tracés par les déve-
loppables de la congruence divisent harmoniquement les segments
focauz, ces deux réseaux ont leurs inyariants ponctuels égauz.

Reprenons rapidement la démonstration en vue de la suite.
Solent 2y, Yy, 21, by €t Ty, Yo, Zs, Iy les coordonnées homogeénes des
points focaux F, et Iy d’'une droite (D) appartenant a une con-
gruence dont les développables ont pour paramétres u et ¢. Ces
coordonnées vérifient d’abord des relations de la forme

0 dz,
7)%‘:.‘*1(1'1*“-”2), 0_:‘—:&'-2(‘732—“'1)-

Nous supposerons que ¢; = I, = 1. Les coordonnées d’un point
quelconque de la droite seront

x = xy+ hay, y:y1+7\y2, 7 = 25,4+ Az, t =t + Aty

Cherchons & déterminer A de maniére que z, v, z, ¢ soient solu-
tions d’une méme équation de la forme
029 a4 a9

———ouo’(‘:(l@—é-*—' b{T‘;—*—CQ«
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Le procédé ordinaire donne les quatre conditions

o(5) 40
o 0 (hs)
N
’n o
duor %ou T 1’53 +e(r1),

pour déterminer a, b, ¢ et A,
L’élimination de a, b, c donne, pour définir A, la condition

(%)
d*logh  dps  dpy AJ)  0(hps)
(1) Jdu dv du o0 T ou Jdv

D’autre part, I’égalité des invariants s’exprime par

d%log? o O

du d¢ r Ju ~ adv

(2) == 0.
Dans le cas des invariants égaux, on pourra donc remplacer
I'équation (1) par la combinaison

(3) d(()%)_,:d()\#z).

3
uu

Les solutions A communes aux équations (2) et (3) feront con-
naitre les réseaux & invariant: ponctuels égaux tracés par les
développables de la congruence des droites (D).

Or on arrive également a I’équation (3) en écrivant que ’équa-
tion (1) est vérifiée par deux valeurs de A égales et de signes con-
traires, d’ou résultent les mémes valeurs de @ et b. Donc I’égalité
des invariants équivaut a l'association de deux réseaux divisant
harmoniquement le segment des points focaux de la droite (D),
tous deux ayant ce méme caractére des invarants.

Comme une surface isothermique constitue un pareil réseau,
il en sera de méme du lieu des centres des sphéres harmoniques.
Et réciproquement si les centres des sphéres harmoniques décrivent
un réseau conjugué correspondant aux lignes de courbure de la
surlace proposée, celle-ci est isothermique,
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26. Soit 4, une solution commune aux équations (2) et (3).
On peut se demander s’il en existe une autre A différente de — A,.
Or, d’aprés (2), on devra avoir

d*logk _ 0%logh,
Jdudey = Ouor

U
) )\:—vlo.

Puis, d’aprés (3), on pourra poser

Tout se réduit & la condition d’intégrabilité
9 (VY 99\ __ 9 (U 990\,
ov\U 9u /) 0u\V 0v
Ecartons la solution %=—1. Si la fonection U était seule

variable, on pourrait prendre V = 1, d’ou

7
%):\/-IVT;U?’ ‘Po:\‘]—l‘zi—m‘i-Ui:Ua"i‘ U,V,.
Si cette forme est réalisée par ,, on aura une infinité de solu-
tions dépendant d’un paramétre, car U, ou V; ne sera connu qu’a
un facteur constant prés.
Si U et V sont variables, et si Pon pose X = U2 Y = V2 on
tombe sur I’équation

: 1 1 029, d9o 99y _
E<—~>——-2->a Z(X—X)mﬁ-a—x‘—ﬁ—o.

Tout systéme de fonctions X et Y qui vérifie cette condition en
fait connaitre une infinité d’autres, puisqu’on peut leur ajouter
une méme constante arbitraire.

En dehors de ces deux cas, les deux réseaux harmoniques I'un
a autre donneront les deux seules solutions du probléme.

27. Dans Pétude des systémes cycliques déduits des réseaux

THI S LIBIT 7
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harmoniques, nous ferons apparaitre plus directement les élé-
ments nouveaux que nous avons en vue, en donnant une forme
particuliére aux résultats, d’ailleurs conlormes aux formules
usuelles, que nous établirons a4 'aide du triedre de M. Darboux.

Considérons d’abord une surface quelconque rapportée a ses

lignes de courbure
ds*—= A? du®+ B2 dv®.

En reprenant les notations du n° 2, nous écrirons, dans tout ce
qui suit, pour la représentation sphérique.

do*= M? du?+ N2 dv?,

et nous poserons toujours

=

P_r()A_r()M 10B__ 1 oN
u

Bov - N’ 9T KouTMou

Nous retrouvons immédiatement la détermination des réseaux
de Dupin en appliquant les formules du n° 25. Prenons sur la nor-
male en M & la surface donnée le segment MS = [. Si nous voulons
que le point S décrive un réseau en question, il faudra prendre
IR,

[—R,

_ 1 IR, . 1 JR, .
MER—Rou’  PTR-R o0

>~

L’équation (1) que doit vérifier A se réduit a

( ol > ol
0 Ju 0 dv
(4) 9 \TI—T, —E)Z<z—uz>

et définira tous les systémes cycliques dont les cercles sont nor-
maux a la surface proposée.
On peut la remplacer par le systéme

ol al
du__ 106 ¥ _ 198
(—R, 0 ou {—R, 6o

f étant une certaine fonction de w et de ¢ qui, pour 'intégrabilité



]
de [, devra étre solution de I’équation de Laplace

026 1 OM 9% 1 oN 94

dude — M Ov ou N Ju 9
la méme que celle qui est relative & la représentation sphérique.

e
. g A N .
Enfin, si 'on pose [ = 7, le méme systéme devient

Jdo 09 Jdo I a9

du = Mo e T Regy

Jdu

la condition d’intégrabilité pour & étant toujours la méme. On
constate ainsi que ’on peut, en partant d’une solution quelconque,
ajouter a O une constante arbitraire sans modifier la fonction o.
On vérifiera plus loin qu’on obtient de la sorte toutes les solutions
relatives au méme systéme cyclique.

28. Attachons maintenant a la surface le triedre mobile relatif
a ses lignes de courbure. Par rapport a ce triédre, le point S (o, o, 1)
aura comme composantes de sa vitesse, suivant que l'on fera
varier u ou ¢,

al
Yoy ).

<A—Mz,o,"—l> et (o, B— N/
Jdu

Le plan tangent au réseau (S) aura donc pour équation, dans le
méme systéme,
z=px+qgy+1
avec
ol 9L
ou 1 006 v r 09

A_M. Mo TTB=-NITNoo

S

N

~

Soit N le point de contact de la sphére (S) avec la seconde nappe.
Un point quelconque de la droite MN aura des coordonnées de la
forme A p, A g, et —A. En particulier, pour le point N lui-méme.

2l

PR LA
P

Les projections de la vitesse du point quelconque, relativement aux
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variations de u et ¢ seront

Xo=20P) Ly pgy+A, Xo=202) 50,

du dv

Y= 209 _5pp, Y= 209 5N+ 0Qp)+B,
du dv

L0 L

L,L_-—- 5[—2 —|—)\MP, l,«,——— % —r)\Nq.

Soient Ay et Ayles valeurs de A qui définissent les points focaux Iy
et Fy de la droite MN. Si nous exprimons que le premier décrit une

courbe tangente & MN lorsque n varie, nous trouvons les deux con-
ditions
dgq ) .
(du t /7> =—Mp.

La comparaison des deux derniers membres donne

dp \)
<dz —|-’\/I—i—]?q+1

(3) % —p(P—Mg)=o0 ou Y,+glu=0

condition indépendante de A;, qui met en évidence un premier
plan focal de la droite MN, mené par la tangente & la ligne (»)
de la surfacc (M) perpendiculairement au plan tangent au ré-



— 83 —

seau (S). La comparaison des membres extrémes donne alors

A op

h T e

(6) + MO+ p?) + Pg.

De méme, avec la condition
ap . - .
(7) 5¢ —9(Q—=Np)=o0 ou  Xy+pZ=o,

le second point focal Fy sera défini par

B ag .

I est évident que les conditions (5) et (7) sont remplies d’elles-
mémes dans I’hypothése d’un systéme cyclique défini par la’
sphére (S). Inversement, elles entrainent I’existence de ce sys-
téme cyclique, car elles font correspondre les lignes de courbure
sur les deux nappes (M) et (N) par I'intermédiaire des dévelop-
pables de la congruence des droites MN.

S1, dans les {ormules des vitesses, on remplace les dérivées de p
et g par les expressions lirées des quatre derniéres équations, on

trouve
1 OA 1 J6 1 )

. 10} 199
=235 5 a)

\

On retrouve immédiatement un théoréme de Ribaucour, en



— 34 —

remarquant que le point de la droite MN défini par A = o a ses
vitesses paralléles & celles de M et décrit une surface dont les lignes
de courbure ont méme représentation sphérique que celles de la

surface (M).

Considérons spécialement le point N. La seconde normale SN
a pour cosinus directeurs

2p 2q Prg—r
P 1 pirgiri piAgioa

51 nous posons A = fe”, d’ou

) 1 06 dm 1 Ok 109 Ow

} du 6 du — ou’ rde  G90 00’

les relations de perpendicularité entre SN et les lignes de courbure
de la nappe (N)

2pXp+29Y,+ (p*+qg*— 1), = o, apXe+29Y, +(p*+qg*—1)2,—=o

L) = o
\ 7\‘ -

P+ +1) +2(113(5—L)=o,
r T,

donneront

(]

(pr+q° +:) +2p\<

i

c’est-a~dire

1 1 [ dw 1 { Jw
mw(i-n)=im  »GE-5)=:%

d’ou nous déduisons, pour les vitesses de N, les {ormules encore
plus simplifiées

. dn )
X,¢—<)\p+1)>d v_;\pa
dn ()w
"'_lqdz Y”—(;\q_'-q oy’
. 7 50w
/‘ll———xaﬁ, LU'——‘— E'



L’élément linéaire de la surface (N) est ainsi défini par

s | 2 (99N g L (92 g
(9) ds_l[p2<dlt> du+q2<dp ds

9 K; _ %)LA? du? + (% — ,i)z B? d«zJ.
\ hq 2

Ceci donne lieu de remarquer que, par une rotation autour d’un
axe paralléle a I'intersection des plans tangents en M et N, on peut
amener 1’élément de la surface (N) & avoir ses tangentes coor-
données paralléles & celles de la surface (M). On se rend compte
ainsl comment on peut, pour évaluer le ds% négliger une vitesse
composante dirigée suivant MN, comme s’il s’agissait de la surface
‘de Ribaucour précédemment citée.

Remarquons que le plan tangent a la surface (S) détermine

. {
sur les tangentes aux lignes de courbure de (M) les segments — »

)
et — Or, en posant, comme plus haut / = g, nous obtenons

p_ 999 g _
{ Mo’ [~

Zla
QalOJ
SIS

Done, st 'on ajoute a 6 une constante variable, 'intersection des
plans tangents en M et N sera une droite fixe, axe d’un cercle inva-
riable qui sera bien normal & toutes les surfaces (N).

29. On étudie la représentation sphérique des surfaces (M) et (N)
comme ces surfaces elles-mémes. 11 suffit de remplacer les fonc-
tions A et B par — M et — N, et de faire [ = — 1, puisque le rayon
de la sphére, compté & partir du centre, est paralléle a la direction
positive de la normale. Si m et n sont les points qui représentent M
et N, chaque point de la droite mn aura des coordonnées de la
forme w p, i g et — 1, et en particulier pour m, on aura

2

)
SrreTio U

I

Les points focaux de mn sont définis par

. N,
H‘___A_)\“—_R? Hz—*-*]—g-lz———m-
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Done, pour les vitesses d’un pomt quelconque de mn,

. 1 dp 1 0§ =\ ot ’L()p. 109>
S=er (g o= i) (- g) = (=) (G o -5 )

® du
I L B
e w du 6 ou)’

Pour le second élément linéaire sphérique

My
R NAN " 09)’ o, V(10 105\,

Cette expression étant de la lorme M7 du® 4 N} d¢?, remar-
quons que sl nous partions de la seconde nappe de ’enveloppe des
sphéres, nous pourrions conserver p, ¢ et @, en employant un
triedre symétrique du premier. Il y aurait lieu de considérer une
fonction 0, telle que

’ 9 2
do'f—.,M?(I— ﬁ—) du? + N3<| — %) i ®

_ 1 04, .1 0d6,
Nll——l-)‘-e—l' W’ hl—% ‘()—;-'
Par comparaison
|£+1_()0,_|()p 199 1 9% 1 du
Gou G,ou pod  Boe TG o pov

Comme 6 et 6; ne sont définis qu’a un facteur constant pres,
on peut supposer la relation

08, = p.



Propriétés générales d'un couple de surfaces de Christoffel.

30. Considéruns deux surfaces isothermiques

ds*—= e (du? -+ di?).

dont nous supposerons les plans tangents correspondants paral-
léles, et que, pour abréger, nous nommerons conjuguées. La repré-
sentation sphérique étant la méme pour les deux, nous n’aurons
qu’un seul systéme de valeurs des fonctions M et N. Mais il faut
observer que si les éléments des lignes (¢), par exemple, sont paral-
léles et de méme sens dans deux surfaces conjuguées, les éléments (u)
seront paralléles et de sens contraires. Nous poserons donc res-
pectivement, pour ces deux surfaces (M) et (M'),

A =B —e*, \'=—DB' =e=,

Généralement, nous désignerons par des accents tout ce qui se
rapporte & (M'). Ainsi nous aurons

M = e%*p, = e *p|, N =e%p,=—e"%p),

d’ou :
I e _ 5
gr=e%py, py=— €%ps.

Le réseau harmonique de (M) correspondra &

2 2e°%

Tt pi—0h

»

et celul de (M') &

2 2e72%

- ! 7
Py 0, P1—p2

!

avec la relation
&
V==
Nous allons établir une proposition qui sera la base de notre
étude. Différentions les formules précédentes :

'),dl__(lﬂ (ﬁ;_z

2 ou " du + o’

20l L [de  do, da’| _ do, dp,
E Ju ——8“[51—1 v +?(P1~Pz)a‘l“,]——em(317 - 5;)

TIPS TEBIL 8
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On trouve ainsi
e Jdl _ e* gl

& 0w 17 du”
On aurait de méme, en différentiant par rapport a ¢

=9l ex gl

oo T o

Or, pour la premiére surface,

1 2{ 9 ol
p= [I du _ ! Jdu -t /‘ll"“‘())’l"
a(—n) BTF
10 2 dl
g= l]dv _ ! odv =% — geaz_{,

Pour la seconde surface,

1ot 2 90
p= U du _ /Z’ du,/ e ée—a‘—’ﬂ,
e—¢% (% —_ P’l> P2 -2 / Ju
1 ol 2 ol
Q’: I 9y _ ’[l ()b’ ot ée""'d—l’-
(;—a(_;? —-p;) PP l J

Par suite des remarques primitives, on constate que

!

P=p  ¢=q.

Les fonctions p et q sont communes & deux surfaces conjuguées
de Christoffel.

Il en résulte immédiatement la proposition fondamentale sui-
vante : Les réseaux harmoniques relatifs a deux surfaces conjuguées
ont leurs plans tangenis paralléles. En méme temps, les surfaces
qut constituent les autres nappes des enveloppes des sphéres harmo-
niques ont ausst leurs plans tangents paralléles. Nous avons déja



la une proposition analogue au théoréme de Christoffel, mais
celui-c1 va recevoir encore une généralisation.

31. Appliquons les formules précédentes au calcul de la fone-
tion 0. Elles donnent, pour la surface (M),

P19 d o L 0¢
A A 7€ 7 o0
ou

2 9! > ()l

et de méme, pour la surface (M),

2 gl 2 ol

On déduit de 1A

/ A
199 :M,,:_(LQ.+10_>,

99 Ny (100 .d_l,>
9 du { Jdu " Ju dv T=—\7 + ?

{ Os ! e

ce qui permet de prendre

i

log (M2—N%),  g=+ Liog(M2—N?)

M d °© Nogv °
On tire ausst des mémes formules

1 dL 1 ol 1 0l 1 ol

Ne=im— o MI=ig 760
0! 0L

P=N ou 87’ T= M av 057

Les vitesses des centres S et S’ des deux sphéres harmoniques
donnent les éléments linéaires des réseaux harmoniques:

— N\2
st = H e (du?+di?) + dl,
ds'? 81[ = ::I; e (dut + dv*) + dl’.

Nous sommes amenés & introduire la fonction B de u et de ¢
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définie par

M—N
8__
(x0) ¢ M+ N

e%,

que nous retrouverons souvent. Elle permet d’écrire, pour ces
deux réseaux,

ds*= e*B(du* + dv*) + di?, ds'? = e~2B(dud + dv?) + dl’.

Enfin,
al pl M—N M—N
—_——— p— —_ — _— —_— 8
Ju > (M —N) an+Pz PM—I—Nea pev.
De méme,
ol ow or
‘—j—‘;_qeﬁ, Su——Pe 8, gr ——1¢ 8,

ds* = e*P [du®+ dvl+ (pdu — q de)?],
ds" = eB[dn® + dv? + (p du + g dv)*].

Par comparaison

ds>+ 2 pqeb dudy = e*B| ds'>— 2 pg e~*B du dv].

Les réseauz (S) et (S') sont divisés par les lignes coordonnées en
parallélogrammes infiniment petits semblables, mavs non semblable-
ment disposés. Les angles correspondants sont supplémentaires,
et siles éléments (¢) sont paralléles et de méme sens, les éléments ()
sont paralléles et de sens contraires.

32. Nous pouvons maintenant donner au théoréme de Chris-
toffel 'extension annoncée. L’expression 6§ = M2 — N2 ne dépen-
dant que de la représentation sphérique, convient pour les deux
systémes cycliques harmonigues provenant des deux surfaces
isothermiques conjuguées. Dans chacun de ces deux systémes,
toute autre surface orthogonale aux mémes cercles sera une enve-
loppe de sphéres obtenue en ajoutant & 6 une constante a, qui sera
le paramétre de cette surface. D’aprés les formules générales

1 98 (___ld_@
P =% du’ 7= N5 90’
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tous les couples de surfaces qui auront méme paramétre dans les deux
systemes auront leurs plans tangents paralléles.

33. On peut déduire des formules

dl=—eb(pdu— qdv), Al = — e=8(p du + g dv),
une nouvelle méthode de recherche des surfaces isothermiques.
On voit d’abord immédiatement que 1’élément linéaire
ds?=dldl' = p*du® — ¢* dv*

convient & un réseau plan orthogonal dont les lignes de longueur
nulle ont pour parameétres et . La connaissance de ce réseau

permet de retrouver la surface isothermique par de simples qua-
dratures. Les conditions d’intégrabilité pour [ et I' donnent

9 __1op  OB__ 199
ou— " ¢ o’ dv ~  pou

La fonction B, pour étre intégrable, n’exige que la condition
_‘i(l ‘_’£>_i(1 "_‘7> —o
dv \q dv dul\p ou)

exprimant justement que le réseau orthogonal d’ou 'on est parti
a une courbure totale nulle.

On a ensuite, aprés avoir calculé ! et 7,

l__:PIi+PI2 ____ezapi—pz._:emM_N — e%+B .

U 01+ P2 p1—+ P2 M+ N
P l—l,e—ﬁ.

On connait donc les ds? du couple de surfaces isothermiques
conjuguées, bien déterminé, qui se rattache au réseau plan.
Il en est de méme de celui de la représentation sphérique, qui
peut prendre plusieurs formes.
D’abord les deux relations
M—N_ ,

- T 4
m—e m, “[2—N2-——-l—l7



permettent de prendre

VMt N=-2e?, VMe=N=-—e¢?,

Vit

Nous avons d’autres expressions. Il résulte de formules anté-
rieures que

1 /1 0l 1 ol 1 /10! 1ol
"——;(752“7%)’ N:—a(ia—ﬁm—v)’
ce qui peut s’écrire
e e B i eB B
V=7+7> N=—7+7

Nous avons vu que ces formules équivalalent aussi bien &
1/1 0 1 ol -1 /1 9l 1ol
"—;(755"737)’ N-;(mrma)‘
Si 'on tient compte des relations

awor_ . alal_
Ju du P avop I

on aura encore

L (=gl .
_(i)_ \I_—1)<E+F£ ) 1\—-q l,d_l'_l—ld_l’
du Jdu a¢ av

Enfin, en combinant avec

—;—, = e°‘+ﬁ,

on pourra encore prendre, a volonté,

et erpeB  er %

( M= 7 - 7 :7—1——0,

I

2) N e*—eb e tqge B ex e
N =7 =77
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Les inverses des rayons de courbure des deux surfaces isother-

miques ont pour expressions

I e—2% , 2% I

(13) A A A
I

1 e—‘Za , e 1

PEIT T BT T

On vérifie bien les relations harmoniques

2 , , 2
pi+pr=7p Py o=

34. Tous ces calculs si simples peuvent provisoirement s’effectuer
sur deux fonctions p et ¢ provenant d’un réseau plan orthogonal
quelconque. Il est dés lors naturel de chercher quel peut étre le
caractére d’un réseau plan qui permette d’en déduire les ds® d’un

couple de surfaces isothermiques.

Comme 1l ne s’agit que de réaliser des lignes de courbure, essayons
directement si le ds® provisoire peut vérifier les trois formules

fondamentales de Codazzi. On a d’abord

1 e doy 10l el 2
=TT 0 T T Eae T 1T o T
avee
e gl e 2 odl 10l
BN Py PR A Pl F R P
Il reste
dor 2, da Jdo
o0 T T T e gy
On trouve de méme
l)log . do’

ou (‘D'_‘D?)(W'

Il en résulte donc que les deux premiéres formules de Codazzi

sont vérifiées d’elles-mémes.
Il reste 'unique condition

2 2
Po 0% \IN=o,

(14) our a¢?
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dans laquelle réside le caractére des réseaux plans conduisant aux
surfaces isothermiques les plus générales, réserve faite pour les
seules surfaces & courbure moyenne constante, pour lesquelles

p:q:o.

II est clair que Pon pourra obtenir des solutions particuhéres,
se rattachant a des réseaux plans qui auraient a priort un carac-
tére spécial. Ce n’est que dans ces conditions que ’on peut se pro-
poser de trouver 1a une nouvelle méthode de recherche.

35. Considérons, par exemple, le cas ol p est une fonction de u

> p b I

. g o s 1el s
et ¢ une fonction de ¢. Alors d—f = 5, = 0 et B se réduit & une
constante que ’on peut supposer nulle. Car si I’on ajoute générale-
ment & B une constante arbitraire, on passe & de nouvelles sur-
faces semblables aux premiéres.
Posons donc
r=U, q=V,

d’ou
U—-V
=V— = 7 = U2 — V2 = = = ——
I=V_—-1, l (U+YV), =0 — V2, e* I 0+ V
o 'l U+Vy_ 2U
PX—V_U<+U_V - (U_V)?’
I 4 UC+V\ 2’V
PZ_V—U\"—U—V = U=y
2 U 2V
o V=g N=pow
On a ensuite
%__ 20'V’ do 2 CV/
du — V¥ o T VY
da 20"V 4UVU"2 Qo 20V” 4UVV'?
our — TP VE T (0T V2’ et T T Ve (0P VE)Y
d’ou la condition
2(U”V-—UV”) _ AUV(Ulz‘_l__ Vlé) AUV -
U:_ Ve (Uz__V2)~z - (Uz_Vz)e_O’

(U’——V”)(%——}\Z,—>—2(U”+V’ﬂ+l):o.

L’intégration de cette équation fonctionnelle, suivant le procédé



déya employé, donne
U2=aU*+ 6U*~— cos?c, V2=—aV*— bV?—ssin’c,
a, b, c étant des constantes arbitraires.
Aprés Pintroduction des fonctions elliptiques, les éléments

linéaires des surfaces isothermiques correspondantes prendront
les formes

., (UxV) dg? dav?
ds* = : - .
(U= V)| aU*+ U~ cos®’c  aV*+ bV2+sinic

On voit qu’on passe de 'une & autre en changeant V en — V.
Pour la représentation sphérique commune
4 '
do?— Vi (U2 du®+ V2 de?).
La sphére est donc isothermique.
Plus généralement, on peut former I’équation fonctionnelle dont

dépendent les surfaces isothermiques pour lesquelles le réseau plan
correspondant est isotherme.

Posons .
p=Uze, g="VY'er,
d’out
9B _ U B_ Uy
du V' gy’ av — V' ou’

dl = r+B(dV — dU),  dli'=— er-B(dU + dV).

Les conditions d’intégrabilité donnent directement les formes des
fonctions y == f. Mais il suffit de remarquer que I’on peut poser

7=/U=V),  =gU+V),

d’ou immédiatement

al
Yy 2 £ 2 !
ee{i—ﬁi-——gf, e?a.——l_e—zf}~ i’
_ g T q Y - 1
a9 fg ¢ S

du
M= fe*+ ge %, N=fe*— ge ¥,

2 012 __ o2 f12
VNN = f2e%— g2e 2 fg____g_[__,

THESE LEBLL 9
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On obtient ainsi ’équation demandée

(]3) 2f2g,i/‘/_g!g2f,2 ___(UIV_VII)uf_.:_
0"” f” I ol 1

vl (£)- (6]

AR R AV $ ) °
Elle dépend des quatre fonctions inconnues U (u), V (¢). f (U—YV)
et g (U -+ V), et semble treés difficile a intégrer complétement. Elle
admet a priori les solutions de la précédente, et ’on s’assure qu’il
n’y a que ce moyen de prendre pour I et = I’ une méme puis-
sance de U— V et U -+ V. Cependant, si ’on prend, comme plus

haut
’ [=V—U, [l=—(0+V),

on a une seconde solution, en prenant pour U et V des fonctions

linéaires telles que
U2+~ V24 71=0.

La représentation sphérique est encore isothermique.

f”

La forme de I’équation suggére encore 'idée de réaliser pour 7

v
et £, des valeurs constantes et alors forcément égales en valeur

absolue. Si 'on prend, par exemple,

J=ext-Y), g = ex L)

a désignant une -constante quelconque, le premier membre de
Péquation se réduit a4 2 a V. De sorte que si V est une fonction
linéaire, U sera une fonction arbitraire. On obtient ainsi tous les
coOnes.

Enfin, on va constater que la cyclide de Dupin se rattache a
la classe actuelle, et fournit une autre solution de I’équation fonec-
tionnelle. Prenons I’élément linéaire sous la forme

do= )

L =p emu 4 q emmu L p \;‘:pl em'v 4 ql e~"mY 4 ',

avec
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On a vu que la cyclide est caractérisée par

1 0
e 2 =4 — ——-) ncipg 4+ m'2p'qg').
(r—1") 4<mz+m,2 (m?pq rq')
Alors, en posant

mir +m'?y’

K—ﬁ,
m*+=m:*
on pourra prendre
e Y v srmpeeers A Sl
\I:t\/nzz—T—/n’zl —’ N:-—l\/l7z2_|_,nzr_:_\_’
d’ou
N gy K
)—-; 16 I 2L L’
PENG o i UEY K
- _.]_ 0_0 —_— of \/ l
TTNoo T e UV K
La relation
p__ VY
gV

'montre que le réseau plan cst bien isotherue.
Les expressions des rayons de courbure donnent

2 1 Ve L(l VY

| = ——— ’ —_—
ym? 4 ' L+ V—2K Vmi—m':

Il suflit de changer le signe de V pour retrouver la forme primi-
tive des fonctions f et g. La seconde est linéaire, et la premiére est
I'inverse d’une fonction linéaire.

Réciproquement, ces formes caractérisent la cyclide de Dupin.
Car, en altérant U et V d’une méme constante, on peut toujours
poser

:a(U-|—-\ +c), (g:‘L'— !

/= IT U=V

o~} ~

La relation

% —

ol
ST T ab(U =V

indique déja que I'on a affaire & une des surfaces considérées au
n°® 13. Pour déterminer les fonctions U et V, substituons dans
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Péquation (15) aprés y avoir changé V en — V,

a N b S S
pC vt V==V e — ey =

af4UV +2¢(U+ V) + 2]+ b[U2+ V22— (T —V)(U"— V") ]=o.

On peut éerire
Gal N = b(ULV VU = 2ac(T 4+ V) —ac— b(L24\"2— LU — \ V7).

Le second membre étant la somme d’une [onction de u et d’une
fonction de ¢, il doit en étre de méme du premier, ce qui donne la
condition

) 186G 2
4aU' V' = b(L'V"+ V'U")=o0 ou 4a+b<t:,—+—\.—,>:0.

m in

Chacun des rapports {; et g7 étant constant, on a les formes
L =p emu q e—me r, \Y :p' em'v+ q e- m’v+ ,-’.

Par substitution directe, et aprés élimination de «, b, ¢, on
obtient, entre les constantes, la relation propre a la cyclide.

Premiére classe de surfaces isothermiques déduites du systéme cyclique
harmonique.

36. La seconde nappe de I’enveloppe des sphéres harmoniques
n’étant pas isothermique, réserve faite pour le cas, que nous consi-
dérerons, ou elle se réduit 4 une sphére, cherchons si, parmi les
surfaces orthogonales a notre congruence de cercles, 1l peut exister
d’autres surfaces isothermiques se rattachant a la proposée avec
similitude des infiniment petits ou correspondance des lignes de
longueur nulle. L’élément linéaire est donné généralement par

e[ 42V i (22
dé_l[pﬁ(du> du_‘—qg(\dv de® |,

d’ou la condition d’isothermie

0w

i()_“’:i .
p Jdu q ¢

(Rl
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Pour interpréter le double signe, remarquons que 'on a

L oo 1 ] {ow . j 1
pa=Gn) sw=mGo)

Si la surface initiale est isothermique avec A = B, le signe -
donne A; = %,. La droite MN passe par un point fixe avec lequel
sont confondus ses deux points focaux. Les deux surfaces (M)
et (N) sont inverses par rapport a ce point. Avec le signe —, nous
avons

Lo
nn T

10
~) N

Les points [ocaux de la droite MN sont conjugués harmoniques
par rapport & M et N. Ces conclusions sont conformes au théoréme
de M. Cosserat. Le premier cas étant réservé pour la suite, nous
examinerons d’abord la seconde hypothése, qui correspond a

1 dw 1 0w
_— e - —
podu q oy

Considérons chaque surface orthogonale aux cercles du systéme
cyclique comme la seconde nappe de 'enveloppe d’une sphére de
rayon | et de paramétre a, qui sera relative a la fonction

0= WM:— N2+ .

I lui correspondra, dans le systéme cyclique conjugué, une sphére
de rayon I'. Nous poserons, pour les sphéres harmoniques de para-
métre nul,

2 2 ¢ . P 2e%
T o4 MEN l"’:p’,—t—p’z:\l—N’
§,— W2~ N2,

g==1{9, =2 (M — N) %, g =Uh,=2(M +N)e >

0-

Pour la sphére de paramétre a,

2 (M —N)e*
V=N da’

, (M +N)e*

= R E e
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On peut écrire

e* a e * a
2T~\]+N+m’ ZT—“—N*—\—]—_-}—_R
ou cncore
2 2 ly 2 2 &
TNy T ey

On remarque que si ! et I, sonl deux valeurs de I qui corres-
pondent a deux valeurs de a égales et de signes contraires, on a

L2
L

o~ =

Donc les centres de deux sphéres de paramétres == a, tangentes en
un méme pornt M de la premiére surface tsothermique, sont conjugués
harmoniques par rapport & M et au centre S de la sphére harmonique.
Les surfaces correspondantes déterminent sur chaque cercle du sys-
téme cyclique un couple de points appartenant & Uinvolution dont
les points doubles sont sur la sphére harmonique.

37. Nous pouvons maintenant traduire directement la relation
1 + _
) -7
cn nous repoiiant aux résultats du n° 28. On va constater qu’on

est conduit ainsi & un caractére remarquable de la surface isother-
mique initiale.

Multiplions les deux membres par — €% cn remarquant que
e* e* [ . a P g0
R 27?“"("+3+\|~—N> 2
I vient
ap  dyq . ,
o0+ Je = M (14 p2) 4+ N+ ¢?)

\

5 . ;/ ) . « PP gt
+Pp+Qq \\l-mﬁ-“__\) .



—_ M —

(()I)+Q)\\ ( +Pq>

— 2 : a Prgia
(Mq? +1\/})+<\l+1\+“_3> 2 = o,

ou

| 9 J
“['{ﬁ(pﬂ)ﬁ—%(qe“)]
--(“92+N1)3)‘*-<\I+N+ N)p t’l_i' -
S1 I'on ob<erve que
oM ON oV N

EALINNE ‘U BUALNINCA
du du _ du du 1 ON 0 . o
M- N) — V=N T o = an o8[O+ N) e,

\

on pourra écrire
WAl ON
2(M —N)e* Wour ~Naw 0

PE=E NN NNy = g 108TOT =Ny et
0° ol
()u(pe“)——ld 2!0,,[(\[—\1)(“]—-}-—0 pe*
0 . — (M—N)*
d 5 log[(M — ) e*] 4+ - m—)—p e*,
De méme
0 0 e a+ (M—N)*
%(qc“)—_-lﬁlog[(M—l\)e ]+‘—ﬁ;—l\—7)lq'e .
La relation devient
2(M —N) 00 —~N2—a
TRy [Alog (M — N) — WINT k——-——-(“__N) — o
ou enfin
(M - Ny — a2
(16) Alog(\f V)+W_- (8

Pour la surface conjuguée, la condition serait

(M +~N)—a?

== 0.
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On constate que ces deux relations ne font interveniv que la
représentation sphérique des deux surfaces isotheirmiques primi-
tives. Elles s’interprétent trés simplement, car chacune d’elles
exprime que :

L’une des surfaces

st (=N -2 Ny L(M=N @\ e
CS..{ _L—t—“i_N)(u—&—T'(,_L—TI-t—N)-‘

rapportée a ses lignes de courbure, a une courbure totale constante et
égale a 1.

38. Les surlaces isothermiques douées du caractére que nous
venons d’établir, donnent lieu & des ensembles qui ont de curieuses
propriétés harmoniques.

D’abord, les [onctions M et N étant données el convenables par
hvpothése, la relation (16), par exemple, ne peut étre vérifiée que
par une seule valeur de la constante «? mais alors elle I'est par
deux valeurs de a égales et de signes contraires. Donc :

St, parmu les surfaces normales aux cercles d’un systéme cyclique
harmonique, il y a plus d’une surface isothermique, il y en a exacte-
ment trous.

La conclusion ne s’applique pas aux surfaces qui se corres-
pondent par inversion. Ce cas a été réservé pour étre étudié plus
loin.

A remarquer que les deux surfaces & courbure toiale constantc, qui
se rattachent aux deux surfaces isothermiques de paramétres = a,
sont applicables sur deux sphéres qui représenient un couple appli-
cable d’Ossvan-Bonnet.

L’ensemble des trois surfaces isothermiques de paramétres
(0, @, -— a) forme un groupe symétrique, qui peut étre défini de
trois maniéres & I’aide de sphéres harmoniques. Considérons, sur
un cercle de la congruence, les points M, M;, M, qui proviennent
de ces trois surfaces. D’aprés une remarque antérieure, les para-
metres des deux derniéres étant égaux et de signes contraires, la
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sphére harmonique (S) de la premiére passera par le point N,
conjugué harmonique de M par rapport & M; et M,. Ge point N
engendrera la seconde nappe de I'enveloppe de cette sphére (3).
Prenons le conjugué N; de M; par rapport a M ct M,. D’apreés le

Fig. 2.

théoréme de Ribaucour, le rapport anharmonique des quatre
points étant constant, le point N, décrira une autre surface ortho-
gonale aux mémes cercles. Il en sera de méme du conjugué N,
de M, par rapport a M et M;. I1s’agit de montrer que les sphéres (S,)
et (S,) orthogonales au cercle considéré, respectivement cn M,
et Ny, puis M, et N,, sont les sphéres harmoniques des surfaces
1sothermiques (M;) et (M,).

D’une maniére générale, nous allons établir la proposition sui-
vante :

St les cercles (C) d’une congruence sont normaux ¢ trois surfaces

THESE LTBIT, w
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isothermiques, les trois systémes cycliques harmoniques de celles-ct
coincident avec celur qui est défint par les premiers cercles.

Soient M, M;, M, les points ol un cercle (C) est rencontré par
les trois surfaces isothermiques. Nous leur associerons les points N,
Ny, N, définis comme précédemment, et nous aurons six points
déciivant des surfaces orthogonales aux mémes cercles. Consi-
dérons, par cxemple, les surlaces (M) et (N) qui constitueront les
deux nappes de 'enveloppe d’une sphére (S) de rayon [,. La sur-
face (N) dérivera d’une fonction 8, avec un parameétre nul, et nous
allons chercher le paraméire a de 'une dgs autres surfaces isother-
miques, en reprenant les derniers calculs, mais avec une autre
notation. Sans supposer aucun rapport entre [, et les rayons de
courbure principaux de (M), on pourra définir la surface (a) comme
enveloppe d’une sphére de rayon I, donnant toujours lieu & la rela-

tion

(0 G =es| o pe) - g e e NG ),

Or, avec les notations du n© 28,

e 08 RO 107 _ dlogs
PO=NM69u G ou oou | du
d(pe*) ,0%logo o1 0l 0*loga s oal e
du = o P "“7 ow "o e \7-‘ M>’
dge*) ,0*logo s oaf € .
do =l o 1 (“(T \>

I’¢équation prend ainsi la {orme

2% e
o — (M +N)T —Alogoe=o

2%

vy
f; (Bo+a)— (M i N)% (0y+ a) — Aloga = o.

Elle est du deuxiéme degré en a, et par hypothése elle doit bien
étre vérifiée par deux valeurs constantes de a qui sont les para-
métres des surfaces (M,) et (M,). Mais comme les points M; et M,
sont conjugués par rapport & M et N, les deux racines a sont égales



et de signes contraires. Done

b
oo — (M4 \)=o, — =0+ 0,
g 4y ' '

La sphére (5) est donc bien harmonique pour la surface (M), et
I'on a des résultats analogues pour (M;) et (M,).

Remarquons sur la figure précédente que, d’aprés une propriété
d’un cercle inscrit & un triangle, les trois sphéres harmoniques (S,),
(Sy), (S3), orthogonales au cercle (C), ont leurs centres en ligne
droite et ont un cercle commun, c’est-a-dive appartiennent d un
méme faisceau. Ce cercle (C;) a son plan orthogonal a celui du
cercle (C), et 'intersection des deux plans est un diamétre commun,
divisé harmoniquement par les deux cercles.

Enfin nous rapprocherons de nos six surfaces celles qui leur
correspondent par rayons paralléles dans les trois systémes cycliques
conjugués. On a ainsi un ensemble de vingt-quatre surfaces, dont
six 1sothermiques, admettant six représentations sphériques, qui
déterminent, pour chaque systéme de valeurs de u et ¢, trois divi-
sions harmoniques sur un grand cercle de la sphére, et méme six
comme on le constatera plus loin.

39. 1l semble bien difficile de déterminer toutes les surfaces
pourvues du caractére harmonique, que nous venons de signaler,
et que nous appellerons, pour abréger, surfaces (H). Elles paraissent
former une classe trés étendue, comprenant comme variétés sin-
guliéres les surfaces de M. Thybaut, qui dépendent de deux fonc-
tions arbitraires, et les inverses des surfaces & courbure moyenne
constante. Nous ajouterons un exemple particulier ne présentant
pas les mémes singularités.

On peut ramener le probléme général a la vecherche des solu-
tions communes & certaines équations aux dérivées partielles du
second ordre. Nous avons vu qu’a Loute surface (H), on peui
associer une surface & courbure totale constante. Inversement,
cherchons s1, d’une surface a courbure totale constante, on peut
déduire une suiface (H).
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Soit 0 une intégrale connue de I’équation

d? 0 02 6 g

— + 5 +shfchf=o

dr T g '
les variables ayant été choisies de maniére que 'on ait a = 1.
Nous poserons, en désignant par 8’ une autre fonction de uct de ¢,

M—\=¢, Mo+ \N=eéb,
d’ou
eV + el e — ¢t

) N=—)
2 2

M=

el nous chercherons a déterminer 0’ de maniére que I’élément
linéaire

do®* = Wrdu*+ \*dv?
convienne a une sphére de rayon 1, représentant la surlace iso-

thermique
ds*==e**(du?+ di *).

Pour cela, 1l faut que I'on puisse avoir

do 1 9\ de 1 9M *a | 0o

Mo’ o Nde o + W =o.

Introduisons la fonction auxiliaire @ = 0 4+ (’. Les deux pre-
miéres conditions deviennent

,d§’ J6 /0w 099 99 Jw
P e (f Ay B —
da. _~ Odu du du Jdu du _ du d0
du - e{J 4 ef) - eb)—-'.'_|_ (/)f) - 1+ e?e“ W ()u’
da v dv dv 0o dy dv 29
de e — b - ew—0__ ¢l — [ — o Jdv

Pour que ces formules solent intégrables, on doit pouvoir poser

)
oy

ow ey 09
(18) —— (1 +¢ “’)d—u——O,

, do
2wy LY
o +a—eme) =0

et Pon aura « par la formule

g=— (0 -+0)



L

La fonction ¢ sera assujettie & la double condition de satisfaire
4 une condition d’intégrabilité, et de vérifier équation de cour-
bure
¢  0'0 920 exw-h_ g0
ov? du®  Ov? 4

(19> J 3 T =0

ou, en tenant compte de I’équation initiale qui définit 0,
2, d%0 e—20__ p2(w-0)
(20) 5 + 5+ + ——— =o.

4

Les équations (18) peuvent s’écrire

d(w+9) .__(I,zO—wgff., d——————(‘w_‘—?):ew“”—dg

du _ du dy 0

ou encore

() 9 () ¥ () () ¥
E(@“’*‘?):—e”%, m(e‘*““?):e?e (()Lv)’

d’ou la condition d’intégrabilité

9*(e?) | 96 0(e?) 99 9(¢¥) _

(21) du 0¢ +% du +du v

A chaque intégrale de cette équation & invariants égaux cor-
respond une fonction o, déterminée & ’aide d’une quadrature.
Mais il faut que les trois fonctions 9, 9, v, ainsi obtenues, vérifient
Iéquation

(22) ¢ J*e e

- — PR — p2W —
o '_dv?+ A (1—e™)=o.

L’élément linéaire de la surface (H) est alors donné par

ds* = e=29+0) (du? 4- dy?).

40. Les calculs, dans le cas général, sont trop compliqués pour
qu’on puisse les poursuivre sous cette forme. Bornons-nous a des
résultats particuliers.

On a toujours la solution évidente ¢ = w = o, qui conduit a

\

§'=-—19, M = ch?¥, —=—sh’.
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On tombe sur une surface & courbure moyenne constante

ds? == e~ (du® + de?).

Ces surfaces avalent éLé réservées dans les calculs antérieurs,
a cause des valeurs constamment nulles de p et ¢. Nous éviterons
Pobjection en les transformant par inversion, ce qui mettrad’ailleurs
plus de netleté dans la solution.

Les surfaces & courbure moyenne constante s’associent deux a
deux, de maniére que chacune d’elles soit le réseau harmonique
de lautre, et le milieu du segment limité par deux points corres-
pondants décrit une surface a courbure totale constante. Dans une
inversion quelconque, les normales communes se transforment
en des cercles (C) passant par le pdle Q, et les sphéres harmoniques,
qui conservent leur caractére, sont orthogonales a ces cercles en
des points M et M, qui décrivent deux surfaces isothermiques, puis
en d’autres points N et N; engendrant deux autres surfaces nor-
males aux mémes cercles. L’inverse de la surface & courbure totale
constante est décrite par le point N, conjugué harmonique du
pole Q par rapport a M et My, sur le cercle (C). En effet, sur la
figure du cas général, M, et N, sont les deux points qui divisent

harmouniquement les deux avres MM, et NNj. Car s1 Pon considére,
sur le cercle, involution qui a pour points doubles My et Ny el
dont M et My sont des points homologues, les droites MN et M; Ny,
qui se coupent sur la droite des points doubles, déterminenl un
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autre couple de points homologues N, Ny. I’inversion conservant
les divisions harmoniques, s nous revenons au systéme des surfaces
a courbure moyenne constante, que nous ferons correspondre au
premier avec des accents, les surfaces (M)) et (N)) seront le plan
de P'infint et la surface a courbure totale constante, qui seules
peuvent réaliser les divisions harmoniques dont il s’agit. La pre-
miére correspond 4 un point unique, qui est le pdle Q, auquel se
réduira 'une des trois surfaces isothermiques (M,). Son associée (N,)
dérivera ainsi de la surface & courbure totale constante.

Réciproquement, toutes les fois que, dans 'un de nos systémes
de six surfaces, 'une des surfaces isothermiques se réduira & un
point Q, 'inversion par rapport a ce point pris comme pdle ramé-
nera & un couple de surfaces & courbure moyenne constante, les
cercles du systéme cyclique étant transformés en droites.

Cette premiére solution dépend de deuz fonctions arbitraires.

Tl est a remarquer qu’en transformant une surface minima, on
aurait cinq surfaces réduites & un point, et dérivant du plan de
Pinfini.

41. Examinons, en second lieu, le cas ou la fonction 6 ne dépen-
drait que de I'une des variables coordonnées, ¢ par exemple, et
serait déterminée par 'équation

20 o—20
G" 4 (—-e— = 0.
4
Nous aurons alors.
0%(e® J(e® e?
( ) 4 ( ) = o, ()( ) — U (,_0,
du gv du du

= (1 — V)¢, AN =T0 —V,
ct pour I’élément linéaire de la surface isothermique

ds*— (du?+ dv?).

f
(L—\)?
Nous avons discuté cette forme d’une maniére compléte dans
la premiére Partie, et nous avons conclu, avec Ossian Bonnet, que
I'une des fonctions U, V était de nature déterminée, ’autre étant
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arbitraire. Or la formule de Codazzi

1 o J a9
- =2 o jog (M — \ )= ==
01— 03 OU du du
montre que c’est g, qui ne dépendra pas de u. Nous prendrons

done
L —:p et - q (r'“’

p et ¢ étant des constantes quelconques, d’ou, d’aprés des calculs
antérieurs, (13),
pr=bpy—(V2+V72),
pr02== (L= V) (U= VI (L2 V) = VNV = Y2 fpg — L(V 4+ V)

et par soustraction

pa(pr—ga) = — (L = V) (V + V"),
pr—ps V4N dpy

t—\Y " o dy

A=V —\=

\

La fonction.0 étant connue pour une surface de révolution a
courbure totale constante, ou, s1 Uon veut, une sphére rapportéc
a des méridiens et des paralléles, on aura ainsi, pour déterminer
la fonction V, une équation différentielle du second ordre. Cette
fonction serait définie directement par une équation du quatriéme
ordre, que I'on forme immédiatement, mais qui ne présente aucun
intérét. Nous allons présenter le résultat d’une autre maniére.

D’abord, s1 'on se borne aux surfaces réelles, 'expression de g2
indique que les constantes p et ¢ auront le méme signe. En dis-
posant de P'origine de u, et en passant & une surface semblable,

on pourra prendre p = ¢ = 12: d’ott U = chu. Alors

ds®* — M,a pi=1— V2 V"7,
(chu—V)? N
Nous allons vérifier que les surfaces d’Ossian Bonnet sont
identiques aux transformées, par inversion, des cones qgelconques.
Prenons comme unité de longueur la distance du pole, pris
comme origine, au sommet du cdne qui sera situé sur Paxe des .

Les coordonnées d’un point du cdne seront

214 At y=23, s =12y,



— 81 —

o, B, v étant les cosinus directeurs d'une génératrice. D’ou, pour
I’élément linéaire du cone,

dst=d)? + 1% (da? + dB*+ dy* ) = dr* + %~ dv.

¢ étant 'angle développable du cone. Avec une puissance égale a 2,
nous aurons, pour ’élément linéaire de la surface inverse,

LU
g G(dRRrdet)  G(dN4ddety W

A 2 2 =2)2 T (2 - \
(z?+ y*+4-3?) (R4 1+ 22a)? [é<7‘+;)+“]2

. , o d A
Silon pose A = ¢*, d’ou ——)\2\ = du, il vient
du?+- do*
Pl
ds'= (chu + o)

On retrouve les surfaces d’Ossian Bonnel en posant a« =YV,
o n’étant fonction que de ¢.

On a en méme temps l'interprétation géométrique de la fonc-
tion V. La surface a deux points coniques O et O, par lesquels
passent tous les cercles (¢), transformés des génératrices du cone.
Le premier est au pdle, I’autre, inverse du sommet I du cone, est
symétrique de O par rappoit & ce point I. Les cercles faisant avec
la droite OO’ le méme angle ¢ que les génératrices correspon-
dantes du céne, nous aurons V = cos 8.

La surface est complétement définie par le lieu décrit par le
cenire du cercle dans le plan perpendiculaire en I & OO’. D’abord

le rayon vecteur issu de I est égal & cot ¢ = v Puis, s1 I'on
I —
revient au cone, 'angle polaire w, qui est I'angle dont tourne le

plan passant par OO’ et une génératrice, pourra étre défim par

s dy —vyd
tangw:;’ d’otl dw — —_—5 ﬁ/i—}-";" ﬁ,
(1— o) dwr=(B2+ y?) (dB*+ dy?) — (B dB + ydy)?

= (1—o?) (dv*— da®) — * da* = (1 — o* ) d¢?— do?,

1— Vi—\"2 o
dn?= ——————— d¢?, dow = ; ‘2\,_,

(1—\2)2

st yimr 1
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Un calcul facile donne pour la différentielle de I’arc de la courbe

dv  dw

) Jp—
d"_l—\z— 02

La surface étant aussi une cnveloppe de sphéres passant par O
et O', on peut également définir cette surface en cherchant la déf(é-
rente dans le m2me plan. On Uobtient directement, a laide de
Iexpression de py, qui est I'inverse du rayon de la sphére, et du

’ roe . ’ N I .
rayon de courbure géodésique du cercle, qui est égal & — 37+ Maus

la courbe en question se rattache aussi a la précédente, dont elle
est I'antipodaire. Les divers éléments de ces deux courbes donnent
lieu & plusieurs interprétations relatives aux fonctions V et 6.

Nous nous bornerons & celle qui suit. Comme P'inversion con-
serve le caractére du systéme cyclique, nous pouvons revenir au
cone lui-méme, identique & celul des tangentes aux cercles (¢) en
un point conique de la surface cerclée correspondante. Tout revient
4 déterminer la nature de ce céne, d’ou résulte la lot de distribu-
tion des cercles. Considérons donc un cone (K)

ds? = A (du® 4+ ds?),

pour lequel A désigne le segment de génératrice compté & partir
du sommet, d¢ Pangle de deux génératrices voisines. La repré-
sentation sphérique se réduisant & une courbe (S) tracée par le
cdne réciproque (K’) dont le sommet est au centre de la sphére,
on a M = o, et le caractére en question s’applique a la fonction
¢ = N. Remarquons que dv est I’angle de contingence pour I’élé-
ment de la courbe (S) et que N est son rayon de courbure géodé-
sique. I.’égalité
9= ch0 + shé

conduit & la définition infinitésimale suivante de la courbe (S).
La sphére de rayon égal & I'unité ayant son élément linéairc mis
sous la forme

ds?==ch?*6 du?+ sh26 d¢? (g% — 0)

peut étre divisée en rectangles infinitésimaux tels que la différence
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des carrés de deux cotés consécutifs soit constante. La somme des
mémes cdtés, pour les rectangles situés entre deux cercles (u) infini-
ment voisins, donnera les éléments successifs d’une courbure (S),
qu’ll faudra assembler de mani¢re que tous leurs angles de contin-
gence soient égaux a dy.

On observe que l'orientation du cOéne n’a aucune influence.
Donc, de toute surface cerclée répondant a la question, on pourra
déduire une infinité de surlfaces analogues, dépendant de deux
paramétres. On n’aura qu’a faire tourner autour de son sommet le
cone des tangentes en un point conique.

42. Comme dernier exemple, nous rattacherons aux groupes de
six surfaces celles qui ont ¢été étudiées par M. Thybaut dans un
intéressant Mémoire, paru dans les Annales de U Ecole Normale
en 1Qor.

La surface (N), associée & une surface isothermique (M) par
P'intermédiaire de la sphére harmonique, n’est pas normalement
isothermique. Car si le systéme cyclique harmonique conduit a
plus d’une surface isothermique, on a un groupe de six surfaces,
et (N) ne peut éire isothermique qu’en venant se confondre avec

Fig. 4.

(M,) et par suite (My). On n’a plus alors que deux surfaces isother-
niques distinctes.
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Nous allons démontrer que st deux surfaces consécutives du groupe
coincident, elles se réduvsent a une sphére. Si la surface (N) se con-
fond avec (M,) et devient isothermique, comme avec (M) il y a
correspondance des lignes de longueur nulle, et que nous réservons
Iinversion, le segment MN est divisé harmoniquement par les
points focaux F,, F,. Les centres de courbure principaux C; et Cy
de la surface (M) sont aussi conjugués harmoniques par rapport au
point M et au centre S de la sphére harmonique tangente a (M)
et (N). Les deux divisions ayant un point commun M, les droites
C; Fy et Gy Iy vont concourir en un point I avec la normale SN
de la seconde surface. Comme ce sont les caractéristiques de 'enve-
loppe du plan des deux normales SM, SN quand on fait varier u
ou ¢, la normale SN a ses deux points focaux confondus en I, et
le point N décrit une sphére de centre I.

Ceci explique pourquoi il a fallu renoncer a chercher une trans-
formation des surfaces isothermiques dans I’échange des deux
nappes de I'enveloppe des sphéres harmoniques.

43. Voici unc autre propriété caractéristique des surfaces de
M. Thybaut, et qui concerne les surfaces conjuguées de Chris-

Fig. 5.

toffel : Le réseau harmonique (S') de celles-ci est en méme temps le

réseau moyen pour la seconde nappe de U'engeloppe des sphéres har-
moniques.

Comparons les figures qui concernent les deux surfaces con-



— 88 —

juguées, et soit, sur la seconde, [’ Pintersection des caractéris-
tiques I’ € et I’ C, de 'enveloppe du plan des deux normales 5" M’
et 8’ N/, lesquelles sont paralléles a IC; et 1C,. Les deux divisions
harmoniques (MS, C; C)(M’S’, C, C,) sont scmblables avee
échange des deux premiers points; par suite, les faisceaux harmo-
niques de sommets | et I’, déterminés par ces deux divisions, ont
leurs rayons paralléles. En particulier, I’ M’ est paralléle a IN
et S’ N, et les centres de courbure principaux C/, C) de la sur-
face (N'), situés sur les deux caractéristiques, sont équidistants
de S'.

A priori, la représentation sphérique des lignes de courbure
de la surface (N') étant donnée par la spheére isothermique (N),
le réseau moyen de cette surface (N’) est conjugué, en vertu d’un
théoréme de M. Guichard. Nous venons de démontrer qu’il coin-
cide avec le réseau (S').

44. M. Thybaut, dans le Mémoire c1té, remarque que 'on peut,
par unc inversion, transformer la sphére (N) en un plan. On obtient
alors les surfaces isothermiques dont les sphéres harmoniques sont
tangentes & un plan fixe, sur lequel un systéme isotherme corres-
pond aux lignes de courbure, avec représentation conforme. Nous
mentionnerons quelques conséquences géométriques de cette
mversion.

Lorsque la surface (N) dégénére en un plan, la surface con-
juguée (N'), qui a ses normales paralleles aux siennes, dégénére
aussl en un plan paralltle au premier. I1 est visible qu’aucune con-
dition n’est & imposer & 'un de ces plans pour que la surface dont
la sphére harmonique touche ce plan soit une surface de M. Thy-
baut. Car les segments MN, M’ N’ sont divisés harmoniquement
par les points focaux de ces droites, et il y a représentation con-
forme de (M) a (N), comme de (M) a (N'). Done, quand N décrit
un plan, les deux surfaces conjuguées (M) et (M’) possédent le méme
caractére.

Nous allons établir une réciproque. Pour que la seconde nappe
de Penveloppe des sphéres harmoniques, qui a pour paramétre



a = o0, soit isothermique dans les deux systémes, nous aurons, en

appliquant les formules (16) et (16’) du n° 37, les deux relations

—\ ) .
Alog(“—\)-l-%—ﬁ:o, Alog(\l—}-\)-g-___(“"z\) =0

Elles expriment respectivement que les deux éléments linéawres

,_ (M EN\)?

ds i

(du? + de?)

conviennent a des sphéres isothermiques de rayon égal a I'unité.
Elles donnent par soustraction la combinaison

Y Y
M+ \

— M\ = — Aq, Alog<“_\ e"‘): o,

Alog M+
AB =o,

que nous interpréterons. Mais cherchons, plus généralement, dans
quels cas les deux surfaces de méme paramétre a sont isother-
miques dans les deux systémes cycliques conjugués, ce qui
s’exprime (n° 36) par

Nous pourrons poser

. do 0w 0w, 00
p_——lz(ﬁ_./z 90 q_hgv—__/z—(ﬁ-,

h et h' étant deux fonctions de u et de ¢. Pour les calculer, nous
avons les combinaisons

11 dow  dw'\ 1 /1 9V 107>_1 1 ol 1 J!
7 m—pb?“%)ﬁﬂrw—Tm iﬂrm*fm}
I 1 1/0w  Ow'\ __1/71 Ok 1 0N 1/1 0! ol
Z'~F-§<W_54—>>'—§<7EE_WW>"§<7B—V_7§»)’

qui deviennent

|

1 I M2—\24@a 1 1 Gy M2—Ntaqa
A e A A A |
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d’ou
1 M*—N*+a e 1 M—N2t-a = e*

Y S ISR T A U NPT R | SUL Sy A

On en déduit les éléments linéaires des deux surfaces isother-
miques conjuguées de paramétre a :

2 (M —1Y\)
2 p—2 2 32) — 2 2 32\ — 28 2 2
ds? = ek “(du+ de?) = AL e (du?+ de?) = eB(du+ dv?),
e ll; e (du? + dp?) = H =22 du? 4 do?) = e~ (du + do?).

Si Pon suppose que a = o, 'équation AB = o indique que la
courbure de ces deux surfaces est nulle, et qu’elles se réduisent &
deux plans.

Mais il est facile de voir qu’il n’y a pas d’autre hypothése pos-
sible. En effet, le résultat ne contient pas trace du paramétre a.
Rien ne sera donc changé si ’on passe aux deux surfaces de para-
meétre — a, qui, @ priort, jouissent des mémes propriétés. On
congoit donc qu'elles doivent coincider avec les précédentes, et
que I’on a nécessairement ¢ = 0. On a donc affaire & des surfaces

de M. Thybaut.

On peut le voir encore autrement. Dans les formules

I 1 l 0w I I !l dw
re(r-i)=sa reli-n)=; 5

nous aurons a faire

1dw 10w e
T pou g T’
d’ou
1 Lo (e | e”
Trie“<7 z'>
__ P+ _
= 7 [<\|+\+“ \>+<\r N+ g \>]e°‘
PHgii .
= e <I+\r2—\‘z>
De méme



Donec enfin

)\3

I Bg

M\ R,
=

Ceci indique que’ les deux caractéristiques principales de
I’enveloppe du plan du cercle sont paralléles, et ont par consé-
quent une direction invariable. I.e centre du cercle décrit un plan
perpendiculaire, qui est 'une des surfaces du systéme, et en méme
temps un plan de symétrie pour ces surfaces. Comme le nombre des
surfaces isothermiques est impair, il faut que deux d’entre elles
soient confondues avec le plan. On est donc bien dans le cas d’une
surface double.

Seconde classe de surfaces isothermiques.

45. En appliquant la seconde conclusion du théoréme de
M. Cosserat, nous allons maintenant examiner les couples de sur-
faces isothermiques qui constituent les deux nappes d’une enve-
loppe de sphéres harmoniques, de telle sorte que la corde des
contacts aille passer par un point fixe O. La spheére est alors ortho-
gonale & une spheére fixe de centre O, et les deux nappes, inverses
par rapport a ce point, possédent les mémes sphéres harmoniques.

Nous allons montrer que le probléme est complétement résolu
a 'aide d’une classe de surfaces que M. Darboux déduit des sur-
faces a courbure totale constante. Mais, pour cela, nous aurons
a faire un changement de variables coordonnées basé sur la con-
sidération des lignes équilatéres.

Nous avons ainsi appelé deux familles de lignes orthogonales
tracées sur une surface, et dont les tangentes sont les bissectrices
de celles des lignes de courbure. Ce sont les tangentes a I'intersec-
tion de la surface et de la sphére harmonique correspondante, et
Ion peut définir cette sphére par la double condition d’étre tan-
gente & la surface, puis de contenir le cercle osculateur de I'une
des lignes équilatéres, et par suite de 'autre.

Elle est aussi déterminée par ces deux cercles, qui auront ainsi
toujours un second point commun.
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46. Considérons les sphéres relatives a deux points voisins M,
M’ d’une ligne équilatére (L), Les centres S, S’ sont situés sur la
surface polaire de la courbe, puisque chacun d’eux se trouve sur
Paxe du cercle osculateur correspondant. Les éléments MM/,
58’ sont donc rectangulaires, et I'on pourra mener par le premier

Fig. 0.

un plan perpendiculaire a I'autre; ce sera le plan radical des deux
sphéres. La position limite de I'intersection de ces deux sphéres
est done un cercle (C) tangent en M 4 (L), et dont le plan (P) est
perpendiculaire a la tangente ST a la courbe (I') décrite par le
centre de la sphére. Ce cercle contient aussi le second point N ou
la sphére touche son enveloppe. Celle du plan (P), quand M décrit
la ligne (L), est la surface développable engendrée par la perpen-
diculaire abaissée de M sur le plan osculateur de (I'). Le second
point ou cette droite rencontre le cercle (C) est, en général, dis-
tinct de N; mais s’il arvive que les deux points coincident, la
droite MN, perpendiculaire au plan tangent a la suiface des centres,
I'est en méme temps au plan osculateur de (L). Donc : A la famille
des lignes (L) de méme systéme correspond sur la surface harmonique
une famille de lignes asymptotiques.

Lorsque les deux familles de lignes (I') correspondant aux deux
familles de lignes équilatéres d’une surface (M) sont formées de
lignes asymptotiques, cette surface (M) est isothermique. D’abord
les lignes équilatéres se correspondent en M et N sur les deux

THIES: LEBLL 12
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nappes de I'enveloppe des sphéres. Leurs tangentes se coupent
en T, et T, sur Iintersection (A) des deux plans tangents. Leurs
bissectrices, qui sont les tangentes aux lignes de courbure, s’y
rencontrent également en U, et U,. La correspondance des lignes
de courbure sur les nappes montre que les lignes tracées par les

Fig. ;.

\L) @)

développables normales sur la surface harmonique sont con-
juguées. C’est le caractére des surfaces isothermiques.

On vérifie d’ailleurs cette propriété sur la figure. Le triédre
M (ST, Ty) étant trirectangle, les droites ST,, ST, respectivement
perpendiculaires & MT,; et MT,, sont les tangentes asymptotiques
de la surface des centres, et forment un faisceau harmonique
avec SU; et SU,; ces deux derniéres droites sonl donc des tan-
gentes conjuguées.

Les deux surfaces isothermiques (M) et (N) ont les mémes spheéres
harmoniques, car elles sont inverses par rapport au point fixe O
avec lequel sont confondus les deux points focaux de MN, et cette
inversion échange en elles-mémes les sphéres harmoniques, ortho-
gonales a la sphére d’inversion.

La réciproque est évidente.

47. M. Thybaut a démontré, d’'une maniére générale, que si les
sphéres harmoniques d’une surface coupent une sphére fixe sous
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un angle constant, cette surface est isothermique. Lorsque I'angle
est droit, comme dans le cas de I'article précédent ou il est nul, on
peut encore transformer la sphére fixe en un plan, par une inver-
sion qui n’alteére pas le caractére dont il s’agit. Le réseau harmo-
nique devient alors plan, et les deux nappes de I'enveloppe des
sphéres deviennent deux surfaces isothermiques symétriques par
rapport a ce plan. Mais la simplification apparente que I’on obtient
nous ferait perdre tout le bénéfice des propriétés de la sphére que
nous allons utiliser. Au lieu de chercher I'une des nappes de 'enve-
loppe, nous .allons chercher la déférente, d’ou les deux nappes se
déduiront immédiatement.

Tout d’abord, nous pouvons définir cette déférente par une
équation aux dérivées partielles du second ordre. Prenons le péle
d’inversion comme origine, et soit K ta puissance d’inversion qui
permet d’échanger les deux nappes. La sphére de centre S (z, y, z)
orthogonale & la sphére d’inversion a pour équation

Xe+ Y2+ 7—a2xX—9)Y—23Z +K=o.

Le point S décrivant la déférente cherchée, et z étant considéré
comme une fonction de 2 et de y ayant pour dérivées p, ¢, r, s, t, les
cosinus directeurs oy, By, y; et o, By, Y, des tangentes asympto-
tiques seront solutions du systéme

po—+gf—y=o, roa?+2sof + t32=o.

Il suffit d’exprimer que les plans perpendiculaires a ces tan-
gentes menés par }origine

o X +B3,Y +ypZ=o, o, X+ B:Y+7yZ=0

sont conjugués par rapport a la sphére (S), de maniére a Ja couper
suivant deux eercles orthogonaux. Nous aurons la la propriété
angulaire caractérisant la sphére harmonique de Ienveloppe. La
condition se traduit par

(012 + By + 713) (0 + Bry + 727)
— (O!lﬁl""‘ ﬁ:@g‘*‘ 7172)(W2+y2+52—K) =0
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ou
[x—4-pst+m(y+yg)j|la+ps-+m(y+q¢s)]
— |14+ mymy 4 (p+ myg)(p + myq) | (2 + y*+22—K)=o
avece
my == %, 1y = %; d’ou my—+ m,=—=— sz, mym,= ’z

On a {inalement

(23)  (x+psy—2s(2+p3)(y+qs)+r(y+ygs)
— [t +p*) —2pgs+r(t+¢) (L +y*+ F—K)=o.

Telle est Péquation du deuxié¢me ordre dont 'intégration donne-
rait la solution compléle du probléme. Nous allons commencer
par examiner quelques résultats particuliers.

48. La forme de I’équation obtenue suggére d’abord l'idée de
chercher parmi les solutions celles qui donnent des surfaces minima.
Elles doivent convenir a la fois aux deux équations

@+ pa)—2s(w+ps) (¥ +g5)+r(y+gs)r=o,
t(t+p?)—opgs +r(1+q*)=o.

Le probléme peut recevoir un énoncé géométrique. Pour que
deux plans rectangulaires, comme ceux qui sont perpendiculaires
aux tangentes asymptotiques d’une déférente minima, solent con-
jugués par rapport a une sphére, il faut et 1l suflit que I'un d’eux
passe par le centre de cette sphére. 1l contient alors I'une des tan-
gentes asymptotiques, et 'autre ligne asymptotique, qui lui est
normale, étant une trajectoire orthogonale de plans passant par un
point fixe O, est tracée sur une sphére dont ce point est le centre.

Il faut donc chercher une surface minima, ayant une famille de
lignes asymptotiques tracées sur des sphéres concentriques.

49. Nous allons déterminer toutes les surfaces réglées définies
par I’équation (23). Elles présentent une particularité intéressante.
Car si le point S décrit unce droite, la sphére (S) passe par un cercle
fixe orthogonal 4 la sphére d’inversion. On obtient ainst des surfaces
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isothermiques anallagmatiques engendrées par des cercles qui ne sont
pas des lignes de courbure.

Nous n’avons a4 considérer que les surfaces gauches, pour les-
quelles les deux familles d’asymptotiques sont distinctes. Si nous
appliquons directement la définition de la déférente pour le point
a l'infini, sur une génératrice rectiligne, nous voyons immeédia-
tement que le plan central doit toujours passer par le pdle O. Si
nous prenons la projection de O sur la génératrice, nous voyons
de méme qu’en ce point la ligne asymptotique non rectiligne est
normale a la droite, et qu’ainsi la surface est un conoide drott, dont
la directrice rectiligne passe par O. Prenons-la comme axe des z;
Péquation du conoide sera de la forme

5=y f(=),
d’ou

p=yf (), qg=fl=), r=yf(z), s=f(z), t=o.
La substitution conduit & ’équation
fl/ 2/’/'f” 2x

— — =0
T Y S

qui, suivant que ’on pose K = == 42, s’intégre sous I'une ou I'autre
des formes

flz)y= tang(m arc tang g) ’ Sf(z)=tang (m arg th ;) .

On sait que les lignes asymptotiques du conoide z = y f () sont
déterminées par I’équation

yrfi(x)=1=,

A désignant un paramétre. On pourra donc, sans nouvelle inté-
gration, rapporter la surface isothermique & ses lignes équilatéres,
qui forment un systéme isotherme. Si u’ et ¢’ sont leurs para-
metres, ceux des lignes de courbure seront u = u' 4 ¢/ et p=u'—v'.

Par exemple, pour m = 1, la premiére forme donne le parabo-
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loide zy = az. Nous avons & chercher ’enveloppe de la sphére

N2+ Y2 Zz—zxX—-D,)'Y—fz'%)—/Z—a?:o.

en adjoignant les équations dérivées
a\ + yl=o, aY +al. =o,
L’éJimination de 2 et y donne
Z(X*+ Y2+ 2 — a?) + 2aXY = o.

On obtient pour ensemble des deux nappes isothermiques une
cyclide du troisiéme degré.

Les parameétres des génératrices rectilignes du paraboloide
étant x et y, rapportons la cychide a ces deux variables.
Nous avons

X=—2z7Yy==-1%y,
a a

Z étant défini par
(224t a®) 2+ 2axyl—a* =o.
La différentiation de ces [ormules conduit a

72 2 | g2 221 al
aw= G (e rrm @)

Sil’on pose 2 = a tang u/, y = a tang ¢/, on obtient

72
ds*— oW costy (du'? 4 dp'?)
avec
v 41 —sin«/ siny’
=% T osu'coset

Enlin, par rapport aux lignes de courbure

, [1Esin(u + o) sin(w —¢)?

ds’=a - .
2 cos*(u + v) cos*(u — )

(du? + dv?).

Les deux signes correspondent aux deux nappes inverses.
Les conoides de la premiére catégorie qui correspondent aux
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diverses valeurs du paramétre m ont entre eux une relation géo-
métrique trés simple. On peut poser

x = atangv/, y=pcosm¢', z =opsinmy',

Si P'on part de 'une de ces surfaces, par exemple du paraboloide
qui provient de m = 1, toutes les autres s’en déduiront en altérant
dans un rapport constant les azimuts relatifs 4 un plan passant
par la directrice rectiligne Ouz.

Pour avoir les lignes asymptotiques non rectilignes, on remar~
quera qu’avec la derniére notation

as
i m  cos?e’
() = tang me! )= 5— = — ——-
f(@) g J(x) dx « cos?msg’
dg!
Nous obtiendrons done I'équation
pcose’ =2,

A étant une constante arbitraire. Chaque ligne est donc définie par
les équations

cosm¢'’ s —3 sin me’

r = atang¢’ =A—— —A—
g Y cos ' ® cos¢’

Elle peut se déduire d’une génératrice du paraboloide initial ren-
contrant O, par la transformation des azimuts indiquée.
On apergoit la combinaison

a*(y?+ 5% — R (2 + a®) = o,

en vertu de laquelle toutes les courbes obtenues sont tracées sur
des hyperboloides indépendants de m. A priort, toutes les défor-
mées d’une méme génératrice du paraboloide sont situées sur
I’hyperboloide qu’elle engendre en tournant autour de Ouz.

Toutes ces lignes asymptotiques sont algébriques si m est ra-
tionnel. Il en est de méme des lignes équilatéres des deux nappes
1sothermiques.

50. Revenons au cas général. M. Thybaut avait montré, par
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d’autres considérations, que les cercles du systéme cyclique harmo-
nique jsont orthogonaux a quatre surfaces isothermiques, deux a
deux mnverses. On va voir comment se présente leur association,
par lintermédiaire des déférentes et de leurs positions relatives
remarquables.

Soit S un point de la déférente. Si nous transformons par polaires
réciproques, relativement a la sphére d’inversion (0O), le plan
polaire (IT) du point S scra le plan radical de la sphére (S) et de la
précédente, puisqu’elles sont orthogonales. Les tangentes asym-
ptotiques A, A; en S ont pour conjuguées, par rapport a la sphére (O),
les tangentes asymptotiques A’, A de la transformée, au point S'.
Ces derniéres sont les intersections du plan (1I) et des plans menés
par O perpendiculairement & A et A;. Comme ces plans sont, par
hypothése, conjugués par rapport a la sphére (S) et menés par le
point O, péle du plan (II), les droites A’, A seront conjuguées par
rapport au cercle (K) déterminé par le plan (II) dans la sphere (S).

On peut donc chercher la surface (S') au moyen de cette pro-
priété de ses tangentes asymptotiques, équivalente a celle de la
déférente (S). Soient o, B, ¥, et &), B, v, les cosinus directeurs
des deux droites, 2/, y', z’ les coordonnées de S'. Celles d’un point
d’une tangente menée de S’ au cercle (K) seront de la forme

x'+ Ao+ pal), Y+ h(BL A+ By, 3"+ A+ pye)-
I’équation aux A des points de rencontre avec la sphére (O)
I[z'+ k() +pe) P+ K=o
ou
W E (o), 4 poty) 4+ 2h 22 (o) + pah) + 22+ 3?2+ 2+ K=o
aura une racine double s1

(x'2-+~)"2+5'3+K)2(0¢’1+,U-a'2)2——[21"(41'1—0—;1,0!’,_,)]3:0.

Ies deux valeurs de u. correspondant aux deux tangentes devront
éLre égales et de signes contraires; nous obtenons donc la-condition
(&4 2 1K) (@ oy + BB+ 7475)
— (o2 =+ By + 718 (e 2+ Bhy + e =o.
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On constate que c’est le méme caractére que pour la premiére
surface. Done :

St les sphéres harmoniques d’une surface isothermique sont ortho-
gonales a une sphére fize, la polaire réciproque de la déférente par
rapport o celle sphére est la déférente d’une seconde enveloppe de
sphéres harmoniques orthogonales d la méme sphére fize.

Dans le nouveau systéme, les deux points inverses des deux
nappes isothermiques sont les centres des sphéres de rayon nul
qui passent par le cercle (K). On en conclut que les lignes équila-
téres des deux nappes ont pour perspectives les lignes asymptotiques
de la premiére déférente (), le point de vue étant placé en O.

De plus, les deux sphéres harmontques (3) et (S') sont orthogonales,
puisque leurs centres sont deux points conjugués par rapport a la
sphére (0).

I.a trace Q de l'axe radical des trois sphéres sur le plan des
centres est un point qui a méme pulssance par rapport a ces
sphéres; c’est le centre d’un cercle situé dans ce plan, et qui est
orthogonal aux quatre nappes isothermiques. On vérifie qu’elles
dérivent d’un méme systéme cyclique, dont les cercles sont silués
dans des plans passant par le point fixe O.

o1. Il nous reste & développer un nouveau changement de
variables, consécutif au premier, et qui nous permettra de déduire
toutes les surfaces que nous avons en vue, d’'une classe que 1'on
trouvera étudiée en détail dans les Lecons de M. Darboux (t. TI1,
Chap. X1IV), sous la dénomination de surfaces (M).

Le caractére de la déférente, c’est qu’elle admet en chaque point
deux tangentes conjuguées qui touchent une spheére fixe. Les enve-
loppes de ces droites constituent un systéme conjugué dont les
tangentes s’appuient sur la sphére. M. Darboux appelle générale-
ment surfaces (M) celles qui jouissent de cette propriété relative-
ment a une quadrique quelconque. On est d’ailleurs ramené au
cas de la sphére par une transformation homographique conve-
nable. Nous allons résumer rapidement les résultats dont tous les
développements sont exposés dans le Chapitre indiqué.

THISE LI REL W’
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Soit
22-4- 32+ 524120

Péquation de la quadrique rapportée & un tétraédre conjugué. Si
Ion mutiplie les quatre coordonnées par un méme facteur tel que
Pon ait

ZEA- 324 5P (P
les ligies dont les tangentes touchent cette quadrique seront
définies par I’équation différentielle

dx? +dy*+ ds*+ di*=o,

Les paramétres des deux familles obtenues étant « et B, 1l faut
que z, y, z, t solent solutions d’une méme équation du second ordre
relative & ces deux variables. On trouve qu’elle doit avoir ses inva-
riants égaux, et prendre la forme réduite

0%6

m:CG.

Toute la question revient donc & trouver quatre fonctions de o
et B, dont la somme des carrés soit égale & I'unité, et qui vérifient
unc méme équation de la forme précédente.

La solution de M. Darboux est basée sur ce fait, que la premiére
condition exige la vérilication par =, y, z, t d’'une autre équation

du second ordre. Elle ne sera compatible avec la premiére que si
Pon a
d*logC . 1

doop T W
Les solutions communes dépendant alors de paramétres, on les
choisira dans les expressions de , ¥, z,  de maniére a avoir
x3+y2-+: T2,
Chaque surface (M) se rattache ainsi & une surface & courbure

totale constante. I.’échange de C et % correspond & la transforma-

tion par polaires réciproques dont il a été question plus haut.

On trouvera encore, dans le méme Chapitre, tous les détails
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géométriques, du plus haut intérét, qui concernent les relations
géométriques entre la surface (M) relative a une sphere (O), et
Penveloppe des sphéres orthogonales & celle-ci dont les centres
décrivent la sarface (M). A chaque propriété de la premiére, dans
la Géométrie de M. Cayley, correspond pour la seconde la méme
propriété dans la Géométrie euclidienne. En particulier, aux lignes
conjuguées de (M) dont les tangentes s’appuient sur la sphére (O)
correspondent les lignes de longueur nulle de Penveloppe. Cette
seule remarque aurait pu conduire & la solution du probléme de la
détermination de nos surfaces isothermiques. Car les tangentes
aux lignes conjuguées de la surface (M) formant un faisceau harmo-
nique avec les tangentes asymptotiques, les lignes correspondantes
de I'enveloppe sont conjuguées par rapport aux lignes de longueur
nulle, et forment un systéme oithogonal. C’est le caractére des
lignes équilatéres, et les sphéres enveloppées sont harmoniques.

En résumé, nous n’avons plus & reprendre une étude déja faite
d’une maniére aussi compléte qu’élégante. Mais 1l restait & signaler
ce fait impoitant qu'on aboutit & des surfaces isothermiques.

Surfaces isothermiques généralisées.

52. Terminons par une interprétation géométrique de la géné-
ralisation des surfaces isothermiques mentionnée au n° 21 de la
premiére Partie.

Prenons sur deux surfaces conjuguées de Christoffel deux points
correspondants variables M (z, y, z) et M’ (2/, y', ') dont les plans
tangents seront paralléles. Nous aurons respectivement, pour ces

deux surfaces,

ds*_ 2% (dw? -+ di?), ds"?z= ¢ **(du? -+ dv?),

et, d apres les conventions faites au n° 30,
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Soit alors M (X, Y, Z) le point qui partage MM’ dans un rapport
constant donné. Ses coordonnées sont de la forme

X=mx+nz, Y=—my+n'y, Z—=ms+n3,

m el n désignant deux constantes dont la somme est égale a 1.
Calculons I'élément linéaire de la surface décrite par ce point:
XdAdXt=m?2dx>+ n?2dx'*+ omnidx dz’,
8 , dx x ox dx
S dede' =23 ( 2 du + 9% a0 (O du — 9% dv) = dur — dv,
du de ou dv
dS?=dX*+ dY? 4+ dl2 = (me*+ ne *) du+ (me*— ne %) dv?,

On obtient ainsi toutes les surfaces en question, car, en passant

a des surfaces semblables, on peut supprimer la restriction m-+n=1.

. . . ey 1
En particulier, s M"’ est le milieu de MM/, on a, avec m ==n = >,

dSt=ch?a du?+ sh?a di2.

Mais on a vu que cette forme convient & toules es lautres sur-
faces de la famille, excepté pour les deux surfacesiso thermiques
qui dégénérent, et donnent les deux seules singularités.

Une seule des surfaces (M'') permet de reconslituer tout I’en-
semble précédent, aussi bien qu’avec I'une des surfaces isother-
miques, puisqu’elle donne la fonction «, & une constante prés,
qui correspond a un rapport de similitude. Celui-c1 prenant deux
valeurs inverses pour les deux surfaces isothermiques, une sur-
face (M') donnée a I'avance pourra toujours devenir le lieu du
milieu de MM/,

Toutes les surfaces (M'’) ont leurs plans tangents paralléles & ceux
de (M) et (M'), et leurs centres de courbure sont répartis sur deux
droites, qui sont les caractéristiques principales de enveloppe du
plan des normales.

Enfin, aux ‘deux systémes cycliques définis par les spheéres
harmoniques des deux surfaces isothermiques correspond un sys-
téme cyclique pour chaque surface (M'’), et les surfaces de méme
parameétre, dans tous ces sysiémes, auront toujours leurs plans
tangents paralléles. On les obtient d’ailleurs en prenant les surfaces
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de méme paramétre (N), (N') qui se rattachent aux deux sur-
faces (M) et (M’), et en prenant la surface (N”') lieu du point N
qui partage NN’ dans le rapport constant correspondant a la sur-
face (M") choisie.

On vo't donc que le théoréme de Christoffel ne signale qu’un fait
trés 1solé, et se rattache & des résultats beaucoup plus importants.



TROISIEME PARTIE.

APPLICATION DE L’EQUATION FONCTIONNELLE AUX SYSTEMES CYCLIQUES.

53. M. Guichard a établiune classification des réseaux conjugusés,
relativement aux systémes cycliques que I'on en peut déduire, en
faisant de ces réseaux des déférentes d’enveloppes de sphéres dont
les lignes de courbure correspondent aux lignes conjuguées. Il a
montré que le probléme n’est pas possible en général, et que sil
Pest, il y a une solution unique (réseaux O), ou deux solutions
(réseaux 20), ou une infinité dépendant d’'un parameétre.

Les conclusions étant de méme nature que pour la déformation
d’un réseau orthogonal que I’on veut transformer en lignes de cour-
bure, il semble assez naturel qu’il existe des rapprochements pos-
sibles entre les deux problémes. C’est ce que nous allons faire res-
sortir, en basant la classification sur le seul ds? du systéme con-
jugué, et en appliquant les mémes principes que pour les lignes de
courbure dans la premiére Partie.

b4, Solent
B 20 1 Jw 099 1 do' 96

0ude — w dv du & du dv

I'équation a laquelle doivent satisfaire les coordonnées ponctuelles
z, y, = du réseau, et

ds?= K du® + 2Fdude + G dv?
le carrvé de I’élément linéaire. Les relations

OF 2 0o, 2 0o dG 2 do' ., 2 dw

== —E+ 5 —T, — == —06G+ - =F
av w 0¢ w' Jdu on w' du w OV
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indiquent d’abord que 'on a

v ’ n
E—:.oﬂ(I_—&-z -If;d—w-dv>. G:m”/V-g—g iT;‘-j-(ﬂalu>.
oy ©° \ w'? dy

Soit I le rayon de la sphére dont I'enveloppé¢ sert & définir le
systéme cyclique. Ce sera une nouvelle solution de I’équation (1)
qui devra en méme temps vérifier 'équation

ol dl \

(2) o 9v =F

Cest ce que M. Guichard interpréte en disant que les réseaux

répondant & la question sont les projections de réseaux ortho-
gonaux de I'espace & quatre dimensions.

Or Péquation (1), ou 'on substitue I, devient, si I'on multiplie

£1

{ {
par -3; j » en remplagant (%z ?)T[ par I,

0 /1 dl\? ¥ Ldoo
dv\ o Ju —21.)2 o' du

d’ou
N, 1 dw' -
(3) (5?) = (P(“)+ /f'« ! o du ’l ’
On aurait de méme
ol\? i "F 1 dw
/ PN a2l oo . —_ - =
(4) (()‘,) = LV(‘ )+ 2 . w'? 6 Op dlt] .

Nous remarquons déja que ces deux expressions sont exacte-

ment de la méme forme que celles de E et G. On déduit de 1a les’
relations

NZIAT _ /ot ,
Le ds? du réseau prend la forme
ds?=di* + (U — ¢)o?du® 4+ (¥ — ) w2 dv?,

Le choix des variables, ainsi que des fonctions o et ', per-
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mettra d’écrire
ds* = dli* + 02du?+ o2 de?.

Cette forme a été réalisée en particulier (n° 31) pour le résean
décrit par les centres des sphéres harmoniques d’une surface iso-
thermique,.avec

0 = 6 = B,

Ceci fournit une nouvelle interprétation de la fonction §, qui
s’est imposée dans nos calculs antérieurs.

On avait aussi trouvé, dans ce cas,

Jdil
Z)-l;;—peﬁ, m.__—_qcz@.t

On en déduit

. F
F=— pgeB, S =—pq

On constate alors que les formules (3) et (4) équivalent & celles
que nous avions établies (n° 33) :

ap JB

_9%8 199 __ 98
v ou’ pou  dv

R

et que ’on pourrait rapprocher de celles qui donnent deux rota-
tions relatives aux lignes de courbure isothermes.

. al al .
Revenons aux formules qui donnent 5% ¢t o Les fonctions ¢

et ¢ devront pouvoir donner lieu a I'identité

(5) F’:Mm”[cp(u)-—!—z L £)2dv-] [4&(0)—;—2/ L -()—eduJ

»w? o Ju w'? » Jdu
[

oy

obtenue par multiplication, et tout a fait analogue & notre équa-
tion fonctionnelle des lignes de courbure.
Cette condition est d’ailleurs suffisante. Car si elle est vérifiée,

N 9! cpr .
et si I'on calcule 5-—- en différentiant I'une quelconque des deux
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formules d’ou elle provient, on retombera sur I'équation

d*L 1 dw dl 1 dw J!

al al .

» 55 € 550 avec des signes
convenables prévus par (2), seront bien les dérivées partielles d’'une
intégrale I de I'équation {1), et auront pour produit F.

L’identité (5) se discute comme celle des lignes de courbure dans
le cas le plus général. Mais, pour abréger, nous ne reproduirons les
calculs que dans le cas des invariants égaux, qui se rattache
d’ailleurs plus directement aux surfaces isothermiques.

()
do ~g(m~f F— |

S )
I: l‘——d;z—dt’, J:L F-—dp—~(ltl)

Les deux résultats étant identiques

55. Soit donc I’équation

d(—l->
, e, ¢ 0n?
(5) ¥F= »‘[q)(u)-—/‘; F—

Posons

d’ou
FP=o* (e —I)(d—1T).

En faisant disparaitre ¢ par une différentiation, on tombera sur
Iéquation équivalente

(6) 2 +Ho'+ 2Ko+L=o0

dans laquelle

e
R L EL R
im0 o

R

THI SE LEREL 14
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Les fonctions ¢ seront données en termes finis par 'équation

o g ol _.
(7) RSP T S P

56. Cherchons d’abord s’il peut exister une infinité de solutions.
L’équation (7) deviendraune identité siles coefficients I, K, L sont
indépendants de ¢. Dans ce cas, nous aurons de proche en proche

_ 1o
H—F v =L
0w K _ o 0? ol
K=gplesg — UL o= o=mgley —U5
o d w?  Jl . K dl 9 W Ol
L=tli=olgiloey —ow °= o = 2190 =25 0a '8 F ~ duor’

On tire de la derniére équation

22
-‘E:—VE— ou

1
ov w* F ou

La comparaison des résultats extrémes donne d’abord

d(w?) _ d(w?)
(8) : du =) dv

Nous allons montrer que Pune des fonctions U, V est certaine-
ment nulle.

5’1l n’en était pas ainsi, on pourrait disposer des variables de
maniére & avoir U =V == 1, d’ou

m?._—_.f(uq—v), F=f"(u+v)
. ey .. 0K .
La troisiéme condition 3 = © devient

2 ! !
S

du dwlog—f T
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et donne, avec des variables convenables,

7 . m?
> F=f= >
N
2 ch?
2

w*=f=m*th

1

]:Ll)(((+;>)’ H=r1, Kk =o, L=—1,

1
th{a +a)’

du . dy
sh(a +a)  shiv—a) |’

! 2 J— J—
¢ +o*—1=o, 0=

dl=\/Fsh(«+a)sh(v —a) [

Prenons comme nouvelles variables

1 du 1 u+a I dv 1 v—ct
W=-f ————— = _logth » == | ———— =—logth ’
2 ) sh(u+a) 2 2 2 ) sh(v —a) 2 2
d’ ol
enta — __ 1 , v—a — _l s
th e’ the'
1 §
sh(u+a) == — sh(¢—a)— — ——
( ) shaa' ( ) shap’’

I
ety — eguta go—-a — .
the! th¢'

Nous aurons finalement

d(u' —+ ¢ e
l==2m ——(—-——,-)— = 2marc ltange**v
ch(a' +¢")
et pour le réseau
m? ch (e —¢") .
ds*= —————— (du"? + dp" m? ——————— (dU2 + dV?
ch?(u’—}-v’)( N ) + ch(u’+<~’)( 0 o)

U, et V, étant respectivement des fonctions de u et ¢. Supposons
qu'une pareille forme de ds? soit réalisée par un réseau conjugué.
Elle devra étre indépendante du paramétre a qui figure dans
Pexpression de ¢. Or on peut écrire, en faisant m = 1, ce qui est
toujours possible,

sh(u + a)sh(v—a) [ du dy. T
2 -+
e sh(u +a)  sh(v—a) |

ds?—

o Sz av ).

2
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On voit que le coellicient de du?

! [251,(‘)_6” -i—lsh(u—i—v)l,’f]

ety sh(u+a) 2

ne peul étre débarrassé de a, quelle que soit la maniére dont ce
paramétre figure dans Uj.

La solution est donc & rejeter, et ce fait correspond & une hypo-
thése analogue faite dans 1’étude de la déformation continue des
lignes de courbure, et ne comportant pas de résultat.

I’une des fonctions U ou V doit donc étre nulle. Soit U == o,
V = 1. La fonction » ne dépend plus que de u, et 1l nous reste les
deux conditions

0* »? d(w?)

——log—= =—o F= = 206’
dude °F ’ du ’

dont la premiére est une conséquence de la seconde. Il vient

13 !
'? . d ©
| =— 0 — H=—o K—— —log—» L=o
RS ’ du °w : )
"2 dlmw, o o ’am’é l=20\v+a
O —- 20 ~— " e T = ——y P D\ ¢ .
Tdu °w ’ Pt \

La sphére enveloppée dépendra du parametre a.
Jusqu’ici, nous n’avons pas choist u. Nous avons le droit dec
prendre o = e, et I'équation

00 d0

dude — de
aura pour intégrale générale

G=(L,+ Vi)en
Il vient alors

l=2e"/0+ a, F=—=2e
s 2
dst = e [4(\/(’+adu+ __d_v_> 4+ dl3+dN ?]
2Vr +a

e fdu(vdu +dv)y+dl 24+ dV2].
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La scconde forme du ds? ne dépend plus du paramétre «. On
revient & la premiére par une identification. Il s’agit de réahser la
seconde forme, en prenant pour z, y,z trois fonctions 0 telles que,
d’aprés la formule différentielle

df=e*[(V,+ 1,4+ VN ,)du + V,di],
on ait les trois conditions
(L, 4+ L=V )= U2+ 4o, S(U,+U+\VN )V, =2, IVE=\VF
Les fonctions U, et V, n’étant pas imposées, on peut négliger la
derniére condition, et remplacer la premiére par ’équation dérivée

par rapport a ¢. Or celle-c1 est identique a la seconde, qui reste
I'unique condition. Différentions-la par rapport a ¢ :

(L UDV 4 (Ly+ UV o+ (L + Ty V=0,
On peut obtenir cette relation de trois maniéres :

1° D’abord les trois parenthéses peuvent étre nulles, el comme
on peut ajouter une constante aux U, on prendra

L, =a, e, ly=a,e L,=a;e ",
ct la condition compléte s’écrira
VoVEA VN,V Y =2 dot VI VI NI =4 0.

Alors

r=a; -+ \V,e* Y-za,+ Vet s=may-+ Vet

La surlace est un cdne de sommet S (aq, ay, a3), dont les généra-
trices rectilignes sont les courbes (¢), tandis que les courbes (u) sont
homothéliques par rappoit au sommet. I’unc de ces courbes est
quelconque dans espace, et la relation qui subsiste ne serl qu’a
définir la variable ¢,

2° Lorsque les parenthéses U, 4 U’ ne sont pas toutes nulles,
les fonctions V, sont proportionnelles, et il en sera de méme des
fonctions V,, s1 'on ajoute aux U, des constantes convenables.



Soit done

On doit avoir, en remontant a ’équation initiale,

Vi {Za, (U, + L))+ 2a?2V ] =2,

g

zmu,+up:%—42@:m

B désignant une constante. Donc

al,+a,l,+a;l;=ae" +3 (VoXa?+B3)V =a.

Ces relations ne servent qu’a définir les variables u et ¢. On a
finalement un systéme conjugué tracé sur une surface engendréc
d’une maniére quelconque par une courbe qui reste homothétique
a une courbe fixe, les diverses positions de cette génératrice consti-
tuant Pune des familles conjuguées.

Lie cas du cdne rentre dans celui-ci; il correspond & un centre
d’homothétie fixe, qui est le sommet S du coéne. L’expression de !
montre que toules les sphéres qui ont leurs centres sur la courbe u = o

sont orthogonales, & une sphére fize de centre S et de rayon Vb — 4 a.
Les autres sphéres sont homothétiques et ont pour enveloppes
d’autres cones de sommet 5. Le paramétre du systéme corres-
pond au choix du rayon de la sphére initiale (S).

Dans le cas général, on constate de méme que loutes les sphéres
de paramétres u sont orthogonales & une méme sphére dont le centre
a pour coordonnées — U’ e, — U, e*, — Uj e, et dont le carré du

rayon est égal a
IS(L,— L)+ b — fale.

Supposons enfin que les deux fonctions U et V de Péquation (8)

sotent nulles. Alors w se réduit & une constante, et 'équation de

Laplace a
2*5
du adsy

Nous aurons des coordonnées de la forme U, + V,. Il s’agit de
surfaces qui peuvent étre engendrées de deux maniéres par la trans-
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lation d’une courbe invariable, ou par le milieu d’une corde limitée
a deux courbes fixes.
I’équation fonctionnelle correspondante

F2= ol

scra toujours vérifiée si on a

. olal . .,
F=gu g =

et 'on pourra introduire dans ¢ un facteur constant arbitraire.
Tout revient donc & vérifier 'identité

(9) UiV + LV, + U V=V
Nous distinguerons deux cas :

10 Si les fonctions V', V), V| ne sont liées par aucune relation
linéaire et homogéne, les fonctions U, U,, U, donneront licu aux
équations

Ui=a,U,, U=al, U=al,,
d’ou
U=al,, U,=al,  U=a¢ql,

puisque 'on peut ajouter des constantes & Vi, Vy, Va. Done

x——\',__y——\z_z—\’_;_l

a, as as

I

Les lignes (¢) sont des drottes paralléles, et la surface est cylindrique.
Si Oz est paralléle aux génératrices, a, = az = o, d’ou

x:all—:"*‘\’, y:\g, = \73,

et la condition compléte se réduit a

aVi=V,, d’ot V,=o,V,.
Le cylindre est queleonque, et la fonction

1
[— — L a,V
{ a,l'+ 1 Ve
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dépendra du paramétre @, qui fera varier inversement ses deux
dérivées partielles, comme on I'avait prévu avec ¢ et ¢.

Le cylindre est engendré par la translation d’une courbe (u),
de forme arbitraire, dans le sehs des génératrices. Pour ¢; = 1, on
voit que [ = z. Toutes les sphéres sont tangentes au plan yOz, per-
pendiculaire aux génératrices. Pour a, quelconcque, la relation

= a,[m—(x-———l—,>ll]
ai

montre que, tout le long d’une courbe (u), le rayon de la spheére
est proportionnel & la distance du centre au plan

I t
xT=\{1— —
(=a)e
également perpendiculaire aux génératrices.

20 Si les fonctions V', V), V, ne sont pas proportionnelles, cc
qui nous raménerait au cas précédent, par I'échange des U et
des V, et s1 'on écarte les conclusions de ce cas pour les deux va-
riables, on peut affirmer qu’il existe entre V, V), V une relation
linéaire et homogeéne. Car sil’on donne a ¢ trois valeurs quelconques,
et s1 I'on porte dans I’équation (g), on obtiendra trois équations a
coeflicients constants entre U/, U, U}, U,. Si le déterminant des
coefficients du premier membre n’était pas nul, U,, U, et U
seralent proportionnelles & U, ce que nous ne supposons pas. Ce
déterminant étant nul, si nous faisons varier ¢ dans la premiére
ligne, nous aurons la relation annoncée, qui pourra s’écrire, par
exemple,

Vimay V) + ayVy;

D’ou, en disposant d’un transport ¢ origine, pour annuler des
constantes, -

Vi=a Vi +a,V,,

s—lLiy=a(x—1))+a(y—1,).

Les courbes (u) sont des lignes planes situées dans des plans paral-
léles. 11 en sera de méme des lignes (¢) pour la méme raison. On
peut le vérifier,
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Substituons directement dans la relation (g)

(=, UV i+ (U, —a, L) V=1V,

%

Iies parenthéses ne pouvant pas étre toutes deux nulles, s1 'on
donne a w une valeur constante, on aura une relation de la forme
o Vo= b\ b,V
d’ou
(U=, U — 0, UV - (Ut — 0,0 )V, = o.

On a séparément

l’,—l—a,l:;—b,[;:n, lz—i—azl&—bll;:o,

ty+a,l,— 0, L, =0, Uy 4+, ly— 0,0, = o,

d'ou, par ’éhmination de U,
O, Uy — b, U+ (a,b,—a,b))L; =o.

Cette velation conduit & la méme interprétation que pour les V.

, . .

On constate que 'on conserve , y, z en remplacant U, par —>

a étant un parameétre, a la condition de remplacer by et b, par ab,
et ab,, ot par suite V, par aV,.

57. Occupons-nous maintenant des réseaux d’ou dérivent deuwx
systémes cycliques.

On peut toujours, sans modifier la forme de I’équation fonction-
nelle fondamentale, ajouter 2 T une fonction de u, de maniére que
les deux valeurs de o soient égales et de signes contraires. Nous dis-
tinguerons deux cas, suivant qu’elles seront distinetes ou égales:

19 Siles deux valeurs de g sont distiretes, le choix de la variable u
permettra de prendre Pune d’clles égale a 1, et Pautre & — 1.
I’équation (6) devant s’identifier avec 2> — 1 = o, on aura

K=o, H+ L =o,
¢’est-a-dire

7] n? I 0(w?)
—log = = = )
ou °F F oo
Lo 0, et ob
(l+l)F de Zl()lllog : i

LILESE L EBYL 10
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On a la combinaison

o
du o ad w? . 2 ¥
r_._l—‘;"—d_[;l()a—:’ dOll I—‘I-——\ ;)—"

Soit d’abord V = o. Alors

I
. N _ ﬁ?)

==Y % a7 °
S1F = o, le réseau est formé de lignes de courbure isothermes.
Le rayon de la sphére est constant, et 'on ne peut avoir comme
enveloppes que des surfaces paralléles.
D’ailleurs, on est forcé de faire cette hypothése, car 'une des
valeurs de ¢ conduira toujours a

o—I=o, F=o.

Si la fonction V n’est pas nulle, on peut choisir ¢ de maniére
a avowrr V = 1, et écrire

e Fz.
(0%
Posons
F=w?sinb, d’on 1=—cos9,
(3
— sineﬁ = ) :F———o(& ) = —sing - 2(—'fﬁ,
ds ov du w?: du
09 2 dw

La condition qui reste devient, aprés réductions,

00 2 0w

Ju~ » Op

)6 do , \
P R . L A
)fm(dv du Ju ds)

La fonction o est assujettie & vérifier la condition d’ intégrabilité

Donc

Alogw =o,
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d’ou Pon tire
m?== e/ Lurvi)+gin—vi) H—_y [f(“ + ¢l) — g(tt — Vl.)].

Avec ¢ = 1,

al\? /] 9l \? ° 2
5;) :2c.rsm’—?:, <%> = 267 cOs?

- £
l:\/f;jm(siugzlu +c05§dv>.

= i\/§/m<(‘052du — sin 9 du) .
2 2

Enfin, si les deux valeurs de 9 étaient égales, et par suite nulles,
on aurait

b

[N

L - 0, 0—]( - 0,
J¢
D’aprés la premiére condition,
__Jd w? L] S fw?
——K—(—,I—IIOUT—FTE«T) F =LYV

et le choix des varables permettra d’avoir

F=1lw} K=o,

Al 1 [d(w?) 0(w?*)
T [ Jdy dut + du

| »? |

dv .

On aura une différentielle exacte avece

= eflurrrglu—r), d'oti | = e—/+s,

I\ __[(01\* B -
<(W> ..(d—‘> = — [o?=—= — e28.

On voit que | sera une fonction de u — v.

Cette propriété est caractéristique de nos réseaux. Car elle nous
donne, en prenant la fonction ¢ nulle,

al\? ol\?
<m) : (;) ?’T-—-l{;)‘z:—“F’

\

F=lw*=¢,
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1
a_ . d(z?)

¢t commme on a

o0 T du
il viendra
tJl 1 0(w?)
Too = W “ou
R - al ol . . .
D’autre part, I = Ju 9o Sera aussi ume fonction de u--y,

ce qui donnera, par comparaison avec le dernier résultat,

L) 1 d(w?)

I du ™" o2 Qo

On retrouve les équations ¢ui ont sevvi a établir la forme de w.
Puis on en dédut

h=1=—o0.

Nous interpréterous ce résultat de la lagon <wivante. Divisons
membre & membre les deux égalités

al ol
o Jv
Werg=r NMTr—

du n° 27. Nous aurons ict

Mp =R,

\Ng O —R,

1

= ‘}-.,

— 7 désignant le rapport dans lequel le réseau divise le segment
hmité par les centres de courbure principaux d’une nappe de
Ienveloppe des sphéres. Ov, en appliquant les calculs du n® 25,
on met équation de Laplace relative au réseau sous la forme

920 L 0 o 20 ] . 95
Juoe = g¢ O8IMU—= RO+ 57108 [N (I—Ra) 150
Si ket k sont les invariants,
_ My o '
h—h =t |o,<) N )= grgelos L



— 17 —

Done les invariants seront égaux lorsquon aura une égalité
de la forme

a
!

~Ix

(voir n° 34).

Enfin Pinterprétation de © nous permettra de faire un dernier
rapprochement avec la derniére singularité de la déformation des
réseaux de lignes de courbure, conduisant & des surfaces doubles (S,),
qui donneunt un couple double de Bonnet.

Si Pon pose § = wl)’, 'équation de Laplace devient
9%’ 1 0w 2 do do)\) .
— | ——— = = =¥ =0
du dv o ou o¢ »* du 0«

ou

21

--_ ”— "2 — (), — l)"’l l f—
§grgs F1 /7= [") = (28" — &™) |8 =0.

4 . . , . .
Comme — est aussi solution de cette équation, on voit done que
£

o

. s s . z oy
chaque point du réseau admet pour coordonnées homogénes —» —:
]

3y

s 1 . , . .
5 7 quatre solutions d’une équation harmonique.
Vu et approuvé :
Paris. le (5 janvier igor.

Lc Doyen e LA FAcrury »us SOwNCEs,

-

1. MOLLIARD.
Vu et permis d’imprimer

Paris, le 15 janvier rg21.
1. Recreor oE L’ \capivie pE PAris,

P. APPELL.

T — L —
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