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PREMIERE THESE

CONTRIBUTION

A

L’ETUDE DES SURFACES REELLES
RAPPORTEES AUX GOORDONNEES CURVILIGNES

DE LEURS.LIGNES DE COURBURE

INTRODUCTION

Dans ses remarquables le¢ons sur la Théorie générale des Surfaces, Gaston
Darboux montré (t. 1V, Chap. vim) que si 1 on prend ’équation du plan
tangent & une surface ¥ sous la forme

@+ B)e+ t(B—o )7+ (af—1)z+E=0

f étant une fonction de z et §, et si cette surface est rapportée aux coordonnées
curvilignes de ses lignes de courbure u et v, ¢n a les relations

B N3 08 N , 00

= om o "o M
dp g op . ag .
=% o T Y ow’ 2

dans lesquelles w désigne une fonction auxiliaire et p et g les dérivées particlles
de & par rapport & « et 3; de plus, si la surface X est 1éelle, w est une expres-
sion imaginaire de module un et xz et { ainsi que p et q sont imaginaires
conjuguées.
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Il résulte de cela que si, inversement, on se donne une fonction 7 telle
que w = el?, on pourra,-en choisissant convenablement les solutions des
systémes (1) et (2), obtenir une infinité de surfaces réelles rapportées aux
coordonnées curvilignes' de leurs lignes de courbure, ces surfaces étant
définies comme ’enveloppe de leurs plans tangents.

Cette question a été étudiée par Darboux dans le méme Chapitre virr. 11
a montré que la résolution des systémes (1) et (2) peut se ramenecr & celle
d’une équafion 4 invariants égaux admettant une solution particuliére de
module un, suivie d’une quadrature. Il a fait remarquer de plus que la loi
dec récurrence de Moutard, sur les équations a invariants égaux, s’appliquc
au cas particulier précédent, pourvu que l’on prenne comme solution de
passage d’une équation & l'autre 1'une quelconque de celles qui donnent
pour « et § des quantités imaginaires conjuguées.

Les calculs relatifs 4 I’application des résultats obtenus par Darboux, au
cas ol I’équation & invariants égaux est intégrable par la méthode de Laplace,
deviennent trés laborieux dés que cette équation est d’un rang supérieur
au premier.

Le but de notre étude a été dec chercher a déterminer, par une méthode
directe, les éléments réels qui rentrent dans les expressions de «, (&, p et q
relatives a une fonction ¢ donnée.

Nous avons montré, dans le Chapitre 1, que le probléme revient au fond
4 la résolution d’un systéme de la forme

2z | dp oA do

E—i—lﬁ‘:() %—235=0 3)

et que lapplication dc la méthode de Moutard conduit & une série de fonc-
tions ¢, 95,.... 9n .... que 'on peut déterminer sans avoir recours aux équa-
tions a invariants égaux.

Ce qu’il y a d’important dans la forme des équations (3) c’est que si 'on
pose

0'LHa  d0 do o H., Jdo H,

_ L _— = e— -, —— —

udv ~ Judv Jdu H - H,’

elles deviennent identiques & celles qui ont élé obtenues par Darboux dans
ses Compléments et solutions nouvelles sur les équatiions linéaires aux
dérivées partielles du second ordre intégrables par la méthode de Laplace
(t. II, 2¢ édit., Chap. vi).
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Le Chapitre 11 de notre mémoire a été consacré a I'étude du cas ol I'équa-
tion a invariants égaux, déduite des systémes (1) et (2), est intégrable par
la méthode de Laplace.

Nous avons montré comment on pouvait obtenir, dans cette hypotheése,
par un procédé simple el régulier, la solution complete du probléme.

Dans le Chapitre 111 nous avons étudié au point de vue géométrique
les surfaces successives X, et Sp, obtenues par applicalion de la méthode
de transformation de Laplace, en partani, d’une part, des tangentes aux
lignes de courbure de la surface X et, d’autre part, des tangentes aux courbes
correspondantes tracées sur les surfaces des centres S et S,.

Nous avons ensuile montré comment il était possible de déterminer,
par voie récurrente et par le seul emploi des fonctions Hj el 6, de Darboux
ou de fonctions jouissant des mémes propriétés, d’'une parl, les paramétres
directeurs des tangentes aux surfaces successives le long des courbes u et v
et, d’autre part, les coordonnées d’un point quelconque dc ces surfaces.

Enfin, le Chapitre 1v a ¢té consacré a I'application des résultats trouvés
dans les deux Chapitres précédents, au cas ou la suite des surfaces Zp et Sp
est limitée. Cette étude nous a permis d’obtenir les éléments nécessaires
4 la détermination d’un certain nombre de surfaces rapportées aux coordon-
nées curvilignes de leurs lignes de courbure.







CHAPITRE 1

Détermination des surfaces réelles
rapportées aux coordonnées curvilignes

de leurs lignes de courbure.

10 -— Sotent u et v le> coordonnées curvilignes des lignes de courbure d’une
surface
On sait (*) que s1 1on appelle o et £ les coordonnées symétriques de la

représentation sphérique d’une surface quelconque, I’équation du plan
tangent en un point de cette surface a pour expression

(a+ B+ 1(p—a)y+(ap—1)"+E=0, )

4
b

étant défini par une relation de la forme
dé=pde--qdg, )

p el ¢ désignant des fonctions de o ef 3.

De plus, si la surface est réelle et rapportée aux coordonnées curvilignes
de ses lignes de courbure (%), les quantités « et { ainsi que p et ¢'sont ima-
ginaires conjuguées et sausfont au méme systeme d’équations aux dérivées
partzelles

B e B Ou
W= WS w &
op 2q op ,0q

WY T Wl )

o désignant une quantité mmaginaire de module un, dont 'argument ¢ est
défini par I'une des équations (3) ou (4).

I1 résulte de ce qui précéde qu’a toute surface réelle =, qui ne se rédut

(') DarBoux, Théorie ginérale des surfaces, t. I 2¢ édit., p 297.
- () Méme ouviage, t IV, p. 170 et 178
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pas a un plan, correspond une fonction ¢ déterminée & un multiple
de = prés.

Considérons inversement cette méme fonction ¢, les équations (3) lui font
correspondre une infinilé de représentations sphériques et I’enscmble des
équations (2), (3) et (4), une infinité de surfaces dépendant d’'une constante
arbitraire.

Parmi ces surfaces on obtiendra celles qui sont réelles en prenant pour
g, o, p et g deux systémes de solutions imaginaires conjuguées quelconques
du systéme unicque

N

) oT 0% OT
9%Z_ oL T

ou Ju v Yo ®)

ct pour la constante arbitraire une constante réelle.

Le probléme de la détermination des surfaces réelles, correspondant & une
méme fonction ¢, revient donc, au fond, a la recherche de tous les systémes
de solutions imaginaires conjuguées des équations (5).

Pour résoudre cette question, posons-

wT—[—é=21, 1(wT,——é>=2*, 6)

et éliminons Z et T entre ces équations et les équations (5). On obtient ainsi,
toutes réductions faites et en tenant compte de la relation

w=eiq’, (7)
oz Jdo ot dp
‘)—u+t(m=0, 0—0——,.—;_0 (38)

II résulte des équations (6) que I'on obtiendra la solutlion du probleme
en prenant pour z el f toutes les solutions réelles du systéme (8) ; on aura
ensuite pour les valeurs correspondantes de Z et T

T=—1r(z+1l), Z =1e*? (c—1l). 9)

Ce qui précéde montre que I'on obliendra toutles les surfaces réelles en
donnant a la fonction 2 toutes les formes possibles et que 1’on pourra les

déterminer explicitement toutes les fois que I’on saura résoudre le systéme (8).

20, — Reprenons ce dernier systéme ; on en déduit, par dérivation et en
tenant compte des équations elles-mémes, les deux relations

0% %0 Jdz 09
oudv —H()ur)u +Z(E(75 =0,
ao
24 %o 00 do R
duoo*ouow tlouaw=0:
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d’ou Fon tire, en multipliant la deuxiéme par i et ajoutant,

Pltu) | (9pde . 9% .
oudy +<()u()v_'r)udv (z+i)=0,

ou encore, en posant

’Lp®>  dede
Judv = Juodv’ (11)

d(z+1t)  0'Lpe—®

- 12
oudv + oudv (z+1)=0. 12

On retrouve ainsi la propriété de la fonction z -+ if de satisfaire & une
équation a invariants égaux admettani la solution particuliere de ,module
un ex; mais la réciproque n’est pas vraie, c’est-a-dire que toutes les solu-

tions de I’équation (12) ne satisfoni pas au systéme (8).

Considérons en effet les deux équations (10), dont l'équation (12) n’est
au fond que I’expression condensée ; on peut, comme il est facile de le véri-
fier, les remplacer par les suivantes :

9 [(9z 29 ot 09\d¢
%(au _HEE)—(z)—v,_zE)_u_o’

0 (9 09\ (920908
()u<()v—z()v)+<()u+[()u>()v_ :

Sous cette forme, on voit que si I’on désigne par z, etf, un systeme quel-
conque de solutions des équations

(13)

ot deo 9z, 99

5;—21()—12=0, u .1()—{):0, (14)
on pourra écrire

oz Jdo at Jo

51;—1—15‘& =1, 3o F o =2 (15)

Il résulte de cela, qu’'une solution de I’équation (12) ne satisfera au sys-
téme (8) que si elle correspond ala solution particuliére zéro des équations (14).
Bicn que 'équation (12) ne puisse remplacer le systéme (8), nous allons
montrer comment sa considéralion permcl, sous certaines Conditions, de
déduire les uncs des autres, par application de la méthode de récurrence
de Moutard ('), toutes les équations & invaiianls ¢gaux admettant une solu-

(') DarBoux, Théorie génerale des sui faces, t. IT, 2¢ édil , p. 161,
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tion particuliére de module un, et, comme conséquence, toute une série de
fonctions ¢ en partant d’une fonction initiale g,.
Soit

0z 41t 0°Lp2e—®!
3o 2y oy (@t 1)=0 (16)

une équaticn a invariants égaux déduite de I’équation (12) par application
de la méthode de Moutard. Cette équation admettra une solution de
module un sil’on a

Lot _ 0010

ouov ~ Ju Jv’ an
Posons
p=pr,  q=g—2¢; 18
la relation de récurrence
0?Lpfe—®  9Lp%~®  9L(z+1t)*
duov dudv Judv (19)

dans laquelle z 4 if représente une solution de I’équation (12), montre que
I’on peut prendre

p2=p¥2*+1%), y=arct (20)

1
9z
D’apreés cela, les équations (11) et (17) donnent, en tenant compte des
relations (10) et aprés réduction,
dode  0z0z  Jtot
0 5ua0 T 2uae T oudw

dg( ot ()_z) 2/, Q)
_—(ﬁ(zﬁ_—t(}u +5E(za_v_t()v :

11 est facile de voir que cette derniére équation peut étre mise sous la
forme simple

ot do ot de Jz e 2z @)_
(55—' (E) (%—%)Jf(m“o—u) (%“au =0. 1)

Si done on désigne par K une certaine fonction de u et v, on peut écrire
les deux relations

ot [ 0:

z 9
ﬁ_z(ﬁ=K H-HE)’ (22)

0z 00 at Jy
%'—F!%:—K(%—ZZJ) (23)
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On déduit-de ces deux équations,.en dérivant la premiére par rapport
4 v, la seconde par rapport 4 u et en tenant compte des relations (10),

0K [0z )
()v( +tdu> 0, (%_zdv) 0

On doit donc avoir, d’aprés les équations (13), en supposant 5— 5 ? différent
de zéro,
soit
ot ()cp .
+t()11 0 T =0;
soit
K _K_,
ou_ Jv

et par suite

K =constante.

Dans la deuxieme hypothése les équations (22) et (23) peuvent s’écrire

H(Kz—
(— + (KH-Z)
(24)
H(Ki+z) 20
e — K 3E =0,

et expriment que les quantités Kz — { et Kt + z doivent satisfaire au sys-
téme (8).

De plus, lkidentité
Ke—t+1(Ki+z)={z4il)(K+1)

montre qu’elles satisfont également aux équations (12) et (19).

Si le produit %% était nul, ¢’est-a-dire si I'équation (12) était du premier
rang, et si de plus le systéme (8) n’était pas vérifié, il serait facile de
montrer que I’équation (16) serait également du premier rang et par consé-
quent identique a équation (12). Nous pouvons donc écarter ce cas particulier

il résulte de ce qui précede que P'on peut énoncer le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que 1’équation (16) admette
comme I’équation (12), dont elle dérive, une solution particuliére de module
un, est que la solution de passage z + if satisfasse au systéme (8).
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Cette condition étant supposée remplie, les quantités p2 et o sont
données par les équations

o =g+ E), 5) 1= 3—2aretgt, 26)
Inversement, je dis que toute équation & invariants égaux qui admet
une solution particuliére de module un peut étre déduite d’une équation de
méme nature et jouissani de la mémec propriété au moyen de la méthode
de Moutard. La démonstration est immédiate, car les équations (8) et (26)

permettent de déterminer, par I’élimination de z et f, la valeur de ¢ relative
a I’équation (12), en fonction de la quantité correspondante del’équation (16).

Cette élimination donne, tous calculs faits,

Tn
9 oLty —5—
o Ju

—a1 0 2 —pdo
—tg 2RO == O pppg 80100
Y %u) o\ T o

Ce résultat montre que de méme que I’équation (12) peut donner naissance
4 une infinité d’équations de méme nature, I’équation (16) peut étre considérée
comme dérivant, par application de la méthode de Moutard, d’une infinité
d’autres équations jouissant des mémes propriétés.

En résumé, la méthode de récurrence de Moutard s’applique aux équations
4 invariants égaux,admettant une solution particuliére de module un, sous
la réserve que la solution de passage z -- i satisfasse aux équations (8).

Ce résultat esl extrémement important, car il montre que tout systéme
de la forme (8) peut donner naissance, sans passer par les équations a inva-
riants égaux, a une infinité d’autres systémes de méme nature au moyen de
la formule de récurrence

t
cpx=q>—2arcigz~ ,
et qu'inversement, tout systéme de cette nature peut étre considéré comme

dérivant, dans les mémes conditions, d’une infinité de §ystémes de méme
forme.

30. — Soient X et i, I et m deux systémes de solutions réelles des équa-
tions (8) ; on peut prendre, d’aprés le systéme (6),

o= —1e=9 O +1p).  B=ie'’ Oi—ip), @7)

g=—1e—® (I4+im), p=ie* (I~ im). (28)
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On déduit immédiatement de 14, en posant d’unc fagon générale
a  d9 9o

) 0% . .
E—zﬁlzz 5{)‘-{—17’):1 H (29,

do={(Vdu—w’dv)z—>
(30)
d3=(duLtip’dv)e”’,

dg=(Udu— im’dv)e~¥,
81}

dp=(ldu+im’dv)e*

Les équations (28) et (30) permettent par suile d’écrire ’équation (2),
toutes réductions faites, sous la forme essentiellement réelle

de=2(m) du+lp’d), (22)

d’ou l'on tire, ¢ désignant unc constante réelle,
§=2fm)\’du—|—lya’dv+c. (33)

En résums?, les équations (27), (28) et (33) donneront les éléments d'une
surface réelle toutes les fois que la fonction ¢ sera telle que le systéme (8)
pourra étre intégré.

Considérons enfin les fonctions z’ et # définies par les équations (29);
on a par exemple

AT = (' du—it'dv)e ~ %, (34)

En écrivant que cette expression est une différentielle exacte on oblient
les deux relations

o, dp 27 ds

Ju 2 %=O, 20 (35)

o0 T o=
qui relient directement les fonctions z°, ¢’ et .

Il est facile de voir que ces équations ont une certaine analogie avec les
équations (8) ; on passe en eflet du systéme (35) au syst.me (8) en rempla-
cant les dérivées des inconnues prises par rapport & u par cclles prises par
rapport a v et inversement.

Il résulte de cela, que les équations aux dérivées partielles qui donnent
séparément z et z’ ou ¢ et £’ sont adjointes 'une de 'autre.

Cette remarque sera u‘ilisée dans le Chapitre suivant ot nous allons
étudier en détail le cas o les fonctions ¢ donnent des équations & invariants
égaux intégrables par la méthode de Laplace.






CHAPITRE II

Cas ol la fonction o permet de former une équation
a invariants égaux intégrable par la méthode de Laplace.

40, — Reprenons les équations

P(z+it) | PLo*e™? (14 i1y—0, o
oudv oy
22 | 09 o dp
E-{-l(ﬁl =0, -()—D-—-Z% =0. (2)

Nous allons d’abord montrer que si I’équation (1) est intégrable parla
méthode de Laplace, il en est de méme de celles qui seraient obtenues par
I’élimination de z ou { entre les équations (2) et récipfoquement.

Soit en effet z 4 it une solution de I’équation (1), siipposée intégrable par
la méthode de Laplace, et posons

d Jg
Zi=—iy (24 iz)—(z+i1)5lit 3)
0 . 0
£i= (e il i) 55 @)

L’élimination de z-i{ entre ces deux équations et I’équation (1) donne,
en tenant compte de la relatlion

OLe _ 009
oudv ~ ouodv’
()21 5 ()(? ()[’1 s ()(p
o0 TP =0 u g0

Il résulte de cela et de 1a forme des expressions de z’, et ', que I'élimination
de z’ ou #’ entre les équations (35) du chapitre précédent donne une équation
intégrable par la méthode de Laplace. Les équations qui donnent z et ¢
étant respectivement adjointes de cclles qui donnent z’ et # jouissent par
consequent de la méme propriété,
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Réciproquement, supposons que I’élimination de #, par exemple, entre
les équations (2), donne pour z une équation intégrable par la méthode de
Laplace ; cette équation admet donc une solution particuliére linéaire et
homogene par rapport a unc fonction arbitraire de 1'une des variables
indépendantes ainsi qu’a un certain nombre de ses dérivées. On en conclut
facilement, en tenant compte de la premiére équation (2), que I’équation (1)
jouit de la méme propriété et par conséquent qu’elle est intégrable par la
méthode de Laplace.

On déduit de cette proposition el de certains résultats du Chapitre précé-
dent que si 'on peut trouver toutes les fonctions o, telles que ’équation (1)
soit intégrable par la méthode de Laplace et admette une solution de
module un, on pourra, par cela méme, former tous les systémes (2) dont les
inconnues z et { pourront étre obtenues par 'intégration d’équations aux
dér vées partielles intégrables par la méthode de Laplace.

50. — Soit ¢ une fonction réelle quelconque des deux variables indépen-
dantes u et v ; on peut écrire d’'une facon générale

¢=U+V+¢’, 6}

U et V désignant respectivement des fonctions réelles de u et v, et o’ une
expression qui ne renferme aucun terme fonction seulement de I'une des
deux variables indépendantes.

D’aprés cela, la fonction ¢ se présente sous quatre formes différentes
suivant que 'on a
U'=0 V'=0, U=0 V40,
(6)
UZ£0 V=0, U200 V'Z#0.
Les variablesindépendantes étant restées jusqu’ici indéterminées, nous les
choisirons de telle facon que 1’on ait pour les valeurs initiales des fonctions ¢,
lorsque les quantités U’ ou V’ ne sont pas nulles,

U'=1, V=1,

Les résultats obtenus par Darboux sur l'application de la loi de récur-
rence de Moutard aux équations & invariants égaux intégrables par la
méthode’ de Laplace, et ceux que nous avons obtenus nous-méme dans le
Chapitre précédent sur I'application de cette loi aux équations a invariants
égaux admettant une solution particuliére de module un, montrent que 1’on
obtiendra I’ensemble de ces derniéres équations, qui sont intégrables par
la méthode de Laplace, en appliquant la loi de récurrence de Moutard et



— 23 —

en parlant, pour chacune des formes de la fonction ¢, de I'équation du rang
le plils bas qui admet une solution particuliere de module un.

L’¢tude dec I'équation & invariants égaux du premier rang monlre qu’elle
adimet les trois types de solutions particuliéres de module un correspondant
aux trois premiéres formes des relations (6) et qu’ellcs n’en admet aucune
correspondant a la quatriéme forme.

Nous sommes donc conduit a rechercher s’il existe des équations du second
rang jouissant de cette propriété.

Comme nous I’avons dit précédemment, nous supposerons
U=V=1.
Soit, d’aprés cela,
P=U.+Vi+iU:+Vs) Q)

la forme générale de la solution de I’équation du premier rang qui permet
de former les équations cherchées, U,, U,, V, et Vz désignant respective-
ment des fonctions réelles des variables u et v. Ces quatre fonctions doivent
satisfaire a la relation

= (1458)_(1+55). ®)
dans laquelle

U:+ Ve
Ui+ Vi©

P=UIHVY UV, lgh=—

L’équation (8) donne, tous calculs faits et aprés groupement convenable
des termes,

(V14 Vo) (U4 Ug)H(V’:—V1) (U’s—Uy)

VeV ®)
—UU U U LU +U* FV VeV, v 2 '2F z,

Prenons les dérivées des deux membres de cette équation, successivement
par rapport a u et par rapport a v, on obtient la relation
(V"1+V’z) (U”1+U,2)+(V”2—V’1) (U”A—U“):O,

d’out 'on déduit successivement, m, n et p désignant trois constantes arbi-
traires,

U 4+ Us=m(U”—U%) V'V i=—m(V"’1+ V"), (10)
U +Ui=m(Us—U)+n  Ve—Vi=—m(V:+V2)+p. (€89
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D’aprés cela, ’équation (9) peut s’écrire

n(V’s+Vo)+p(U’e—U1)
2 s 24 V.2 @12)
=U:U"2—'[.12.0"4——.Ul _2|—U2 +V4V’5—V2V’1—V1 ; — =0,

On doit donc avoir, ¢ désignant une nouvelle constante,

2 22
AV + Ve ViVt VsV ;“V- —c,
13)
U24-U2
P(U—U)—U U+ U, U’ + % =—c.

Prenons les dérivées des deux membres de ces derniéres équations ; on
obtient, en tenant compte des équations (11),

(V”1—|—V’z) (V2+mV1 +n)= O,
(14)
(U”2—U’1) (—U +mUz+p)= 0.

Je dis que les seconds facteurs des expressions précédentes ne peuvent
étre nuls ; car, s’il en était ainsi, on aurait, d’aprés les équations (11),

Vi—mVe+p=0 ou U;+mU;—n=0

et par suite les quantités V, et V, ou U, et U, se réduiraient & des constantes.
La fonction ¢’ ne contiendrait donc au plus qu’'une seule variable indépens
dante, ce qui serait contraire a ’hypothése.

On doit donc avoir

V4 Ve=0, U”—U"=0, (15)
et par suite, d’aprés les équations (10), en supposant que m est finie;
V*?y—V* =0, U1+ U%=0: (16)

On déduit facilément des équations (15) et (16) pour les valeurs des quan-
tités Uy, U,, V, et V, des expressions de la forme suivante :

U=acos(u—a)-+a, U.=asin(u—o)+as.
Vi=bcos(v— 8)+ by, V.= bsin(v — B)+ b2,

a, b, ai, by, a3, b,, « et B désignant des quantités constantes.

Pour que ces solutions conviennent il est nécessaire et suffisant qu’elles
satisfassent a I’équation (9).

En faisant la substitution on obtient la condition

(@A b)Y (At by =a 4 b2,
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On satisfait évidemment a.cette équation en posant
a==vcost, b=vs1ng,
a4 by=vcosy, ax+ bs=vsiné,,

v, { et {, désignant trois constantes arbitraires.

D’aprés cela on aura, tous calculs faits, pour la forme cherchée del’expres-
sion (7), la valeur suivante :

P =velbi(eru—%—Lcost 4 exr—B—Lnsing +1). {7

Nous avons supposé dans ce qui précéde que m avait une valeur finie; s'1l
en était autrement, on poserait m = dans les équations (10).et I’'on arri-
verait encore & la méme conclusion.

La relation

donne, en se servant des imaginarres,
. lLU\-l-V;—z(Ua-{-Vz)
T U VU U Vo
On a donc, d’aprés les équations (5) et (17), en prenant comme variables
indépendantes les quantités u—a— ¢, et v—f—(;, ce qui ne modifie pas lcs
conditions U’ =V’ =1,

e—weosy +e=wsing+1

1
g=u-tvtctet TL ewcost+ewsing+1 (18)

En résumé, les valeurs initiales des fonctions ¢ sont données par les

T

expressions
p=cte,  p=uv+cte p=u+cte (18 bis)
et par I’équation (18)
60.— Revenons alarésolution du systeme (2). Les équations (3) et (4) mon-
trent que si ’équation (1) est de rang n, les expressions de 2’y et ", et par

suite de z’et ¢’ sont au plus de rang n+1 par rapport a chacune des variables;
il en est par conséquent de méme de celles de z et ¢ quisont respectivement

adjointes des précédentes.
Il résulte de cela que la suite de Laplace relative aux équations qui donnent

zett esat Iimitee dans les deux sens,
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Remarguons enfin que st les solutions du systeme (2) sont 2w ples de
rang p par rapport & u et de rang’q par rapport 4 », I’équation (1) sera d’un
rang au plus égal au plus petit des deux nombres p et ¢.

Ces résultats étant acquis, nous nous appuierons, pour la résolution du
systéme (2), sur les propriétés des fonctions H et 6 considérées par Darboux
dans ses solutions nouvelles sur les équations aux dérivées partielles du
second ordre intégrables par la méthode de Laplace (*)-

On a relativement & ces fonctions, p désignant un nombre entier quelcon-
que, les quatre relations suivantes :

JH 29
(;_uw 8p—Hp a_,f =Hp—10p+1,

Mpi1 I

H, o0 v 8pt1=Hppb,

(193

*0LH
Hp—al+l = HE}JT[)U’, N

. 0°L0
0p—18p1=0 p-du—()’-’;.

Si ’on pose, d’une facon générale,

[
L n R & (20)

on peut remplacer les deux premiéres équations (19) par les suivantes:

dzp Hpa Mo Hppr 21
ou T, =0 5, g, =" @

On a de plus les relations
tpHp=2zp 1 Hp+1=0pt1. 22

Les deux équations (21) montrent que zp et {, donneront les solutions
du systéme (2) si I'on peut déterminer trois fonctions Hp—1, Hp et Hp1,
satisfaisant a la troisiéme équation (19) ainsi qu’aux deux relations

Hp—l__()_Q Hp—l—\__é_a:
H, ou’ H; ~ ov’

11 est facile de voir, d’aprés 1’équation

PLgt _0o 0o
dudv~ Judv’

O Darmoux, Théorie gérérule des surfaces, €, 11, 20 4L, p. 123 ot suivantes.
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que ’on peut prendre pour les fonctions cherchées

) . 2
Hya=¢'5t, Hy=¢, Hpu=g3l. @3)
Pour la symétrie dans les calculs ultérieurs nous donnerons la valeur
zéro a l'indite p pour lequel le systéme (21) est identique au systéme (2);
autrement dit, nous poserons.
Z=2Zo, t:to,

p) p)
H_1=925‘§, Ho=p, Hi=¢52 (24)

La suite de Laplace relalive aux équalions qui donnent z et ¢ étant limitée
dans les deux sens, il en est de méme, d’aprés les propriétés des fonctions H,
de la suite formée par ces fonctions; autrement dit, il existe deux nombres
entiers et positifs n et n’ tels que ’on ait, pour tout entier ¢ positif ou nul,

Hnig=0, H-—w+p=0.
D’un autre coté, les équations
Hn= 0, H—rn'= 0 N

expriment que la fonction z, est-de-rangs—n’*—1-par-rapport a u et n-par rap=
port & v, et la fonction #, de rangs n’ par rapport 4 u et n—1 par rapport 4 v.
L’équation (1) sera par suite d’un rang au plus égal au plus petit des deux
nombres n et n’.
Ces résultats étant acquis, les fonctions 0 sont données par la formule
générale :

,
bng1= D (Uba,‘;—fj .. %q—i?)ﬁ— :3:'2 Dv(v,,p,g—s e ‘%(w—ff) (25).
Dans cette expression,
U, et V, sont respectivement decs fonctions arbitraires et réelles de u et v,
q et r des nombres entiers ayantipour somme la quantité constante n-+n’—3
que nous représentons par m—1,
« et @ des fonctions de u et v définies par les relations

m—1
ey

a=llogron, B=(—1)"" 5 Hus,

enfin Ay et A des fonclions de u et pm et A’ des fonctions de v que nous
allons déterminer.
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L’expression de § montre que cetfe guantité sera donnée, comme la
fonction o, par un élément de la suite des fonctions H si I’'on peut satisfaire
a la relation

m-—1
m— Y A?

-1 — =1
( ) )AWZA

ws

c’est-a-dire, d’aprés la nature des quatre fonctions am, A, pm et A’ aux
équations

m—1

—1 >
(—1) (.Lz A= )‘Z"A=c’ (26)

¢ désignant une quantité constante.

Pour résoudre cette question, remarquons que ’on peut écrire

=
Y
d=H_(n,_2)— L u; CZ,
=1
!
ur U . . . . . RS 1 PP
u’y ws u’,,
A= | = e oo . y
{n—1) (m—1) (m—1)
us Uz « o o « « Uy

les quantités u; et {; désignant respectivement des fonctions de u et de »
linéairement indépendantes.

On a ensuite, en posant

G G e . [ ey
il e o oo L O

(m—1) (m—1) (m—1)
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D’aprés cela, on peut remplacer les équations (26) par les suivantes :

(_l)m—l
‘W =AmA=¢
d’olt ’on tire immédiatement
—1)y"! ¢ At
H'))z:‘(——_),—" A= —» A=
cA’y A cm

On obtient ainsi les valeurs de Am, pm et A’ en fonction des éléments de
la quantité H_, 5.

Il résulte de ce qui précéde que la formule (25) donne, en faisant rentrer
une constante convenable dans la fonction V, et en adoptant les derniéres
notations,

2 wp—3 )
0,= Du (U1,H—(n’—2).—()‘5 H_(w—s)... oo H—(w—2)
27)
1 > P dm—p—2)
+ An—p—2 A7 n—p—1 Do (VhHﬂ—2= a_u‘Hn—r. - = n—2)-
On a en particulier, pour les solutions-du systéme(2);
soit
eo Ho 320
0= m, to—"—":[_I_1 E’ (28)
soit
1 H, ot
io=m. Zo= Hoo- (29)

Sil’on avait 4 la fois H, = H, = 0 la solution ne pourrait étre obtenue
par aucun des deux systémes (28) ou (29) ; mais les équations (2) donnent
dans ce cas

zo="Vjy, ty="Us. (30)

Les résultats précédents montrent que les premiers éléments a calculer

. . 2 . . ,
sont les trois fonctions p?, 9237‘2 et pﬁﬁ. Il esi facile de voir que 'on peut
éviter ce calcul et obtenir directement ces fonctions par voie de récurrence,

comme il a été fait pour les fonctions ¢ correspondantes,
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donne en effet, en dérivant par rapport a u,

a0
dor_ 09 _o%ou— ou,
u_ ou ° 248

c’est-a-dire, en tenant compte des relations

e 9z %
- 0u+t0u_'

doy do 2z’
ou= " ou “z4r

ou encore, en remarquant que 'on a

p =02+ 1) (31)
14 209, .
ot o = g ()2 32)
On aurait de méme
0 0
ot SE =R @ rmrure. (33)

Les équations (31), (32) et (33) donnent les formules de récurrence cher-
chées.

Nous avons montré précédemment que l’on pouvait obtenir toutes les
fonctions ¢ en partant des valeurs initiales données par les équations (18)
et (18 bis). En ce qui concerne la détermination des valeurs initiales corres-

pondantes de la fonction ¢?, il est facile de voir que l’on peut adopter, dans
le cas de I’équation (18),

= | OV UV |
c¢’est-a-dire, toutes réductions faites,

* = (14 costcos u) (1 4-sintsinv)+4-3singcostsinusiny, (34)
et dans celui des équations (18 bis),

p’=1.
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Comme application des résultats précédents, nous allons vous proposer
de calculer les solutions du systéme (2) relatives aux équations du second
rang et 4 la quatriéme forme des relations (6).

Les équations (18) et (34) donnent, tous calculs faits,
Hi1=p-‘3c:l =sin¢(sin{+ cos v),

2
Hl=pﬂ;)%=cosc(cost+cosu)
On a par suite
H—:=H.=0;
d’ou ’'on déduit
n=n’'=2, H(q —ty=Hp—o=H;=¢*
Dr’aprés cela, ’équalion (27) donne, par exemple,

U, Uy
b= o 2p° + AV,
Ju

Or, I’équation (34) montre que 1’on peut prendre

14-cos{cosu  cosgsinu -

.07
=cos¢(cos¢+-cos u)_. o? S

A=

—cos¢sinu cos{cos 1t

On a donc, d’aprés les équations (29),

[N oL ) -
1=E—Ulp—4n+mg (35)
_Heat 1 90*Lp! s
=Moo ()cp( ' azr()v_'_\‘()v- +Vn ()v)
o

c’est-a-dire, pour la valeur de z, en remarquant que J’on a

oL 22
?*Lg? _ 99 ¢, Jdv_ JLp’
ouov — oudv o v’
JLp? s an
Z== Ul()u Vl“‘_ +V'. (3‘3)

On déduit des équations (35) et (36), lous calculs faits, pour la solution
correspondante de I’équation (1)

. S Usercos{—1 Viewsing ~ (View) — (Useny
zHit= ewcosy +ewsin +1 ew +1 e @7

3
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70. — Nous avons fait remarquer, & la fin du Chapitre précédent, que 1’on
passait du systéme (2) aux équations
oz’ de o de
%-I—i 5—,;:0, Ju % 5-1;—0 (38)
en remplacant les dérivées des inconnues prises par rapport a4 u par celles

prises par rapport & v et réciproquement.
D’aprés cela, si ’on veut obtenir directement les quantités z’ et i* on est

conduit a considérer les fonctions 6’ définies par les égalités

JH, 09’
Tvpe’p "Hp"()—vz =Hp—16"p+1,
(39)
20’ oH
nil '-pe’p-H =Hp+1 6’

Y ou ~ ou
et qui satisfont, comme les fonctions 0, & la formule de récurrence

, 1 0°LO
Voi0rni=0; Ty

Posons, par analogie avec ce qui a été fait dans le paragraphe précédent,

Oy _ Oty
z,p = l’p —Hp, (40)
les équations (39) donnent
()Z’p 5 Hp—l _ 0[’1, 5 Hp+l
T +, H, =0, Pz "% H, =0. (41)
On a de plus les relations
"pHp=2"pt1Hp 1 =0p41, (42)

D’un autre c6té, les propriétés corrélatives des fonctions 6 et 8 montrent
que la fonction 6, étant donnée par I’équation (27) on a

, 0 o w+p 3)
(] » —_-D',(Vz,l‘[—(n’_.z), EH—(,‘-_z),. . ()———u wip 3 H_(n'_g))
: (43)

n'4p-3 wfp-2 Jn—p—2)
+a A’y D n—-z)

2
« (Ug,Hn—z, a—UHn—'z,. - Spn—p=3
les quantités U, et V, élant respectivement des fonctions réelles des variables

ueto.
Les équations (40) donnent en particulier pour les solutions du systéme

(38),



e
—_— 0 —

soit
, 0 , H, 07
Y=g lo='———Hjl%2; (44)
soit
) 6 o Hyot’o
=gy F“Hou (45)

Sil’on avait ala fois H.,=H,=0 les valeurs de 2’ ct I’o seraient obtenues
par les deux expressions

2’=U, Po=Vs. (46)

80, — Les équations (20), (21), (22) et (24) montrent qu’a toute valeur de
la fonction 6, donnée par la formule (27) correspond, par voie récurrente,
un systéme de solution des équations (2), linéaire et homogéne par rapport
aux deux fonctions arbitraires U, et V, ainsi qu’a un certain nombre de
leurs dérivées ; de méme, & toute fonction 0’, définie par la formule (43)
correspond un systeme de solutions des équations (38) jouissant de la méme
propriété par rapport aux fonctions U, et V..

D’aprés cela, I’équation
d(z+1)e—? = (Z’du—1’dv)e

est une relation différentielle, linéaire et homogéne par rapport aux quatre
fonctions U,, U,, V, et V,. On en déduit, a et b désignant deux constantes
réelles et arbitraires,

24 if=ae %tV ¢ "‘ﬂf(z’du —it’dv)e™?

ou encore, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires et tenant
compte des équations (20),

0o=aHocos(¢+ b)+F(Us, V),
6, = aHsin(p+ b)+®(Us, V).

les expressions F et @ étant des fonctions connues de U, et de V, et nullesiden
tiquement pour U, = V, = 0.

Les équations précédenics permetlent d’oblenir, de proche en proche,
au moyen des deux premiéres équations (19) et par des seules opérations
de dérivation, pour une fonction 0p quelconque, une expression de la forme

8=/ (1,0) + (U V),



/ désignant une fonction connue et ¢ une cxpression qui comme F et @
est nulle identiquement pour U, = V, = 0.

Or, on peut déterminer le nombre p de maniére que la fonction 8, ne
contienne, par exemple, aucune dérivée de la fonction U,. On a d’aprés cela

Ui=%(V)+/ (2,0)+W(U:Vy),

Z désignant une expression différentielle linéaire et homogéne par rapport
a la fonction V,.

Appelons U, et V,, un systéme de valeurs de U,etde V, qui correspon-
dent respectivement a U, =0 et V, == 0; I’équation précédente peut s’écrire

Ui=%(V1,0)+(u,0)+4U>,0)
ou encore, en remarquant que 1’on doit avoir
Uno=UV1,0)+S(u.v), 47)
Ui=U o+ 4(U-,0). (48)

On trouverait de méme pour les fonctions Vy,o et V, des expressions de
la forme
Vi,0="4(Uly0)4-f1(u,v), (49)
Vi=Vi,0+4.0,V). (50)

Les équations (48) et (50) montrent que I’'on obtiendra les valeurs de U,
et de V,, respectivement en fonction de U, et de V,, lorsque les quantités
U,,o et Vi, seront déterminées. C’est la question que nousallons maintenant
traiter.

Considérons pour celales deux équations (47) et (49); 1a forme des fonctions 0
montre que ’on peut les écrire

Uu,‘=}:ulf1(Vn,o), Vl)0:>_:l)13](Ul,0), 1)

u, et p, désignant respectivement des fonctions des~variables u et v linéai-
rement indépendantes, f, et ¢, des expressions différentielles et linéaires
par rapport aux deux fonctions Vi, et Uy,.

Pour queles équations précéfdentes puissent étre vérifiées, il est nécessaire et
suffisant que I'on ait, quels que soient i et j, a, et b, désignant des quantités
constantes

1, (Vi)=a,, ?J(Ul-o)=b
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D’aprés cela, les équations (51) donnent pour U, et V,, des expressions
de la forme

Uuo——«Zalui, V1,0=‘\:b]DJ. (52)

les quantités a, et b, devant satisfaire au systéme d’équations linéaires cer-
tainement compatibles

f‘(}_:vjb] =a, q:](zula1 =b,,

Ces résultats montrent que les fonctions U, et -V,,O ne dépendent, en
réalité, que d’un seul systeme de constantes a, ou b, dont plusieurs d’entre
elles peuvent étre prisesarbitrairement; car, s’il en était autrement,la fonction
aci(?+b) ne pourrait contenir aucune constante arbitraire.

I1 n’est pas inutile de remarquer que les valeurs U, et V,, de U, et de
V. sont celles qui correspondent, & un facteur constant prés, aux solutions
de module égal & I'unité de ’équation (1).

Proposons-nous maintenant le probléme inverse de celui que nous venons
de traiter c’est-a4-dire de diterminer U, et V, respectivement en fonction
deU;etdeV,.

Les équations

donnent, en tenant compte des relations (40),
0o=F(U,V), 01=®(U.V,,
I” ct 4’ élant des expressions différentielles linéaires et homogénes par

rapport aux fonctions U, et V..

Les équations précédentes permettent d’obtenir, de proche en proche,
au moyen des relations (39), pour une fonction 0’5 quelconque, une expression
de la forme

#p=4"(Us, V1),

¢’ désignant une fonction de méme nature que F’ et @’.

On en déduit, pour une valeur convenable de p,

Vo= (Ua)+ ¢ (Us, V1)



ou, en remarquant que’on a
0=%"(Us)+ ¢ (Us,Vir)
Vez=¢’(0,Vi=Vy,0). 63)

On obtiendrait de méme

U?z‘#;(U\—-Uhn,O). (54)

Les fonctions U,, et V,, ayant été déterminées précédemment, les
équations (53) et (54) donnent la solution du probléme.




CHAPITRE III

Considérations sur les surfaces successives obtenues
par application de la méthode de transformation de Laplace
en prenant comme point de départ

les lignes de courbure d’une surface réelle.

90, — Soient 2 une surfaceréelle et uetvles coordonnées curvilignesde ses
lignes de courbure.
La théorie des congruences rectilignes (*) montre que le systéme conjugué

u = c“et v = c* tracé sur la surface & permet d’obtenir, de proche en
proche, une suite illimitée ou non de surfaces

ve By Ep—1) ..E—1, 5, B Eg, 0. . (1)
Nous supposerons que ces surfaces sont déterminées, dans le sens des
indices croissants, en partant des tangentes aux courbes v = c*.

Enfin, nous désignerons respectivement par I'y et A, les courbes v = c*et
u == ¢ qui passent en un point M, de I, correspondant & M de X et par
Ant1, A’ny1, Ane1 les paramétres directeurs de la tangente commune aux
courbes I'n et Apy1 aux points M, et Mp,1.

Aux surfaces de la suite (1) nous associerons les surfaces
e S—pS—p—1 ..S5-1,S,Sy,...8¢-1,8... 2)

obtenues de la méme maniére et définies de la facon suivante :

La surface S sera le lieu des centres de courbure de la surface £ le long
des courbes I' et le sens des indices croissants sera encore déterminé en
partant des tangentes aux courbes v == c* .

Enfin, nous désignerons respectivement par Cn et Dn les courbes v = c“et
u == c* qui passent en un point P, de S, correspondant encere & M de X et

(") DArBoUX, Théorie générale des surfaces, t. II, 2¢ édit., p. 16 et 17.
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par Bn, B’n, B”s, les paramétres directeurs de la tangente commune aux
courbes Cp et Dpn 44, aux points Pp et Py,

11 est & remarquer que la surface S, sera le lieu des centres de courbure de
la surface = le long des courbes A.

Cela posé, considérons quatre suites de courbes I'n, An, Cn et D, passant
par les points M, et P, des surfaces Zn et S, ; nous allons démontrer, rela-
tivement a ces courbes, un certain nombre de propriétés qui résultent de leur
définition méme.

Les surfaces S et S, (voir fig. p. 41) représentant le lieu des centres de cour-
bure de la surface Z, la tangehte commune aux courbes D, et C est perpendi-
culaire au plan tangent &4 £ en M ; de plus, les binormales 4 ces courbes sont
respectivement paralléles aux tangentes aux courbes I' ct A.

On déduit immédiatement de ces propriétés que la tangente commune
aux courbes D et C.,, qui n’est autre chose quc la caractéristique du plan
osculateur a la courbe D, quand u varie, est perpendiculaire au plan oscula-
teur & la courbe I' ou encore au plan tangent & 2, en M, ; par suite, la
binormale & la courbe D est paralléle a la caractéristique du pfan osculateur
4 la courbe I' quand v varie, c’est-a-dire a la tangente a la courbe T ;
enfin, la binormale & la courbe C., étant perpendiculaire au plan tangent
a S en P est paralléle 4 la tangente commune aux courbes I' et A,.

Il résulte de ce qui précéde que les propriétés corrélatives que nous avons
énoncées relativement aux surfaces S,. S et 2 se retrouvent sur les surfaces
S, S-; et X, et par conséquent, de proche en proche, sur un groupe quelconque
de surfaces S-(n), S-n et Zn.,

On peut donc, d’aprés cela, adopter pour les paramétres directeurs des
binormales aux quatre suites de courbes que nous avons envisagées les
quantités suivantes :

, B, B—@in, B —@min,
B—_n-1, B—@—1, B’—@m—,

)
Ca, A, A, AV,

A_m—y A'—@—2, A”_@—2.

On sait que toute droite Pn Pn+, passe par le point correspondant M,
de X,; de plus,.nous démontrerons dans le Chapitre 1v que les deux
tangentes aux courbes I'n et A_; aux points M, et M., sont rectangulaires.
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100. — Les résultats précédents montrent 'importance des deux séries de
paramétres directeurs Ap, A’n, A”’n; Bn, B’n, B”n, qui donnent a la fois
les directions des tangentes et des plans osculateurs aux quatre suites de
courbes T'n, Ap, Cn et Dy

Nous allons nous proposer, dans ce paragraphe, de montrer comment on
peut obtenir ces quantités, de proche en proche, en fonction des cosinus
directeurs a, @’, @’ ; b, b’, b’ et ¢, ¢’, ¢’ des tangentes aux courbes I' et A
et de la normale 4 la surface X.

Tout d’abord, les propriétés du triédre mobile attaché & une surface et
formé en chaque point par les tangentes aux lignes de courbure et lanormale
4 la surface (') montrent que les neuf cosinus directeurs précédents satisfont
aux deux systémes d’équations aux dérivées partielles

2@ ® 2a®

S =—ar, S =%r @
@) (O]
0 0
G =% = =% )
i=1,2,3.

D1 ¢, T et r, désignant des quantités qui vérifient les relations

0 2
% =—qr1, 5% =rp. (6)

Les équations(4)et(5) donnent, par des éliminations convenables, en tenant
compte du systéme (6), les trois équations aux dérivées partielles

02 a® oLr )

duos ~ ov og T =0

(@] @
2%b b oLr O]
oudv — ou oo TP =0 ™

% (O] ac(l) LLq ac(‘i) _

ouodv du v v Ju

D’autre part, on a pour la courbe I', par exemple, d’aprés la définition
méme du plan osculateur
@
@_® P) @
Ya B, =0, N5-BI=0. @®)

(!) Dareoux, Théorie générale des surfaces, t. I, 2¢ édit., p. 65 et 66 et t. II, 2¢ édit.
p- 384. '
t
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Dérivons ces deux derniéres équations par rapport a v; on obtient, en
tenant compte des équations (7) et (8),

(O]

@
B N Ja
() } 2 [ "
2(1 ov B v =0

®oa oLr <oa B
' @08 JLl | w02 OB
Z‘B-l Jv  Jdu +2 u Jv =0.

En combinant convenablement les quatre équations précédentes on en
déduit les deux relations

2\ow —9

()0(7’) @) 0Lr1) B (1)= 0

) (2)
(0L —g®oLr) 9B, _
2 ou Ju v 7’

qui expriment que la direction définie par les quantités entre parenthéses
est celle de la binormale a la courbe D, c’est-a-dire de la tangente a la
courbe T

On conclut aisément de ce qui précéde que la loi de succession des directions
An, A’n, A”n n’est autre chose que celle qui résulte de ’application de la
méthode de Laplace aux équations linéaires aux dérivées partielles du second
ordre

On obtiendrait évidemment un résultat identique en ce qui concerne les
directions B, B’n, B, des tangentes communes aux courbes C, et Dnyi1.

Cela étant, reprenons le systéme (4) et posons

A® AP ©)
b o« =
k2 T
=0 r= '_1.‘ s

11 est facile de voir que dans ces conditions les équations (4) et (9) sont
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tout 4 fait analogues aux équations (20) et (21) du Chapitre 11. On peut
donc écrire d’une facon générale

(&)
oty @D 0Ayp )

oubBr — ;)_u =1p—1ApL,

@
0Ap+1 Jtp (O (O]
T 031— — '(,—:Ap-l-l =1p+18p , 10)

, Lty
Tp—1Tp+1=Tp '()u—()".
Il résulte de ce qui précéde que la détermination des paramétres directeurs
An, A, A7, revient, au fond, a celle des fonctions tn. C’est cette question
que nous allons maintenant résoudre.

On sait (*) que les cosinus directeurs de la normale a une surface sont
donnés par les expressions

1+ap 1fap’ ¢ T1iFep an

dans lesquelles « et § désignent les quantités définies par les équations (27)
du Chapitre 1.

Cela étant, dérivons les équations (11) successivement par rapport & u et
par rapport 4 v ; on obtient, tous calculs faits et en posant pour simplifier
I’écriture

y=1+aB, 12)
de 2 o , o 2 .
E=7(C°5?—P~C) =y (—sing—pe’), = ‘Y—[(l—c »l;  (13)
o0 2w o 2w ) o 2 .

3o ="y (—sing=2c), %=—-T(—0059—)6), W=—~T[(1 —eN]. (14)

Si 'on compare ces résultats aux équations (5) et si de plus on remarque
que les quantités entre parenthéses ont pour chacun des systémes (13) et
(14) une somme de carrés égale a un et forment avec ¢, ¢’, ¢’’ un déterminant
de valeur un, on en conclut que I’on doit avoir

(") DarBoux, Théorie générale des surfaces, t. 1, 2¢ édit., p. 297,
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D’aprés cela, 1€ systéme (6) et les équations (40) du Chapitre précédent
donnent, en adoptant pour = Ia valeur

v=Hy, (15)
les deux relations
oo, oY ,
5 Ty =70
W o (o
[ 1 T y
“ou ~ qu” ="

Onen conclut, d’apresles équations (39) du Chapitre 11, que V’on peut écrire
d’une fagon générale

27, ., 20’ s
50V 5, =1 U,

a7
W1 -01p | R
W Ton T ou Ve =m0
J0-Lt
Tp—1Tp+1 =Tp2 —{)lel:‘ . (1 8)
De plus, la théorie des équations adjointes permet d’obtenir les deux autres
séiies de relations

()T77 0 & . 8
ou T Ty = T4

(19)
dMpr It
v ‘;'Ur - Tg Optr1="1p+10,

1l résulte de ce qui précéde que les fonctions t, définies par les ¢quations
(15) et (17) ou (19) satisfont & la question que nous nous étions posée.

Sans entrer dans le détail des calculs en ce qui concerne la détermination
des paramétres directeurs Bn, B’n, B”'n, on verrait facilement qu’en posant

¢¥:=B® (20

dans la troisiéme équation (7) on peut écrire, d’une facon générale, les deux
¢éries de relalions

[©)]
B 00’ [O)

yd B () » s
5 6 ,;—B27 ey ——-B‘I__lﬁ RSN

(21)
O]
Myt 9B,

s @ o
P ()u *—bu—ﬁ ,,+1=BP+10 »,
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qui, avec ’équation (20), permettent d’obtenir les parameétres directeurs
cherchés.

De méme que dans le cas des fonctions tp, la théorie des équations
adjointes donne les deux autres séries de relations

G)
0By ®dh @
—()—lz-- Gp—Bp E:Bp_l e}r{—l
(22)
@ 98p+1 l)B;;) @
B 0~ 0 =Byt

110, — Nous terminerons ce Chapitre de généralités en montrant comment
on peut obteuir, par voie récurrente, les coordonnées cartésiennes xn, Yn, zn ;
Xns Yn, Zn des surfaces 3, et S, en fonction des éléments qui déterminent
la surface 2.

On sait (*) que les coordonrées z, y, z de la surface 2 et X, Y, Z de la sur-
face S sont données par les formules

x—iy=sy—g—p, x+iy=“—f—q, 2=—$; (23)

X—1Y=—p+8(s+ /1), X+1¥=—q+a(s+ /1), Z=—g+@G—2)s+ /1) (24)

De plus, le rayon de courbure de 2, le long des courbes I', est donné
par l’expression

2R=—g+y(s—|_— V). (25)

Dans les formules précédentes les notations sont celles adoptées dans le
Chapitre 1 et les quantités r, s, ¢ représentent les trois dérivées partielles
du second ordre de £ par rapport 4 « et 3 ; enfin on a posé pour simplifier
I’écriture,

pat-gB—i=y, 1+oaf=y. (26)

Cela étant, nous allons d’abord mettre les formules (24) sous une forme
plus simple qui ne renfermera plus les fonctions r, s et .

Pour cela, nous remarquerons que I’on a, d’aprés les formules d’Olinde
Rodrigue,

oz ac”’
u +R 27 0. 27)

(') DarBouUX, Théorie générale des surfaces, t 1, 2e édit., p. 297.



— kY —
On déduit de cette relation, en remarquant que les équations (26) donnent,
d’aprés les résultats du Chapitre 1,
dy=2(pNdu+ ' dv),

(28)
dg=2(pl’du-+ m’dv)

la valeur du rayon de courbure principal R

/0
R=3(15—0).
Cette derniére équation, comparée a la relation (25), montre que ’on a
—r
s+\ri= e
D’aprés cela, on peut écrire les formules (24) sous la forme suivante qui ne
renferme plus les dérivésr,seti:

N r . r v
X—1Y=[3)7—p, X—|—1Y=a?—q, 2Z=(Y—2)P—g.

(29)
Ce résultat étant acquis, considérons d’abord le cas de la surface pI

On a les deux systémes d’équations

Anpr Alnpr AVnp K
0Xn, ()yn 02n "
Ju ou ou
(30)
An An A2
T2n = Ogn= czn =K'n>
v o

ov

Kn et K'n désignant les valeurs communes des rapports précédents.

Les deux premieéres équations (10) et les équations (30) donnent, ¢, repré-
sentant I'une quelconque des coordonnées xu, yu, zu, les deux équations aux
dérivées partielles

LXn
d%on T 00n Tn-}-lK"n, Jdon
2uovt v o wKa o0 0
(31)
K’n
dlon ?00’7» —Kndon
oudw t “Ju ov =

K’ 3!7_ °
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Or les courbes u et v tracent sur la surface Z, un systéme conjugué, on a
donc les relations de récurrence (¥)

Kutn don
K,n‘l‘n—‘,—l Ju’

On—1=0n—

+ K’utn d6n
Gn—1—0; hwatl
=T R ota1 00

Le probléme que nous avons en vue revient donc 4 la détermination du
n
R’
Pour effectuer ce calcul, nous remarquerons tout d’abord que les équa-
tions (b) et (13) donnent

rapport

»

220
T

c’est-a-dire, en tenant compte des équations (9),
A"|=20|.
Les relations (10) et (19) donnent par suite
A”n:26n- (3 ;)
! résulte de cela que I’on a, d’aprés les équations (30 et (32),

_0)1+l‘fn ?ﬁ
61LT1n.-|»1 ov

41 =% ’

(34)
917—}— 1Tn—1 Q2u
ttn u

Zn—1 = Zut

Posons d’une maniére générale

Zntn=—1n.
Les équations précédentes donnent, en tenant compte des relations (19).

ot o
()_: en’—‘tn % = tu—]ﬂn—Ll,

(35)

08, o1
n%l— (:)_:011+1=[n—,-|0n.
On obtient ainsi, par voie récurrente, toutes les fonctions 7, en partant de
la valeur initiale
{=Hy (36)
déduite de la derniere équation (23).

(*) DarBoux, Theorie générale des surfaces t. I1 2¢ édit., p. 18 et 19,
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Les équations (30) donnent par suite, d’aprés ce qui précede,

oo (%)
I.Si_ "'Hév ™
Kn

0 (tn 37N
LN 5{1(‘};)
On peut donc écrire les équations (32)

o 92 ([1/ )
OnH1—0n LT v

™

Jon 0 (ln

7&—' en.‘rw,-{—l'(;l‘l T_n

(38)
()
On—1—0n _ ntn ou\tn

don 1('1)
o0 1T~ 5o\t

Considérons maintenant le cas des surfaces S et posons

X~ T T
Ju Ju du

(39)

=N = ozm M
ov on ov

En raisonnant comme dans le cas précédent on verrait que l’on peut
écrire, sp désignant I'une quelconque des coordonnées Xn, Yn, Zn,

s =5 Mnb’n —aﬂh
T T NP ou

(40)
o, M dsn
Snh1= 8n+ My8’n—1 ov *

Pour déterminer le rapport

NP, Dous remarquerons d’abord que I'on a,
n
d’aprés la troisiéme équation (11),

ly=y—2;
c’est-a-dire, en tenant compte des équations (15) et (20)
B” =t—2H.
Les relations (17) et (21) et les équations (39) du chapitre précédent
donnent ensuite d’une maniére générale
B”n=1tn—2Hn.

(“1)
4
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D’apréé ¢ela, les équations (39) et (40) donnent

(‘l’n——2Hn.) e’n &Zn

Znpr=Zn— (tn—1—Hn—1) 8’n 41 “ov-

(12)
(Tn—l—2Hn—l) 0’n0Zn
Zn—1=zn+ (’rn—zH'n)a’n_l Wl‘ :
Je dis de plus que si I'on désigne par k' la fonction 8 qui correspend
4 A=1lon a, quel que soit I'indice p,

w—2Hyp I_l’_p b wp—1—2Hpalp  fp—

22p= Hy, 0p Hp Hp—1 6 Hp1’ “3)
29Zp  w—2Hp 0. (Q) 5 9%s _p1—2Hp 0 (h’p ”
“ou =" Hp ou\by)’ = Hpa  oo\e,p/) (44

En effet, les équations (19) et (39) du Chapitre 11 et (17) et (19) de ce cha-
pitre donnent, par des combinaisons convenables,

Hy-iop—tp-1Hp _ Hptp—1—tpHp—1 .

5p+1 0’ p1 009’ K,
9 () . 08pp 9w\ _ . b
5 (i)=x m (i) =K H
K désignant une fonction indépendante de p,
Or, on déduit de la premiére équation (28)
2 () =2t
ou\H,/ H:'
On a done
K=2
et par suite
Hptp—1—tpHp—1=268,0"p, (45)
i T\ _ 0p0’p+1 0 Tp \ _ ep—kle’p /
() =2 " 7#)=2 ", {46)

On aurait de méme pour les fonctions #, les relations analogues

Hptp—1—tpHp—1=20pR’p, 47)
O tp\ _ bphpps o (lp bp2l’p
ov(Hp)—z—‘H; C () =25 (48)

Ces résultats étant acquis, les relations (45) et (47) montrent de suite
que si la premiere équation (43) est satisfaite il en est de méme de la seconde
et réciproquement.
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D’aprés cela, supposons que les équations (43) soient vérifiées pour p = n;
on trouve sans difficulté, au moyen des relations (46) et (48), qu’il en est
de méme des équations (44).

. Py ()Z’IL ()Z ‘ :
Enfin, si on remplace —- et -5~ par leurs valeurs dans les relations (42),

on obtientla seconde équation (43) pour p==n-1etla premiére pour p=n—1;
comme cette équation est vérifiée pour p = o, d’aprés la troisiéme équa-
tion (24), la proposition est démontrée.

Il résulte de ce qui précede que les équations (39) donnent

0 h"n
M w5 (7) .
w0 (Fa (49)
"“au(e—’;)

On peut donc écrire les équations (40)

) 0 (Wn
Sni-1—S8n 8 anE; (m)
osn 0 (Bn\’
I 6’ n+1Hn—1 E((‘)T,,)

(50)

s 9 (R'n
P 6 ”Hn_r&Tl (eTn)
O 0 (R
v 6’ n—1Hn (5;(677;)







CHAPITRE IV

Application des résultats prédédents
au cas ol la suite des surfaces T, est limitée.

12.— Considérons parmi toutes les suites de surfaces Z,, qui ont été envi-
sagées au Chapitre précédent, et qui correspondent & une méme fonction 6,,
celle dont la surface initiale ¢ se réduit 4 une sphére de rayon un, c’est-a-dire
a la représentation sphérique des surfaces X répondant a la fonction 6.

Les deux droites MM, et MM-; sont polaires réciproques par rapport
4 la sphére.

Supposons, d’'une maniére générale, deux droites D et D’ polaires récipro-
ques par rapport 4 une sphére Si la droite D enveloppe une courbe C, la
droite D’ enveloppe une courbe C’ polaire réciproque de la courbe C, et le
point de contact P’ de la droite D’ avec son enveloppe est le pdle du plan
osculateur au point correspondant P de la courbe C ; de méme, le point P
est le pole du plan osculateur en P’ & la courbe C’.

D’aprés cela, si ’on se déplace sur une courbe A de la sphére ¢, le point
M, est le pole du plan osculateur a la courbe A en M, c’est-a-dire du plan
MM_1 M-2; de méme, le point M_; est le péle du plan MM, M, ; enfin, a
deux bositions infiniment voisines du point M,, quand u varie, c’est-a-dire
4 la droite M; M,, correspond comme polaire réciproque, d’aprés la théorie
des tangentes conjuguées de Dupin, la droite M—;M_¢ intersection du
plan osculateur en M & la courbe \ avec le plan osculateur infiniment voisin.

On démontrerait de la méme maniére que la propriété précédente a
lieu, d’une faton générale, pour deux droites correspondantes quelconques
Mp Mp+1 et M_pM (p+1)qui sont par suite rectangulaires.

Ces résultats étant acquis, nous allons nous proposer de chercher dans
quelles conditions la suite des surfaces sp, et par conséquent celle des surfaces
¥p, est limitée.

Supposons, pour fixer les idées, que la surface s, (m=.0) soit la derniére de
la suite dans le sens des indices croissants,
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Pour qu’il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que cette derniere
surface se réduise & une développable de génératrice 'm ou & une courbe
unique ',

Dans la premiére hypothése Uaréte de rebroussement Apyy de la sur-
face sm admet, quel que soit u, comme polaire réciproque par rapport a la
sphére s la courbe A_p,; la surface s—, doit donc se réduire 4 une courbe
unique A-, . On démontrerait de la méme maniere que dans la seconde
hypothése la surface ¢—(m+1) se réduit & une courbe unique I'-(m+1); par
suite, la surface o—,, se réduit 4 une développable de génératrices A p.

Il résulte de ce qui précéde que si la suite des surfaces s, est himitée dans
un sens par une surface développable, elle se terminc dans le sens opposé
par une courbe unique et réciproquement.

D’apreés cela, nous pouvons toujours supposer,sans restreindre la généralité,
que la surface limite o est une développahle de génératirices I'p; les
courbes I',_1 sont alors des courbes planes.

Plusieurs cas peuvent se présenter suivant la nature de la développable 6.

a) La surface op, est une développable quelconque.

Dans cette hypothése, la surface 6, seréduit & une courbe gauche A_,.

b) La surface o/n est un céne.

Si le sommet de ce céne ne coincide pas avec le centre de la sphére 5 la
surface o_m se réduit & une courbe plane A_, ; dans le cas contraire, le
plan de la courbe A_,, est rejeté a l'infini, les tangentes aux cour-
bes A_(m-1) le long d’une méme courbe I' (m—1) sont paralléles et les
courbes A_(, -1y sont gauches; la surface c_(m—1) est alors la derniére
de la suite dans le sens des indices décroissants.

¢) La surface o est un cylindre.

Cette hypothése peut étre considérée comme un cas particulier de la précé-
dente en supposant que le sommet du coéne est rejeté a l'mfini; la sur-
face o_m se réduit donc encore a une courbe plane A_y,; de plus, le plan de
cette courbe passe par le centre de la sphére ¢ et est normal aux génératrices
du cylindre om.

d) La surface op est réduite & une droite unique I'y.

Si cette droite ne passe pas par le centre de la sphére s la surface s_n
est également réduite 4 une droite A_,; normale 4 la droite T'm et les
courbes A_ ;) sont planes; dans le cas contraire, la droite A_p, est
rejetée 4 'infini et les plans des courbes A_(m—1) sont paralléles et nor-
maux 4 la droite I'm; la surface o_(m—1) est alors la derniére de la suite
dans le sens des indices décroissants.
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Les résultats que nous venons d’obtenir pour les suites de surfaces op
permettent d’énoncer, relativement aux suites correspondantes de sur-
faces 2, les propriétés corrélatives suivantes :

Lorsqu’une suite de surfaces ¥, définie au début du Chapitre 11 est
limitée, elle se termine toujours dans un sens, que nous adopterons pour celui
des indices croissants, par une surface développable X, (m>0) de généra-
trices I'm et les courbes I';p—1 sont planes.

Dans le cas ou la surface 2, est une développable non cylindrique, ou
bien les courbes A_,, ou A_(n_1) sont gauches et leurs tangentes le long
d’une méme courbe I'_m ou I'_n—1) sont paralléles, ou bien les
courbes A_,, sont planes et situées dans des plans paralléles.

Si au contraire la surface 2, se réduit & un cylindre, ou bien les courbes
A_m ou A_(n-1) sont planes et situées dans des plans normaux aux
génératrices du cylindre, ou bien la surface X_ se réduit 4 un cylindre de
génératrices A_,, normales & celles du cylindre S, et les courbes A_(m_1
sont planes.

Pour terminer ces considérations géométriques, nous remarquerons que
les propriétés corrélatives des tangentes et des binormales aux quatre séries
de courbes I'p, dp, Cp et Dp permettent d’énoncer, relativement aux
surfaces Sp, les propriétés suivantes-qui-entrainent-leurs-réciproques-—-

Si la surface X, est une développable non cylindrique, les tangentes
aux courbes D_m—1) le long d’'une méme courbe C—(m-1) sont
parall¢les et les courbes D_.(m_1) sont gauches; de plus, la surface Sp1
ou S;, est une développable de génératrices Cm41 ou Cm, suivant que la
suite des surfaces X, se termine dans le sens des indices décroissants & la
surface Z_,, ou _(m—1) et les courbesCm ou Cn—1 sont planes; enfin, la
développable Sm+1 se réduit & un cylindre si lescourbes A_,, sont planes.

Si au contraire X, est une surface cylindrique, et que les courbes A_p,
ne se réduisent pas 4 des droites, les conclusions sont les mémes que dans
le cas précédent sauf que les courbes D_(m—1) sont planes et situées’ dans
des plans paralléles et que la surface Smy1 ou Sm se réduit toujours & un
cylindre.

Enfin, si la suite des surfaces Xp se termine dans les deux sens par une
surface cylindrique, les courbes D_(m—1) et Cm sont planes et situées
dans deux séries de plans paralléles rectangulaires.

Il résulte de ce qui précéde que si la suite des surfaces Zp est limitée
il en est de méme de celle des surfaces Sp et réciproquement.
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13°. — Nous allons nous proposer maintenant de chercher les expressions
analytiques des résultats géométriques que nous venons de trouver en
supposant que la surface Z, (m=0) se réduit & une développable de géné-
ratrices Tm.

Le probleme que nous avons 4 résoudre revient au fond 4 la détermination
de fonctions 8, telles que la suite des surfaces ‘¢ p, correspondant & chacune
d’elles, satisfasse a 1’'un quelconque des différents résultats que nous avons
obtenus par la voie géométrique.

Pour traiter cette question nous remarquerons d’abord, d’aprés les équa-
tions (20) et (21) du Chapitre précédent, que si I’'on désigne par cp, ¢’p et
¢”p les coordonnées d’un point quelconque d’une surface sp, ona, quel que
soit I'indice p,

_Br

c ep=t, =D
P Tq’ 14 Tp’ v Tl"

¢Y)

De plus, le tableau (3) du méme Chapitre montre que 1’on peut prendre
comme parametres directeurs des binormales aux courbes ', les quantités
B—(p+1), B'—(p+1), B"—(p+1).

Cela posé, nous avons d’abord a exprimer que les courbes T'p,—; sont
planes et que la surface o est située & distance finie.

Ce qui précéde montre que si ’on désigne par V, V’, V” trois fonctions
indépendantes de u, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
courbes I'p—1 soient planes sont données par les équations

v =V = v 2)

D’aprés cela, si I'on représente par K la valeur commune des rapports
précédents, la deuxiéme équation (21) du Chapitre 111 donne

(2) { 08’ —(m—1r JLK w

B—nl_ ou Ve G g =B_ sy ¥’

Or, cette derniére relati n ne peut étre satisfaite que si la fonction ¢’ -m
est nulle ; car, s’1l n’en était pas ainsi, on aurait

Bom B’ _m B’ _m

B_n—2 B-_m-=2n B’ —m2’

c’est-a-dire que les courbes I'm—1 seraient des lignes asymptotiques de la
surface Z,_1, ce qui est impossible,
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Réciproquement, si la fonction 6’_,, est nulle et que de plus la
fonction 6’ _(m—1) est différente de zéro, I'équation (21) précitée doune
des relations de la forme (2).

On a donc les deux conditions
0’—(777—1)¢0 5 6 _—m=0. (3)

Si 'on conserve les notations du Chapitre 11, ce résultat montre que les
fonctions §, cherchées sont de rang m ou m—1 par rapport a u suivant que
I'on a

U =U\,0 ou U1¢U1,0-

On démontrerait de J]a méme maniére que les conditions nécessaires et
suffisantes pour que les courbes A_,, ou A_(p_1) soient planes sont
données par les systémes de relations

0’m+2=0 y 0’m+1¢0, 1)
ou

6'71l—rl=0, e’m#O. (5)

D’autre part, les équations (1) montrent que si les trois paramétres direc-
teurs Bp, B’y et B, ne sont pas nuls simultanément, c’est-a-dire si Jes
courbes Cp sont déterminées, la surface ¢, sera ou non située a distance
finie suivant que I’on aura

Tp Z0 ou wp =0.

Il résulte de cela et des considérations géométriques précédentes sur les
surfaces Sp que la condition nécessaire.et suffisante pour que la surface op
soit située a distance finie est donnée par la relation

Tmio . (6)

Cette condition et les résultats obtenus aux Chapitres 11 et 111 montrent
que la fonction H,, peut étre nulle, mais que la fonction Hp_—1 est certai-
nement différente de zéro.

De plus, la surface sp41 étant la derniére de la suite dans le sens des
indices croissants les équations (1) doivent donner pour les coordonnées
Cotr2s Cmre €t ¢,y des formes indéterminées ; on a donc en particulier,
d’aprés I’équation (41) du Chapitre 111,

Tw+2= J Hm+2 =0. (7)



Les deux résultats précédents montrent que les fonctions 6, cherchées
sont d’un rang au moins égal & m et au plus égal &4 m-+2 par rapport & v.

Il ne nous reste plus peur avoir en main tous les éléments nécessaires au
classement des fonctions f, d’aprés leur signification géométrique, qu’a
chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que les courbes I'm 11
ou A_, soient rejetées a I'infini.

Pour obtenir ces résultats il suffit d’exprimer que les directions des
tangentes aux courbes I'm ou A_(»_j) sont les unes indépendantes de v et
les autres indépendantes de u.

On trouve ainsi respectivement, d’apres les équations (10) du Chapitre 1z

et en utilisant un raisonnement analogue a celui qui a servi & obtenir les
conditions (3), les deux systémes de relations

Tm41=0, T 7203 8)
T—m=0 T—(m—1)Z0. 9)

Sous cette forme ces conditions ont I'inconvénient de se préter difficilement
au classement des fonctions 0,. Les équations (17), (18) et (45) du Chapaitre 11
permettent de les remplacer par un certain nombre d’autres qui ne renfer-
ment que les fonctions fp, 6°p et Hp.

On obtient ainsi, suivant la valeur de l'indice p pour lequel la premiére
fonction Hj est nulle, les résultats suivants :

1° tpp1=0, mZ0.

a). Hun+2)=0, Hm+1#£0; Bint2=0, 6 mi2=0.

b). Hupn=0, Hmz£0; Oma=0 o0u Bmy1=0. (10)
¢). Hn=0, Hin—13£0,
20 T_;u=0, T—(m—1) Z0.

aj. H—m+1y=0, H-m0; 8—m=0, 6 _m=0.

b). H_m=0, H_m-n7#0; &—@m-n=0 ou 8—m—1=0. 1)

o). H_mn-n=0, H - (m—27#0.

Nous remarquerons enfin que les fonctions 8, cherchées se trouvent
parmi celles qui ont été définies au Chapitre 11. Réciproquement, a toute
fonction 6, de ce Chapitre, correspond une suile finie de fonctions 1, et B}’
ct par conséquent, d’aprés les équations (1), une suite limitée de surfaces op

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour résoudre Ia
question que nous nous sommes posée au début de ce paragraphe.
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On trouve ainsi, en désignant par 9, [U(p), Vi(§)] une fonction 6, de
rang p.par rapport a u et g par rapport*é v, les résultats suivants :

10 La surface ¥, est une développable non cylindrique de génératrices I'y,.

a) La surface 2., est la derniére de la suite dans le'sens des indices dé-
croissants.

On a, si les courbes A_,; sonl gauches,

8 |Uso(m), Vi(m+2)), V£V ,0, (12)

et si ces courbes sont planes,
0| U'yo(m), Vi,u(m2)]

ou

8o[Use(m), Vi(m-1)), Vi Vi 13}
ou enfin

0, U(m—1), Vi(m-+1)) UitUs, VAV

b) La surface Y_(p—1) est la derniére de la suite dans le sens drs

indices décroissants ; les courbes A_(,,—1) sont alors des courbes gauches

On a dans ce cas
60[U1,0(m), 0(m+2),‘. (14)

20 La surface X, est un cylindre de génératrices I'm.

a) La surface £_,, est la derniére de la suite dans le sens des indices d¢ -
croissants.

On a, si les courbes A_, sont planes,
8o[0(m), Vi,e(m-+2)] (15)
ou

60[0(m), Vl(m‘l_l)]’ vliVi,O) \15)

et si ces courbes se réduisent 4 des droites, c’est-a-dire si la surface 3_,
se réduit & un cylindre,

0o{Us,o(m), Vi, (m+1)]
ou

60[U1(m -—1), Vl,o(m—i—l)], U{iUuo



ou
80| U o(m) Vi(m)), Vi£Vi,0 (16)

ou enfin
00[U4(m— 1), V.(m)], U1¢U1,0, V1¢V1,a.

b) La surface Z_(n—1) est la derniére de la suite dans le sens des
indices décroissants et les courbes A_(m—1) sont planes.
On a dans ce cas

80[Us,o(m), O(m+1)) Qa7

ou 0{ Uy(m—1), 0(m+-1)), Uiz£ Ui,

Sila suite des surfaces 2, était limitée dansle sens des indices décroissants
a une surface développable £_,; de génératrices A_pn, on obtiendrait des
résultats analogues aux précédents en remplacant 6, par 6, et en permutant
les courbes I'p et A_, ainsi que les variables u et v.

Il est important de remarquer que les fonctions Uy, et Vi, qui rentrent
dans une méme fonction §, et qui sont données par Jes équations (52) du
Chapitre 11, ne doivent pas satisfaire aux équations (47) ou (49) de ce
Chgpitre, car, s'il en était ainsi, la surface X se réduirait 4 un plan.

Les différentes formes que nous venons d’obtenir pour les fonctions 6, ou
9, montrent que la solution

1
rtip= I_To(eo—l- 16,)

de I’équation (1) du Chapitre 11 est d’'un rang au plus égal 4 m+-1 parrapport
a T'une des fonctions arbitraires et m--2 par rapport & Pauatre, I'équa-
tion (1) est donc elle-méme d’un rang au plus égal a m+1.

14°. — Les résultats que nous avons obtenus au paragraphe précédent ne
permettent évidemment de déterminer que la représentation sphérique
des surfaces répondant aux hypothéses envisagées. Pour obtenir les surfaces
elles-mémes il faut joindre & chaque fonction 0, une fonction hy, de méme
rang par rapport a u et par rapport 4 v, dans laquelle les fonctions U, et
V; ont des valeurs arbitraires que nous désignerons par U, et V,. Il est bien
évident que lorsque ces derniéres fonctions varient les surfaces X'p et Sp
se déforment tout en conservant les mémes directions de tangentes aux
courbes u=cte et v=cte.

Nous allons nous proposer, dans ce paragraphe, de chercher quelles
valeurs il est nécessaire de donner aux fonctions U, et V; pour que la suite
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des surfaces Zp ou Sp se termine, au moins dans un sens, par une courhe
ou par une surface réduite a4 un point.

Nous supposerons, comme il a été fait précédemment, que la sur-
face X, (m>0) est une développable de génératrices I'm.

Dans le cas des suites de surfaces X, nous remarquerons tout d’abord
que l'aréte de rebroussement de la surface £, peut étre considérée comme
la surface X1 réduite & une courbe Apn1. Si cette derniére courbe est
située a distance finie, et si nous exprimons qu’elle a une longueur nulle, la
surface Z;, se réduira a4 un cone ayant le point Mp,+1 comme sommet; si
au contraire elle est rejetée a l'infini la surface X, se réduira 4 une droite
unique ', pourvu que la longueur des courbes An, soit nulle.

Dans le sens des indices décroissants, et suivant les circonstances, la sur-
face Z_n ou X_(m—1) seréduira & une courbe unique A_,; ou A_(m—9) si les
courbes '—m ou I'(;m—1) ont une longueur nulle.

Il résulte de ce qui précéde que le probléme analytique revient a exprimer
qu’un élément de courbe Ap ou I'p (p=0) est identiquentent nul.

Pour que la premiére condition soit réalisée il est nécessaire et suffisant
que P'on ait

% =0 = o0 =0. (18)
Or les équations (30) et (33) du chapitre précédent et la relation

ZpTp= —1p

donnent :

v _Jv v

dxp JYyp Ozp 9 (t_p_ )
oo Tp.
Ap A AVp 26,

SiTon remarque de plus que les trois paramétres directeurs Ap, A’p, A”p
ne peuvent étre nuls en méme temps et que la fonction 6, est certainement
différente de zéro, on en conclut que I’on peut remplacer les équations (18)
par la relation unique

2 [ty .
a—,,(:,,) =0;

c’est-a-dire, en désignant par U une fonction indépendante de V

,p=UTp. (19)
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Les équations (19) et (35) du Chapitre 11t ainsi que les relations (45) et
(47) donnent, par des combinaisons convenables ¢t en tenant compte de
I’équation (19),

92 (lp—l —U7tp—1 )

P % =0,

20p(R'p—Ub’p)=Hp(la—1— Utp-1),

> 0,41
epU = "_ri;‘(tp—l——UTp—l)o

On déduit de ces relations, en désignant par U, une fonction indépendante
de v et différente de zéro,

2('p-—U0’p)=HpU,,
‘!pU’z ep—HUA.

La derniére équation montre que si 6p41 est nul la fonction U doit se
réduire 4 une constante et réciproquement ; dans ce cas, la fonction U, peut
étre prise arbitrairement ; si au contraire 6,1 est différent de zéro, on a

U=

T
— T
oY

La deuxiéme équation (19) du Chapitre 111 et les relations (7) et (8) mon-

trent d’ailleurs que dans ce dernier cas 1’expression 0;:1 est bien une fonction

de u.

Il résulte de ce qui précéde que la condition (19) peut étre remplacée par
les deux relations

1
h’p= Ue’p+ § HpUA E)

(20)
U’ =0p+1U,

qui déterminent dans tous les cas la forme de la fonction A’p.

Cette deuxiéme fonction une ‘fois connue, les résultats obtenus au Cha-
pitre 11 permettent de calculer la fonction &’ ainsi que la fonction h, corres-
pondante.

On trouverait de méme pour que I’élément de courbe I'_, soit identique-
ment nul, en désignant par V et V, deux fonctions indépendantes de u,
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la derniére devant étre différente de zéro, les deux relations de condition

1
P—p0=V¥_-n+5H-pV
(21)
T pV' =0_pV..

Examinons maintenant le cas des suites finies de surfaces Sp en supposant,
comme précédemment, que la suite des surfaces 2, se termine dans le sens
des indices croissants par une développable de génératrices I'm.

On remarque de suite, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 12, que la
surface S_(n—1) peut se réduire a une courbe unique D(m—1); de plus,
si la surface X_p, est différente d’un cylindre, la suite des surfaces Sp peut
étre limitée dans le sens des indices croissants a4 un cone Sm+1 ou Sp
on a une droite unique Cm4-1 ou Cm, suivant que la suite des surfaces 2p
est elle-ménie limitée dans le sens des indices décroissants 4 la surface Z_n,
ou X_(m-1); enfin, si 2_p, est une surface cylindrique, la surface S, peut
se réduire 4 une courbe unique Cmn.

Il est facile de voir que Y’on pourra réaliser analytiquement les conditions
précédentes si I’on sait exprimer que les courbes C—(m—1), Dm+2, Dm+1 ou
Dm ont des longueurs nulles.

Un raisonnement analogue & celui-qui a servi 4 établir I’équation (19)
montrerait pour qu’il en soit ainsi que l’on doit avoir respectivement,
U désignant une fonction indépendante de v et V une fonction indépen-

dante de u,
K —m-1)=V0 —m—n, (22)
Ro=U0,  (g=m+2,m+1,m) (23)
150, — Pour terminer cette étude nous allons donner quelques applications

des résultats obtenus dans les deux paragraphes précédents.
a) Cas de m = 0. Dans cette hypothése les surfaces % sont des dévelop-
pables de génératrices I'.
La fonction
80[Uso(0), Vi(2),  VistViye,

correspond aux développables les plus générales. Ces surfaces se réduisent
4 des cones quelconques si I’on a de plus

H
Ri=U0+ 2;:‘ v,




Quant aux fonctions
80[Us,0(0)s V1o(2)]
et
[ U1,6(0), Vi(1)], ViZVi,

elles correspondent aux hélicoides développables qui se réduisent a des
cones de révolution si I’on a, dans le cas de la premiére fonction,

Hyy

=084 35,

u’,

et dans celui de la seconde
| B=UtW  U=Cte,
Enfin les fonctions
8:10(0], V1,0(2)]
et
8:10(0),Vi(1)},  ViZVine
correspondent aux surfaces cylindriques. Ces cylindres seront de révolution
si la surface S, se réduit 4 une droite unique C;, c’est-a-dire, si Von a
=08,
b) Cas de m == 1. Dans cette hypothése les surfaces % ont leurs lignes de
courbure planes au moins dans le systéme T
Les fonctions (12), (13), (14) et (15) correspondent aux surfaces a lignes
de courbure planes dans le seul systéme I' ; si on a de plus
=00,
ces lignes de courbure sont circulaires.
Les fonctions (16) et (17), au contraire, correspondent aux surfaces a
lignes de courbure planes dans les deux systémes ; si’on a de plus
R=U0,,  RHo=V0, (24)

on obtient les cyclides.

Les deux relations précédentes ne sont pas forcément compatibles quelles
que soient les fonctions U et V. Nous allons chercher dans quelles conditions
elles peuvent étre vérifiées simultanément.



Les équations (39) du Chapitre 11, qui sont vraies pour les fonctions #’p
comme pour les fonctions 6’p, donnent les deux groupes de relations

2 [ (v=Uw | 0 Py
gu| H, |=%

T(V=U)¥", |

T ' —0; (25)

(V—=U)H.=H8"U’,
(26)
(V=U)H-1 6" =H V.

On déduit immédiatement des relations (26) que si le produit H, H—; est
nul I'une au moins des deux fonctions U et V doit se réduire & une
constante; de plus, les équations (39) précitées montrent que s’il en est
ainsi on doit avoir

U=V=Cte,

Supposons maintenant que le produit H, H—, soit différent de zéro et que
lafonction H, ne contienne aucun facteur fonction de u ou fonction de . Les
eéquations (25) donnent dans ce cas, ¢ désignant un facteur constant, la
relation unique

V—U=cH.,. 27)

Cette derniere équation montre que si H, n’est pas de la forme V,—U,, ces
quantités désignant des fonctions respectives de v et de u, le facteur ¢ doit
étre nul et I'on a encore

U=V=Cte,
Dans le cas contraire, I’équation (27) peut s’écrire
V—cV,=U—cU,
et donne, en désignant par ¢; une nouvelle constante,

U'——CUA‘*‘CI, V=‘CV4+I‘|-.

Il est important de remarquer que les fonctions (14) et (17) donnent les
surfaces de Monge, les derniéres correspondant aux surfaces moulures; s
I’on a de plus

=00,
les fonctions (17) donnent les surfaces de révolution.

¢) Cas de m == 2. Dans cette hypothése la surface S—; peut se réduire

4 une courbe unique D, si la’condition

Roa=V6_, (28)

est vérifiée



Or, il est facile de démontrer géométriquement que tes surfaces S—, et S,
sont respectivement les lieux des centres des sphéres osculatrices aux
courhes I' et A.

D’aprés cela, les fonctions 6, trouvées au paragraphe 13 permettent de
déterminer, en tenant compte de I’équation (28), les surfaces & lignes de
courbure sphériques dans le systéme I'.

On verrait de méme que si I’on a en outre
R =Ub (29)
les fonctions (16) et (17) permettent d’obtenir les surfaces a lignes de courbure
sphériques dans les deux systémes.

Nous allons chercher, comme précédemment, dans quelles conditions
les équations (28 et (29) peuvent étre vérifiées simultanément.

Les équations (39) du Chapitre 11 donnent ici les deux relations
(B —UW )H=¢-H, U’
(Wo—VOo)H 2=t"1H 1V’
On en déduit immédiatement que si le produit H, H—, est nul I'une au

moins des deux fonctions U et V doit se réduire 4 une constante; de plus,
s'il en est ainsi, on doit avoir comme dans le cas précédent

U=V=_te,
Supposons maintenant que le produit H, H-, soit différent de zéro.

Les équations (39) précitées montrent que les fonctions U et V doivent
satisfaire aux deux équations

3[ Hi ﬁ(Ue'z)Lr HHL 0 (Voo \_
oul HH-du\ H, J HH %\H. )

o HLL 9 (ve’_1)1_H_1H‘i ? (Uﬁ’z) —0

v HHo ov\H-1/ j HV2H3(5.L—1 H

Pour résoudre ce systéme nous remarquerons qu’on peut le mettre sous
la forme
1=p 1=q

¥ ue, (M= X o £,(),

il J=1

v=p 2=
Tw o M= ¥, L0,

1 =1 P
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les quantités u,, w'r, v, v’1;, désignant respectivement des fonctions
de u et de v linéairement indépendantes, dans chacune des deux équations

et ¢, (V), ¢, (V) fl ), f ’J, (U) des fonctions linéaires et homogénes par
rapport & V et U ainsi qu’a un certain nombre de leurs dérivées.

Les équations précédentes ne peuvent évidemment étre satisfaites que

si I'on a, en désignant par les lettres a et b, affectées d’indices inférieurs et

supérieurs, des quantités constantes,
1=p 1=q

LU= Y alu,, (j=1,2....9); o V)= 3 ajuv,, (1=12....p);

1=1 =1

v =p y=q

£, (U= Y buy, r=12....9); (V)= blvy, @=12....p).
V=

7=

Si ces équations sont compatibles on obtient pour U et V des fonctions
linéaires et homogénes par rapport & un certain nomhre de constantes
arbitraires ; dans le cas contraire, le probléme n’admet que la solution

U=V=_Cte,
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