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PREMIERE THESE.

SUR LES SYSTEMES

D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

INTRODUCTION.

1. Dans la théorie générale des systémes d’équations aux dérivées
partielles, deux cas peuvent étre actuellement considérés comme clas-
siques :

1° Celul d’un systéeme du premier ordre & une fonction inconnue;

2° Celui d’un systeme a autant d’équations que de fonctions
inconnues de la forme de Cauchy ¢t de M™ Kovalewsky .

Le systtme d’¢quations aux dérivées partielles le plus général est
susceptible de différentes formes simples :

Tout systéme peut se ramener a un systéme du premier ordre.

Tout systéme peut se ramener a4 un systéme du deuxiéme ordre a
unc seule fonction inconnue (').

Dans un autre ordre d’idées, on peut remarquer que tout systéme
d’équations aux dérivées partielles est équivalent a un systéme d’équa-
tions aux différentielles totales : la théorie de ces derniers systémes (*)

(') Cette propriété, plus cachée que la précédente, a ¢té signalée par
M. Drach (C. R. Acad. Sc., 1897, p. 598). ]

(®) Voir en particulier les travaux de M. Cartan (dan. Fe. Norm., 1go1-
1904) et de M. Goursat (Ann. Toulouse, 1913) auxquels se rattachent ceux de
M. G. Cerf (C. R. Acad. Sc., 1920).
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2 MAURICE JANET.

fournirait donc une base d’étude pour celle que nous avons en vue.
Mais si cette méthode éclaire bien des questions posées par la théorie
des systémes d’équations aux dérivées partielles, il en est d’autres au
contraire dont 1’étude directe est plus naturelle : citons I'étude des
systémes linéaires.

Dans ce qui suit, nous n’aurons pas a nous servir des remarques qui
précédent; nous traiterons directement un systéme d’équations aux
dérivées partielles donné sans changer de fonctions inconnues ni de
variables indépendantes; nous arriverons 4 une forme canonique entie-
rement générale ol le « degré de généralité » de la solution apparaitra
nettement.

Cette forme canonique générale est due & M. Riquier, qui a le pre-
mier ('), en 1892, démontré I'existence des solutions d’un systéme
différentiel (?) quelconque.

Elle comprend comme cas particulier la forme canonique adoptée
par M. Delassus : bien que cette derniére forme ait un grand degré
de généralité, on doit remarquer qu’il existe des systémes (*)auxquels
elle ne peut s’appliquer méme aprés un changement de variables.

Q. Le présent travail a pour objet essentiel I’exposition simple des
résultats de M. Riquier. Cette exposition nous conduira naturelle-
ment & certains résultats de nature algébrique qui complétent la
théorie des formes donnée par M. Hilbert (*). Les développements
que comporterait cette théorie et leur application a la théorie des
caractéristiques des systémes seront réservés pour un autre travail : il
nous a semblé qu’il y avait lieu d’exposer tout d’abord par une méthode
nouvelle aussi simple que possible le théoréme général relatif a I'exis-
tence des solutions d’un systéme quelconque.

Nous commencerons par des remarques de nature arithmétique :

les dérivées d’une fonction de n variables (ou les coefficients du déve-

() Voir pour historique de la question 'Sncyclopédie des Sciences mathé-
matiques, t. 1L, &,1, et la préface de I'Ouvrage de M. RiQuier :-Les systémes
d’équations aux déripées particlles (Gauthier-Villars, 1910).

(?) « formellement » compatible

(*) Ce fait a été signalé par MM. Gunther et Robinson (C. R. Acad. Sc.,
1913, p. 1147).

(*) Mathematische Annalen, 18go.
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loppement d’une fonction de n variables en série entiére) corres-
pondent aux systémes constitués par 7z enticrs rangés dans un certain
ordre; nous avons adopté le langage algébrique : le premier Chapitre
sera consacré a I’étude des systémes'de « monomes » et en particulier
des modules de monomes; nous mettons en évidence la notion de
systéme de monomes complet qui est fondamentale pour la suite.
Lorsqu’un syst¢éme de monomes est complet, les monomes multiples
de l'un d’eux (au moins) se répartissent immédiatement en un
nombre fini de classes de formation simple (I). La classification des
monomes d’un systéme complet d’aprés leur « hanteur » conduit & une
propriété importante (II) qui est utilisée au Chapitre II. Nous en
indiquons immédiatement I'application & ce que 'on peut appeler le
« calcul inverse de la dérivation ».

Le deuxiéme Chapitre a un caractére algébrique : il est consacré a
’étude formelle des systémes d’équations aux dérivées partielles;
Iattribution de cotes aux fonctions et variables permet de classer
d’une maniére simple les dérivées des inconnues. Pour les systémes
de forme canonique, les deux notions de « syst¢éme complet » et de
« classement des dérivées des inconnues au moyen de cotes » per-
mettent la position d’un probléme « formel » pour lequel le degré de
généralité de la solution est neltement en évidence; dans le cas ou le
systéme proposé est complélement intégrable, ce probléeme est équi-
valent au probléme que 'on pose en assujettissant les équations du
systéme & &tre simultanément vérifiées quelles que soicnt les valeurs
des variables. Nous indiquons un procédé régulier pour reconnaitre
au bout d’un nombre fini d’opérationssi un systéme donné est complé-
tement intégrable. Nous montrons d’aillecurs que tout systéme peut se
ramener par un procédé régulier & unc forme canonique complétement
intégrable. Nous donnons enfin quelques indications sur les consé-
quences que 'on peut tirer de ce qui précéde dans la théorie des
formes algébriques.

Les méthodes précédentes donnent le moyen de calculer les coeffi-
cients du développement en série d’une solution dont on supposc
Vewistenceetla régularité, lorsquel’on connait les conditionsinitiales
relatives & cette solution. Réciproquement, les cocfficients calculés
définissent-ils effectivement une solution? 1l suffit, pour démontrer
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qu’il en est ainsi, de démontrer que les séries obtenues pour la solu-
tion sont convergentes (lorsque les variables different assez peu de
certaines valeurs : valeurs initiales). C'est & celte démonstration
‘qu’est consacré le troisiéme Chapitre. Il convient tout d’abord dc
généraliser les résultats indiqués au Chapitre II. Lorsque celle gén¢-
ralisation estfaite, la démonstration devient trés simple ; nous mettons
en évidence el nous prouvvons i part trois lemmes de nature algébrique
que nous ulilisons. Cette démonstration de convergence n’est pas
seulement plus simple que celle de M. Riquier; elle est aussi plus
compréhensive puisqu’elle prouve en méme temps les résultats plus
généraux trouvés ensuite par le méme auteur (*).

Nous terminous en traitant quelques exemples simples : le premier
illustre & la fois la théorie exposée au premier Chapitre, celle des sys-
témes canoniques de M. Riquier, et celle des chaines de systémes de
M. Hilbert; le second est intéressant au point de vue de cette derniére
théorie; le troisiéme enfin indique comment se présentent les cas
singuliers qui échappent aux méthodes de M. Delassus.

Nous adressons ici I'expression de notre respectueuse gratitude &
M. Hadamard, qui a orienté le début de nos recherches, et a M. Goursat,
qui a bien voulu nous encourager de ses précieux conseils.

CHAPITRE 1.

MODULES DE MONOMES. — THEORIE GENERALE ET APPLICATIONS.

Le mot monome désignera dans ce qui suit une expression de la
forme a$xf...x% ol les « sont des entiers positifs (sens large);
(2, ...z, devra étre considéré comme un « monome »).

1. THEOREME GENERAL SUR CERTAINES SUITES DE MONOMES. - Une suile
de monomes M,, M,, ... telle que chacun d’cux n'est multiple

(') Signalés aussi par M. Goursat pour I’équation

. 7 /() _rd 1
s‘:f(J-, Y>3 P gy 7 t) lorsque ;(%)0(6—{% <é

(= étant donnée sur & == v et sur y == o).
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d’aucun des précédents ne peut comprendre qu'un nombre fini de
lermes.

Dans le cas d’une variable, la proposition se réduit & celle-ci : Une
suile d’entiers positifs décroissants est finie.

Admetlons la proposition dans le cas de n — 1 variables, et démon-
trons-la pour n. Soit M, = #*x%...x* le premier monome de la suile
donnée (S); dans un des suivants, pris arbltralrement I'exposant d’une
des variables au moins, z; par exemple, est inférieur & 'exposant de
cette vanable dans M,. Appe]ons (Si) ia suite des monomes de (S)
ot x; entre. lexposanl k exactement: (k=o, 1, 2, ..., o; — 1); nous
obtenons ainsi o, + o, ...+ x, suites partlelles, dont I’ensemble
renferme (peut -&tre avec repcutlon) tous les monomes de (S) qu1
su1vent M,. Mais les termes de S;; ne sont autres, au facteur prés z,
que des monomes a n — 1 variables (z,, @,, ..., #i_y Xicys oovy Xy

tels que chacun d’eux ne soit multiple d’aucun des précédents. Chacune
de ces suites est donc finie et il en est de méme de la suite donnée.

2. Conséquences diverses. — Il résulte du théoréme précédent que
d’un systéme quelconque, infini, de monomes, on peut en extraire un
systéme fini (M) tel que tout monome du systéme donné soit multiple
de D’ un, au moins, des monomes (M) : il suffit, en cffet, de choisir arbi-
trairement un monome du systéme donné¢, M|, puis, parmi les mo-
nomes du systéme, un monome M, qui ne soit pas multiple de M,,
puis parmi les monomes du systéme qui ne sont multiples ni de M,,
n¥de M,, un monome M,, ctc.; la suite ainsi obtenue sera finie : tout
monome du systéme donné sera multiple de 'un au moins des monomes
ainsi obtenus M,, M,, ..., M,

On peut utiliser la proposition précédente sous différentes formes
que nous allons indiquer :

Sil'on considéré une suite infinie de monomes, & partir d'un certain
rang 7, on n’obtient que des multiples des monomes de rang inférieur
ar.

Sil'on considére une suite quelconque de monomes de degrés non
décroissants, a partir d’un certain degré p, les monomes de la suite
sont des multiples de monomes de la suite de degré inférieur & p.

Une suite de systémrs de monomes contenant chacun des monomes



6 MAURICE JANET.

qui ne sont multiples d’aucun de ceux contenus dans les systémes
précédentsest finie.

Soit S,S,...3;... une suvite de systémes de monomes ot S;_, est
constitué par : 1° les monomes de S;; 2° des monomes qui ne sont
multiples d’aucun monome de S;; une telle suite est nécessairement
finie (*).

Sil'on considére une suite de systémes (*)de monomes E;, E,,, ...,
dedegrésk, k +1,...,0uE;,, contient tous les monomes de degré i + 1
multiples des monomes de E; (quel que soit ), dés que ¢ dépasse une
certaine valeur p, E;, , ne contient que lesmultiples (dedegréi+1)de ..

S. Modules de monomes. — Nous dirons qu'un systéme de
monomes forme un module si tout multiple d’un de ces monomes
appartient au systéme. Un module est toujours constitué par les
multiples d’un nombre fini de monomes. Nous dirons quelquefois
que ces monomes forment une base pour le module.

I’ensemble de tous les monomes en z,, z,, ..., z, forme un module.

Tout ce qui précéde comme ce qui suivra s’applique, au langage
preés, aux systémes de dérivées d’une fonction.

On pourra dire qu’un systéme de dérivées de u forme un module
si toute dérivée de I'une d’elles appartient au systéme.

Il sera utile, pour la généralité du langage, de considérer u comme
une dérivée (d’ordre zéro).

Le systéme formé par la fonction et toutes ses dérivées (d’ordre 21)
pourra étre considéré comme un modaule.

A. Structure d’un module. Généralités. — Lorsqu'il n’y a qu'une
lettre, «,, un module de monomes se compose simplement des mul-
tiples de l'un d’cux, cclui ¢qui entre au plus bas degré dans le module.

Nous allons montrer comment on peut ramener I’é¢tude d’'un module M
de monomes a n lettres a ’étude d’un certain nombre (fini) de

modules de monomes & moins de n lettres. Nous aurons donc un
procédé de récurrence pour faire I'étude d’un module quelconque.

(') Cet énoncé sera directement utilisé plus loin (17, 12).
(®) Cf. Derassus. Ewxtension du théoréme de Cauchy (Annales de U'Ecole
Normale, 1896).
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Parmi les monomes de M, considérons ceux M, qui ne contiennent
pas x,; ceux M,, M,, ..., M, qui contiennent xz, respectivement au
premier degré, au second degré, ..., au degré A. L’ensemble des coef-
ficients de z} dans ceux qui contiennent x, au degré A forme un
module M;; on obtient ainsi une infinité de modules M|, M/, ...,
M;, ..., aux n — 1 variables z,, x,, ..., Z,—,. Quelques-uns de ces
modules, au début, peuvent ne pas se présenter effectivement; mais
si M existe, M/,, existe également et contient lous les monomes
de M (car si z2’... 2%+ appartient & M}, xhu’ .. .2~ &/ appartient
a M. Il en est donc ainsi de o™ l.. .z 2! ’

n—t
famu gt 1 et 2wl v’ appartient
a M;, ). Par suite, & partir d’un certain rang &, les modules M5(AZk)
sont identiques. Pour connaitre la constitution du module M & » va-
riables, il suffit de connaitre celle des modules M/, M, ..., M} &
n — 1 variables.

Supposons que 'on connaisse des monomes, en nombre fini, qui
puissent servir & définir ces modules, c’est-a-dire qui, multipliés (une
ou plusieurs fois) par «,, «,, ..., £,_,, donnent tous leurs monomes.
Si on multiplie (une ou plusieurs fois) par z,, z,, ..., @, les
monomes correspondants de My, M,, ..., M,_, et par x,, z,, ..., T,
les monomes correspondants de M;, on obtient certainement Zous les
monomes de M; car, un monome de M ol x,a un exposant A <k
s'obtient en multipliant un monome de M, par un monome en
Tyy Ly <eey Lyey et un monome de M ot , a un exposant k + i(iZo)
s'obtient en multipliant un monome de M,,; par un monome en
Ty, Ty oony Lpmy €L par suite un monome de M, par z’ et par un
MONOME €N XLyy Loy eony Ly, -

3. Etude d’un exemple. — Nous allons appliquer le procédé pré-
cédent & un exemple que nous traiterons complétement et qui nous
fera pressentir les résultats généraux que nous avons en vue.

Considérons le module constitué par les multiples de I'un des quatre
monomes

Les modules (a deux variables z,, «,) M, M|, M’,, M| sont définis
ici par les monomes

L@l | ] lx:

2 ok
Xyt
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ct les modules M/, M|, ... sont identiques au module M. A chaque
monome du module donné correspond un et un seul monome d’un
module M’.

Pour étudier plus complétement la constitution de chacun de ces
modules & deux variables, appliquons & chacun d’eux la méthode
méme qui vient de nous servir.

Il n’y a évidemment pas lieu de Pappliquer & M|, M’ constitués
chacun par les multiples d’un seul monome x].

LLes monomes multiples de I'un des deux monomes

7 +2 %
x], a3z

peuvent se grouper d’aprés ’exposant de x, qui y figure; 'ensemble

7

de ceux qui ne contiennent pas ., sera appelé M) ; 'ensemble de

209
ceux qui contiennent x, au premier, au sccond degré, ..., au degré A,
sera appelée M, , M',, ..., M.
L’ensemble des coefficients de z* dans M, constituera un module
a une variable .z, que nous désignerons par M;;. Les modules a une

vaviable M, , M’,,, M, sont définis ici par les monomes

7 7 i
x, x|, xi.

Les modules Mj,, M;,, ... sont identiques au module M;,.

De méme, en appelant M;, 'ensemble de ceux des monomes du
module M/ qui contiennent ., & 'exposant %, et Mj; le module (& une
variable .z,) constitué par les coefficients de 2 dans ces monomes,
M, M;,, M}, seront définis par les monomes

3 B 2
xi, a}, i,

" " 13 . hd . "
M, Mj,, ... étant identiques a M.

Le procédé précédent a mis en évidence certains monomes M du
module (') primitif, a savoir :

27 . 22 1 3 5

| %1 | oy x] x5 X Ty T
x}ax, 2] 3z, o}
e 2 2 v 3 2 .2
Xy Ly Y TS

(') Lalettre M désigne donc dans ce qui suit les monomes du présent Tubleau,
et non-plus, comme au n° 4, le module lui-méme.
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qui suffisent évidemment a définir ce module puisqu’ils contiennent
tous les monomes dont nous sommes partis, mais qui jouissent de plus
des propriétés suivantes :

On obtient tous les monomes du module ou wx, intervient au
degré i(i=o,1, 2), et ceux-la seculement, en multipliant tous les
monomes M ou xz, a le degré r,'par lous les monomes en x,, z,.

- On obtient tous les monomes du module ou z, intervient & un
degrée 23 en multipliant tous les monomes M ol x; a lc degré¢ 3 par
tous les monomes en x,, x,, x,.

On peut aller plus loin, et dire :

On obtient tous les monomes du module oti, x, intervenant au
deuxiéme degré, x, intervient au degré j(j = o, 1), et ccux-la seule-
ment, en multipliant tous les monomes M ot «, intervient au degré 2,
et 2, au degré /, par tous les monomes en z,.

On obtient tous les monomes du module ou, z, intervenant au
deuxiéme degré, z, intervient a4 un degré >2 en multipliant le
monome M ou x, a le degré 2 et x, le degré = par tous les monomes
en x,, &,.

On obtient tous les monomes du module ou, z, intervenant a un
degré 23, x, intervient au degré k(k=o, 1), el ceux-la seulement,
en multipliant tous les monomes M ou x,, intervenant au degré 3,
«, intervient au degré k, par tous les monomes en z,, z,.

On obtient tous les monomes du module ou, z, intervenant & un
degré 23, x, intervient & un degré Z 2, en multipliant le monome M,
ou x, a le degré 3 et v, le degré 2, par tous les monomes en z,, ,, «,.

En résumé, on obtient, sans omission nirépétition, tous les monomes
du module donné en multipliant :

Cadalal par tous les monomes en  zy, &y, X35

xix,x] » 2y, Ty

.Z‘;‘I‘;’ » ‘rh .1’3;

("\1) x%lgl”{ » Ty, Tay
| ZiEa X » X3
w3al ) -

Xy 0] » Ty, T

] » Xyy Ly-

MAURICE JANET 2
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A chaque monome M du Tableau précédent, nous faisons ainsi
« correspondre » certaines variables «, celles qui se trouvent dans la
seconde colonne, sur Ja méme ligne que M.

Faisons, dés maintenant, au sujet des monowmes M, les remalques
suivantes, qui seront généralisées plusloin (*):

Le produit par ., d’un monome M (ou l'exposant 4 de a, est infé-
rieur a 3) est identique au produit d’an monome M plus haut que M par
un monome ne contenant que les variables correspondant a M.

Le produit par x, d’'un monome M {0l 'exposant de x, estinférieur
a2 pour ceux ui contiennent x, au deuxiéme degré, ou il est infé-
rieur 4 2 pour cgux qui contiennent x, au troisi¢me degre) estiden-
tique au produit d’un monome M plus haut que M par un monome ne
contenant que les variables correspondant a M.

6. Suite de Uétude précédente. Répartition en classes des
monomes qui ne fonl pas partie du module. — Nous avons réparti
tous les monomes du module défini par les monomes donnés en un
nombre fini de classes sans éléments communs, les monomes de chaque
classe s’obtenant en multipliant un monome déterminé par tous les
monomes que 'on peut former avec certaines variables déterminées.

On peut répartir tous les monomes (9¢) qui ne font pas partie du
module en un nombre fin1 de classes de méme nature.

Les monomes (%) quine contiennent pas x, contiennent x, au degré
0, 1, 2, ... ou 6. Ce sont les monomes en «, seul, les produits de x,
par les monomes en ,, ..., les produils de ! par les monomes en ,.

Les monomes (9%) qui contiennent z;; au premier degré sont consti-
tu¢s d'une maniére analogue; ce sont les produits de z,, z,z,, ...,
xyx!, par les monomes en ,.

Les monomes (9%) qui contiennent x, au deuxiéme degré se répar-
tissent tout d’abord en trois groupes suivant que Pexposant de wx,
y est o, 1 ou bien égal ou supeneur a 2. Le premier est constitué par
les seuls monomes 3, «;x,, ..., x,«;. Le second par les monomes
@D Tsy LILyLy, «.., LyLyky. Dans le troisieme, exposant de x, est

(1) Nous employons les notations M, M pour désigner les monomes M parti-
culiers,



SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 11

nécessairement inférieur a 4; et-les diverses classes sont constitudes
par les produits de zjx), xijx,r,, iz, x?, Lixiz) par tous les
monomes en x,.

Les monomes (9%) qui contiennent .z, a un degré égal ou supérieur
a 3 se répartissent d’abord en trois groupes suivant ue I’exposant
de z, y est o, 1, ou bien égal ou supérieur a 2.

Le premier est constitué par les produits des monomes &3, z}«,, ...,
23! par tous les monomes en wx,. Le second par les produits des
monomes &) x,, Lix,a,, ..., 2,02, par tous les monomes en x,. Le
troisiéme par les produits des monomes ) .c;, o530, par tous les
monomes en &,, &,.

En résumé, nous obtenons, sans omission ni répétition, tous les

monomes (9%) en multipliant :

‘

o
1, &y, .o, 28

/
) © par lous les monomes en 2,;
Lyy Lygs o vny T35 )
2 2, 2 6
i, xixy, .., ZLXS }parr'
? bl
(N) { X2 Loy TIX Ty, .., BT
1 & “
xixd, xixdia,, ajxixl, iriaxd par tous les monomes en x,;
3 3 3t 3
3, 2 xy, ., alx
prmaT e T \ . § par tous les monomes en xy;
X Xay XXXy, o, LT
| xiad, xixix) par tous les monomes en .r3x,.

La théorie générale qui suit, préparée par les numéros précédents,
en est logiquement indépendante ; en particulier, elle ne nécessite pas
la connaissance du théoréme initial.

7. Systémes de monomes. Variables multiplicatrices; classes. —
Considérons un systéme formé d’un nombre fini de monomes, tous
différents; nous désignerons I'un quelconque de ces monomes par la

?

lettre M.

Soient z¥x .2 I'un d’eux; j un des indices 1, 2; ..., n. On

n 1 7. 9 I )

examinera si, parmi ceux des monomes M ot i, ', ..., x, ligurent
avec les exposants ¢, &,_,, ..., %, exactement,il y cn a ol x; figure
avec un exposant supéricur a o;;s’il n’y en a pas (el en particulier s’il
n’y a pas d’autre monome M oli ., &,y ..., &, ligurent avee les
eXposants o, %, ,, ..., &), Nous dirons que «; est variable multi-

p—1
n—1 *°
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plicatrice pour «lzj+...x} dans le systtme des monomes M
donnés.

[ Dans le cas j = n, on examinera si, parmi les monomes M, il y en

a ouw, ﬁgur avec un exposant supérieur a «,; s’il n'y en a pas (et en

particulier si le monome x 2z, .. 2 constitue a lui seul le systéeme

donné),nousdirons que. .z, est variable multiplicatrice pour wj w i .. .xf
dans le systéme des monomes M donnés. |

De cette définition résulte immédiatement la remarque suivante :

Considérons ccux des monomes M ou «,, £,—,, ..., @;,, figurent
avec les exposants o,, o,—,, ..., o, exactement; divisons-les par
xXr L. 'L‘“"““‘ soit Q les quotients ainsi obtenus. Celles des variables
T,y Xy, -+, Xy qui sont multiplicatrices pour X" ri. ..z dans le
systéme (M) sont précisément celles des variables x,, z,, ..., ; qui
sont multiplicatrices pour xf*af '... 2% dans le systéme (Q) (aux
variables z,, @, ..., 2;).

in particulier, considéroas ceux des monomes (M) ou z, figure
avec un exposant donné o, ; divisons-les par 2%, soit Q les quotients
ainsi obtenus; si «, n’a pas sa valeur maxima, les variables multipli-
catrices de x“"r“"l‘.. .xf dans le systéme (M) sont précisément les
variables multiplicatrices de «f»;...xf dans le systtme (Q) (aux
variables x,, x,, ..., #,_). Si «, a sa valeur maxima, les variables
multiplicatrices de af"af'... .z} dans le svsteme (M) sont: 1° x,;
2° les variables multiplicatrices de z%»

Gt..oat dans le systéme (Q)
(aux variables .z, @, ..., £,_,).

Soit un monome M particulier; faisons le produit de M par un
quelconque des monomes que 'on peut former avec ses variables
multiplicatrices; les produits ainsi obtenus (en y comprenant M lui-
méme = M > 1) formeront la classe (91U) correspondant 4 M dans le
svsttme donné (si M n'admet pas de variable multiplicatrice, la

classe o se réduit @ M lui-méme). Nous définissons ainsi autant de
classes qu’il y a de monomes M.

Deurx classes différentes n’ont aucun élément commun. — La
proposition est vraie lorsque les M sont des « monomes » a une seule
variable x, ; en effet, en désignant par @ le plus grand des exposants
de x,, tout monome M, sauf x{, constitue a lui seul sa classe, et la
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classe de z¢ est constituée par tous les monomes z*** ot 12 0. Admet-
tons que la proposition soit vraie pour tout systéme de monomes &
n — 1 variables x,, z,, ..., ,—, ; montrons qu’elle est vraie pour tout
systeme de monomes M & n variables z,, z,, ..., z,.

Considérons deux monomes 91, 9, obtenus en multipliant deux
monomes M différents, M,, M,, respectivement par un certain nombre
de leurs variables multiplicatrices. SiM,, M, ont des degrés différents
en x,, ©, n’est multiplicatrice que pour 'un d’eux au plus ; si x, n’est
multiplicatrice ni pour'un ni pour I'autre, oit,, 91t, ont respectivement
les mémes degrés en o, que M,, M, ; si =, est multiplicatrice pour M,
et non pour M,, le degré en x, de i, est supérieur (et non égal) au
degré en x, de aw,. 9, et 9, sont donc certainement différents. Si
M,, M, ont méme degré \ en z,, considérons ceux des M ou z, figure
avec I’exposant A; soit Q leurs quotients par z. Supposons A < a,
maximum des degrés de x, dans les M ; les variables multiplicatrices
de M,, M, dans le systéme M sont les mémes que les variables multi-
plicatrices des monomes correspondants Q,, Q, dans le systéme Q
aux variables x,, «,, ..., z,—,; les monomes o,, Jit, ne différent que
par le facteur «} des monomes correspondants 2,, 9 , provenant de
Qi Q.3 9,, 9, étant différents, o1, J, sont différents. Supposons
que M,, M, aient tous deux pour degré en z, le degré maximum de z,
dans les M, a; les variables multiplicatrices de M,, M, dans le
systéme M sont: 1° x,; 2° les variables multiplicatrices des monomes
correspondants QQ,, O, dans le systtme Q (aux variables x,, «,, ...,
Zpy)e SO, O, ont été obtenus en multipliant M,, M, par des
monomes de degrés (enx,) différents, ils sont certainement différents;
s'ils ont été obtenus en multipliant M, M, par des monomes de méme
degré u. en z,, ils ne différent que par le facteur 25" de deux monomes
9., 9, provenant de Q, ), dans le systéme Q; 9 ,, 2, étant différents,
M, I, sont différents.

8. Systémes complets. Condition nécessaire et suffisante pour
quun systéme soit complet. — Les monomes or font partie du module
défini par les M. Nous allons donner une condition nécessaire et suffi-
sante pour que ’ensemble des monomes 91t coincide avec ’ensemble
des monomes du module M, autrement dit pour que tout multiple
d’un M fasse partie d’une classe aIt.
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Multiplions un monome M quelconque par une quelconque de ses
variables non multiplicatrices; il est nécessaire que tous les produits
ainsi obtenus fassent partic des ox. Je dis que cette condition est
sujftsanie.

Nile produit d’un monome M quelconque par une quelcongue de
ses variables non multiplicatrices est contenu dans les (91), lout
multiple d’un M est contenu dans les (91).

La proposition est vraie lorsque les M sont des monomes a4 une
variable ;. Supposons que le produit par ., de tout M ot z, n’a pas
son exposan! maximum « fasse partie d’une classe 51t ; il enrésulte que
sia” (ot ASa — 1) figure parmi les M, & * figure aussi parmi les M
(puisque les seuls D qui ne solent pas des M ont des exposants supé-

/S

rieurs & @); si b est le minimura des exposants de x, dans les M, «/*,
£ et sont des monomes M ; tout monome de degré supé-
rieur ou égal & / fait donc partie d’une classe ar.

Admettons que la proposition soil vraie pour tout systéme de
monomes & n — 1 variadles ., x,, ..., .r, , ; montrons qu’clle est vraic
pour tout systéme de monomes M & 2 variables ., z,, ..., x,.

Considérons ceux des monomes M donnés ot x, a un exposant
déterminé A : M, et leurs quotients par «’: () ; celles des variables
Lyy Lay ey ey, qui sont multiplicatrices pour un (') des monomes M,
dans le systéme donné (M) sont précisément celles de ces variables
qui sont multiplicatrices pour son quotient par 2’ dans le systéme des

Q. ; toute classe 91, contient donc les produits par 2’ des monomes
2. de la classe correspondant & ce quotient Q, dans le systéme des
Q. Si le produit d’un M, quelconque par une «,, 2., ..., .x,_, non
multiplicatrice pour cet M—L fait partie d’une classe »i;, on voit que

. — M .. .
le produit de ), = ;;‘ par une ,, &,, ..., «,_, non multiplicatrice

n
pour ce QQ;, dans le systéme des (), fait partic d'une classe » ;
d’aprés la proposition admise, il en résulte que le produit d'un Q,
quelconque par un monome quelconque en i, ., ..., £, fait partie

(') Nous emploierons souvent dans ce qui suit la notation M, ou M pour

désigner un monome M particulier ; la notation JIL, DU pour désigner une
classe JIU particuliére, ete.
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d’une classe »;; donc le produit 'd’un M, quelconque par un
monome uelconque en x, x,, ..., x,, fait partie d'une classe 91, .
Remarquons que le produit par un monome quelconque en x,, @&y, ...,
£,_, de tout monome Jiv o1t 'exposant de x, n’est pas supérieur a sa
valeur maxima dans les (M) fait partie d’une classe (o) ; car le
monome M considéré est le produit d'un M par un monome ot
peuvent figurer ., x,, ..., £, ,, mais non z,.

Admettons que le produit de tout monome M par tout monome
dont le degré en .z, est p fasse partie des (910) ; nous allons démontrer
(qu’il en est encore ainsi lorsque ce degré est ¢ + 1.

Le produit d’'un M par un monome de degré o +1 en ., peut,
d’aprés I’hypothése, étre considéré comme le produit d’un (or)
par ,. ‘

Sile degré en x, du monome dC considéré, o, est inférieur 2 a,
maximum du degré de «, dans les (M), ce monome o fait partie
d'une classe ot i, n’est pas variable multiplicatrice; soit M le monome
auquel correspond celte classe; -, M est un or de degré (enx,) au plus
égal & ay donc x, 0, qui est ¢gal au produit de, z, M par un monome
ne renfermant pas z,, est encore un o (remarque faite plus haut). Si
le degré en @, du monome dKi est supérieur ou égal & a, o fait partie
d’une classe oli x, est variable multiplicatrice, x,or fait partie de la
méme classe.

Ce qui précede suffit & prouver gue le produit de tout monome du
systéme par un monome quelconque en z,, @, ..., z, fait partie d'une
classe o,

Si tous les produits obtenus en multipliant un quelconque des
monomes M par une quelconque de ses variables non multiplicatrices
font partie des (o1i0), nous dirons que le systéme (M) est complet.
Nous venons de démontrer que :

Lorsqu’un systéme de monomes (M) est complet, tout multiple
un M appartient & une classe (9) et a une seule (propriété I).

Tous les monomes du module défini par les M se trouvent réparlis
enun nombre fini de classes suns éléments communs, les. monomes
de chaque classc s’obtenant en multipliant un monome déterminé par
toas les monomes que 'on peut former avec certaines variables déter-
min-es. '
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9. Procédé régulicr pour obtenir un systéme complet base d’un
module donné. — 3Soit MY un systéme quelconque de monomes
donnés; si MY est incomplet, formons le produait d’un monome M7,
par une quelconque de ses variables non multiplicatrices; adjoignons
aux M" ceux de ces produits qui ne font pas partie des o, Soit
M* lesystéme ainsi formé; si ce systéme M* est incomplet, opérons
sur lul comme nous avons opéré sur M, ... et ainsi de suite.

Je dis que cette série d’opérations ne pourra se prolonger indéfini-
ment : autrement dit, au bout d’un nombre fini d’opérations on
obtiendra un systéme complet.

Nous démontrerons une proposition un peu plus générale. Soieni
M"Y, P deux systémes quelconques de monomes donnés en nombre
Jini; formons le produit d’un monome M® par une quelcongue de
ses variables non multiplicatrices dans M. Adjoignons au systéme
MY : 1° tous ceux ‘de ces produils qui ne font paspartie des o'
(classes des MY dans le systéme M ; 2° ceux des monomes P qui
ne font pas partie des ni". Soient A(P) cette opération, et M™ le
systéme ainsi obtenu. Effectuons sur M I’opération A (P); soit M®le
systéme obtenu. ... Cette série d’opérations « ne pourra se prolonger
indéfiniment » ('), ou, plus correctement :

1l existe un nombre entier K tel que : 1° MY est différent de M* !
quand i K ; 2° MY est identique a Mg lorsque i Z K.

La proposition est presque évidente pour les systémes de monomes
a une variable. Chaque systéme M, P est défini par le systeéme des
exposants de ., qui y entrent. Soit a ’exposant maximum dans M,
c¢’est aussi ’exposant maximum dans M*, MY, ..., Soit b 'exposant

(') Il peut se faire que tous les P fassent partie des JIU; mais qu'ils ne fassent
plus tous partie des JIU'#. Prenons pour monomes M'V les deux monomes z¢z, 2,
2323 et pour monome P aixix;; P est le produit de zjx,2, par la variable
multiplicatrice z,. ,

Le systéme M® est ici constitué par x3x}, xda,x, 2} dont les variables
multiplicatrices sont respectivement (xy, @, 2y), (23, z,), (2, 2(); P ne fait
partie d’aucune classe JIL?,

Si tous les P font partie des JILY et si MW est un systéme complet, M® est
identique & M, tous les P font partie des JIU'* qui ne sont autres (ue les A,
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minimum dans (M®, P); c’est exposant minimum dans M*, donc
dans (M™, P) et, par suite, dans M*, M*, .... Si M* est identique
aM", M"“ estidentique & M'" quel que soit . Supposons M* différent
de M"W; M®, M®, M®, ... sont caractérisés chacun par un systéme
d’entiers compris entre @, b (sens large), chacun de ces systeémes com-
prenant le précédent; il y a au plus a—b. systétmes M*®, M?...
différents.

Admettons la proposition dans le cas des systémes & n — 1 variables
et démontrons-la pour des systémes quelconques (M", P) & n variables
Zys Loy ..y &, Dans cette démonstration, nous appellerons, pour
abréger, degré d’'un monome, son degré en z,.

Soit b le minimum des degrés des M", on peut supposer (*) qu’il
n’y a pas de monome P dont le degré soit inférieur & 4. Le minimum
des degrés de M est b quel que soit 7.

Soit @ le maximum des degrés des (M, P).

L’opération A(P) n’introduit aucun monome dont le degré soit
supérieur 4 . Le maximum des degrés des (M, P) est toujours a quel
que soit Z. Dans le systéme M" considérons les monomes M* de degré
b+h (h=o, 1, 2, ..., a—b); soit Qp, les quotients par z’*"
des Mj,,. \

Soit de méme R,,, les quotients des P de degré b+ A par
2y (=0, 1,2, ..., a —b). (Pour certaines valeurs de £, il peut se
faire qu’il n’y ait pas de Q,,, oude R,,,.)

Les monomes de degré b que I'opération A(P) adjoint & M sont :
1° ceux des produits des x,Q,’ par leurs variables non multiplicatrices
(prises parmi les z,, x,, ..., x, ,), qui ne font pas partie des classes
des x5 Q,'; 2° ceux des z, R, qui ne font pas partie de ces classes. Par
suite, Q' s’obticnt en effectuant sur Q, ' 'opération A(R;) (n — 1 varia-
bles z,, ., ..., £,—,). Aubout d’un nombre fini d’opérations A(P),
on pourra affirmer : i° le systeme Q, est complet; 20 tout R, fait
partie d’une classe 9,. Soit M'® le premier systéme obtenu qui jouisse
de cette propriété.

(*) Car si, en général, b est le minimum des degrés des (MY, P), D est le
minimum desdegrés des M, et 'on opérera sur M comme on opére dans le texte
pour MM,

MAURICE JANET
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Envisageons maintenant parmi les systémes M'' et suivants un
systéme M'* ayant les propriétés suivantes (1) :

i* est complet; tout monome R, fait partie des 9}*;
Q(,+1 est complet; tout monome R,,, et tout monome Q}* fait partie
des QJ'Hv
QM est complet tout monome R,,, et tout monome QI, , fait
partie des 2}s.

(Remarquons que Q}* contient effectivement des monomes puisqu’il
est identique au systemc Q“"' des propriétés que 'on vient d’énoncer,
il résulte que Qj},, Q. +.., Qi contiennent effectivement des
monomes. )

Nous supposerons de plus (II') que :

Ou bien (1™ hypothése) M™ ne contient pas de monome de degré
supérieur & b + A et P contient au moins un monome n’appartenant
pas aux OnL'™*;

Ou bien (2° hypothése) M™ contient effectivement un monome au
moins de de"ré supérieur a b + A, et Popération A(R,,;,,, Q},’H)
effectuée sur Q,’,,,, lui adjoint effectivement un monome au moins

Si I'on excluait 'une et 'autre de ces hypothéses, il faudrait sup-
poser, ou bien que l'opération A(P) effectuée sur M"* reproduit ce
systéme, et la propriété a démontrer se trouverait vérifiée d’elle-méme,
ou bien que le syst¢éme M" a les propriétés (1) jusqu'a la valeur A + 1
de Uindice : dans ce cas, on substituera A +1 a A dans ’énoncé de
ces propriétés; on raisonnera a nouveau de méme sur le systéme M
envisagé, appelé cette fois M'™*"; A ne pouvant en tout cas dépasser
a — b, ce mode de raisonnement ne pourra s’employer qu’un nombre
limité de fois et, ou bien la propriété & démontrer sera vérifiée d’elle-
méme, ou bien on aura I'une ou I'autre des propriétés supposées (II).

Dans la premiére hypothése, d'aprés les propriétés de M™, les
monomes introduits par 'opération A(P) sont de degrés supérieurs
ab—+A.

Dans la seconde, I'opération A(P) effectuee une ou plusieurs fois
sur M" donne des systcmes M™ tels que Q, Q7 ..., QN soient

identiques a Q}*, Q% ..., Qbys Qint, se dcdmra de Q7,,., en effec-
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tuant sur ce systéme l'opération A(R,,,, Q%,). Au bout d’un nombre
{ini d’opérations, Q4. sera identique & Qj.;,,; autrement dit, on
obtiendra un systéme possédant les mémes propriétés (1) que le
systéme primitif, A étant remplacé par A 4-1.

Dans l'une et 'autre hypothése, on sera ramené a un systeme de la
méme forme que celui d’ou I'on est parti (I), ou soit A, soit le degré
maximum des M a augmenté d’'une unité (au moins).

Mais on ne peut faire qu'un nombre fini de pas de 'une quelconque
des deux sortes que nous venons de décrire, puisque le degré maximum
des M ne peut dépasser a, et que % ne peut dépasser a — b.

Autrement dit, au hout d’'un nombre fini d’opérations, on obtiendra
un systéme M identique au précédent.

Etant donné un systéme de monomes quelconque M, nous sommes
en possession d'un procédé régulier, pour obtenir un systéme complet
définissant le méme module; et par suite pour répartir tous les mo-
nomes du module défini par les M en un nombre fini de classes sans
¢léments communs, les monomes de chaque classe s’obtenant en mul-
tipliant un monome déterminé par tous les monomes que 'on peut
former avec certaines variables déterminées.

10. Hauteur d’un monome. Théoréme faisant intervenir celle
notion. — Revenons 4 un systéme de monomes M différents quel-
conques. Posons la définition suivante : M = %%+, «% est dit
plus haut ou plus bas que M’ = &% 2%+, .. 2% suivant que la premiére
des différences o, — o/, &0,y — &), ,, ..., &, — &, qui nes’annule pas est
positive ou négative ('); la classe (o1L) est plus haute ou plus basse que
la classe (o) suivant que M est plus haut ou plus bas que M.

Montrons que :
Le produit d’un monome d’une classe oiw par une variable non

multiplicatrice pour le monome M auquel correspond s (s'il appar-
tient & une classe 9) ne peut appartenir qu’a une classe plus haute
que O (et non pas & la méme ou a une classe plus basse).

(') It est bien connu que cette définition est légitime : si M est plus haut
que M’, et M/ plus haut que M”, M est plus haut que M".
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La proposition est évidente dans le cas de monomes a une variable.
Admettons-la pour les monomes & 7 -—1 variables et démontrons-la
pour les monomes a 7 variables.

Considérons le produit d’un monome 3 de la classe de M par une
variable z; non multiplicatrice (dansle systéme M) pourle monome M.
Siz=n,laproposition est évidente puisque d’unc part 'exposant de z,
dans le produit considéré est supérieur a I’exposant A de .'cndansﬁ, et
que d’autre part les o provenantde M ct des monomes plus bas sont
au plus de degré A en z,. Supposons ¢ == n ct soit A le degré en x, du
monome considéré M, ; A peut étre ici inférieur ou égal & a exposant
maximum de z, dans les (M).

Si A=~ a, M, a mémes variables multiplicatrices dans (M) que son
quotient Q, par 2} dans le systéme (Q,) (quotients par z de tous
les M qui contiennent i, & Pexposant A). Le produit x;o% considéré
dont le degré en x, est A < @ ne peut provenir que d’une classe corres-
pondant &8 un M de degré A en x,; il ne peut donc faire partie d’une
classe 9L qu’en étant le produit par «2 d’un monome d’une classe 9, du
systéme Q,; il n’en est ainsi que si le produit x;2 fait partie d’une
classe 9,; maisd’aprés le théoréme admis dans le cas de 7 — 1 variables,
cette classe 9; est alors plus haute que 2 ; la classe o1, correspondante
est donc aussi plus haute que o,

Si A=a, soit a+a le degré en z, du monome J consi-
déré (a’'>0)M, monome dont il provient a pour variables multiplica-

trices, outre x,, celles qui sont multiplicatrices pour son quotient (Q,
par x;; dans le systéme des (Q,) (quotients par x% de tous les M qui
contiennent x, & I'exposant @). Le produit z;9n considéré, dont le
degré en w, est Z a, ne peut provenir que d’une classe correspondant a
n ="
un M de degré a en «,; il ne peut donc faire partie d’une classe o
qu’en étant le produit par ;" d’un monome d’une classe 9z du sys-
téme Q,; il n’en est ainsi que sile produit ;3 fait partie d’une classe 243
mais d’aprés le théoréme admis dans le cas de 7 — 1 variables, cette
classe 9, est alors plus haute que 2, et la classe 91, correspondante est

plus haute que oi.
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Si le systeme M est complet, on pourra affirmer :

Tout produit d’un monome d’une classe o par une variable non
multiplicatrice pour le monome M auquel elle correspond fait
partie d’une classe o plus haute que St (propriété II).

On_ démontrera d’une maniére analogue la proposition suivante, que
nous n’utiliserons pas :

Le produit d’'un monome M d’un systéme complet par une variable

non multiplicatrice de M, w,, est égal au produit d’un M par des
variables multiplicatrices de cct M, d’indices inférieurs a i.

On peut d'ailleurs énoncer une réciproque qui permettrait de donner
une nouvelle définition des systémes complets :

Si le produit de tout monome M d’un systéme par une variable non
multiplicatrice pour ce monome, z;, est égal au produitd’un M par des
variables d’indices inférieurs & 7, le systéme M est complet.

11. Remarques diverses. — Dans tout systéme de monomes M, il
existe un monome, et un scul, dont les variables multiplicatrices
sont z,, &y, ..., Z,; le. monome M le plus haut.

Un systtme de monomes peut étre complet pour un classement
déterminé des variables et ne pas ’étre pour un autre classement.

Un systéme de monomes du premier ordre est toujours complet
quel que soit le classement adopté; il suffit de montrer qu'un systéme
composé d’un certain nombre des variables z,, x,, ..., z, seules, est
complet pour le classement particulier donné x,, x,, .. ., Z,.

En se reportant & la définition, on voit que :

Les variables multiplicatrices d’'un monome w; du systéme sont :
1° tous les x; ou kS ¢; 2° parmi les @, ol & > ¢ ceux qui ne figurent pas
dans le systéme donné.

La classe correspondant a chaque monome z; a donc une définition
trés simple. v

Montrons que tout multiple 7 d’un monome du systéme appartient
a une de ces classes.

Parmi les variables que contient m figure au moins un des
monomes donnés; soit 4 le plus grand des indices des variables de
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cette espéce; ., admet pour variables multiplicatrices toutes les
variables qui figurent dans le monome donné, car ce monome ne con-
tient pas de variables d’indice supéricur a 4 figurant dans le systéme.

Soit M un systéme de monomes; M,, M,.,, ..., M,, les monomes M
répartis d’aprés leur degréen a,, b, b+1, ..., a5 Qpy Qpeyy ooy Qg les
quotients des M;, M., ..., M, respectivement par zi, z.", ..., .

De la définition méme d’un systéme complet, résulte énoncé sui-
vant :

« Pour que le systtme M soit complet, il faut et il suffit que les sys-
temes Q;, Q;,y, ..., Q, (& n — 1 variables) soient complets et (que tout
monome Q.(4=c¢ << a) fasse partie d'une classe 9,,,. »

Montrons que le systéme formé par tous les monomes d’ordre (') p
en &, &,, ..., x, est complet. Admettons la proposition dans le
cas de n — 1 variables. Soit M les monomes d’ordre p aux
n variables x,, x,, ..,, @,.

Qoy Quy .-+, Q, sont précisément tous les monomes d’ordre p,
P—1y..0, 0002, &y, ..., L, ,;ilssont completset tout Q;(0<i < p)
fait partie du module Q;.,, et est par suite contenu dans une
classe 9,,.

Adoptons la définition des mots plus hau! et plus bas donnée au
n° 10.

Le systéme constitué par tous les monomes d’ordre p étant complet
posséde la propriété II. En particulier :

Le produit d’'un monome d’ordre p par une variable z; non multi-
plicatrice pour lui est égal au produit d’un monome d’ordre p plus
haut par une variable multiplicatrice pour ce dernier.

12. Etude du systéme des monomes d’ordre p (p asses grand)
qui font partie d’un module donné. — Considérons un systéme de
monomes complet M (n° 8). Soit p un entier supérieur ou égal a
I'ordre maximum des M.

Formons les monomes P d’ordre p de chacune des classes oi. Ces
monomes P s’obtiennent en multipliant un monome M déterminé

(!) Le mot ordre est équivalent aux mots degré total,
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d’ordre p,Zp par tous les monomes u d’ordre p —-p,, en x,, x,, ...,
wy (2,5 2,5 ..., 2, étant les véritables multiplicatrices de M).

Ces monomes u forment un systéme complet, a condition que
I'on y considére comme seules variables x,, =, ..., 2, : chacun
d’eux a, de ce point de vue, certaines variables multiplicatrices; on
les considérera par définition comme les variables multiplicatrices du
monome P correspondant. Les produits d’un’P par tous les monomes
que I'on peut former avec ses variables multiplicatrices constitueront
la sous-classe de P. La définition des mots plus haut et plus bas (10)
étant appliquée aux monomes w, P>, = v, M sera dit plus haut ou plus
bas que P, == u,M suivant que w, sera plus haut ou plus bas que u,.
D’autre part, si deux monomes P, P’ proviennent de deux monomes
différents M, M’, P sera dit plus haut ou plus bas que P’, suivant
que M sera plus haut ou plus bas que M'.

I'. Tout multiple d’ordre supérieur ou égal a p d’un monome M
appartient ¢ une sous-classe et une seule.

En cffet, tout multiple d'un M appartient 4 une classe et & une
seule; et tout monome d’ordre supérieur ou égal & p d’une classe oL
appartient a une sous-classe et & une seule.

IT'. Le produit d'un monome P quelconque par une variable non
multiplicatrice pour lui est égal au produil d’un monome P plus

haut que P par une variable multiplicatrice pour P.

Si la variable non multiplicatrice pour > est une des variables ,,
iy ..., @, multiplicatrices pour le M d’ott provient P, la propo-
sition résulte immédiatement de la remarque faite ala fin du n° 11,

Si c’est une variable non multiplicatrice pour le M d’ou pro-
vient P, le produit considéré sera, d’aprés la propriété II, égal a
un o1 provenant d'un M plus haut que M ce o, étant d’ordre p+ I,
serale produit par une variable multiplicatrice d’un I’ provenant de M.

Considérons maintenant le systéme S formé par tous les mo-
nomes (0t) d’ordre inféricur ou égal a p; gardons la définition pré-
cédente pour les variables multiplicatrices des monomes d’ordre p.
Par définition, un monome o d’ordre inférieur & p n’aura aucune
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variable multiplicatrice; il constituera a lui seul sa sous-classe. On
pourra dire, pour l’ensemble des sous-classes correspondant aux
monomes de S :

V", Tout multiple d’un monome M appartient & une sous-classe
el a une seule.

Considérons le produit d’'un o d'ordre p, inférieur & p par une
quelconque des variables z,, z,, ..., z,; cest.un 5, car le sys-
téme (M) est complet; il est d’ordre p, + 1, inférieur ou égal a p.

Etant donnés deux monomes de S, d’ordres différents, le monome
du plus grand ordre sera dit le plus haut. Rapprochons cette défini-
tion de celles que nous avons posées pour les P. Nous obtenons la
proposition :

II”. Le produit d’un monome M quelconque d’ordre inférieur ou
égalap par une var mble non multiplicatrice de oI est (mal a un

monome 9% plus haut que )%, ou au produitd’un monome O plus
haut que O par une variable multiplicatrice (V) de k.

13. Monomes complémentaires. Application aur modules. —
L’étude qui suit a pour objet final de classer les monomes qui ne font
pas partie d’un module donné.

Considérons tout d’abord un systéme quelconque de monomes M
(complet ou non). Soit x,_; une des variables ({ =o0, 1, ..., n —1).
Q@le systéme des monomes obtenus en remplacant x,,_;, %, i—,, ..., &,
par I'unité dans les monomes M; Q° est 'unique monome 1 (*).

Chacun des monomes x%a% ... a3 de Q% a pour variables
multlphcatmces dans Q“ précisément celles des variables z,, ,—,, ...,
2, iy, qui sont multlphcatrlces dans le systtme M pour un monome
de ce systéme ou @,, &,_,, ..., &, ;, Ont les exposants «,, %,—,, ...,
ty—ivy (d’aprés la définition des variables multiplicatrices, il est inutile
de spécifier ce monome d’une maniére plus compléte).

(') Les mots « variable multiplicatrice » ont dans cet énoncé le sens qui a
éLé précisé pour les monomes de S.

(*) On pourrait appeler Q" [e systéme M lui-méme.
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Cousidérons un quelconque des monomes (Q)

RN, SR I Lty
Q= &y . L xlngive

Considérons ’ensemble des exposants de z, ; dans ceux des mo-
nomes M ol z,, Z,_,, ..., Ly, ONL]es exposants o, o,y «ovy Cpinys
soit § un entier positif ou nul n’appartenant pasa cet ensemble et infé-
rieur au plus grand des nombres qui le composent.

Posons ,
N = zfrxjmy .. -x%’«'-’iﬁ'ﬁ'xg—i-_
Nous appellerons variables multiplicatrices de N : 1° les va-

riables @, @y, ..., Zp_;i_,; 2° celles des variables @,, Zns, - ooy @0y
qui sont multiplicatrices pour 'un des M ol @,, Z, 4, ...y Tpeis
entrent aux degrés o,, &,y ..., %, ; et classe (93) correspondant
a N l'ensemble de tous les monomes obtenus en faisant le produit
de N par un monome quelconque formé avec ses variables multipli-
catrices.

(Les N correspondant & ¢ = o s’obtiennent en donnant a x, les
divers exposants qui ne figurent pas comme exposant de x, dans
les M et sont inférieurs au plus grand de ces exposants; les variables
multiplicatrices d’un tel N sont x,, @,, ..., Z,_,.)

Les monomes N seront appelés monomes complémentaires des
monomes M. On en verra plus loin la raison.

Pour former tous les N ot z, a un exposant donné «,, corsidérons
tous les M ot w, a cet exposant; appelons M’ les quotients de ces M
par wxj"; soit N’ les monomes en «,, x,, ..., £,_, complémentaires
des M’; les N cherchés sont les produits des N’ par «". Les variables
multiplicatrices d’'un N sont celles du monome N’ correspondant,
auxquelles on adjoint x, dans le cas ot o, est le plus grand des expo-
sants de x, dans les M donnés.

Deuzx classes differentes 9 n’ont aucun élément commun.

Soient 7, ;' les valeurs de l'indice ¢ auxquelles correspondent les
deux monomes N qui définissent les classes considérées (7 <j).

Si ces deux monomes N;, N, correspondent & un méme systeme de
valeurs des exposantsa,, ¢, ,, ..., %,_j,, les exposants de x,_; y sont
différents, Uexposant de z,_; dans tout 5t provenant de N; estle méme,

MATRICE JANET 4
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8, que dans N;; ’exposant de x,_; dansun 9t provenant de N; ne peut
&tre différent de I'exposant de x,—; dans N que’si ;> et s'il est
supérieur au maximum des exposants de x,—; dans ceux des monomes
Mou z,, xy—y, ..., T,—j,, o0t les exposants

(.'X,,, Kp—1y =« oy a/z—j—H))

nombre lui-méme supérieur a f3.

Si les deux monomes N;, N; correspondent a des systémes diffé-
rents des exposants : (&g Go_yy -« vy %ujus); (Cyy Xpplyy voey %y_jyy), leS
résultats obtenus en remplagant ,_j, Z,..j—y, ..., %, par l'unité dans
deux monomes 9% provenant respectivement de N;, N, peuvent étre
considérés comme deux monomes 9 de deux classes différentes du
systéme QY : ces résultats seront donc différents, et les deux mo-
nomes % seront @ fortiori différents.

On démontre de la méme maniére que :

Une classe 9% et une classe 9% n'ont aucun élément commun.

Cette proposition peut d’ailleurs étre regardée comme une exten-
sion de la précédente en considérant le monome M comme un mo-
nome N,,.

Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante :
Un monome quelconque appartient & une classe

o, (i=o0, 1, ..., n—1)

ou & une classe oiv (d’aprés ce qui précéde, il n’appartient d’ailleurs
qu’a une seule de ces classes). On pourra encore dire :

Un monome quelconque appartient & une classe 3%,(i = 0, 1, ..., n)
et a une seule.

La proposition est évidente dans le cas d’'un systéme M a une
variable. Admettons-la pour n — 1 variables et démontrons-la pour 7.

Soit X =&’ . ..z} un monome quelconque. Si A, est inférieur au
maximum a des exposants de «x, dans les M et ne figure pas parmi ces
exposants, X est évidemment un %,. Supposons que A, soit inférieur
a a et figure parmi les exposants de x, dans les M; soit M’ les quo-
tients par z» des monomes M oti z, a 'exposant 4, o', 3¢’ les classes
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a n — 1 variables que définitle systéme des monomes M’; z’;. .. ' fait

n—1

partie d’une de ces classes 91U ou 2%’ provenant d’'un M’ ou N’ particu-
lier; #’»M’ ou 2N est un des monomes M ou N ayant mémes
variables multiplicatrices que M’, N'; X fait donc partie de la
classe 91U, ou 9% correspondante.

Supposons que A, soit supérieur ou égala a; soient M’ les quotients
par «;, des monomes M ou z, a I'exposant a; o', 9t' les classesa n — 1
variables que définit le systéme des monomes M'; 2. .. &+ fait partie
d’une de ces classes DiL’ ou 9% provenant d’'un M ou N’ particulier;
M’ ou z?N’ est un-des monomes M ou N ayant pour variables mul-
tiplicatrices : 1° celles de M’ ou N'; 2° ,. X fait donc partie de la
classe 91T, ou 9% correspondante.

La proposition précédente justifie le nom de monomes complémen-
taires donné aux N.

Dans le cas ou le systéeme M est complet, les monomes 9% ne sont
autres que les monomes qui ne font pas partie du module défini par
les M, puisque les 1L sont précisément les monomes de ce module.

Puisque nous avons un procédé régulier pour obtenir une basc
compléte du module défini par un sysiéme M quelconque, nous
avons par la méme un procédé régulier pour répartir les monomes
qui ne font pas partie d’un module en un nombre fini de classes
sans ¢léments communs, chaque classe étant toujours constituée par
les produits d'nn monome par tous les monomes formés avec cer-
taines variables déterminées.

4. Nombre des monomes d’ordre p qui font partie d’un module
donné. — Considérons un systéme quelconque de monomes M (com-
plet ou non). Soit p, I'ordre maximum de ces monomes. l.es mo-
nomes N sont au plus de I'ordre p, — 1. Soit p un entier quelconque
supérieur ou égal a p,; le nombre des monomes o1 d’ardre p et le
nombre des monomes 9t d’ordre p sont des polynomes en p.

On sait en effet que le nombre des monomes, a « variables,
d’ordre 3, est égal au polynome en 3

P(o, gy BFDE+2) (Bra—n)

1.2...(a—1)

Soit @ lordre d’un des monomes M, le .nombre des monomes o
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d’ordre p de sa classe est, cn appelant o le nombre des variables mul-
tiplicatrices de M,
r(a: p—a);

c’est donc un polynome ¢n p; le nombre des monomes oiw d’ordre p
est la somme d’un nombre fini de polynomes en p; c’est aussi un poly-
nome. Il en est dc méme pour le nombre des monomes 9% d’ordre p.

D’ailleursla somme des nombres des monomes a1t et des monomes 9%
d’ordre p est le polynome en p

I'(n, p).

Retenons de ce qui précéde la conséquence suivante :
Le nombre des monomes d’ordre p qui ne font pas partie d’un mo-
dule donné est un polynome en p dés que p est assez grand.

15. Remarques sur le développement en série de Taylor. —
Considérons un développement complet en série de Taylor.

Supposons, pour simplifier I’écriture, que les valeurs initiales des
variables soient toutes nulles.

Groupons ensemble tous les termes renfermant un monome déter-
miné : %%, ..x% ct le produit de ce monome par tous ceux qu’on
peut former avec certaines variables déterminées z,, choisies parmi
les «;, variables que nous pouvons appeler variables multiplicatrices
du monome x*x% . .. x%, les autres variables x, étant non multipli-
catrices.

La portion de développement en série ainsi obtenue constitue une
nouvelle fonction U.

Considérons, d’autre part, la fonction des x : V(a,,, ., ..., Z,,)

qu'on obtient en annulant tous les x, dans I'expression de la dérivée
QRuHOate o+ %n gy
0z 0z ... daln
Je dis que U(x,, z,, ..., x,) est égal au résultat obtenu en inté-
grant V : «, fois par rapport & z,; «, fois par rapport & x,, ...;

)

a, fois par rapport & «,, en ayant soin, & chaque quadrature, de
prendre zéro comme constante d’intégration (').

(') Intégrer une fois par rapport & x;, en prenant zéro comme constante d’in-

. . N s s Mz,
tégration, un monome M ol z; a I'exposant X, c’est former le monome g
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Lorsqu’on effectue, sur un monome '’ ...z, la dérivation
LA N Coy s 5 s . . . o
o JwE L gEs SLAVEY ... wr nest pas multiple de a%x%: . .. a2, le

résultat est identiquement nul.

Si @l . ..z est le produit de x* %% . ..x% par un monome qui
contienne au moins une des variables x;, le résultat contient cette
variable en facteur. Il en résulte que, pour obtenir la fonction V, on
peut se borner a opérer sur la portion U du développement de u.

Soit

A(““n"'f’l)’ (Gay+8a)y o« oy (Rar+p)) @by -« oAby
(e, pr)! (Gay+02) ! oo (a4 pa) Lyl ooy, !

% o3 2Ly . e e
x$rx .. xfrafy . xf

un terme quelconque du développement de U. On a identiquement

%y otk 0y 10 Oy .y .
OF et + 0y [ x§txi. .. 2 wa:xlpl: R 4 28t P . x?”:
!

(I) ay — (T
023 0z . .. 0x%r | (0ta, +p1) ! o oo (Cay+pa)los, ! o0y pilpal oooa!

Les x, ne figurent plus dans ce terme. On peut écrire

Ottt o+,

0x% dxls ... 0z

V=

On voit d’autre part comment on peut passer du développement
de V au développement de U. Il suffit de faire exactement les opéra-
tions qui permettent de passer du deuxiéme membre de I'égalite
(1) au terme entre crochets dans son premier membre. Ce qui justifie
la régle énoncée plus haut (U=1,, ,V). Les développements
sont convergents en méme temps. Ainsi, la connaissance de la
fonction V est éguivalente a celle de la fonction U.

Nous savons donc résoudre le probléme suivant :

Supposons les variables z,, z,, ..., x, réparties d’unc maniére
quelconque en deux groupes

Layy Lagy oey  Zaph Xy Ly ..y Ty (h+ h=n);

donnons-nous un systéme d’entiers o,, ,, ..., «, (positifs ou nuls) et

une fonction f(x,, «,, .., %, ). Trouver toutes les fonctions « telles
1 L] ap

que l'on ait, sur la multiplicité z, =2, =... =2, =o,

Q¥+t gy

dx® ¥ ... dxln = Zup Zuyy -y Tuy)-
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La portion U du développement de « sera enti¢rement connue :
lJ = la‘ag...l,,f(‘rlll‘. *vu,) ety *ra}.)'

Les coefficients de tous les termes qui ne font pas partie de U seront
arbitraires (assujettis seulement & rendre convergent le développement
total).

Application. — Donnons-nous un systéme quelconque de mo-
nomes M en nombre fini.

Nous avons réparti tous les monomes en un nombre fini de classes
oL, 9%, sans éléments communs; chacune de ces classes étant engen-
drée par tous les produits d’'un monome déterminé par tous les mo-
nomes formés avec certaines variables déterminées. A une telle répar-
tition correspond une répartition parfaitement définie des termes
d’une série de Taylor en un nombre fini de fonctions dont les dévelop-
pements en série n’ont aucun élément commun, chacun de ces déve-
loppements contenant tous les monomes d’une classe.

Soient z$'z%...x% un quelconque desN; z,., 2., ..., z,, ses variables

multiplicatrices; x,, #,, ..., &, les autres variables. Donnons-nous
P LT Te N A '

dxfr dx%s. .. dxln
La donnée arbitraire de toutes ces fonctions que nous supposons déve-
loppables en séries convergentes, et que pour abréger nous désignons
par N(x,), entraine la connaissance de toutes les portions de déiélop-
pement ol entrent les monomes ().

Resterait pour déterminer complétement la fonction u développable
en série convergente & définir les coefficients correspondant aux (o)
en ayant soin que le développement total obtenu soit convergent.

Soient %% ...x% un quelconque des M @, , &y, ..., Ly, ses

variables multiplicatrices; @y, , @y, - .., Ty, les autres variables. Sil’on
l l d ()a',—;—a‘, &, w
v rde — : - POUT Xy, = Xy, == ... == Ty,y = O
se donne la valeu dx¥ da%:... ke P by b3 (24

arbitrairementla valeur de SUT ), =&, =...== 2, = 0.

(développable ensérie entiére convergente), M(z,), la fonction u sera
entitrement définie et développable en série entiére convergente dans
le domaine méme ou le sont I'ensemble des fonctions précédentes

N(xa>3 NI (‘7'.’1')'
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16. Calcul inverse de la dérivation. Position du probléme. — Pro-
posons-nous de trouver les fonctions « de n variables dont certaines
dérivées D (en nombre fini) d’ordres partiels donnés soient égales a
des fonctions données des n variables z,, x,,...,x,. Une dérivée quel-
conque d'une D sera une fonction connue des n variables. Considérons
en particulier celles des dérivées des D que I'on doit adjoindre aux D
pour obtenir un systéme complet : utilisons (') pour leur calcul les
dérivations mémes qui ont été indiquées (n° 9); les dérivées I, de ce
systéme complet sont des fonctions connues bien déterminées des
variables x,, #,, ..., z,. I.e probléme proposé est donc équivalent &
un probléme de méme énoncé, ot I’on suppose de plus que lesdérivées
d’ordres partiels donnés forment un systéme complet.

(’est cette nouvelle forme d’énoncé que nous adopterons.

Nous poserons aussi le méme probléme sous une autre forme :

Soit p un entier supérieur ou égal & 'ordre maximum du systéme
complet D,. Considérons toutes les dérivées des D, dont I'ordre ne
dépasse pas p : utilisons (') pour leur calcul les variables « multipli-
catrices » mémes qui les définissent a partir des D, et adjoignons les
nouvelles conditions obtenues aux counditions relativesaux D, on voit
que le probléme proposé est équivalent & un probléme de méme
énoncé, ou l'on suppose de plus que les dérivées d’ordres partiels
donnés sont les dérivées d’ordre inférieur ou égal & p d’un systéme
complet (p désignant un entier supérieur ou égal a ’ordre maximum
des dérivées qui constituent ce systéme complet).

17. Etude du probléme précédent (premiére forme). — Considérons
un systéme formé dlun nombre fini de dérivées d’'une méme inconnue,
le systéme des monomes correspondants étant complet. '

Considérons maintenant le systéme d’équations aux dérivées par-
tiellesobtenu en égalant respectivement ces dérivées a des fonctions

données f(x,,%,, ..., z,); Du= f.

(').Nous indiquons ce mode de calcul uniquement pour avoir un procédé de
formation bien déterminé : on pourra, en fait, opérer-plus librement, en s’as-
treignant seulement & calculer une seule expression pour chacune des dérivées D,
que I'on veut faire figurer aux premiers membres.
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Pour que cesystéme soit possible, il est nécessaire queles fonctions f
satisfassent identiquement aux relations différentielles correspondant
aux relations (IT) (n° 10).

Parmi lesrelations (IT) considérons celles (II), qui expriment que
le produit d’un monome M par une variable qui n’est pas multiplica-
trice pour lui appartient a une classe plus haute.

Nous allons montrer que les relations différentielles (I1),, ennombre
fini ("), suffisent pour que le probléme soit possible, et nous indique-
rons, lorsqu’elles sont vérifiées, le degré de généralité de la solution
du systéme.

Dans chacun des deuxiémes membres des équations données, annu-
lons toutes les variables qui ne sont pas multiplicatrices pourle monome
correspondant au premier membre. Nous obtenons ainsi la valeur de
chacune des fonctions M(x,) (voir numéro précédent).

Choisissons arbitrairement les fonctions N(x,) correspondant au
systéme complémentaire des premiers membres.

Je dis que la fonction z bien déterminée, que 1'on peut former
a l'aide des fonctions M et N, satisfait au systéme des équations
données.

Chaque expression Du — f est nulle lorsque les variables non mul-
tiplicatrices correspondant 4 D sont nulles; nous allons montrer
que Du — £ est nulle partout. La proposition est exacte d’elle-méme
pour la plus haute des expressions Du — f puisque, pour cctte expres-
sion, toutes les variables sont multiplicatrices. Montrons que si elle est
exacte pour les k& plus hautes, cllel’est aussipourles & + 1 plus hautes.

Remarquons que les expressions Du — f satisfont aux mémes rela-
tions (IT) ,que les fonctions correspondantes f. Ecrivons les relations
ou figure au premier membre la (k + 1)** (en comptant & partir du
haut) des expressions Du — f.

Les seconds membres sont nuls partout ( propriété 11, n° 10), donc,
les dérivées premiéres de la (k + 1)™ expression Du — f par rapport
a ses variables non multiplicatrices sont identiquement nulles. Du — f
est donc indépendante de ses variables non multiplicatrices, et comme
elle est nulle dés que ces variables le sont, elle est nulle partout.

(') Réalisées en particulier si toutes les f-sont nulles.
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Exemple :

Pas=F,

Psiz—§&,

1)503 = /I,

Orr gy P =k,

Prus = ()—_xz ()x% 033; ! Pria= L
Proa=m,

Prot=T,

i Proo=—S:

Pour que ce systéme soit possible, il faut et il suffit que 'on ait

s . -(l];—m dm _ QA a9l &g dk o f
dxy dxy 7 dz,  dxzi’ dr,  0x?’ oz,  oxi’
dm - a Pk oh . g 03 f
dr,— 0 dxy  dx}  Owy, O day  dx}

Unesoluation est parfaitement déterminée parladonnée des fonctions
suivantes:

" du Jdvu

-5 o . _—
’ d.r‘ ’ d.z"l;

DOUT Xy — 3= 0

Jdu ! ’
) “ vy e ey .
RN !
u
— . L.. lpour Xy =yt ==

5 : 2
0r E] ey s p 1 9 3 0.
2

Voir le Tableau (N), (6). .

18. Etude duméme probléme (deuxiéme forme). — Considérons
maintenant le systéme obtenu en égalant a certaines fonctions données f
toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal & p d’un systéme complet
(p désignant un entier supérieur ou égal a 'ordre maximum des
dérivées de ce systéme complet).

Pour que ce systéme soit possible, il est nécessaire que les fonctions f
satisfassent identiquement aux relations différentielles correspondant
aux relations (11)” (roir n° 12). Cesrelations en nombre fini suffisent
pour que le probléme soit possible.

La démonstration est entiérement analogue 4 la précédente.

Les fonctions arbitraires sont précisément les mémes que pour le
systéme complet dont le systéme actuel est dérivé.

MAURICE JANET B
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Les relations aurquelles doivent satisfaire les fsont ici toutes du
premier ordre.

CHAPITRE II.

SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — ETCDE FORMELLE.
SYSTEMES COMPLETEMENT INTHGRABLES.

1. Nous aurons a envisager dans ce qui suit des équations au sens
algébrique du mot et des équations aux dérivées partielles.

Afin de simplifier le langage, nous les supposerons linéaires; mais
tout ce que nous dirons pourra s’¢tendre a des équations quelcongues,
sous réserve des conditions de régularité habituelles.

Les « combinaisons » d’équations que nous considérerons seront
toujours des combinaisons linéaires homogénes (résultats obtenus en
additionnant ces équations membre & membre apres les avoir éven-
tuellement multipliées pardes fonctions des variables indépendantes).

Nous étudierons certaines formes-canoniques de « systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles » pour lesquelles nous pourrons préciser
les « conditions initiales» que I’on peut se donner arbitrairement pour
déterminer une solution et une seule. 1l ne s’agira dans cette étude,
comme l'exige la généralité du probléme, que de fonctions dévelop-
pables en série de Taylor.

Nous montrons d’ailleurs que 'on peut ramener un systéme quel-
conque & une forme canonique.

Les « conditions initiales » détermineront certaines portions de
développements en série des fonctions inconnues, et par suile certains
cocfficients de ces développements. Le systéme donné et les équations
que 'on peut en déduire par dérivations permettent de déduire des
« conditions initiales » par résolutions successives d’équations ordi-
naires, tous les autres coefficients des développements cherchés.

On congoit donc (u'il soit utile de classer les divers coefficients des
deux sortes, qui ne sont autres, & des facteurs numériques pres, que les
valeurs en un point des dérivées des fonctions inconnues; pour sim-
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plifier le langage, nous supposerons souvent que ce point est ’origine
des coordonnées (o, 0,..., 0).

2. Quelques résullats simples relatifs aux: systémes d’équations
ordinaires. — Au sujet des équations ordinaires, rappelons les pro-
pri¢tés suivantes :

Imaginons unc infinité dénombrable d’inconnues (y); et supposons
que Pon ait défini unerépartition de ces inconnues en une suite linéaire
de classes C,, C,, ..., Cy,. .., chacune des Cne contenant qu'unnombre
fini des inconnues y. Siy, y’ appartiennent a deux classes différentes,
Gy, Gy, y sera dit antérieur ou postérieur a y’ suivant que k& est infé-
ricur ou supérieur a k.

Considérons une équation en (), résolue par rapport a 'une des y,
et telle que 'inconnue qui figure au premier membre soit postérieure
a toutes les inconnues qui figurent au deuxiéme.

Considérons maintenant un systéme fini (E) d’équations dont cha-
cune posséde les propriétés précédentes, les premiers membres étant
tous différents.

a. Un tel systéme (E) est formé d’équations indépendantes (son
rang est égalau nombre des équations qui y figurent). Il est équivalent
a un systéme (E’) dont les premiers membres sont respectivement les
mémes que ceux de K, sont postérieurs a toutes les inconnues du
second membre correspondant, et de plus ne figurent dans aucun des
seconds membres. Les (E »sont des combinaisons des (E) ().

. Soit maintenant une équation quelconque e; on peut ajouter &
¢ uune combinaison des équations (E) de maniére que l'équation
obtenue ¢,, ne renferme plus aucun des premiers membres de (E) (?).

En particulier ¢, peut ne renfermer aucune des inconnues y et se

(') On pourra par exemple montrer que sila proposition est exacte, lorsque
les premiers membres appartiennent a des classes d’indice infécieur oun égal A £,
elle-'est encore lorsque les premiers membres appartiennent & des classes d'in-
dice inférieur ou égal & £ + 1. Etant vraie pour Ak =1, elle est générale.

(2) On voit immédiatement que V’on peut faire disparaitre dans ¢ chacun des
premiers membres de E en ajoutant Uéquation I correspondant a ce premier
membre, multipliée préalablement par un facteur convenable; er les E' sont des
combinaisons des F.,
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réduire & la forme @ = o0, @ étant une constante. Si cette constante est
différente de zéro, le systeéme (I5,¢) est impossible. Si elle est nulle,
le systeme (E,e) est équivalent au systeme (E).

3. Application. — lies inconnues () seront les valeurs en un
point d’unc fonction « de » variables et de loutes scs dérivées. Siy, y”
sont deux dérivées d’ordres différents p,p’, y scra dite antéricure ou
postéricure a y' suivant que p est inféricur ou supérieur a p’. Siy, y’
sont de méme ordre, désignons par o,, %y, ..., %,; &), %,... a, lcs
ordres de dérivation par rapport aux diverses variables, y sera dite
postéricure ou antéricure & y’ suivant que la premic¢re des différences
Oy — Oy Oy — %y gy uey 0, — 0, qui n’est pas nulle est posilive ou
négative; chaque classe C ne contient ici qu'une scule variable.

Considérons maintenant une équation aux dérivées partielles en «,
(A), résolue par rapport & une dérivée Du et ne contenant dans son
second membre que des dérivées antérieures a celle qui figure au pre-
mier membre; il en est de méme de I'équation qu’on obtient cn déri-
vant une fois I’équation donunée, par rapport & une quelconque des
variables x;; ce fait devient évident dés que I'on a fait la remarque
suivante: soient ¥,y  deux dérivées de méme ordre; pour reconnaitre

i  est antérieur térieur & y’ d’ t i 9 estantéri
Sly est aniereur ou pOS erieur ay une par‘ , ou si1 0—;‘ estanticerieur

e AT s oo
ou postérieur a — d'autre part, on a a former les mémes différences
{

(voir d’ailleurs plus loin n® 4). Lapropriété est encore vraie pour une
dérivée d’ordre quelconque de ’équation donnce.
Adjoignonsa’équation donnée toutes les équarions dérivées jusqu'a
un certain ordre.
On peut appliquer a ce systéeme (E) (ot 'on considérce les dérivées
de u comme autant d’«inconnues ») les propositions «, 3 que nous
avons indiquées plus haut:

1° On pourra le remplacer par un systéme équivalent ayant respec-
tivement pour premiers membres D« el ses dérivées, et ot les scconds
membres ne comprendront ni Du ni aucune de ses dérivées.

Prenons pour conditions initiales les conditions initiales mémes que
nous avons prises dans l’étude de l'équation Du = o0; nous nous
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donnons arbitrairement un certain nombre fini de fonctions (déve-
loppables), d'ou résulte la connaissance en un point de toutes les
dérivées autres que Du ou ses dérivées. Elles permettent d’aprés ce
(ui précéde, de déterminer enti¢rement la valeur ence point de Dw et
de scs dérivées et par suite de construire un développement en série
parfaitement déterminé pour la fonction u.

[’équation a au plus une solution.développable satisfaisant aux
conditions initiales spécifiées. Nous ne pourrons affirmer qu’elle en a
cffectivement une que si nous pouvons démontrer la convergence du
développement en série obtenu. Admettons provisoirement que cetle
convergence soit établie.

2° .Donnons-nous d’autre part une équation aux dérivées partielles
quelconque (a); soit p son ordre. Formons le systéme des équa-
tions (E) déduites de (A) que nous venons de considérer au présent
paragraphe (1°> en ayant soin de conduire les dérivations de maniére a
obtenir dans les premiers membres toutes les dérivées de Dz d’ordre
total inférieur ou égal & p; et appliquons la remarque 3 au
systéme (E, ey ou (¢) est 'équation (a), considéré comme une équa-
tion ordinaire par rapport aux diverses dérivées qui y entrent.

L’équation e, obtenue peut &tre considérée comme une équation
aux dérivées partielles d'ordre < p, conséquence du systeme (E, ¢) [et
par suite du systéme A, @], ot ne figurent plus ni D ni ses dérivées.
Scules peuvent figurer les autres dérivées de u d’ordre Sp; si quel-
qu’une y figure effectivement, les « conditions initiales relatives 4 D »
ne pourront plus étre prises arbitrairement (*); si e, ne contient aucune
dérivée de u, le systeme (I, ) sera impossible ou équivalent (algé-
briquement) au syst¢éme E; dans ce dernier cas, ¢ sera une combi-
naison des E.

Nous pourrons donc dire :

« Pour que la solution du systéme (A, a) dépende des mémes
fonctions arbitraires (%), que la solution de I’équation A, il faut et il
suffit que @ soit une combinaison homogéne des dérivées de A dont
I'ordre (en «) est inférieur ou égal & celui de a. »

(*) Voir plus loin (7).
(%) Cette expression se trouve précisée par le texte.
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Remarque. — Remarquons le role essentiel joué dans ce qui pré-
céde par la propriété suivante du classement adopté : suivant que ¥

, 3%

est antérieur ou postérieur a y’, % est antérieur ou postérieur a 7)}_1:,
Cette propriété appartient i tout classement ou la question de savoir
siy est antéricure ou postérieure a y’ peut étre tranchée par la seule
connaissance des différences o, -~ o, o, , — o, _,, ..., 0, — 2.

D’aprés cela, on pourrait étre tenté de modifier légérement la
convention que nous venons de faire pour classer les dérivées.

Soient y, ¥’ deux dérivées d’ordres quelconques; convenons de

dire que y esl postérieur ou antérieur & y', suivant que y est plus haut
ou plus bas que y’ (voir I, n° 10). Tout ce qui précede subsiste. Mais
nous verrons qu’avec la premiére convention faite, la convergence de
nos développements est assurée; elle ne Uest plus avee la nouvelle.
Ju _ Ju
das — dai’
il n’existe pas toujours une solution (développable en série entiére)
de cette équation prenant pour x, = o une valeur (développable en
série entiére ) donnee.

(Cest pour cette raison que, dans tous les classements que nous
allons définir, si deux dérivées y, ' d’'une méme fonction sont
d’ordres différents p, p’, y sera dite antérieure ou postérieure a 'y
suivant que p est inférieur ou supérieur a p’. On verra au numéro
suivant la convention générale que nous adopterons lorsqu’il s’agira
de plusieurs fonctions inconnues, convention qui comprendra la pré-

cédente comme cas particulier.

Un exemple bien connu de ce fait est donné par I’équation

4. Cotes. Classement des dérivées. — Attachons & chacune des.
variables indépendantes et des fonctions inconnues, s nombres
entiers (') qui seront appelés cote premiére, seconde, ..., A™°, ...,
s de la variable ou de la fonction inconnue considérée. Appelons
cote A" d’une dérivée d’une fonction inconnue, d’ordre total r, la
somme des cotes A™* de la fonction et des 7 variables de dérivation.

(') Positifs, négatifs ou nuls. On pourrait d’ailleurs se borner a considérer
des nombres positifs ou nuls; la généralité des classements obtenus serait la
méme: (voir 11, 3¢ lemme) (¢/f. RiQuier, Systémes, p. 195).
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Nous supposerons toujours que les cotes premiéres des variables
indépendantes sont toutes égales & 1. Les autres cotes des variables
indépendantes et toutes celles des fonctions inconnues seront arbi-
traires. Ces nombres étant choisis, nous allons montrer comment ils
permettent de définir un classement des fonctions inconnues et de
toutes leurs dérivées.

1° Soient y, ¥’ deux dérivées (ou fonctions) quelconques; ¢, ¢.,
ey €y Cyy Cyy -ovy C leurs cotes; y sera dite postéricure ou anté-
rieure & y’ suivant que la premitre des quantités ¢, — c}; ¢, — ¢,
.++, ¢, — ¢, qui n’est pas nulle est positive ou négative; si toules ces
quantités sont nulles, y sera dite de méme classe (') que y'. Il appa-
rait immédiatement que siy est postérieure ay’ et y’ postérieure a y’,
y est postérieure a y” (si le premier des entiers ¢;— ¢}, ¢;—¢; qui
n’est pas nul est positif, le premier des entiers ¢;— ¢; qui n’est pas nul
est aussi positif). La définition est donc légitime.

2° Groupons ensemble toutes les dérivées qui ont méme cote
premiére; les dérivées qui figurent dans un tel groupe peuvent étre
d’ordres différents; mais, parmi elles, celles qui sont relatives & une
fonction donnée sont d’'un ordre déterminé; par suite, les dérivées
qui ont une cote premiére déterminée sont en nombre fini. Il en
résulte a fortiori que chaque classe ne renferme qu'un nombre fini
d’éléments. V

3° La cote premiére d’un élément quelconque ne peut étre infé-
rieure a la cote premiére minima a des fonctions inconnues.

Les éléments en nombre fini, qui ont pour cote premiére «, sont
antérieurs & tous les autres. Il y a donc une classe qui précéde toutes
les autres (& savoir celle qui précéde toutes les autres lorsqu’on se
borne & envisager les éléments en nombre fini de cote premiére a).

En résumé, les dérivées des fonctions inconnues se trouvent répar-
ties en classes C,, C,, ..., Gy, ... dont chacune ne contient qu’un
nombre fini d’éléments. Les dérivées appartenant a la classe Cy seront
appelées, pour abréger, dérivées de la classe k.

(') Le sens du mot classe est donc tout différent de celui (u'il avait dans le
Chapitre I (7 en particulier).
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Un tel classement posséde en outre les propriétés fondamentales
suivantes :

. v ey Ay ;. .
a. Quelle que soit la dérivée y, o, est postérieur & y; en effet, la

)

.3 Jdy -~ .
cote premiére de =~ st supérieure d’une unité a celle de y.

)x
Jdy NPT . L oy , s
b. == est antérieur ou posteérieur a —=— suivant que ) est anterieur
dx; dx;
ou postérieur & ). Il suffit d’observer que I'on a, en désignant par ¢,

¢’y v les cotes de y, ', x,:
o — ¢, = (cn+ ) — (¢ + 7%) (A=1,2, ...,9).

Considérouns alors une équation aux dérivées partielles (A) résolue
par rapport & une dérivée 3 d’une foncticn incennue et ne conte-
nant dans son second membre que des dérivées antérieures & celle qui
figure au premier; il en est de méme de 1'équation qu’on obtient en
dérivant une fois ’équation donnée par rappert a une quelconque des
variables x;; les éléments susceptibles de figurer au deuxiéme membre
de 'équation dérivée sont : 1° les éléments du deuxiéme membre de
I’équation primitive; 2° leurs dérivées par rapport & x;. Les ¢l¢-
ments 1° sont antérieurs a y, donc a (;—)} (remarque @). Les élé-

i

14 . 1 ()
ments 2° sont antérieurs a - (remarque ).
dx;

Toute équation obtenue en dérivant ’équation donnée un nombre
quelconque de fois jouit encore de la méme propriété : toutes les
quantités qui figurent au deuxiéme membre sont antérieures au
premier.

Supposons que (A) ne renferme qu'une inconnue; on pourra
répéter pour cette équation toutes les remarques qui ont été faites au
sujet de I’équation (A) du n° 3.

Le classement indiqué au n° 3 est d’ailleurs un cas particulier des
classements généraux que l'on vient de définir. Considérons une scule
fonction inconnue; attribuons-lui 7 + 1 cotes nulles; attribuons & x,,
Xyy «vvr @, des cotes 2% 39, ..., (n+1)¥™ nulles, sauf la derniére
pour z,, sauf 'avant-derniére pour x,, ..., sauf la deuxiéme pour x,;
les cotes non nulles étant égales & 1; le classement obtenu est précisé-
ment celul qui a été utilisé au n° 3.
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8. Forme canonique d’un systéme d’équations aux dérivées
particlles. — Nous avons rencontré jusqu’ici dewr formes, particu-
lierement simples, de « systémes d’équations aux dérivées partielles ».

L’une de ces formes, considérée au Chapitre précédent, est obtenue
quand, les premiers membres ¢tant constitués par des dérivées quel-
conques différentes d’'une ou de plusieurs fonctions inconnues, les
deuxi¢émes membres sont des fonctions complétement connues.

L’autre dec ces formes, considérée au paragraphe précédent, est
constituée par une équation résolue par rapport a une dérivée, et ne
renfermant au deuxiéme membre que des dérivées antérieurcs au pre-
mier (classement quelconque répondant aux définitions du n° 4).

Pour la premiére forme, si aprés un certain nombre (fini) de déri-
vations (dont nous avons indiqué la formation réguliére), il n’apparait
aucune incompatibilité, le systéme est réellement possible, et nous
avons spécifié la nature des conditions initiales susceptibles d’étre
prises arbitrairement pour déterminer une solution et une seule.

Pour la deuxiéme forme, nous avons spécifié¢ la nature des condi-
tions initiales susceptibles d’étre prises arbitrairement pour déter-
miner une solution et une seule, mais au point de vue formel seule-
ment; une queslion de convergence reste a trancher. Nous verrons
plus loin que le probléme est alors réellement possible.

Nousallonsconsidérer maintenantunsystéme d’équations(C) tel que:

a. Les premiers membres sont des dérivées quelconques, toutes
différentes, d’'une ou de plusieurs fonctions inconnues.

b. Chacune des équations ne contient (') dans son second membre
que des quantités antéricures a son premier membre.

6. Unicité de la solution (supposée). — Nous avons vu comment
on peut trouver la forme des « conditions initiales » qui, prises arbi-
trairement, déterminent, d’une maniére unique, une solution du
systéme obtenu en égalant & zéro les premiers membres des équations
données. Montrons qu’un systéme (C) a au plus une solution (déve-
loppable en série entiére) qui satisfasse au systéme’ des « conditions
initiales » précédentes.

(*) « Outre les variables xy, #;, ..., @, ». Ges mots seront sous-entendus
dans la suite.

MACURICE JANET [
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Parmi les dérivées des fonctions inconnues, distinguons celles qui
sont dérivées de I'un des premiers membres au moins (y compris les
premiers membres eux-mémes), nous les appellerons dérivées prin-
cipales; toutes les autres dérivées des inconnues seront appelées
dérivées paramétriques. Antrement dit, les dérivées principales sont
celles qui font partie des modules définis par les premiers membres
relatifs & chacune des inconnues; les dérivées paramétriques sont
toutes les autres. Les « conditions initiales » font connaitre les valeurs
des dérivées paramétriques en un point P,.

En dérivant convenablement une des équations données, convena-
blement choisie, on peut obtenir une équation ayant pour premier
membre une dérivée principale quelconque; le second membre ne
contient que des dérivées antérieures au premier.

Soient %, la classe maxima des premiers membres de (C)et £ un
entier quelconque supérieur ou égal & £,. On pourra adjoindre aux
équations (C) un certain nombre de leurs dérivées, de maniére que les
équations du systéme total obtenu aient des premiers membres tous -
distincts, qui soient respectivement toutes les dérivées principales de
classe inférieure ou égale a £.

I’application & ce systéme de la remarque « conduit évidemment
a la conclusion suivante :

« On peut, par dérivations et combinaisons, déduire du systéme (C)
une expression (au moins) d’une dérivée principale quelconque cn
fonction des dérivées parametriques de classe inféricure. » Mais les
conditions initiales font connaitre les valeurs en P, des dérivées para-
métriques; par suite les valeursen P, de toutesles dérivées principales
ne peuvent étre choisies que d’'une manicre, au plus. Le systéme (C)
a aw plus une solution (holomorphe) qui satisfasse aux conditions
initiales indiguées.

7. Systémes complétement intégrables. — Nous nous proposons de
trouver dans quel cas le systéme a effectivement une solution pour des
valeurs arbitraires des « conditionsinitiales » (*) (la forme, ou, sil’on
veut, I’ « économie » de ces conditions initiales est toujours supposée

(*) Py étant lui-méme arbitraire dans un petit domaine @ n dimensions;
nous avons le droit de supposer que ce domaine contient l'origine.
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étre celle méme qui correspond au systéme obtéenu en égalant & zéro
les premiers membres de C).

Si, par dérivations et combinaisons, on ne peut tirer de (C) aucune
relation entre les seules dérivées paramétriques (et variables indépen-
dantes), on dira que le systéme est complétement intégrable. Nous
verrons d'ailleurs au Chapitre suivant qu'un systéme complétement
intégrable a effectivement une solution répondant a des conditions
initiales arbitraires. Nous allons nous occuper de reconnaitre au
moyen d’un nombre fini d’opérations si un systéme est complétement
intégrable, ct, lorsqu’il n’en sera pas ainsi, d’en déduire un systéme
équivalent complétement intégrable.

Considérons les diverses dérivées d’'une méme inconnue qui figurent
aux premiers membres de (C); on sait qu’'on peut leur adjoindre un
certain nombre de leurs dérivées de maniére que le systéme total soit
complet (Chap. I, n° 9). Adjoignons aux équations données les équa-
tions obtenues par les dérivations (') mémes qui nous ont permis
d’obtenir dans les premicrs membres un systéme complet M.

Opérons de méme pour chacune des inconnues. Nous obtenons un
nouveau systéme C, qui est équivalent au systéme primitif, et que nous
pouvons lui substituer dans ’étude du probléme proposé. (La forme
des « conditions initiales » relatives aux premiers membres n’a pas
changé.)

Dérivons chacune des équations, A, du nouveau systéme par rapport
aux seules « variables multiplicatrices » correspondant au premier
membre; les premiers membres oiv des équations -\, ainsi obtenues (*)
reproduisent sans omission nirépétition toutes les dérivées principales
(propriété I) (I, n° 8).

Les équations dérivées des équations données sont de deux espéces :
1° les <b; 2° toutes les autres, que nous nommerons &'. Il sera com-

mode d’appeler classe d’une équation <4, ou <A/ la classe méme de son
premier membre.

(') Cela simplement pour avoir un procédé régulier; on pourra en fait dériver
librement en s’astreignant simplement & faire apparaitre aux premiers membres
le systéme complet en question.

(*) Nous comprenons dans les &\, les équations du systéme C, elles-mémes (et
par suite celles du systéme C).
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Considérons une équation A’ quelconque, soit £ sa classe; appli-
quons la remarque 3 au systtme (E) constitué par toutes les équa-
tions <L de classe inférieure ou égale a k et 4 I’équation ¢ constituée par
’équation -1’ considérée, les (y) étant ici les premiers membres on de
classe inférieure ou égale 4 £. On peut ajouter a -1’ une combinaison
homogéne des oA, (de classes inférieures ou égales & la classe de &) de
maniére que I’équation obtenue 4" ne contienne aucun 9. Sil’équa-
tion <" contient effectivement une dérivée (') (au moins), -1 constitue
une relation que doivent vérifier les dérivées (') paramétriques des
inconnues; mais alors le systéme ne serait pas complétement
intégrable.

Si ’équation se réduita /= o, / étant une fonction des variables
indépendantes seules, le systéme est certainement impossible, & moins
que la fonction f soit identiquement nulle, auquel cas -1/ sera une
combinaison homogéne des <\ de classes inférieures ou égales a £.

Ainsi, pour que le systéme soit complétement intégrable, 1l est
nécessaire que tout \/ sott une combinaison homogéne des :\. dont
la classe ne dépasse pas celle de /. Si, d’ailleurs, cette condition est
vérifiée, choisissons arbitrairement les conditions initiales autour de
lorigine, et déterminons les valeurs & Porigine des dérivées princi-
pales & I’aide des ¢quations <4.; les développements construits a P'aide
des conditions initiales et de ces valeurs satisfont formellement au
systéme proposé; en effet, une équation dérivée quelconque d’une des
équations données, ¢tant une combinaison des équations .\, est vérifiée
a l'origine par les valeurs données ou calculées des divers coefficients
qui y entrent : dérivées paramétriques et dérivées principales.

Nous démontrerons plus loin que les développements () sont
convergents.

Pour que le systéme soit complélement intégrable, il faut et il
suffit que tout A soit combinaison homogéne des \: dont I classe
ne dépasse pus la classe de ..

Nous allons voir au n° 8 qu’il suffit de faire cette hypothése pour

(') « Dérivée » est pris ici au sens large; les fonctions inconnues qui ne
figurent pas par elles-mémes dans les premiers membres sont des « dérivées
paramétriques d’ordre zéro ».
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certains </ (en nombre fini) que nous préciserons. Faisons aupara-
vant une remarque sur la forme des relations en question. Retran-
chons de <4/ celle des équations <L qui a méme premier membre;
I'équation obtenue -1” ne contient que des quantités de classes 77 /¢-
rieures a k. Supposons maintenant que <1’ soit combinaison homogénc
des cl; il en est de méme de 1" ; mais ce qui précéde permet de pré-
ciser : 1" est combinaison homogéne des:\, de classes inférieures 4 k.
Ainsi, pour que le systéme (S) soit complétement intégrable, il faut
et il suffit que la différence d’unc équation \' quelconque et de
celle des équations \-qui a méme premier membre soit combinaison
homogéne des équations -\ de classes inférieures a la classe dc -\,

8. Conditions, en nombre fini, pour qu’un systéme soit compléte-
ment intégrable. — Counsidérons les <1’ que I'on obtient en dérivant
une seule fois une équation du systéme C,.Ces équations <\, sont
en nombre fini; leurs premiers membres sont les dérivées qui corres-
pondent respectivement aux produits d’un « monome » M par cha-
cune de ses variables non multiplicatrices. Je dis que si les U, sont
combinaisons homogénes d’équations -\, il en est de méme de tous
les V',

Si dans une équation <\, <1/, & ... quelconque, on retranche le
deuxiéme membre du premier, on obtient une expression différen-
tielle qu’il sera commode de désigner par la lettre o4, A/ A, ..., qui
césigne I’équation elle-méme. Ce langage n’entrainera pas de confu-
sion & condition de convenir, une fois pour toutes, que lorsqu’on
parlera du premier membre ou du second membre d’une équa-
tion b, oV, -4, ..., on la supposera écrite sous la forme primitive
(définitions a, &, et n° 6, 7). ,

Il résulte de notre hypothése que toute expression .\, de classe &
est égale & I'expression <L, qui a méme « premier membre » augmentée
d’une combinaison homogéne des expressious <. de classes in/f¢-
rieures a k. Lies expressions A satisfont ainsi identiquement (c’est-a-
dire quelles que soient les fonctions «) & un certain systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles (C,) que nous nous proposons d’étudicr.
Ce systéme (ot 'on considére les A comme les « fonctions incon-
nues ») satisfait évidemment a la condition @ du n° 3 (les premiers
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membres sont tous ici du premier ordre); je dis qu’il satisfait a la
condition &/ a condition d’adopter un classement convenable pour
les fonctions A et leurs dérivées.

Adoptons pour les premiers membres M relatifs & une inconnue
déterminée, et pour les équations et expressions A correspondantes, la
définition des mots plus haut et plus bas (Chap. I, n° 10) et numé-
rotons les équations A : A, A® .. A7 en allant de haut en bas.

Attachons & chacune des variables indépendantes et des fonc-
tions A s + 1 cotes dont les s premiéres seront précisément les cotes
des variables indépendantes et des premicrs membres des A (consi-
dérés comme dérivées des fonctions u) dans le systéme primitif C.
La (s 4 1)ime cote sera o pour toutes les variables indépendantes;
pour toute fonction A, la (s - 1)¥™ cote sera égale & l'indice de A.
Gréce a ce choix, si une dérivée y quelconque d'un A est anté-
rieure & une dérivée y’ d’'un A dans l'ancien classement, ¥ est
aussi antérieur & y' dans le nouveau. Si deux dérivées (y, »') de
deux A, A’ différents sont dans la méme classe (ancien classement),
¥ est antérieure ou postérieure & )’ (nouveau classement) suivant
que A est plus haut ou plus bas que A’.

Considérons une équation quelconque du systéme (C,). Au sensde
Uancien classement elle contient, outre des y de classe inféricure,
un y, que nous désignerons par y,, de classe égale a celle de Uy
premier membre, que nous désignerons par y,, mais on peut affirmer:
¥. est une demvee d'un A plus haut que le A d’oi dérive y, (pro-
priéte 11, voir I, 10)

Par suite, au sens du nouveau classement, chacune des équations
de (C,) ne renferme au second membre que des quantités antéricures
4 celle qui figure au premier. Ces expressions sont d’ailleurs homo-
génes ; en se reportant au n° 6, on voit que toute dérivée d'un A oula
dérivation est faite au moins une fois par rapport a4 une variable non
multiplicatrice pour le M correspondant s’exprime en fonction homo-
géne des dérivées des A ou la dérivation ne fait intervenir que des
variables multiplicatrices pour le M correspondant. Ce qui revient &
dire: tout 1’ est combinaison homogéne des k.

Réserve faite de la démonstration de convergence, nous avons donc
démontré la proposition suivante:
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Pour que le systéeme C, formé par les équations A soit complétement
. . . ;e . JA

intégrable, il faut et il suffit que les dérivées premiécres iy des

expressions A par rapport a leurs variables non multiplicatrices

soient identiquement, c’est-a-dire quelles que soient les fonctions «,

des combinaisons homogénes des dérivées b des A par rapport @

leurs variables multiplicatrices : les seules dérivées <A, qui peuvent
intervenir sont d’ailleurs de classe au plus égale a la classe de la

dérivée 92 considérée ().
Xy

9. Autre forme de la démonstration précédente. — Nous allons
étendre ce qui précéde au cas des systémes C, non linéaires, et nous en
profiterons pour présenter les résultats sous une forme légérement diffé-
rente. Soit A une équation A particuliére pour laquelle les  ne soient
pas toutes variables multiplicatrices (?). Dérivons-la une fois par rap-
portaune variable z; quine soit pasmultiplicatrice pour elle; le premier

M , . = , .
membre obtenu ’37{ est égal au premier membre DM d’une équation .,
AT

. e . . A = . .
déterminée DA ; I'expression 9% _ DA ne contient que les variables

dx,-
indépendantes ct des dérivées de classes inférieures a la classe com-
oM v Ee . A caa
mune 4 de =— et de DM. Cette expression peut donc étre considérée

dx;
comme une fonction des variables indépendantes, des dérivées paramé-
triques de classes inférieures a £, et des &, de classesinférieuresa £; pour
que le systéme soit complétementintégrable, il est nécessaire que cette
fonction s’annule quand on y annule tous les 5 car sans cela on obtien-
drait une relation entre les dérivées paramétriques. Supposons donc

. oA = . : . . o1
que les expressions —— — DA soient des fonctions des variables indé¢-
. 12

(1) Observons de plus que si les premiers membres de C, sont d’ordre 1, et
si ses seconds membres sont d'ordre au plus égal 4 1, les seules 4, qui peuvent
intervenir sont des dérivées des A d’ordre (en A) Z1. On verra plus loin une
application de cette remarque.

(® Une variable est dite « multiplicatrice pour une équation A » si elle est
multiplicatrice pour son premier membre.
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pendantes, des dérivées paramétriques et des <\, ces fonctions possé-
dant la propriété de s’annuler dés qu’on y annule tous les o.
Appelons C, le systétme de relations ainsi obtenu. Donnons-nous un
systeme de conditions initiales arbitraires pour les « (systéme de con-
ditions dont la forme est fixée par les premiers membres des A); déter-
minons les dérivées principales (& l'origine) des inconnues u par les
équations <L et admettons la convergence des développements qui en
résulteraient; autrement dit, considérons un systéme de fonctions u
holomorphes répondant aux condilions initiales proposées et satisfai-
sant (& 'origine) 4 toutes les équations J&. Remplacons les dérivées
paramétriques des « par leurs expressions en x,, ..., z, dans le sys-
téme C,; les A peuvent étre considérées comme des fonctions holo-
morphes des x,, x,..., z, qui satisfont au systéme C, quelles que soient
T,y Lyen.y Ly

D’autre part, appelons @, @,...., x,, les variables multiplicatrices,
Ly Ty «++y Xy, les variables non multiplicatrices d’une équation A
(dans le systéme C,). L’expression A s'annule par hypothése sur
x, = x, = ... = &, = 0, puisque tous les .} sont nuls & 'origine.

Or:1°le systéeme C, considéré comme sysiéme par rapport aux A
admet au plus une solution holomorphe telle que les différentes fonc-
tions A qui la constituent s’annulent respectivement sur les multipli-
cités @, = x,, = ... = x, = o correspondantes; 2° ce systéme admet
la solution o.

Donc tous les A sont nuls quels que soient @,, z,, ..., 2,.

10. Chaine de systémes. — Revenons au cas d'un systéme C,
linéaire. Si le systeme G, est complétement intégrable, le systéme C,
relatif aux expressions A (expressions que nous appellerons désor-
mais A,) ne contient plus explicitement queles x et les A,, etnon plus
les « et leurs dérivées paramétriques; il est linéaire par rapport
auxr A,. Chaque relation C; peut s’écrire en placant dans le premier

i () ()A : . v
membre la quantité 5$—: seule (notation du paragraphe précédent) et
nous avons vu (8) que lorsque ’on considére les A, comme les incon-

nues, on obtient un systéme C, satisfaisant aux deux conditions a’

et b.
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a'. Les premiers membres sont des dérivées premiéres toutes diffé-
rentes des inconnues. ‘

b. Chaque second membre ne contient que des dérivées antérieures
au premier membre correspondant.

Ce systéme (C,) posséde ainsi les propriétés fondamentales du sys-
téme (C,), ses premiers membres relatifs 4 une inconnue déterminée
forment un systéme de monomes complet puisqu’il en est ainsi de
tout systéme de monomes du premier ordre (I, 11).

(C,) est complétement intégrable. En effet, si par dérivations et
combinaisons on pouvait en tirer une relation entre les dérivées
« paramétriques » des A, (relativement au systéme C,), on aurait par
14 méme une relation entre des expressions <1, cc qui est impossible,
puisque le «rang» de tout systéme d’expressions <, est égal a leur
nombre.

Au systéme C, aux inconnues A, on pourra appliquer la méthode
méme que nous avons appliquée a C,; le systéme des conditions d’in-
tégrabilité compléte formera un systéme C,; aux inconnues A,, que
I'on formera & 'aide des équalions A,, comme on avait form¢ G, a
I'aide des équations A, etc.

La suite des systémes que l'on forme ainsi est nécessairement
limitée et a au plus n + 1 éléments.

En effet, dans le systéme C,, les premiers membres dérivés d'une
méme fonclion inconnue A, sont au plus au nombre de #; dans le sys-
teme C;, les premiers membres dérivés d’une méme fonction incon-
nue A, sont au plus au nombre de n—1, ...;dans le systeéme G, (s'il
existe), chaque inconnue intervient dans un premier membre au plus.
La chaine des systémes s’arréte donc au plus tard au systéme C,,,;
elle peateffectivementnes’arréter qu'ausystéme C, ., (voir exemple 2).

11. Nouvelle forme des conditions pour qu’un systéme soit com-
plétement intégrable. — La méthode précédente (8 et 9) permet de
reconnaitre si un systéme est complétement intégrable.

Il pourra y avoir avantage & opérer d’'une maniére un peu différente.

Soit p, la cote premiére maxima des premiers membres de C,.
Considérons celles des équations -\ dont la cote premiére ne dépasse
pas un nombre pZp,. Les premiers membres qui sont relatifs & une

MAURICE JANET 7
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méme inconnue forment un systéme de la nature de ceux pour lesquels
nous avons défini des variables multiplicatrices (I, n® 12).

Désignons par B les équations considérées, par w les équations
obtenues en les dérivant par rapport & leurs variables multiplicatrices
seules, w' les autres équations que ’on peut en déduire par dériva-
tions; affectons w ou w' de l'indice 1 lorsque cette équation a été
déduite d’une équation B par une seule dérivation.

On voit, comme précédemment, que :

Pour que le systtme donné soit complétement intégrable, il faut
que tout ), soit combinaison homogéne des w, et des B, et d’unc
maniére plus précise ;

Pour que le systétme donné soit complétement intégrable, il faut :

1° Que la différence de tout ¥ provenant d’une équation B de cote
premiére p et de ’équation v5, qui a méme premier membre soit com-
binaison homogéne des w,, (de classes inférieures a la classe commune
de w,,W,) et des B

2° Que la différence de tout w, provenant d’une équation B de cote
premiére p, < p et de I’équation B qui a méme premier membre soit
combinaison homogéne des B de classes inférieures a la classe com-

mune de w,, B (et par suite de cotes premiéres = p, + 1).

On voit comme précédemment que ces conditions sont suffisantes.

Dire que ces conditions sont réalisées, c’est dire que les expres-
stons (') B satisfont identiquement (quels que soient les ) & un cer-
tain systéme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre,
dont les premiers membres sont tous différents. Ce syst¢me posséde
la propriété b. 11 suffit pour le voir d’attacher & chacune des variables
indépendantes et des B s + 1 cotes choisies de la maniére suivante :
les s premiéres seront celles des variables et des premiers membres
des B (considérés comme dérivées des ) dans le systéme primitif C;
la (s + 1)*™¢ sera o pour chaque variable, elle sera égale au numéro
d’ordre du premier membre de B lorsqu’on numérote tous les pre-
miers membres relatifs 4 une méme inconnue « en allant de haut en

(1) Comme précédemment, nous désignons par expressior B Fexpression
obtenue en retranchant le second membre du premier dans ’équation B.
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bas (I, n°12). On voit alors immédiatement, en se reportant & la
démonstration du n° 8 (II) et a la propriété II” (I, 12) que chaque
second membre du systéme en B considéré, C,, ne contient que des
quantités antérieures au premier membre. Toute équation v’ est alors
une combinaison homogéne des-v et le systéme primitif est compléte-
ment intégrable.

Supposons que le systéme donné B soit linéaire et complétement
intégrable. Les B satisfont au systéme C,.

On voit, comme au n° 10, que ce systéme C, est complétement
intégrable. Il est, de plus, du premier ordre. Mais alors le nouveau
systtme C, que 'on en déduira comme précédemment (n° 10) sera
aussi du premier ordre (). Tous les systémes de la chaine C,, C,, ...
seront du premier ordre.

12. Réduction d’un systéme quelconque & une forme canonique
complétement intégrable. — Tout systéme d’équations aux dérivées
partielles peut se ramener, parrésolutions et dérivations,a un systéme
équivalent, possédant les propriéiés a, b et, de plus, compléle-
mient intégrable.

Adoptons pour les fonctions et les variables un systéme de cotes tel
que chacune des classes qui en résultent ne contienne qu’un élé-

ment; c’est ce qui aura lieu, par exemple, pour le systéme de cotes
suivant : '

w|e|w Xyl | . . - | X
.ol o}o N . . N
T 1] 2 o _o—— N [0}
—_o— o0 ol o 1
olo|o ol | ... lo
olo].o 1 |o]. o

Les cotes 3°, 4, ..., (n+2)*"°de u, w, w, ..., x;, ... étant nulles,
sauf la cote (n+3 — 7)™ de x; qui est égale a 1. Autrement dit, les

(1) Voir note de la fin du n° 8.
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dérivées sont rangées d’aprés leur ordre, puis dans chaque ordre
d’apres la fonction d’ou elles proviennent ; puis pour les dérivées d’un
ordre déterminé d’une fonction déterminée dans I'ordre adopté plus
haut (n° 3).

Etant donné un systéme quelconque de p équations, on pourra tou-
jours par simples combinaisons en déduire un systéme équivalent de
p équations possédant les deux propriétésa et b: soitd ladérivée de la
classe la plus élevée qui entre dans le systéme des p équations données;
résolvons par rapport a d 1'une des équations qui la contient, substi-
tuons I'expression obtenue dans le systéme restant : nous obtenons un
systéme de p - 1 équations ne contenant que des équations de classes
inférieures & d ; si donc la proposition est vraie pour p — 1 équations,
elle 'est aussi pour p ; étant vraie pour une équation, elle est générale.

D’un systéme mis sous la forme (C) jouissant des propriétés a, b,
on pourra tirer une forme (C,) ol les premiers membres constituent
lesystéme complet déduit des premiers membres de C ; de cette forme
(C,) on déduit les «conditions d’intégrabilité» qui ne contiennent pas
de derwées des premiers membres de C: ces « conditions », consi-
dérées seules, seront résolues (') de maniére a satisfaire aux condi-
tions @, b, puis seront adjointes au systéme (C). On obtiendra ainsi
un systéme (C'), formé au total des équations (C) et des « conditions
d’intégrabilité » ; ce systéme satisfait aussi aux conditions a, 0.

Soit D 'opération qui permet de passer de (C) a (C’). Je dis que
cette opération ne peut s’effectuer qu'un nombre limité de fois. En
effet, les systémes des premiers membres S, §',... dessystémes C, C/, ...
sont tels que chacun d’eux contient : 1° tous les monomes du systéme
précédent; 2° d’autres monomes dont aucun n’est multiple des
monomes du systéme précédent.

Une telle suite est nécessairement finie (I, 2).

La démonstration précédente fournit un procédé régulier pour

() Dans ce genre de raisonnements, il est sous-entendu ue 'on se place au
voisinage d’un systéme de valeurs (des variables indépendantes et des dérivées
des premiéres classes) pour lequel toutes les résolutions successives supposées
dans le texte sont possibles conformément a la théorie générale des fonctions
implicites.
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déduire (*) d’un systéme quelconque donné un systéme équivalent
possédant les propriétés a, b, et complétement intégrable.

Une modification évidente de cette démonstration fournit immé-
diatement le théoréme de M. Tresse :

« Des équations aux dérivées partielles (d unnombrefinid’inconnues)
peuvent toujours étre considérées comme des combinaisons (algé-
briques et diff¢rentielles) d’'un nombre fini d’entre elles. »

13. Résuliats relatifs aux systémes de formes algébrigues. —
Les remarques qui ont été faites dans les paragraphes précédents
conduisent 4 des conséquences algébriques intéressantes sur lesquelles
nous allons donner quelques indications.

Pour abréger le langage, nous appellerons « forme différentielle »
(en w) correspondant 4 une forme algébrique en x,, ., . . ., z, donnée,
le résultat que 'on obtient lorsque, dans cette derniére, on subs-
titue a chaque monome xf'a...zy la dérivée correspoundante
de u, p, 4, ., lorsqu’on dérive une forme différentielle, on en obtient
une nouvelle, qui n’est autre que la forme différentielle correspon-
dant au produit de la forme algébrique primitive par le monome
correspondant & la dérivation considérée.

Nous obtiendrons des résultats relatifs 4 un systéme de formes
algébriques en appliquant nos méthodes générales au systéme obtenu
cn égalant & zéro les formes différentielles (en u) correspondantes.
Traitons un tel systéme (ou la seule inconnue est u); et tout d’abord,
cherchons & le ramener a une forme canonique complétement inté-
grable (n° 12) : nous adjoignons pour cela au systéme donné, résolu
convenablement, certaines formes, résolues convenablement, et nous
supposons que les premiers membres du systéme total formé (A)
constituent un systéme complet; les équations A dérivées par rapport
a leurs variables multiplicatrices ont é1é appelées :1.; le rang de tout
systéme d’équations <L est égal a leur nombre. Or, lorsqu’on forme
les « conditions d’intégrabilité », on estamen¢ & rechercher si certaines
formes différentielles (déduites du systéme par des procédés indiqués)

(*) Sauf rencontre d'incompatibilité (relation non identique entre les seules
variables ) mettant en évidence {'impossibilité du systéme.
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sont ou non combinaisons d’¢quations -t : il suffira ici, d’aprés les
remarques qui viennent d’étre faites, de reconnaitre si une telle forme
est combinaison & coefficients constants d’équations <\, de son ordre ;
lorsqu’il n’en est pas ainsi, on est amené a adjoindre au systéme
primitif une combinaison & coefficients constants de cette forme
et d’équations A de son ordre, c'est-a-dire une nouvelle jforme
différenticlle.

Le systéme canonique complétement intégrable A, quel'on obtient,
est composé uniquement de formes différentielles en w.

Soit p, 'ordre maximum de ces formes; et p> p,. Considérons,
comme au n° 14, les équations 1., d’ordre inférieur ou égal & p,
équations que nous appelons Bj les expressions B sont ici des formes
différentielles. En utilisant toujours les mémes remarques, nous
obtenons les résultats suivants :

1° Toute dérivée d'une expression B d’ordre p, inférieur & p est une
combinaison linéaire & coefficients constants des B d’ordre p, + 1.

2° Les expressions B d’ordre p satisfont identiquement (c’est-a-
dire quel que soit ) &4 un systtme C, d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre, linéaires, & coeficients constants, et sans
autres termes que les (ermes du premier ordre par rapport aux B.

Ce systéme est d’ailleurs complétement intégrable.

Ecrivons les identités qui expriment ce fait; il apparait immeédiate-
ment qu’elles se présentent sous la forme d’un systéme linéaire du
premier ordre, a coefficients constants et sans autres lermes que les
lermes du premier ordre.

Les systémes C,, C,, ... dont nous avons expliqué la formation
au n° 11 ont tous les propriétés qui viennent d’étre spécifi¢es
pour G, (2°).

Revenons aux formes algébriqgues (*)Bd’ordre p:B,, By, ..., B,
Comment peut-on obtenir tous les systémes de formes algébriques
X,y Ny, -ov, X, tels que P'on ait (quels que soient z,, z,, ..., x,)

(1) XuB, + X,By+. ..+ X,,nB,,n =o.

(') Il est commode, dans les cas ot aucune confusion n’est a craindre, de
désigner la forme algébrique et la forme différentielle correspondante par la
méme lettre, Nous adoptons cette convention,
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Chaque équation du systtme C, peut s'écrire symboliquement
comme l’équation (1); chacune de ces équations fournit, en somme,
an systéme de solutions du premier ordre de I'équation précédente :
. v A .. J .
il suffit d’y remplacer chaque symbole de dérivation =— par la variable
dxi
correspondante z;. Soit

. \ v 10 - (92
ol 1) — (2)
B FR oo, Fng [s=1,2,,.., m¥]

une telle solution (). Aucune de ces solutions n'est « combinaison »
des autres. Le systéme C, étant complétement intégrable, toute autre
solution du premier ordre est combinaison linéaire & coefficients
constants des solutions précédentes; toute « solution du 2°, 3°, ...
ordre » se déduit régulierement des solutions

R Foalt [s=1,2, ..., m®]
rice a la définition des variables multiplicatrices, etc.
?
Cherchons maintenant & obtenir tous les systémes de formes
o
R Y 1
X, Xy, o, Xah

tels que P'on ait, quels que soient x,, x,, ..., z, et quels que soient
les parametres 3,

(2) XO[FD B 4+ B Bat. ..+ Foptv, B0
+ X FRE, -+ P8, + ..+ Fruy 8,00 ]
+ e S e et e st et ettt et et a e .

{1), a (1] ' 1) o ’
-+ }(nz(2> [ Flnzp’ﬁl + F-zm(’)ﬁz +...+ F,,,(‘),,,_('-‘) :)m’l) ] =o

[ ce qui pourrait encore s’écrire sous forme de " équations, en égalant
a zéro les coefficients de §8,, B,, ..., B,o].

Chaque équation dun syst¢tme C, peut s’écrire symboliquement
comme l'équation (2); chacune de ces équations fournit une solution
du premier ordre de I'équation précédente, il suffit, comme précé-
demment, de remplacer chaque symbole de dérivation par la variable
correspondante. Soit

FZ, F@&, ..., By, [s=1,2,..., m®]

une telle solution. Aucune de ces solutions n’est combinaison des

(') Cf. Huserr, Math. Annalen, t. \XXV1, 18go, p. 4g90.
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autres. LLe systéme C, étant complétement intégrable, toute autre
solution du premier ordre est combinaison linéaire & coefficients
constants des solutions précédentes; toute solution de 2°, 3%, ... ordre

se déduit réguliérement des solutions

(2)

2 9 2] S
B0 FR5 L Fao [s=1,2,..., m?¥]

s

grice a la définition des véritables multiplicatrices.

On pourra poser, relativement aux formes I*, un probléme
analogue a celui que I'on a posé pour les F™ [équation (2)].... La
chaine de syst¢mes ainsi formée s’arréte nécessairement (et comprend
n chainons au plos). '

I.e probléme que nous venons de traiter pour le sysiéme des
Jformes B d’ordre p est le probleme que s’est pos¢ M. Hilbert pour
un systéme de formes quelconques. Mais nous arrivons ici 4 un
résultat plus précis que le résultat général.

Pour le systsme des formes B d’ordre p, les solutions fonda-
mentales des systémes successifs de Hilbert sont toutes constituées
par des formes linéaires.

Il est d’ailleurs a remarquer qu’un module (') guelcongue de
formes peut toujours étre considéré comme constitué par I'adjonction
d’un nombre fini de formes (de degré < p) & un module défini par
un systéme B.

On pourra énoncer la proposition suivante :

« Soit un module quelconque de formes algébriques; on sait que
toutes les formes d’ordre p du module sont des combinaisons linéaires
a coefficients constants d’un nombre fini d’entre elles lincairement

indépendantes F'\, Ky, ..., IV, .

(') On dit qu'un systéme de formes constitue un module si toute combi-
naison linéaire des formes de ce systéme fait partie du systéme, en entendant
ici, par combinaison linéaire des formes F,, F,, ..., Fj, toute forme du
type L, F, + 2K, +...+2,F;, ol les 2 sont des formes en @y, &5, ..., Z,.
Les théories.développées dans les paragraphes précédents donnent un procédé
régulier pour obtenir une fois el une seule fois toutes les formes d’un module
donné.
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« Sipestasses grand :

» 1° Tout systéme de formes X,, X,, ..., X, solution de I'équa-
tion
Xl Fl -+ XZFA .o }{m(l> Fm(l) =o

est combinaison de m'® solutions indépendantes, dont chacune est
constituée par des formes linéaires

; . ") \
FiO, By ooy Fog [s=1,2, ..., m®].

» 2° Tout systéme de formes X", X,", ..., X,)» solution du
systéme

s ~: 1 (1)
XPFR+ XY ELY .+ XeFme =0 [t=rv,2, ..., mV]

est combinaison de m* solutions indépendantes, dont chacune est
constituée par des formes linéaires

. /Y (2)
F2, F&, ..., Fuo, [s=1,2, ..., m®],
» 3° Tout systéme X, X{¥, ..., X[} solntion du systéme
2 TN (Y 5 9 23 2)
X(l_) F ﬁ) + ngl“ Fl-;) +.t+ X,fua Fﬁm'ﬁ) =0

est combinaison, etc. »

14. Nombre y(p). — On a vu au n° 14 (I) que le nombre des
monomes d’ordre p qui n’appartiennent pas a un module donné est un
polynome en p, 7(p), dés que p est assez grand. Soit M un systéme
complet définissant ce module; soit A le nombre maximum des variables
multiplicatrices des monomes N(I, 13); 1 le nombre des N qui ont
A variables multiplicatrices; on voit immédiatement que le terme de

plus haut degré de 7 (p) est
pA—l

a—or
Siles dérivées de u correspondant aux monomes M sont les pre-
miers membres d’un systéme canonigue complélement intégrable a la
seule inconnue «, 7 ( p) représente le nombre maximum des variables
des « fonctions initiales » de la solution, w le nombre des fonctions
initiales & A variables. Or lorsqu’on fait un changement quelconque

MAURWE JANET 8
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de variables indépendantes, le polynome 7 (p) ne change pas (*); le
nombre maximum A des variables des fonctionsinitiales et le nombre w
de ces fonctions qui contiennent A variables sont donc invariants par
tout changement de variables.

Placons-nous dans le cas considéré au n°® 13 et parlons seulement
de formes algébriques : 7 (p) est le nombre des conditions indépen-
dantes auxquelles on doit assujettir une forme d’ordre p(p assez grand)
pour que cette forme fasse partie du module envisagé. Le polynome
7.(p) est en relation étroite avec la multiplicité algébrique dont les
équations s’obtiennent en égalant i zéro les formes de ce module. Nous
nous bornerous & la remarque suivante.

Ililbert énonce sans démonstration larégle suivante : « Le nombre u.
est le degré de la multiplicité algébrique 4 2 —1 dimensions définie
par le systéme précédent. »

Pour que cet énoncé soit général, il y aurait lieu de définir les degrés
de multiplicité des solutions de certains systémes singuliers.

A ce point de vue, il y aurait lieu de dire, par exemple, que, dans
Pespace a deux dimensions (coordonnées homogenes x,, x,, x,), le
systéme d’équations '

r}=o, XLy Ty = 0, ri=o

définit une multiplicité de dimension o et d’ordre 3.: (rois points

confondus en
ry=o, ZTy= 0, xy=AZo.

CHAPITRE 111,

SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — GENERALISATION
DES RESULTATS PRECEDENTS. — DEMONSTRATION DE CONVERGENCE.

1. Forme canonique étudiée, — Avant de passer a la démonstra-
tion de la convergence des développements en série obtenus pour les

(*) Nous laissons de coté dans le présent exposé la démonstration détaillée
de ce point,
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intégrales, nous indiquerons quelques généralisations de ce qui
précede.
Considérons un syst¢éme d’un nombre fini d’équations telles que :
a. Les premiers membres sont des dérivées quelconques toutes
différentes d’une ou plusieurs inconnues.

b,. Chacune des équations ne contient dans son second membre
que des quantités de cote premiére au plus égale & celle du premier.

Autrement dit, le nouveau systéme donné différe du systéme
donné que 'on envisageait précédemment en ceci que chaque second
membre peut contenir des dérivées qui ne sont ni antérieures ni pos-
térieures au premier membre, ou méme des dérivées postérieures &
celui-ci; mais la cote premiére de ces dérivées (plus simplement leur
ordre s’il n’y a qu’une inconnue) doit ne pas dépasser la cote premiére
du premier membre.

La définition ne suppose méme pas qu’il ait été fait de convention
particuliére pour le classement des dérivées ; elle suppose seulement
Pattribution d’une cote premiére a chacune des fonctions inconnues
(siles cotes premiéres des inconnues sont égales, le mot cote premiére
dans b, peut étre remplacé par le mot ordre).

De plus, nous ne supposerons plus, méme dans le langage, que les
équations sont linéaires. Il est commode, pour éviter les redites, de
faire dés maintenant cette autre généralisation.

Sil'on dérive une fois, par rapport & une quelconque des variables,
une quelconque des équations données, ’équation obtenue ne contient
dans son second membre que des quantités de cote premiére au plus
égale a celle du premier. :

Formons comme précédemment le systéme (A) obtenu en adjoi-
gnant aux équations données celles qu'on en déduit par les dériva-
tions mémes qui nous permettent de déduire des premiers membres
un systéme complet de dérivées (') (pour chacune des fonctions
inconnues).

Celles des dérivées, d’ordre quelconque, de A que ’on peut former
en utilisant comme variables de dérivations les seules « variables mul-

(*) Nous nous assujettissons & ne former qu'une équation ayant un premier
membre déterminé.
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tiplicatrices » du premier membre de A constitueront un ensemble
d’équations -\, correspondant a A.

Les équations -\ ainsi obtenues (en y comprenant toujours les A)
ont encore ici des premiers membres tous distinets.

Groupons ici toutes les équations <l de cote premiére (') déter-
minée :il n'y en a qu'un nombre fini. Soient ¢ la cote premi¢re minima
des premiers membres du systéme donné ; A la cote premiére maxima
des A.

Considérons les systémes formés par les équations -1, de cote pre-
miére ¢, & + 1, ..., A, A + 1; le dernier systéme est formé d’équa-
tions linéaires par rapport aux dérivées de cote premiére A + 1 qui y
entrent.

Le systéme total ainsi obtenu satisfait encore aux deux propriétés
et b,. C’est sur lul que nous raisonnerons dans la suite.

2. Position du probléme. — lLes conditions initiales que nous
nous imposerons seront encore les conditions initiales « relatives aux
premiers membres ». Au sujer de ces conditions et des équations pro-
posées clles-mémes, nous aurons a faire, outre certaines réserves de
régularité, certaines réserves d'inégalité que nous préciserons dauns la -
suite. D’ailleurs, dans le cas ot les conditions « et b seront réa-
lisées (*), les réserves d’inégalité disparaitront, et la proposition que
nous avions en vae dans les paragraphes précédents apparailra comme
un cas particulier de celle que nous obtiendrons.

Donnons-nous un « systéme de conditions initiales relatives aux pre-
miers membres » et considérons les valeurs & l'origine qui en résultent
pour les dérivées paramélriques de cote premiére S, 8 +1, ..., A
(dérivées en nombre fini). Substituons ces valeurs dans les équa-
tions & de cote premiére 8, & +1, ..., A el supposons que les équa-
tions obtenues (ou 'on fait x, = &, =...= x,= 0) soient alors véri-
fiées pour un certain systéme de valeurs numériques atiribuées aux

(Y) Nous appellerons i)oul‘ abréger cote premiére d’une équation la cote pre-
miére de son « premier membre » ou, ce qui revient au méme, la cole premiére
maxima des termes quiy enlrent,

(?) Et non pas seulement a et b,.
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dérivées principales de cote premiére &, ¢ +1, ..., A (dérivées qui
sont en nombre fini), de sorte que tous les seconds membres soient
réguliers au voisinage des valeurs que nous venons de considérer pour
les variables qui y figurent.

Soient maintenant @, £, ..., L, %, Ly, ..., L, les variables mul-
tiplicatrices et non multiplicatrices d’'une équation de cote pre-
miére A 4 1. ‘

Il est naturel de se poser le probléme suivant: Y a-t-il un systéme
de fonctions « régulier aa voisinage de 'origine satisfaisant : 1° aux
conditions initiales précédentes; 2° aux ¢quations dbz, bz, iy +.vy cba &
Porigine; 3° a chacune des équations cla., sur la multiplicité corres-
pondante x, =z, =...=x, =o0 (‘).

Nous substituerons au probléme proposé un probléme analogue ou
les données initiales scront identiquement nulles ainsi que les valeurs
a l'origine des dérivées principales de cote premiére au plus égale a A.
Soit U la portion de développement de I'inconnue « dont la connais-
sance résulte des conditions initiales données (autrement dit, la por-
tion de développement ou apparaissent dans les coefficients les dérivées
paramétriques de u). Soit a, ,, ,, la valeur numérique (& l'origine)
de la dérivée principale de u (de cote premiére au plus égale
4 A) Py.s, .o Nous poserons

Qo gy 2t
u=u+ U+ E L L xpade. . x,
oy lo, o ia,!

le signe ¥ étant étendu & toutes les dérivées principales de cote pre-
miéres = A. Il est évident que pour que u satisfasse : 1° aux conditions
initiales proposées; 2° aux conditions

(Potysta. 00 )0 = A, &ts...c0005
il faut et il saffit que : 1° «' satisfasse aux conditions initiales de méme
forme ou toutes les fonctions données sont identiquement nulles;
2° aux conditions

()a,+«,+...+a" !
/ Y=o ’ _ u .
(pala'.‘ e ST Paay .o = dx Ol(i dac %2 ... dx%u

(1) Celles des fonctions inconnues du systéme primitif qui ne figuraient dans
aucun premier membre doivent, d’aprés cela, &tre considérées comme des
données dans le nouveau probléme posé.
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Dans les équations (:4) de cote premiére A + 1, substituons aux u
leurs expressions en fonction des #'. Faisons passer aux deuxi¢mes
membres les termes connus; nous obtenons un nouveau systtme de
méme forme .. A tout systéme de fonctions (z) satisfaisant aux
conditions imposées correspond un systéme de fonctions #', satisfai-
sant aux conditions analogues relativement aw systéme ba,,, les
«conditions initiales » étant toutes iden tiquement nulles : les dérivées
paramétriques de @', relatives aw systéme Wy, sont en effet de deux
sortes : elles s’obtiennent & partir de &' par les dérivations qui, appli-
quées aux u, donneraient relativement au premier systéme, soit des
dérivées paramétriques, soit Jes dérivées principales de cote premiére
inférieure ou égale a A ; en se reportant a ce qui précéde, on voit que
les « dérivées paramétriques » de ', relatives au systéme w,.,, sont
toutes nulles.

La question posée est équivalente & celle-ci (en appelant  les nou-
velles inconnues) : Y «-t-il un systéme de fonctions u, réguliéres au
voisinage de Porigine, dont les conditions initiales (prises relati-
pement aw systéme Wy, ) soient identiqguement nulles et qui satis-
Jassent & chacune des équations vy, sur la mulliplicité correspon-
dante x, =xp= .., =x;,, =0

Nous indiquerons des cas trés généraux ot I'on peut affirmer que ce
probléme a une solution et une seule. ‘

9. Nous sommes amené & poser le probléme suivant :

« Soit un systéme (8) d’équations ayant les propriétés suivantes :

» a,. Les premiers membres sont des dérivées d’une ou plusieurs
inconnues; les premiers membres dérivées d’une méme inconnue sont
tous différents, tous de méme ordre p; et forment un systéme dérice
d’un systéme complet.

» b,. Les seconds membres sont linéaires par rapport & l'en-
semble des dérivées d’ordre p, de u,, p, de u,, ...; les coefficients L
de ces dérivées et le terme R qui en est indépendant ne contiennent,
outre les variables indépendantes, que des dérivées de u, d’ordre infé-
rieur 4 p,, de u, d’ordre inférieur & p,, ..., ct sont holomorphes au
voisinage du systtme de valeurs zéro attribuées a ces diverses
quantités.
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» La propriété a, permet de définir pour chaque équation un sys-
téme de variables multiplicatrices ; cherchons & satisfaire & cette équa-
tion sur la multiplicité dont I’équation s’obtient en égalant a zéro
toutes les variables non multiplicatrices (multiplicité associée &
Uéquation). C'est le systéme de conditions ainsi obtenues que nous
appellerons dorénavant .

» Le systéme des premiers membres définit la forme des conditions
initiales prises pour les wu; égalons & zéro les diverses fonctions
initiales.

» Indiquer des cas ot le probléeme ainsi posé a une solution et une
seule. »

Considérons un systéme (S’) ne différant dusystéme (S) précédent
que par les « coefficients » des seconds membres : supposons que
chacun des L’ ou R’ soit majorant (*) pour le L ou R correspondant ;
et de plus que, dans tout R’, les coefficients des termes ou n’inter-
viennent que les variables indépendantes «,, x,, ..., x, solent fous
posilifs au sens stricl.

Nous dirons alors, pour abréger, que (S') est majorant pour (S).

Soit w’ le systéme de conditions correspondant a (S’) comme b
correspond a S.

Supposons que l'on puisse satisfaire a W' par un systéme de fonc-
tions « dont les développements aient leurs coefficients tous positifs.

-Je disque le systéme v a une solution et une seule dont les « valeurs
initiales » sont nulles.

La démonstration repose essentiellement sur le lemme d’algébre (*)

que voicl :
Soient :
=N
(1) X,-:ZAL-,‘X,,—}- Y;:
A (i=1.2,...,N)
()’ Xi= DAk Xj+Y;

k=1

(') Dans un L/ (ou R’) tout coefficient d’une quantité quelconque (@ ou déri-
vée de cote premiére << P) est supérieur (ou égal) a la valeur absolue du coeffi-
cient correspondant dans le L (ou R) correspondant.

(®) Voir en annexe la démonstration de ce lemme.
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deux systé¢mes de N équations linéaires & N inconnues X, X', Si le
syst¢éme (1) est vérifié pour un systéme de valeurs positives pour les
A’, X, Y’ (le mot positif étant pris aw sens strict pour tous les Y', et
par suite pour tous les X'), et sil'on a

[Aa|ZAuy Y| 2Y,

lesystéme (1), ol les X sont considérées comme les inconnues, a une
solution et une seule, et cette solution satisfait aux inégalités

IX:]< X

Il est commode, pour abréger lec langage, d’attribuer de nouveau
aux fonctions inconnues des « cotes premiéres » ¢, ¢, ... telles que

PrC=pytcy—=...=P;

P étant un entier arbitraire, choisi une fois pour toutes.

Admettons 'existence d’une solution du systéme w.

Le systéme (S) donné ot I'on fait z, =x,=... =z, =o0 constitue
un systéme d’équations ordinaires wh, auquel doivent satisfaire les
valeurs numériques, a I'origine des coordonnées, des dérivées de cote
premiére inférieure ou égale a I des fonctions inconnues.

Le systéme obtenu en dérivant chaque équation (S) par rapport a
ses variables multiplicatrices, 'ordre total de dérivation A étant
doun¢, puis en faisant x, =x,=...=x,=o0 dans le résultat, cons-
titue un systéme d’équations ordinaires ws,,; auquel doivent satisfaire
les valeurs numériques & I'origine des dérivées, de cote premiére inf¢-
rieure ou égale & P 44, des fonctions inconnues solution de w.

Tout ce que I'on vient de dire sur le systéme W se répéte mot pour
mot pour le systéme %’ & condition de remplacer dans ce qui précéde
Sythpy Wpy, Par S, by, by,

w’ ¢tant effectivement vérifié par un systéme de fonctions u, les sys-
témes ordinaires Wy, (A=0,1,2, ...) sont effectivement vérifiés par
certains systémes de nombres, les valeurs numériques initiales des
dérivées de cote premiéreinférieure ou égale aP +~ A (A =o,1,2,...).
Chacun des systémes ainsi obtenus (Wpe) (A =o0,1,2,...) peut tenir
successivement le réle du systéme (1) du lemme ci-dessus: les X’
seront les dérivées principales d’ordre P + A 5 les A’ seront des fonc-
tions des dérivées de cote premiére inférieure a P ; dans les Y’ pour-
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ront figurer, outre des dérivées de cote premiére inférieure & P + 2,
les dérivées paramétriques d’ordre P -+ ; un Y’ ne peut se réduire
a zéro puisqu’il contient outre des termes positifs (sens large) le
terme constant d’un R’ ou la valeur & I'origine d’une dérivée d’un R,
nombres positifs (sens strict).

Comparons au systéme (wby,) (coefficients A,, Y| ; dérivées princi-
pales de cote premiére P : X)) le systéme (w,) obtenu en annulant
dans b, toutes les dérivées paramétriques qui y entrent.

Lescoefficients A, Y decesystémesonttelsque |A [SA),]Y,|SY).

Le systéme (w,) aura une solution (X,) et une seule et I’on aura
|X,[2X. Ainsi le systeme w, ot I'on remplace les dérivées paramé-
triques par o a une solution” et une seule ; toutes les dérivées de cote
premiére au plus égale & P des inconnues ont des valeurs absolues
inférieures aux dérivées correspondantes de la solution de w'.

Admettons que les systemes (i), (Wprs )yevry (Whp.s ) obtenus en
remplacant respectivement dans (b, ), (b, ), - .+, (Whp,; ) les variables
et les dérivées paramétriques par o, les dérivées principales autres que
les premiers membres par leurs valeurs tirées des systémes précédents
aicnt chacun une solution et une seule, et que les nombres qui consti-
tuent cetle solution soient respectivement inférieurs en valeur absolue
aux dérivées principales correspondantes de la solution de w' dont
nous supposons ’existence.

Soit (Wyp,;,,) le systéme obtenu en remplacant dans (w,,;.,,) les
variables et les dérivées paramétriques par o, et les dérivées princi-
pales de cote premiére inférieure ou égale & P+ A par leurs valeurs
tirées des (W), (Whpoy )y ovvy (Whp)e
Soient A,,,, Y;,, les coefficients de ce systéme ou les inconnues
X,., sont les dérivées princAipales de cote premiére P+ A1
Ay, Ys., les coefficients du systéme (wy,,,,) aux inconnues Xj ;.
Les Y;,, sont positifsau sens strict. D’autre part, chaque |A;, |, |Y;_,|

est inférieur au A},,, Yi,, correspondant. Donc {(W,;.,) a une solu-
tion et unesecule (X,,,) et les X, , satisfont aux inégalités|X,_,[SX},,.

La démonstration précédente suffit & prouver que le systéme w a
effectivement une solution et une seule dont les valeurs initiales sont
nulles : 1° les coefficients des développements des inconnues sont

MAURICE JANET
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déterminés d’une maniére unique ; 2° les développements sont con-
vergents puisque les valeurs absolues de ces coefficients sont respecti-
vement inférieures aux coefficients de certaines séries convergentes
(constituant la solution supposée du systéme w'). Ces développe-
ments satisfont d’ailleurs évidemment au systéme w.

A. La question posée au début du n° 3 est ramenée & la suivante :

Ftant donné un systéme (S) ayant les propriétés a,, b,, indiquer
des cas ok l'on peut former un systéme (S") majorant tel que W' soit
vérifié par un systéme de fonctions u dont les développements aient
leurs coefficients tous positifs.

Nous supposerons que des cotes aient été attribuées aux fonctions
et aux variables (II, 4); il en résulte, comme il a été expliqué, un
certain classement des dérivées des inconnues.

Les coefficients (L et R) du systéme S admettent une majorante

M \ . -~
commune de la forme — ot M représente un nombre positif et ¢ le

-

quotient par le nombre positif r de la somme de toutes les variables
indépendantes et de toutes les dérivées de cote premiére inférieure
a P. Soit s l’expression obtenue en remplacant, dans ’expression

algébrique de ¢, », + @+ ...+, par &z, + Lo, +.. .+ 5,2, s

- . M .

les £ sont des nombres supérieurs & 1, —— est encore une majorante
M \ .

pour les L et R. 1—13 ou M, est un nombre quelconque supérieur

a M est encore une majorante pour tous les'L, R; supposons que I’on
sache de plus que la valeur absolue du terme constant d’une fonc-
tion L particuliére est inférieure 8 M, << M,, on pourra prendre pour
majorante de cette fonction L :

My, = M

IT—39 1— S

— (M, — M,).
Telle est la forme des majorantes que l'on utilisera : les % seront
choisis d’une maniére unique pour tous les termes de toutes les
équations ; les M,, M, pourront varier d’un terme a l’autre.

Sans nous préoccuper des conditions d'inégalité auxquelles doivent
satisfaire les M, nous allons tout d’abord choisir'leurs expressions en
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P

fonction ‘d’un certain nombre de paramétres (les £;4,...;A,...;
thy ...} Py...) de maniére que (S’) et par suite v’ aient certainement
une solution a coefficients tous positifs.

Puis nous nous proposerons de choisir les paramétres &, {, A, u., &,
de maniére que (S') soit majorant pour le systéme (S) donné; nous
verrons que ce choix est possible moyennant quelques réserves « d’iné-
galité» : les termes constants des coefficients relatifs aux dérivées
« non antérieures » au premier membre correspondant doivent étre
assez petits en valeur absolue. La proposition générale que nous avons
en vue sera dés lors démontrée.

8. Soit N le nombre des fonctions inconnues («™", u®, ..., u™) ou,
ce qui revient au méme, le nombre des fonctions dont quelque
dérivée figure dans un premier membre (¢oir note du n° 2);
Niks Wiy 24y & 2 (N?+ N') nombres positifs provisoirement arbitraires
(i, k=1,2,..., N).

Soit H; le nombre des dérivées de cote premiére P (ou, ce qui
revient au méme, d’ordre p;) de la fonction u'. Soit #, , un
des premiers membres. Le coefficient R’ de ’équation correspon-
dante sera

r—3S

Dans la méme équation, le coefficient L’ de u{flg 4 sera

U Mg pine §iERES .. L E%n b & EfrESe... &5
) " . P f-
I—3S ]*1‘ C/-’E[?‘C,E"" Egn Hk :I\'g-lzlgvlzj’“' Eﬁn

Nous obtenons un systéme aux dérivées partielles (S") bien défini,
a la valeur numérique prés des constantes %, {, A, v, 5.

)

Cherchons a satisfaire a ce systéme par un systéme de fonctions
D=8 U (6 e+ B+ oo+ Ep2,),
ou les U désignent des fonctions d’une seule variable
X = Lyt L+ .+ 2,

On voit immédiatement que l'on a
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en désignant par UM+%*- la dérivée d’ordre A, + Ay + ... + A, de
la fonction U,.
s devient une certaine expresstonen X, U, U, ....

Sl:X -+ :1U1'{~ :2U2+. ~'+":XUN

+E b L) GU LU+ LU

Les équations dont les premiers membres sont des dérivées d'une
fonction déterminée «'” conduisent toutes @ la méme équation

k=N

hin =+ i . ;
NP —— ik Pire o (i pi .
() (U Z( 11— 8 pre ) U+ 1— 5
=1 .

Les N fonctions U doivent satisfaire au systéme des N ¢équations
différentielles ordinaires obtenues en faisant dans la précédente
I==1,2,...,N.

Si le déterminant

A S R Y
DE ——7.21 1—122 PR —)‘;m'
_)‘Nl B ] .. X"—').N_\'

est différent de zéro, le systéme précédent définit les U}" comme
fonctions holomorphes de X et des dérivées d’ordre inférieur a p,,

2» +++y Px (ou de cote premiére inféricure & P) des U,, U,, ..., Uy
(au voisinage du systéme de valeurs o, 0, ..., 0); il a une solution
et une seule s’annulant ainsi que ces dérivées pour X = o. Connais-
sant les valeurs pour X =o0 des dérivées de cote premiére P,
P+, ..., PP— 1 des U, ce systétme dérivé P'— P fois permet
d’avoir la valeur pour X = o des dérivées de cote premiére P’.

Les équations (1) s’écrivent encore

k=N
(2) Uri= U s - Z (Rir—+ pins)) UPY + o,
k=1

Supposons que les N inégalités suivantes soient vérifiées (au sens

strict) :
k=N

27\1'1[«<1~

k=1
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Le déterminant D est alors certainement différent de o (voir lemme II).
Les valeurs initiales des U7 satisfont au systeme

k=X
(U= Z 2 (U )+ 04

F=1

La solution de ce systéme est donnée par des formules

k=N

(U‘tp“)o: 2 5" Os

=1

ot les Ay sont positifs (lemme IT). Les p étant positifs, on en conclut
que les valeurs initiales des dérivées de cote premiére P des U sont
positives (sens large). _ ‘

Je dis qu’il en est de méme des valeurs initiales des dérivées de
cote premiére P’ (P’ quelconque > P). Admettons qu’il en soit ainsi
pour les dérivées de cote premiére inférieure ou égale’a P/ — 1.
Dérivons les équations (2) P’ — P fois; les deuxi¢émes membres
obtenus sont des polynomes relativement a X, aux U et 4 leurs
dérivées; les coefficients de ces polynomes sont tous positifs; d’autre
part, les coefficients des dérivées de cote premiére P’ sont précisément
les coefficients des dérivées de cote premiére P dans I’équation (2).
Les valeurs initiales des dérivées de cote premiére P’ sont donc
données par up systéme de la forme

k=N

Tip+P =PI ipg +P—P
(up~ ')o—z A U '+ pi,
k=1

ol les g, désignent des quantités positives (résultats de la substitution
de quantités positives dans des polynomes a coefficients positifs). Ces
valeurs sont donc toutes positives.

Sidonc les A, satisfont aux inégalités

k=N
2)\[/¢<I (i:l,2,...,N),

k=1

on pourra affirmer que le systéme S a une solution & coefficients tous
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positifs (sens large), la solution

:I' l}i(£1x1+ £24172+' "+£l:'t115 (i::I’ 2, .. N)

6. 1° Fixons les valeurs positives (sens strict) des A de maniére
que les N inégalités
. k=N
Z <1
k=1

soient vérifiées (au sens strict).
2° Parmi les I’ distinguons les coefficients des dérivées antérieures
au premier membre correspondant. Pour les systémes d'indices
Uy ko, %y ooy @3 Byy Bay - o0y B, qui leur correspondent, fixons les
1ol

quantités £,, 5,, ..., £, £, 4y, ..., { de maniére que I'on ait
() Ey ey ., Ep>1,

Fin Lo EPER L B
(D T e M

H; ckg?iz'gz . ‘EE" s
ou encore

Cik§reg. . E%. MH,

" [ = N .
LrbBilla L EB T D

Ce choix est possible d’aprés le lemme (III) (voir ce lemme en
annexe).

3° Soit ', K’y o, o)y, 3 B, By, ..., B, le systéme d’indices cor-
respondant & un autre L’; nous fixerons w.,, (positif sens large) de
maniére que 1’on ait

ol el ’
)\i'/c"+' Hirw CI'/ t}?lé‘;% - E%n >
s w3 »8L = .

T PR Y

4° Fixons encore les g; de maniére que I’on ait

r.ora
pisisy’

TR

Ces choix étantfaits, lesR’sont majorants pourles R correspondants;
les L’ de premiére espéce (2°) sont majorants pour les (L) correspon-

dants, car dés que
Dy

P
T en

ForhTH



SYSTEMES D’'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. A
est majorant pour une fonction, il en est de méme de

7. L E e P E% % ro
i Lok~ Min Si Booaoy Mol i 2yteRt e o Qn"
433

oy 2O
1 2 B
I—S Hk b?i'BE‘Q‘E%n Hk CL’E?’£§2-~~EE"

=2

I1 en est de méme pour les L’ de deuxié¢me espéce (3°), & condition
que le terme constant du L qui correspond au systéme d’indices o', £';

ey oy, ey o By By, B soit inferieur, en valeur absolue, &

Mg o ESES L £
Hy g,‘,g‘.‘iag’ga .. B

7. Conclusion. — Nous venons de démontrer aux n° 3 et 6 les
divers points annoncés au n° 4.

Nous en retiendrons particuliérement la conséquence suivante :

« Soit un systéme (C) satisfaisant aux conditions a, b (voirlIl, 3).
Donnons-nous arbitrairement un systéme de fonctions (holomorphes
autour de z}, «3,..., x;) pour les « fonctions initiales » (dont la forme
est définie par les premiers membres) (1,16 et 17). Supposons que les
valeurs & 'origine qui en résultent pour les dérivées susceptibles de
figurer dans les deuxiémes membres forment des systémes de valeurs
‘ordinaires pour ces deuxiémes membres. Supposons enfin que le sys-
téme soit complete ment intégrable (ce dont on s’assurera par le pro-
cédéindiqué aun® 9, II). Il existe un systéme de fonctions holomorphes
autour de x}, x},..., x,, et un seul, qui satisfait au systéme (C) etaux
conditions initiales choisies. »

Trois lemmes d’Algébre.

L. (") Soient A, B, ..., C" des quantités positives ou nulles. Suppo-
sons qu’il existe un systéme de nombres positifs (sens strict) X, Y,
2,U,V, W els que lon ait

X=AX+BY+CZ4U,
(1) Y =A'X+BY+CZ+V,
7Z=AX+B'Y4CZ+ W,

')y Cf.Riquikr, Systémes, p. 36g.
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‘Soient a, b,..., " u, v,w, des quantités dont les valeurs absolues
sont respectivement inféricures (ou égalesya A, B,...,C", U, V,W.
1° Le systéme d’équations en x, y, = :

r=ax+by+cs+u,
(r) y=adx+by+cizs+v.
) s=ad"'z+ by +c" 5+,
a une solution ;

20 lln’en a qu'une : z, y, =;
3° On a, pour celte solution, les inégalités

||SX,  |yISY.  [s]i%

Remarquons tout d’abord que, sil’on prouve la premiére des propo-
sitions précédentes, on aura prouveé par la méme que le systéme (1),
ou lesa, b,..., ¢" conservent la méme signification et ou u, ¢, w
désignent des nombres guelconques, a une solution et une seule,
autrement ditque « son déterminant » sera différentde zéro. Si, en effet,
le déterminant des coefficients des inconnues est nul, on sait, d’aprés
la théorie des systémes linéaires, que le systéme (1) (out @, b,..., ¢"
gardent des valeursdéterminées) n’est possible que si u, ¢, s sont assu-
jettis a des conditions d’égalité; or I’énoncé n’assujettit z, ¢, & qu’a.
des conditions.d’inégalité : ces quantités peuvent étre choisies indé-
pendamment l’'une de I'autre, de maniére seulement que|u|, |[¢],|o|,
soient inférieurs & U, V, W, quantités toutes trois essentiellement
positives.

Il nous suffira donc de prouver les propositions 1° et 3°.

Posons

' Z,—=W;
{ Xn: A Xn'-l -+ B Yn'-l -+ C‘ le—l -+ U
(1) ; Y, =A'Xp B Y, CZ -V (n=2,3,...)

\ Lp=A"X, -+ B'Y, 4 C"Zpmr + W

Montrons que lorsque n tend vers linfini,.X,, Y,, Z, tendent en
croissant (sens large) vers des limites %, 0, {; il résultera d’ailleurs de
la et des formules (III) que (%, v, {) satisfait au systéme (I).
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° X,—X,-,Y,—Y,_,,Z,—Z,_, sont positifs ou nuls. Le fait
est exact pour n = 2, car ces quantités sont alors

AU + BV + CW, AU+B'V+CW, A'U 4+ B"V+ C'"W,

D’autre part, les égalités (IV) déduites des équations (III) écrites
pour les valeurs n et n—1:

( XIL_ Xn—l = A (Xn——l - Xn~2) -+ B (Y'n-—l - Yn—:z) +C (Zn-l - le"2)1
(IV) Yn_ Yn—l =A' (Xn—‘l - Xn——2) -+ B’ (Yn*-) - Yn—z) -+ C'I (Zn-—l - Zn—2)y
Zn—‘ Z/t—-l = A” (Xn—l—" Xu—'z) -+ B”(Yn——l - Yn—‘z) -+ C”(Zn—l - Zu-—-z)a

montrent que, s'il est vrai pour la valeur n—1 del'indice, il est encore
vrai pour la valeur n. Le fait est général : X,,, Y,, Z, ne décroissent
jamais, quand . augmente.

2° X—X,, Y—Y,, Z— Z, sont positifs ou nuls.

Le fait est exact pour n =1, les quantités considérées sont alors :

AX+BY+C7, A'X 4~ B"Y + C'Z, A’X 4-B"Y 4- C"Z.
D’autre part, les égalités, déduites de (I) et (11I),

X"“Xn:A (X“XIL-1)+B (Y'—Yn—-l)-*_c‘ (Z_Z/z——-l)?
Y —Y,=A (X=X ) +B(Y =Y, ) + C(Z2—Z,—),
7 — Z/L:AU(X - XrL-—x) -+ B”(Y - Yn—-l) -+ C”(Z —Zy—)

prouvent que s'il est vrai pour la valeur 7 — 1 de D'indice, il est vrai
pour la valeur n. Le fait est général : X,, Y,, Z, ne dépassent pas
X,Y,Z.

Des remarques précédentes résulte immédiatement la conclusion ¢’
X, Y,, Z, tendent (en croissant) vers des limites &, n, { qui sont au
plus égales respectivement a X, Y, Z, et qui, comme X, Y, Z, forment
un systéme de solutions de (I).

Posons maintenant

x, = u
(2) VV1:V,
5

Tp=a Tp—y+ b Y1+ C Sy + U,

: i ' v :
(3) Y= Zpy+ 0 ypoy+ ¢ 5+ 0,
P "o, . ,
sGp=a"x,— 4+ b FYn—1+ € Sy—y 0¥,

MAURICE JANET 0
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Montrons que l’on a

l Zp— Xy | S X — Xy [ Yn— Il SYn—Y,y, | 30— 50—t I Shy— Ty
Le fait est exact pour » = 2; il se réduit au suivant :

fau+be4+cw|SAU+BV4+CW,
@ u+b'v+c¢'w|SA'U+ B V4 OW,
la"u + "0 4+ c"w|SA"U4-B'V4 C'W,

Mais on a
Xy Xy == @ (X ey — -'l'n——z) + b ()'n-—ﬂ—"yn—'-z) + (5n~—1 — Spea)s
Y- Yam = a' (Zj1— Zp—2) + o' (X u= _'.)'n—z) + ¢ (Sp—1— Sn—2),
Sy Sy =@ (X gy — X 3) + O ( Yy — Yn—a) + "(Sp—1— 5p—s)-

Si donc le fait est exact pour la valeur » — 1 de I'indice on a

iil'n—' ) ' g A (Xn—l - xn—z) -+ B (Yn -1 Yn—z) -+ C (Zn—a"" Zn-—2 )a
I )’n_yn—l | -/:-. AI (Xn—l - Xn—e) -+ B' (Yn—t e Yn‘—‘z) + C, (Zn.—l - Zn ~2)7
l Sy lzn—l I :»E “\/I(XI;;I - Xn z) -+ B”(Yn—i _ Yn—‘z) -+ C”(Zn—l"_ Zn—2)‘

Mais ces deuxiémes membres de ces inégalités sont égaux, d’aprés
(av)y,aX,—X, , Y,—Y,—,,Z,—Z,,. Le fait est donc général.

Lasériex, + (wy, — x,) 4+ ... + (2, — &, ,) + ... estconvergenle;
la valeur absolue de sa somme est au plus égale a &.

Ainsi @,, ¥, 5, tendent vers des limites z, y, s telles que |z |=E,
|y <7, |5]2C D'apres (3), ces limites forment un systéme solution
de (1).

‘La proposition 1° est donc démontrée.

Comme nous I'avons remarqué au début, il résulte de la que le deler—
minant des coefficients des inconnues dans (1) est différent de zéro;
on voit qu’il en est de méme du déterminant correspondant de (I), en
donnant aux a, b, ... les valeurs A, B, ...; (I) n’a gu’une solution ;
£, 7, {n'estautre que X, Y, Z.

La proposition est donc entiérement démontrée.

Nous avons obtenu en méme temps un théoréme plus général que
I'on peut énoncer de la maniére suivante :

Soient Ay des nombres positifs (ou nuls); ay; des nombres quel-
conques lels que

Ax l_i,Azk :
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1°- St le systeme d’inégalités

k=N

(r) Xi—“Z A Xy > o,

k==1
prises au sens strict, est résoluble en nombres X positifs ('), le déter-
minant du systéme de formes linéaires,

k=N
4 At a;p X g

k=1
est différent de zéro.

2° Les X désignant un systéme particulier de solutions positives
du systéme (1), appelons Y ; la quantité positive

k=N

N;— Z AuXgs

k=1

y: des nombres quelconques tels que |y |S Y, la solution du systéme
y . .
d’équalions, N
~Z¥’i—‘2 Qi Xp==)

. . . - A:'

satisfait aux inégalités.
l Xy l ; x,‘.
IT. — Nous avons utilisé la proposition suivante :

Soient Ay n* nombres positifs (ou nuls) tels que 'on ait
k=n

EAik<x (f=1,2,...,n0).

v=1

Le systéme d’équations en x

k=n
x,-——z ApZr=y;

k=1

(*) On voit immédiatement qu’il n’est pas nécessaire d'ajouter ici « au sens
strict ».
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(ot les y sont arbitraires) admet une solution et une seule; celle
solution est donnée par les formules

k=n

-Tt:z Bikyk)

k=1

ot les B sont positifs (ou nuls).

Cette proposition apparaitra comme un cas particulier d’une pro-
position plus générale.

Considérons le systéme d’équations en z, y, = :

(x=—=ax+by+cs+u,
(1) fty=adx+0y+cs4v,
( s=a"x+b"y +c"s+ w,

ouwa, b, ..., c", u, ¢, wsont des nombres quelconques tels que
fal+]b]+]cl, Lo [+[0]+]c], [a"|+]b"|+]c"]

solent < 13 soit k le plus grand de ces trois nombres.
Soit =, y,, #, un systéme de valeurs initiales quelconque pour
x,y, =. Posons

“‘ Xy =Q Xp_—+ b Yn—y+C Spat U
(2) <' Ve=ad o+ Vy 4" 5+ 9 (n=2,3,...).

Sn = a”‘vn—l -+ [)”)‘,,..1 + (7”‘511-1 alis
On tire de la

Xp— Lpg=a (X, 1—"1’/1—2) + b ()"n—-l "".}'n-—i) -+ 4 (511——1 — Sp—2 ),
Yn— Yn-1—= a' (-’L'n.—l — Zpog) v ()'l’t—l —‘yn—‘z) +c (5n—1— Sn—a),

Sp— Spy = A" (Zp. 4 — Lyg) -+ O (Vo1 — Yn-2) + " (Sp—1— Sn-2)-
Soit ¢, le plus grand des trois nombres
R T N e S N
Des ¢galités précédentes, on tire :
l L= Ly -y I._E[l al-+]b]|+]| 10,2 kdnys
et deux inégalités analogues pour

|}'n“‘}'n--l l; | Sp— Sp-tls
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d’ou
EYY T
Les séries »
ZyH(2y— ) ) . A (X — Zpey) + .0,
i+ (e—r)+ o= (Va—Yna)
B+ (52— 3) +"'+.(zn‘— Zpq) Hees

sont donc absolument convergentes; soient x, y, z leurs sommes.
D’aprés (2), x, y, z est solution du systéme (1). Le systéme (1) n’a
d’ailleurs qu’une solution puisque «, ¢, w ne sont assujetties & aucune
restriction. Nous avons obtenu la solution du systéme.

Supposons a, b, ..., ¢’ positifs et fixes. Partons du systéme de
valeurs z; = o, y, = o, 3, = 0; quels que soient u, ¢, w positifs, les
valeurs x,, y,, z, sont positives; les équations (2) montrent en effet
que ce fait est vrai pour n = 2 et que sil est vrai pour la valeur n.— 1
de Tl'indice, il I'est aussi pour la valeur n. Les valeurs z, y, z sont
donc positives. En particulier, en faisant z = 1, ¢ = w = 0, on voit
que les coefficients de u dans les expressions de z, ¥, z sont tous
trois positifs ; il en est de méme des coefficients de ¢, .

Nous avons donc obtenu la proposition générale :

Soient a; n nombres quelconques tels que

k=n

Zlaikl<‘ (I=r1,2,...,n),

k=1

le déterminant A du systéme de formes linéaires

est différent de zéro; supposons les a;; réels; le déterminant A étant
une .fonction continue des a; et le domaine ou varient les a,, étant
d’un seul tenant, on peut affirmer que A garde un signe constant; ce
signe est d"ailleurs le signe +, qu'il a lorsque les a; s’annulent.

Si tous les ay sont de plus positifs, les mineurs & n — 1 lignes
el n—1 colonnes du déterminant A sont eux aussi positifs (dans
cette derniére phrase, positif doit étre pris au sens large).
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1Il. Etant donnés un systeme de monomes quelconques en
Lyy Lyy ooy dy it nOMbre fini et un nombre positif quelconque A,
on peut trouver un nombre f, et des fonctions de 1, 2, ..., n — 1
variables [, fay ..., fui tels que si Uon a a la fois

""l>fo’ ’ "I'§>/l(_‘7"l), Ll?3>f2(1'“(l-‘2), vy
Xy > fo (&1 Xy ooy Xpq).

le rapport de chacun des monomes & tout monome du systéme plus
has que lui est supérieur a A.

La proposition est évidente lorsque n = 1. Admettons-la lorsque le
nombre des variables est égal 4 n — 1, et démontrons-la pour .

Considérons le systeme partiel formé par tous ceux des monomes
donnés ot ’exposant de x, est h; solent £, /¥, ... f* le nombre et
les fonctions telles que lesinégalités :

Zy >f¢()).)$ ‘x‘2>f’1)\)(‘7"1)a sy Ty > ;I-I—)i (21, Lay o "‘1:/1*—2?

entrainent la conséquence que le rapport de chacun des monomes a tout
monome du systéme partiel plus bas que lui soit supéricur 4 A. Cela
étantfait pourchacunedesvaleursde ), appelons £, leplus grand des f}";
fi(x) le plus grand des £ (x,); fo(x,, #,) le plus grand des £} (=,
X3)y eees Jfuma (4, gy oovy Z,p) le plus grand des £, (x,, 2oy ..., @, 5);3
les inégalités

2> fo, x> fi(@y)y ooy Lpo 1> faoa (X Xy oy Tpsy)

entrainent cette conséquence : le rapport de chacun des monomes du
syst¢me & chacun de ceux, plus bas que lui,.ott x, a le méme exposant,
est supérieur 4 A. Exprimons maintenant que le rapport de chaque
monome du systéme & tout monome contenant z, 4 un exposant
inférieur esl supérieur & A; nous obtenons un certain nombre fini
d’inégalités de la forme 2, > ¢ (x,, ., ..., z,-,); on appellera £, _,(x,,
Zyy «ovy ZT,-,) le plus grand des nombres 35 f,, f, ..., fo-, satisfont a
toutcs les conditions de 1'énoncé.

Corollaire. — Itant donnés un systéme quelconque de monomes
e &, &Ly, ..., 2z, en nombre fini et un nombre positif A, on peut choisir
pour les x un systéme de valeurs, toutes plus grandes que 1, tel que
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le rapport de chacun des monomes & chacun des monomes plus bas
soit supérieur 4 A.

Il suffitde choisir pour #, un nombre superleura 1 et f,, pourx,un
nombre supérieur 4 1 et f,(2,), pour x, un nomhre supérieur a 1 et
Solz,, 2,), ete.

Le “théoréme précédent s’applique encore lorsqu’on entend par
monome une expression de la forme x#z ...z ou les « sont des
entiers positifs, négatifs ou nuls.

Application. — Considérons un systéme de variables et de fonctions
auxquelles des cotes ont été attribuées suivant les indications données
au Chapitre 1I (n° 4). On peut (') sans changer le classement substi-
tuer aux cotes données des cotes toutes positives; il nous suffira de sup-
poser que les cotes des variables indépendantes sont positives.

Faisons correspondre aux variables et aux fonctions des nombres
positifs €., %,, ..., 5,5, Loy en Gys & la dérivée uf, . le monome
LEntn . By adoptons pour ces monomes les termes mémes (cotes,
classes, etc.) qui ont été adoptés pour les dérivées correspondantes;

considérons, pour fixer les idées, le systéme X des monomes de cote

(') Soient D“, Dy, ..., D,y les cotes premiéres des fonctions Uyy Ugy . ooy U

Ajoutons i chacune des cotes 2imes des variables (2 =2,3,...,s) un méme
nombre entier a; tel que les sommes obtenuessoient toutes positlives; ajoutons a
la cote A*me de «,, le nombre Dy a).

Les résultats obtenus forment un systéme de cotes qui définit le méme classe-
ment que le classement primitif. Les cotes premiéres n’ont pas changé ; consi-
dérons donc deny quantités qui aient mémes cotes premiéres :

L (A
U sty UBB, .. 0

On a
Dy+oy+oay+...4+o,=Dyp+ 5,—1—52—1—...—1—;3,,.

Les cotes 21" de ces deux quantités ont augmenté respectivement de
Dyar+(ay+ o+ o a)a, Do+ (B31+B+. ..+ 3, a,

c'est-a-dire de valeurs égales.

1l est d’ailleurs évident qu’en ajoutant un méme nombre a toutes les cotes de
toutes les fonctions, on ne change pas le classement. On pourrait donc sans
changer le classement rendre toutes les coles positives.
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premiére P et donnons-nous un nombre positif A; on peut troucer (*)
un systéme de nombres %, (, (5> 1) tel que le rapport de chacun
des monomes de X a chacun des monomes antéricurs du méme
systéme X soil supérieur & A. -

Soient Gy, Cyyy .., Gy les cotes 29, 3¢, ..., s*™ de a;(i=1, 2, ..., 1)}
D.i, Dyy, ooy Dy les cotes 29, 3¢, ...,s' de w,(hk=r1,2,...,N) el
soient 6,,0,, ...,0,s — 1 nouvelles variables.

Posons
== GG GG L B, L= G0, G0,
On aura
’;/;E_?":tg“ e E%n: 9gik+alcil+aﬂ(:!i+-~‘+all(;in 9!;;.x+--- .. 6?;1+“l(:!l+aﬁcs‘:+"'+ancsn

— G600 ., 6

en appelant C,, C,, ..., C, les cotes 2%, 3°, ..., s de {5xE%. . B2,

Lesmonomes du systéme X se répartissent comme on I’a va en classes.
Nous voyons ici que tous les monomes pd’une méme classe sont égaux
au méme monome w.en 0,,...,0, et que de plus un monome  est pos-
térieur ou antérieur a ' suivant que le monome en 6 correspondant
a 1 est plus haut ou plus bas que le monome en 0 correspondant a p’
(a condition toutefois de ranger les 0 dans l'ordre inverse (*) des
indices 0,, 0,_,, ..., 0,).

On choisira successivement 0, 0,_,, ..., 0, d’aprés les indications du
corollaire précédent. Le rapport de chacun des monomesde X a
chacun des monomes antérieurs du méme systéme sera supérieura A ;
les 0 étanl supérieurs i 1 et les cotes des variables indépendantes étant
positives, les & sont aussi supérieurs & 1 puisque I'on a

Ey= 0G0, , . 0%,

(1) Cf. Riquier, Systémes, p. 253.
(?) Voir la définition (Chapitre I, n° 10).
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CHAPITRE IV.

EXEMPLES.

Exexrre I. — Soit le systéme aux dérivées partielles & une fonction
inconnue « de cinq variables indépendantes x,, x,, x,, x,, x; obtenu
en égalant & zéro les expressions

A=pi;—pa

B = pi— pas

C = pis— pas ) *u )
® D EZ P33 — Pis (sz T daidxy )’

E = Pz — Pas

F = pog—pas

nous considérons p,g, Pisy Piss Paar Pssr Pas cOmme tenant le role de
premiers membres (voir 11, 3 et 8).

1° Adoptons pour les variables 'ordre x,, x;, v, z,, x,.
Les variables multiplicatrices sont respectivement :

TGP Lay Ty, Xyy Lzy Ty
LI P Xy, Lyy Ty Xy

LI 2 SO L, L3y Ty

T Zoy Ly Tyy X3
DXLy e e Xy, Ty, Xy

D P Loy X5y Xy

Les monomes correspondant aux premiers membres forment un
systéme de monomes complet (I, 8) (relativement au classement x,,
Xy, L4y 5, 2, ). On vérifie, en effet, que les produits de 2}, x,x,, @,
par :, sont égaux aux produits de «,x, par wx,, x,2; par x,, ©,%,
par x,. Les identités

232, X X3 7= 2] X 2y, T X Ty== X3 X, X Xy,
PlllS
.z‘,.z‘;X:L‘a,':x‘an.’L'h wlxsxx;;:w‘wsxxs;

MATURICE JANET 11
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enfin
XXy XK Ty = 2, XK

achévent de prouver que l'on a bien la un systétme de monomes
complet.

2" Les ¢quations données satisfont & la condition & (11, 3) sil’on
adopte les cotes suivantes pour les variables .z, .«,, 7y, &, o ¢

A

Ty Lo Ly e Xy

Cotes premiéres............. ] . 1 ! ]
» secondes.............. 2 f i 1

» lroisiémes............. 1 0 J o o

qui donnent le classement suivant pour les dérivées du deuxieme
ordre :

[722 It
/23 P12
Pss Pss P2 /23 P33 s Pn
Pas ‘ P
SN P I&Y

(la classe croissant lorsqu’on lit la ligne précédente de gauche a
droite). C’est ainsi que p,, est postérieure & p,,, p,, & p.,, etc.

3° Le systéeme donné est donc un systéme G, (I, 7).

Ce systéme C, est C(’)mplélﬂmcnl intégrable. Pour le reconnaitre,
nous sommes amené (I, 8) a former les expressions

P, — \ [ R
-\ oo\,
by, — B, Coy— Ay
Fy— 1), G, — B,

ol I'indice ¢ désigne la dérivation par rapport & ;.
On constate cue ces expressions sont ¢gales identiquement (c’est-a-
dire quelle que soit la fonction «) aux expressions suivantes :

—B,—(,, — Dy Gy,
—C,, —_D,—C,,
— Ag+ Ey, —E,,

Bii’ - F?a

ce qui suffit, comme nous I’avons vu (n° 8), a prouver que le systéme
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proposé a une solution répondant & un systéme de conditions initiales
arbitraires dutype méme de celles (qui conviennent au systéme obtenu
en égalant a zéro les premiers membres seuls

(P13== Pris-=Pis™ Pys = Py = Puy =2 0).

Nous précisons ces conditions dans le paragraphe suivant (4°).

4° Les monomes qui ne font.pas partie du module défini par
les M se répartissent en un nombre fini de classes (3t) (voirl, n°9);
chacune de ces classes est engendrée par les produits d'un monome N
par tous les monomes formés avec certaines variables (variables multi-
plicatrices pour ce monome N); en appliquant la méthode générale
indiquée au n® 9 (1), on ne trouve dansle cas présent aucun %, ni 9o,.
Les 5% sont les produits de :

2909y == 1 par les monomes en &, 2%
.I,"; .l'_;; £y L, » Xy, X'y
e xld o=y » By, &5
et rd = » Tyy Ta

On pourra se donner arbitrairement (voir ], n° 13) les valeurs de

du du
i, ()'—J.‘.., ;)—T‘ sur X=Xy = 0, == 0,
et la valeur de
Ju
()._tl sur L3I, X T 0,

Le systéme propos¢ aura une solution et une seule répondant a ces
conditions (démonstration de convergence : III).

5° Considérons maintenant A, B, C, D, E, F comme six fonctions
quelconques de x,, x,, @y, £, T; et posons

a=D—(\;— B,—C,),
O=E — (A, — (),
¢ =F,— (B, — Ay +E,),
d:E;— (D, + By),
¢ = F; — (E, — D;— C:; )
F=By— (A -D—Gy),
=0 — (A, —E,),
=G, —(B; — Fy).

(2) {
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(Lorsque A, B, C, D, E, F représentent les expressions (1), @, b, ¢,
d, e, f, g, h sont nulles.) '

Considérons le systéme aux dérivées partielles obtenu en égalant
a zéro les expressions a, b, c; d, e, f, g, h; D,,E,,F,E;,I';, By, Gy, C,
tenant le réle de « premiers membres » (II, 5 et 8).

1° Ces premiers membres forment pour chacune des inconnues un
systéme de monomes complet; 2° chaque second membre ne contient
que des quantités antéricures au premier membre correspondant si
I'on choisit convenablement les cotes des variables et des inconnues
(voir 11, 8); 3° Ce systéme est complétement intégrable (11, 10).
On le vérifie, d’ailleurs, par le procédé méme qui a montré qu’il en
était ainsi pour le systéme primitif obtenu en égalant les (1) & zéro :
a, b, c,d, e, f, g, h étant définies par (2), on a, quelles que soient
les fonctions A, B, C, D, E, F, les identités suivantes :

dy= by hy— a,~—— §2-- Cy,
e, == ¢y + f, + dy+ as— b,

fig== g+ ey — f.
Si maintenant, on égale & zéro les expressions

a=dy— (by+h—a, —g.—cy),
(3) 35381—(03 +f;+d2+(l;,—‘— [):,),

7= /I:sk"—(\")r’fﬂ_evz ——fs)’

oua, b, c, d, e, f, g, k représentent non plus les expressions (2),
mais huit fonctions inconnues quelconques, on obtient un systéme
dont les « premicrs membres » d,, ¢,, A, sont relatifs & des inconnues
toutes différentes, chaque équation ne contenant dans son « second
membre » que des dérivées antérieures & son « premier membre » :
le systéme est complétement intégrable; mais on ne peut plus écrire
d’idenlité comme dans les deux systémes envisagés précédemment;
la chaine (II, 12) est interrompue : on peut dire encore : les trois
expressions (3 ) sont indépendantes.

Remargue. — En remplacant dans (1) py par le produit z;z;, on
obtient un systéme de formes algébriques; on retrouve par la présente
étude les résultats donnés par M. Hilbert au sujet de ce méme
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systéeme de formes (Math. Ann.,t. XXXVI, p. 504). On a de plus,
ici : 1° un moyen régulier pour former les systémes successifs;
2° une explication du fait que ces divers systémes sont tous du
premier ordre.

Exevere IT. — Soit le systeme & une fonction inconnue uz de
n variables indépendantes x,, z,, ..., x, obtenu en égalant & zéro
les n expressions

i A — du af

P — — U
! ().Z'i ()(L’[

ou f est une fonction connue des n variables z,, z,, ..., x,.

du =~ Ju % correspondent 3
9z, 0z, "7 o=, P 4 un

systéme de monomes complet »,, x,, ..., z,. — 2° Les « seconds
membres » ne contiennent nécessairement que des quantités anté-
rieures aux « premiers ». — 3° Le systéme est complétement inté-
grable. Les « variables multiplicatrices » de A, seront x,, ,, ..., x,;
Apeiy Zyy Zay oo vy Tpy, €LC.

Nous supposerons, pour fixer les idées, n = 4. Les identités qui
expriment que le systéme est complétement intégrable s’obtiennent
sous la forme @, = 0, @, =0, @, =0, a,= 0, @;= 0, a;= 0, en dési-
gnant par a,, @,, ..., @, les expressions suivantes :

1° Les premiers membres

_ (0N _ O (\_/0Ay _ of O
= (dwz 0z, A’) \()xl d.xy Ag/\' ’
_(0A,  Of CIY
=T = gn ™)~ (T~ )
_(0AL 9f <0A, of
ﬂ3:<d‘r‘> d$5A1)— 0«'171 D_‘;IA*)’
W (9As IS >_<0As_i
T\ 0 dry ? 0z, dz, ° ’
_[0A,  of oA, 9f
“5=<Tm_d~—mA’>—<5aTz a.—"c,"“)’

(- 20 (B 20).

oz, gz, dx; dxzy;

(Nous gardons & dessein cette forme dyssymétrique. )
Considérons maintenant le systéme aux dérivées partielles obtenu
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en égalant les ¢ & zéro, les A étant non plus les expressions (1), mais
des fonctions inconnues quelconques. Les identités qui expriment que
le systéme aiusi obtenu est complétement intégrable s’obtiennentsous
la forme %, = o, , = 0, #, = 0, &, == 0, en désignant par a,, a,, &, &,
les expressions suivantes :

7 Qe af /Ods Jaf da, af
oLy m'——(mal\) {(_)T,—MFI—,U"/\)% <()1’1—~(ﬁ;a‘),
da, \ f du, af ) : ( day af
’—(().Lr ()l ”1/)_ d‘zrg._r);'_zu",_ “\da, 0r, "’)7
! Oty "\ Cday af N <¢)a,._ ()f
oy = 0. Jr, ”2/; - ()—“ ~ Or, ’13) T })77 ()11 (‘b) ’

. _(,)_a () (),
* du, dx, '/ \ d.ry dx, \ d.c, dxs
Le systéme aux dérivées partielles obtenu en regardant maintenant
les a comme six fonctions inconnues quelconques dans les équations
o, =0, a,=0, %,== 0, %,= 0 est encore complétement intégrable.
L’identité unique qui exprime ce-fait est

t)ac, ()f do,  df "day Of "do, Jaf .
1) (———-— a;)—i—( — )—<—~—— >_0.

— « L 2 «
=\o=z, J \dx, Oz O, dxy ° dxrs -dry

Remarques. — 1° On traiterait exactement de la méme maniére le
cas de n variables n > 4.

2° On voit que dans le présent exemple, il y a effectivement 7 sys-
témes successifs. (Cf. Hiperr, Math. Ann., 1. XXXVI, p. 505.)

Drailleurs le systéme d’équations obtenu en enalant a zéro les
dérivées premicéres et secondes d’une fonction inconnue répond &
toutes les conditions posées; en le traitant de la- méme maniére, on
aura n -+ 1 systémes successifs.

Exenmrre 11I. — Posons :

A=p,+(a+d)p.+ ada ps,
B:= P2+ dpsz —+ bl)):l -+ all])ga.
Co=paa—+ (b b") pa3—+ b0 psy,

ou a, b, a’; b' sont des fonctions- données de x,, w,, 2, et ol p,y

. e d* u I . . .
représente la dérivée T d’une fonction inconnue «.
£ ULy
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Le systéme (p,,, Pia; P22) est complet si Pon range les variables
dans l'ordre z,, x;, x,.

Les dérivées p,,, p,s, P2, sont postérieures aux autres dérivées du
second ordre de « si 'on attribue a x,, «.,, x, les cotes secondes 1, 1, 0.

Supposons que l'on ait

L L A |
Jx, - dry, o.ry e dx,
da , ot b , b~
J‘t“: - J-;: =0, m b 5:;; = 0.
On a, quelle que soit u(x,, z,, z,),
()_A_ + b ﬁ_ — _{Zl{_ a’ b — 0
()(L'-z ‘ ()f5 \dxl}f ()1'3 -
OB Ly Y oC " a0
Jdr, oz, oz, RN

Le systtme A = 0, B =0, C = 0 est « complétement intégrable »;
donnons-nous arbitrairement sur xr,= x,=o0 des valeurs (holo-

morphes) pour «, Ju O e systéme a une solution (holomorphe) et

une seule satisfaisant a ces conditions.

Les conditions d’intégrabilité compléte sont réalisées en particulier
quand @ = b = a'= b'= 0; dans ce cas le systéme ne peut par aucun
changement de variables indépendantes étre ramené a la « forme
canonique » donnée comme générale par M. Delassus, Tes méthodes
présentes nofivent pas de cas exceptionnels de ce genve ).

Vu et approuye :
Paris, le 14 mai 1920.
LE Doyex pe LA FacuLTE DES SCIENCES,
F. HOUSSAY.

Vu et permus d’imprimer :
Paris, le 14 mai 1g20.
Le Recteur pE UAcCADEMIE DE PARts,
Pav. APPELL.
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ERRATA.

Page o, lignes 13 et 21, au lieu de tous les monomes, lire le monome.
Page 10 (en note), au lieu de les, lire des.
Page 11, ligne 5 en remontant, au lieu de zy, lire x;,.
Page 16, ligne a2, au lieu de My, lire MK,
Page 19, ligne 1, au lieu de Ry, lire Ryjyiq.
Page 20, ligne 11 en remontant, ajouter une virgule avant M, .
Page 23, ligne 2, au lieu de véritables, lire variables.
Page 36, ligne 8, au lieu de o\, a,, ..., ap, lire ay, af, ..., «}.

Page 51, ligne 2 en remontant, au lieu de u, w, w, lire u. ¢, w.

Page 61, ligne 22, au lieu de a», lire z,.

—_—

Page 65, ligne 6, au lieu de (Wp), Lire (Wbp).

Page 69, ligne 19, au liew de UR"=P, [ire (UR+1=P),,

Page 87, ligne 8, ajouter : en se bornant aux.cas ol (°) ni a ni & n'est une
constante, 2°) a, b, a', b’ sont des constantes ; ligne 10, au lieu de

9B L 498 9C oG
o0z; oxr, ox,y ox;
lire
0B b ﬂi_ _ «E oC \ _
oz, + ox; <<’Z‘| +a oxy/ o
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