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PREMIERE THESE.

SUR UNE CLASSE DE GROUPES DISCONTINUS

DE

TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES

ET SUR LES

FONCTIONS DE TROIS VARIABLES INDEPENDANTES

RESTANT INVARIABLES PAR CES TRANSFORMATIONS.

INTRODUCTION.

Parmi les théories intéressantes qui ont eu leur origine dans la
théorie des fonctions elliptiques se trouve la théorie des fonctions
fuchsiennes : le premier exemple de ces fonctions fut en effet la
fonction modulaire, sur laquelle les mémorables travaux d’Hermite
attirerent l'attention. En de splendides Mémoires ('), Poincaré établit
dans toute sa généralité la théorie de la formation des groupes fuch-
siens et celle des fonctions invariables par les substitutions de ces
groupes : il put exprimer par ces fonctions les coordonnées des points
d’une courbe algébrique quelconque et résoudre le probléme de I'inté-
gration des équations différentielles linéaires algébriques a points
singuliers réguliers. Depuis cette époque, plusieurs classes de fonc-
tions jouissant de propriétés plus ou moins analogues ont été
rencontrées. Poincaré lui-méme (*) a étudié les fonctions invariables

(1) H. PoINcARE, Théorie des groupes fuchsiens ( Acta mathematica, 1. 1); Mémoir
sur les fonctions fuchsiennes (Acta mathematica,t.1); Villustre géométre a donné d’aulres
Mémoires sur ces fonclions dans les Acta mathematica, L. 1V el V, et dans le Journal de
Mathématiques pures et appliquees, 4° série, t. 111, 1887,

(2) H. PoINGARE, Mcmorre sur les groupes hleinéens ( Acta mathematica, t. 111).

G. 1




2 GEORGES GIRAUD.

par des groupes de substitutions linéaires d’une variable qui ne laissent
plus invariable un cercle fixe, comme le faisaient les groupes fuch-
siens. M. Picard (') a étudié, sous le nom de groupes hyperfuchsiens,
des groupes de substitutions linéaires portant sur deux variables, et
n’altérant pas unc certaine forme quadratique & indéterminées conju-
guées. Les groupes hyperabéliens, considérés aussi par M. Picard (?),
sont des groupes de substitutions portant sur deux variables, de la
forme

_ax+b , ay+
(X_ cx’—i—d" - c’y—l—d’)’
ou de la forme

<X: ay + b, Y — a'z + b’>,
cy+d c'x+d

et qui transforment en lui méme le domaine formé de I'intérieur d’un
cercle du plan de la variable = et de I'interieur d’un cercle du plan de
la variable y; ces groupes hyperabéliens sont donc formés de substi-
tutions birationnelles quadratiques. 11 existe d’ailleurs aussi des fonc-
tions hyperfuchsiennes et des fonctions hyperabéliennes, qui jouissent
de certaines propriétés analogues a celles des fonctions fuchsiennes.

Des catégories particuliéres de groupes hyperabéliens se rencontrent
dans la théoric de la transformation des fonctions abéliennes de genre
deux dont les périodes normales satisfont a la relation

2 r_—
h — 88 —“Da

D étant un entier positif (*). Il était naturel de se demander si le pro-
bléme de la transformation des fonctions abéliennes non singulieres
ne viendrait pas offrir d’autres groupes jouissant de propriétés ana-
logues. D’ailleurs, on connait déja des fonctions invariantes par un
groupe de cette sorte : ce sont précisément les quotients de deux

(1) Picarp, Acta mathematica, L 1, p. 297; t. 1, p. 114; t. V, p 121. M. Alezais a
éludié égalemenl ce sujet ( Lnnales scientifiques de U'Ecole Normale supérieure, 1902,
p- 261).

(2) Picarp, Sur les fonctions hyperabéliennes (Journal de Vathématiques pures et
appliquées, 4° série, t. 1, 1885).

() Picarp, Ibid. — Boumcrr, Sur unc classe particuliére de groupes lyperabéliens
(Adnnales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1898). — Co1ry, Les fonctions abé-
liennes et la théorie des nombres ( Annales de la Faculié des Sciences de Toulouse, 1911).
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fonctions théta de la théorie des fonctions abéliennes, ou I’on a annulé
les deux variables « et y, quand on considére ces quotients comme
fonctions des périodes'normales g, 4, g'.

Les transformations subies par les perlodes normales, telles qu’elles
ont été données par Hermite dans son célébre Mémoire Sur la theorte
de la transformation des fonctions abeliennes ('), sont des transfor-
mations birationnelles quadratiques. En supprimant la condition
imposée aux coefficients d’étre entiers, ct en prenant le nombre £
d’Hermite égal 4 un, on obtient des transformations (T) qui peuvent
constituer des groupes discontinus dans certaines régions de I'espace
a six dimensions; on peut alors former des fonctions invariables par
ces groupes de transformations : c’est 4 ces groupes de transfor-
mations (T) et a ces fonctions que ce travail est consacré (*).

Dans le Chapitre premier, Jedetmls les substitutions (S), ¢’est-a-dire
les transformations linéaires qui, effectuées simultanément sur deux
systemes de quatre variables

6y, Gy, 3y Oy,

Yis Yay Vg, Yy,

correspondant aux peériodes des fonctions abéliennes, conservent la

forme bilinéaire
(A)IUJ—‘ Cl),;ul+ 6V, — ), YU,

et j’'v rattache les transformations (T). En introduisant des variables
homogeénes x,, z,, x;, x,, x,, lices & g, h, g’ par les relations

— X L3 I Ly
o = h == o' — —= ool — =2
(1) S z ’ " x,’ 5 xl’
de sorte que
(2) Ty Ty + ZoXy—+ X3 =0,

les formules qui définissent unc transformation (T) deviennent
linéaires et homogenes, et conservent la relation (2); méme si x,, ,,
x,, x,, x; ne satisfaisaient pas a la relation (2), la valeur numérique

(1) OFuvres, t. 1, p. 344
(2) Une parlie des résultats de ce travail a fait 'objet d’une Note aux Comptes rendus de
U’ dcadémie des Sciences, t. CLVII, »9 décembre 1913.
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de son premier membre serait conservée. Ce point de vue m’a été’
souvent utile ; il m’a amené 2 nommer point de 'espace d six dimensions
un systéme de cinq nombres complexes non nuls ensemble, définis &
un facteur pres, et liés par la relation (2); si 2, n’est pas nul, le point
est dit & distance finie, et ses coordonnées non homogeénes g, £, g’ sont
données par les formules (1). Je démontre encore dans ce Chapitre que
toutes les substitutions (S), et, par suite de I'isomorphisme, toutes
les transformations (T) peuvent étre regardées comme des produits de
cing transformations trés simples, dont trois contiennent des para-
métres. Une démonstration assez simple du fait que si, en nommant g,
¥, G' les parties imaginaires de g, A, g°, la forme

Gat+23xy + ¢y

est définie positive, il en est de méme pour la forme qui résulte de
celle-ci par une transformation (T), découle des considérations qui
précedent. Ce résultat, joint & quelques autres analogues, permet de
décomposer I'espace a six dimensions en sixdomaines (dont trois a six
dimensions) invariants par toute transformation (T); on ne peut d’ail-
leurs pas fragmenter de nouveau ces domaines en domaines invariants
plus petits. Quelques résultats utiles dans la suite terminent ce
Chapitre : ce sont tout d’abord le calcul du déterminant fonctionnel
des transformations (T); puis des intégrales invariables par les trans-
formations (T), et dont I'analogic avec les groupes fuchsiens fait
pressentir l'utilité : j’en donne deux, une triple et une sextuple;
enfin toute transformation en elle-méme de la forme &,y + . v, + x}
qui a pour déterminant un et qui conserve les domaines invariants
déji déterminés, est une transformation (T); de la une interprétation
géométrique des transformations (T) analogue a celle que fournit,
pour les groupes fuchsiens, la forme @, 2, + 3.

Dans un deuxiéeme Chapitre, je recherche les points doubles des
transformations (T); il y en a quatre, en général. On peut alors se
proposer de rechercherleurs positions dans les six domaines invariants:
ces positions dépendent de la nature des racines d’une équation réci-
proque du quatricme degré. On est ainsi amené & une classilication
des transformations (T). Il est naturel, & cette occasion, de chercher a
réduire les transformations (T) & des formes canoniques, en les trans-
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formant par des transformations (T) convenablement choisies : le
nombre de formes auxquelles on parvient est de vingt-deux, dont
quatre pour les cas les plus généraux, ou on ne suppose aucune
relation d’égalité entre les coefficients de la transformation.

La formation du polyédre fondamental d’un groupe discontinu fait
la matiére du troisieme Chapitre. La méthode employée est fort ana-
logue 4 la méthode du rayonnement qui, pour les groupes fuchsiens,
permet d’obtenir un polygone fondamental présentant des particularités
utiles dans certaines démonstrations. Ce qui joue ici le role des cercles
de la méthode du rayonnement, ce sont des variétés & cinqdimensions
qui ne changent pas par les transformations (T) ayant un point double
fixé & I'avance, et qu'on nomme le centre de lavariété; 'équation de ces
variétés s’obtient en ¢galant & zéro une forme quadratique a indéter-
minées conjuguées en x,, x,, x,, &,, 5, et qui dépend non plus
d’un parametre, comme pour les groupes fuchsiens, mais de deur ; on
aurait en outre d’autres variétés dont I’équation serait plus compliquée.
Ce nombre de parameétres tient a ce que les transformations qui ont un
point double donne dépendent de quatre paramétres seulement: on a
donc des variétés a quatre dimensions qui peuvent s’associer de
diverses manieres pour produire des variétés a cing dimensions.
Jobtiens une famille & un paramétre seulement en me restreignant
aux variétés dont I'équation s’obtient en égalant & zéro une forme
quadratique & indéterminées conjuguées et @ coefficients réels : ce sont
ces variétés qui servent a construire le polyédre fondamental. Elles
permettent en outre de démontrer que, si les transformés d’un point
donné P du domaine

(D §Gg'— 3> o, G+G>o0

n’ont pas P pour point d’accumulation, le groupe est discontinu dans
ce domaine.

Dans le Chapitre IV, cette méthode de formation du polyédre fonda-
mental est appliquée aux groupes formés des puissances d’une seule
transformation (T). Dans certains cas, les faces du polyéedre sont
indiquées; en général, j’ai recherché les points qui ne se trouvent ni
dans le polyedre fondamental, ni dans aucun de ses transformés;
ou encore les points qui se trouvent sur le contour d’une infinité

G. 2



6 GEORGES GIRAUD.

d’entre eux. Dans les groupes fuchsiens, les points doubles des
substitutions hyperboliques offrent un exemple de la premiére circons-
tance, ceux des substitutions paraboliques un exemple de la seconde.
Ici se produit une circonstance particuliére : les points trouvés ne sont
pas toujours les mémes quelle que soit la position du centre du polyédre
fondamental. Toutefois, ces points sont toujours en dehors du do-
maine (I),.comme cela résulte de propositions démontrées au Chapitre
précédent.

Nous arrivons maintenant (Chapitre V) & la formation de fonctions
de g, &, g" invariantes par un groupe discontinu donné de transforma-
tions (T). Ces fonctions sont naturellement formées i I'aide des séries
dont les séries thétafuchsiennes de Poincaré sont le prototype; une
transformation birationnelle préalable a permis de remplacer le
domaine (I) par un domaine situ¢ enticrement a distance finie, ce
qui est indispensable pour la convergence de ces séries. Ces séries
sont alors convergentes dans le domaine (1), ol elles représentent des
fonctions holomorphes. On en déduit des fonctions invariantes par les
transformations du groupe, et qui sont uniformes dans le domaine(I),
ou elles se comportent comme des fonctions rationnelles. De méme
que le prolongement analytique des fonctions fuchsiennes traverse
parfois le cercle fondamental, le prolongement analytique de ces
fonctions peut, pour certains groupes, sortir du domaine (I). Cela
arrive en particulier pour les groupes formés des puissances d’une
seule transformation (T); deux exemples étudiés rapidement montrent
toutefois que, pour ces groupes, les singularités essentielles peuvent
pénétrer a lintérieur du polyedre fondamental; de plus, elles dé-
pendent dans une certaine mesure du choix de la fonction rationnelle
qui intervient dans les termes des séries.

Le Chapitre VI est consacré spécialement au groupe arithmétique et
aux fonctions correspondantes : le groupe arithmétique est, par défi-
nition, le groupe de transformations (T) qui correspond aux transfor-
mations (S) a coefficients entiers. D’abord (§1), j’établis que les sub-
stitutions de ce groupe peuvent toutes étre considérées comme des
produits de quatre substitutions fondamentales; ensuite, je démontre
que toutes les transformations (T) a coefficients entiers font partie du
groupe arithmétique. Le polyedre fondamental est formé (§ 1T) par une
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méthode légérement différente de celle qui est exposée au Chapitre HI.
Enfin, la méthode du Chapitre Vest employée (§ III) pour la formation
de fonctions invariantes par le groupe arithmétique : le prolongement
analytique de ces fonctions ne peut pas sortir du domaine (I), de
sorte qu’elles sont uniformes partout ou elles existent. Le polyédre
fondamental ayant des points sur la frontiére du domaine (I), les
singularités des fonctions invariantes en ces points sont étudiées : on
trouve ainsi que quatre quelconques des fonctions invariantes que
nous avons formeées sont liées par une relation algébrique. Le quotient
de deux fonctions ©(x,y) de la théorie des fonctions abéliennes,
pour x =y = o, prend un nombre fini de valeurs quand on fait subir
aux périodes normales les transformations du groupe arithmétique
[ il faut supposer que les fonctions ®(x, y) dont il s’agit sont paires];
les fonctions symétriques de ces valeurs présentent les mémes singu-
larités que les fonctions invariantes que nous avons formées : elles en
sont donc aussi des fonctions algébriques.

Dans le Chapitre VII, j’étudie les groupes de transformations (T) qui
viennent des transformations en elles-mémes a coefficients entiers de
formes quadratiques a cinq variables du type

2 2 2 2 2
Ui+ uy+us— u, — uy,

Uy, Uy, Uy, u,, u, étant des formes linéaires a coefflicients réels. La
méthode classique, introduite par Hermite, qui permet de ramener la
réduction des formes quadratiques indéfinies a celle des formes
définies, permet, en s’appuyant d’autre part sur le théoréme démontré
a ce sujet au Chapitre 111, de démontrer que ces groupes sont discon-
tinus dans le domaine (I). Une étude sur I’existence, dans ces groupes,
de certaines substitutions, permet de démontrer que les fonctions
invariantes correspondantes ne peuvent pas se prolonger hors du
domaine (I): elles sont donc uniformes partout ou elles existent.
Quelques renseignements sur le polyédre fondamental découlent aussi
de cette étude. Il serait désirable d’étudier aussi les singularités
essentielles de ces fonctions sur le contour du polyédre fondamental,
de maniére a voir si les propriétés des fonctions invariantes par le
groupe arithmétique ne s’étendent pas a ces nouvelles fonctions; cette
étude n’est pas faite dans ce travail.
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J’éprouve un vrai plaisir a pouvoir exprimer ici ma reconnaissance
profonde & M. Picard; ce sont ses travaux si lumineux qui m’ont inspiré
I'idée de ce travail, et c’est & la bonté avec laquelle il a bien voulu me

.donner ses conseils que je dois d’avoir pu le poursuivre; en méme
temps que mon admiration pour son ceuvre, je le prie de vouloir bien
agréer 'expression de mon affectueux respect ct de ma gratitude.
Jassurc également M. Humbert de toute ma reconnaissance pour le
bienveillant intérét qu’il m’a continuellement témoigné; I’exposition
qu’il a faite en 1911-1912 de la théorie des groupes fuchsiens dans son
Cours du Collége de France m’a été d’une trés grande utilité.

CHAPITRE I.

DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES DES TRANSFORMATIONS (T).

I. — Les substitutions (S).
1. Considérons deux systémes de quatre variables

Wy, We, W3, Wy,

Ui,  Ygy Uz Uy

nous effectuons sur w,, w,, »,;, o, une certaine substitution linéaire
et homogeéne

Q= a,0; 4+ AWy~ 303 4+ AWy,

92: blwl+ b2w2+ b3@3+ b50)57

93= Ciw;+ Cawe+ C3W3—+ €Wy,

.Q‘: dlwl+ (lg(l)g‘i‘ ds(n),‘—|— d‘(ﬂs,

et sur v,, v,, vy, v, la méme substitution

Y= a,v;4 @30, + ayu;+ a, vy,
Yo= b v, + byuy + byus+ b,u,,
Y= ciu+ CaUs+ €305+ C4us,
Y,=d v, + dyu,+ dyu; + d, ;.
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Cette substitution est choisic de maniére qu’on ait I'identité
(1) Q Y, — QY+ Q, Y, — Q. Y, = 6,9, — w30, + 0,0, — @, Uy.

1l est nécessaire et suffisant, pourcela, que les seize coefficients de la_
substitution satisfassent aux six relations que voici : -

(ac)s+ (bd);,=o,
(ac)iz+ (0d);3=1,
(ac)w+ (bd),= o,
(ac)ys+ (bd)y3=o0,
(ac)u+ (bd)y=1,
(ac)s,+ (bd)z, = o.

. Nous avons posé pour abréger
(mn),=mn,—m,n,.

Nous appellerons cette substitution unre substitution (S).
On peut conclure de la que le déterminant

a, ay, as a,

Al B bbb
Ci C, C3 ¢
d, d, dy d,

est égal 4 un ; en elfet,

A=—(ac),(bd)s + (ac)y3(bd)>,— (ac)y, (bd)ss
— (ac)e3(bd)y+ (ac), (bd)3— (ac)s (bd)iss

ou bien, en tenant compte des relations entre les coefticients,

A= (ac)(ac)z;— (ac)iz(ac)s, + (ac);+ (ac ) (ac)z;
+ (bd)23 (bd) 1, — (0d)>, (bd)y3 + (bd) 13+ (bd)3(bd)ya;

mais, entre huit nombres m,, m,, m,, m,, n,, n,, n,, n, existe
I'identité

(3) (mn)y(mn)y,+ (mn)gs(mn),— (mn)(mn)y, = o;

nous voyons donc que
A= (aC)13+ (bd)l.: I.
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2. Cherchons les mineurs du premier ordre du déterminant A;
nous désignerons le mineur correspondant &4 un élément par la lettre
majuscule de méme nom que cet élément, et affectée du méme indice

que lui.
Les quatre équations en x|, x,, x;, x,

ayty+ bz, + ey +dyr,=o,
Ay i+ by, xs+ Cox;+ dyxr, = o,
azxy+ byxy+ cyrs+dyxe,— 1,
a,zy+'b, 2,4+ c,x3+ dyxr,—o

ont comme solution

Ly == — Cy, ZTy=—d,, Z3=— ay, x,=b,;
nous en tirons immédiatement
cy=— Ay, dy=—B;, a, = G, by=1Dy;

en considérant trois autres systémes analogues d’équations, nous
trouvons que les mineurs forment le tableau suivant :

c3 ¢, —C —C
( d, d, —d, —d, )
) —a; —a, a, a,
( -—b3 _bb b: bz )

La transformation inverse de la transformation donnée

a a az; a,

by by by b,
¢, € €3 ¢
dy d, d; d,
est donc celle-ci :
C3 dy —a; — b
c, d, —a, —0b,
—c¢ —d, a, b
—c —d, a, b,

mais cette derniére est encore une transformation (S); donc les seize



TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. II

coefficients.satisfont encore aux six relations suivantes :

(ab)iz + (ab),,=o,
(ac)i;+ (ac)u=1,
(ad);; + (ad)y = o,
(be )z + (be )= o,
(bd)y5+ (bd)g=1.
(cd)i3+ (cd)gyy=0o0.

)

Ges. six relations sont donc une conséquence des relations (2); d'ail-
leurs, le systéme (2) est lui-méme une conséquence du systéme (4 );
ces deux systémes sont équivalents.

3. 1l est évident que les substitutions (S) forment un groupe. 11
peut étre utile d’avoir quelques substitutions simples susceptibles de
donner par leurs produits n’importe quelle substitution du groupe.
Voici un systéme de cinq substitutions qui jouit de cette propriété :

r o o o 1 0 0 o 1 o o
o r, o o O 1 o0 o o 1 [}
S,= H S, = ; S;= H

Jj0 0 ry o ¢, o 1 O 0 ¢ 1 o
o o o n 0O 0 0 1 cs O O 1

0O 0 —1 O o 1 0 O

o 1 o 1 0 0 O

S, = H S;=
I o 0O 0 0 1
o 0 o 1 0O 0 1 o

Dans.S,, ow a r,ry=r, r,=1; les paramétres c, et c,de S; et S, sont
arbitraires.

Si S et'T sont deux substitutions (S), nous désignerons par ST le
résultat obtenu en effectuant la substitution T surle résultat de la sub-
stitution S.

Prenons une substitution (S) quelconque

%y Ay A3 oAy

§ — pl pz ‘33 ﬁs
v Y2 Vs s
8, 62 6” 6‘ 7!
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et cherchons 4 la mettre sous la forme d’un produit de substitutions
Si) Sa» S5, 4, S;. Pour celanous la multiplierons, 4 gauche pour fixer
les idées, par un produit de substitutions S,, S,, S;, S,, Sy choisi de
maniére que le résultat final soit la substitution unité.

D’abord, en multipliant S par un produit convenable, on peutlarem-
placer par une substitution out «; =o0. En effet, si «, est nul, il n’ya
rien a faire; si , n’est pas nul, nous multiplions & gauche S par S,,
ol nous avons pris ¢, tel que a, + 2,¢, = o; multiplions encore a
gauche le résultat par S,: le coefficient qui tient la place de a, dans ce
résultat est nul. Nous désignerons encore ce résultat par la méme
notation que S, mais en tenant compte de ce que o, = o.

Nous allons maintenant, sans que a, cesse d’étre nul, rendre o, nul
a son tour. S’il I'est, il n’y a rien & faire pour cela. S’il ne I'est pas,
nous multiplions a gauche par

8,8,8, =

apres avoir choisi ¢, de facon que 2, + a,c, = o; puis nous multiplions
a gauche le résultat par

I 0 O o

O 0O 0o —1
SsS;SB———_-‘ H

O 0o 1 o

o 1 O 0

si nous continuons a désigner le résultat par la méme notation que S,
o, et o, sont tous deux nuls.

Nous pouvons maintenant annuler a,; si ce coefficient n’est pas nul
de lui-méme, nous n’aurons pour cela qu’'a multiplier par

1 o o o
—¢, 1T 0 O
8,9718,8,8, = ,
O 0 1 ¢
(o] o o 1

apreés avoir choisi ¢, de facon que a«, — ¢,a, = o; puis 4 multiplier le
résultat, toujours a gauche, par S,.
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La transformation obtenue est

& O o o

ﬁl Bz 53 ﬁb
v Y2 Vs Vs
o, 0, 0, 0,

«, n’est sirement pas nul puisque le déterminant est égal a un. Les
relations entre les coefficients donnent alors

Notre transformation est donc de la forme

a o o o

Bi B o 5,5
Y Y2 Vs Y
0, 9 o O,

Si B, n’est pas nul, on I'annulera en multipliant par S,S,S; ou ¢,
est tel que B, +¢,8, = o, puis par S;S,S,. Alors $,n’est pas nul, sans
quoi le déterminant le serait; nous pourrons donc annuler 8, en mul-
tipliant par S;S;'S;S,S,, en prenant c, tel que 3, — B,c,=o. Les
relations entre les coefficients nous montrent qu’alors vy, est nul aussi
et que a,y, =B,8,=1. Multiplions & gauche par S,, en prenant
Py= 3y Ta= 3‘, et par suite ry=oa,,r, = (5,; nous trouvons une trans-
formation telle que’

1 o o o

(] 1 o o

oy 1o

Yo 0 O 1
Nous annulerons y, en multipliant par S,, ou 'on a pris ¢, = — v,
¥, en multipliant par S, ot I'on a pris ¢,= —1v,; 3, en multipliant
par S;S,S,, avec ¢, = — 3,. Ceci fait, nous avons, comme nous le

voulions, la transformation unité. Nos cinq substitutions ont bien la
propriété annoncée.
G. 3
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II. — Les transformations (T).

1. Considérons deux groupes de quatre variables, w,, »,, w,;, o,
et v, v, Uy, Uy, liées par la relation

(%) (0V)13+ (wv)y =o.
Il existe alors, si (wv),, n’est pas nul, trois nombres g, 4, g’ tels que

gw + hw,=w,, 8ui+ hvy= v,
hoy, + g'w,= w,, huy+ g'ua=u,;

en effet, les deux premieres équations donnent

o — (wu)n’ _ (wv)y3,
© (wv)ys (wv)s’

et les deux dernieres donnent

/l:—— (mu)ﬂb ol — (mu)lb
(00 )y, ® (00)12

de sorte que les deux valeurs trouvées pour 2 coincident. Nous
pouvons remarquer qu’on a de plus

| goi+he, hoy+gle,
(wv)sy =

— (g2 —h? .
guy+hvu, hu+g'u, (88 1% ) (000)123

done

ol h?— (w“)ab.

&8 (wv)s,

Appliquons a w,, w,, w;, w, et a u,, vy, u,, v, une méme substi-
tution (S); les variables transformées Q,, Q,, Q,, Q,, Y¥,, Y,, Y,, Y,,
satisfont a la méme relation que les premieres

(QY);3+ (Y )y, = o.

Si donc (QY'),, n’est pas nul, nous pourrons introduire les nombres
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G, H, G’ donnés par les relations

__(QY),,
(@Y’
H=— (2Y), —_— (Qr)u’
(QY )5 (82Y')e
G' = (911)16’

G=

(),

! (Qr)sb

66 —H=tan),,

Soit

a, a, a; a,
b, b, b, b,
¢, € C ¢
dl d2 d3 db

la substitution (S) employée; nous avons

(LQYYp= (ad) ()19 + (ab)3(wv) i3+ (ab)y, (wu)y,
+ (@0)ys (V) g3+ (@b )ay (U )a, + (@d)yy (wV)34,

et des formules analogues pour (QY),;, (QY),,, (QY),;, (QY),,,
(QY),,, obtenues en remplacant dans la précédente (ab),,, successi-

vement par (ac)muy (ad)mns (6¢)mns (bd)pny (¢d)imn- Or de la on déduit
les valeurs de G, H, G’, qui sont :

G= —(be) g+ (be) g — [(be) 13— (b€ ) Jh— (be ) g'— (be )a (gg'— )
(ab)s— (ab)rsg + [(ab)iz— (ab)y b + (ab) g’ + (ab)s (gg' — /1’)’
H=— (ac)y — (ac)ysg +[(ac)z— (ac)o Jh + (ac)y g’ + (ac ) (gg' — h?)
(6) (ab),— (ab)ng +[(ab)y— (ab)s, Jh + (ab) g + (ab)y (g8’ — h)’
G — (ad)yo— (ad)y g + [(ad) 3 — (ad)p 1 h 4+ (ad) 8"+ (ad )y, (g8’ — h?)
T (ab)e— (ab)asg + [(ab)z3— (ab)ey 1 h + (ab)y, &'+ (ab)yu (g8’ — hz)’
GG —H2= (Cd)n—(Cd)zag‘*‘[(Cd)n—(Cd)n]/l-*‘(Cd)ug"*—(‘«'d)as(gg'—h’).
\ (ab)is— (ab)yug +[(ab)is—(ab)y]h + (ab)u g + (ab)u(gg’'— h?)

C’est une transformation linéaire portant sur g, &, g’ et gg’ — A*. On
peut aussi poser

(wu);y =2y, (wV)g3= a4, (00)j3=— (WV)s,= 23,

(0V) = 24, (w)g= s,
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de sorte que x,, ©,, x,, x,, x, soient liées par la relatien

X, x5+ Xy, + T3 =0,

Si, des variables Q,, Y,, on déduit de la méme facon des variables
homogénes X,, X,, X;, X,, X;, on aura de méme

\1‘5+X2x5+X§=0.
On a alors les relations linéaires et homogeénes

X =(ab)ax1+ (ab)y s+ 2(ab); x5+ (ab),,z. + (ab)y xs,
Xo=(b¢) 2+ (b€ )rsxa+ 2(bc )13 25+ (be ) uxy 4 (b )30 s,

(7) Xs=(ac)ari+ (ac )@ + [2(ac)iz—1]2s + (ac )z, + (ac s, x5,
X, = (ad)yz; + (ad)y3 x>+ 2(ad) s x5+ (ad) 2z, + (ad )y x5,
Xs=(cd)nz + (cd)gszy + 2(cd) 325+ (cd)y 2+ (ed)se zs,

qui ne sont autres que les relations (6) rendues homegenes.

Comme I’égalité
X, X+ Xo X+ X2=o0

résulte de
Xy T+ Xy Xy + X:i=O0,

et que son premicr membre est une forme quadratique en x,, z,, x,,
x,, s, on a l'identité

X, X5+ XoXo+ X2 = Moy 25+ a2y + &),

A étant une certaine constanle qu’on va voir étre égale a un.
Nous dirons qu’un systeme de cinq nombres non tous nuls @, z,,
&y, X, Xy, liés par la relation

T\ L5+ Ty T4+ X2 =0,

représente, en coordonnées homogénes, un point de l’espace a six
dimensions; si «, n’est pas nul, nous dirons que le point est a distance
finie et a pour coordonnées non homogénes les trois nombres com-
plexes

Les transformations (6), ou (7), sont alors des transformations de
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'espace a six dimensions, que nous nommerons, pour abréger, des
transformations (T). A moins d’avis contraire, toutes les transfor-
mations (T) que nous considérerons seront i coefficients réels.

" 3. Les transformations (T) forment évidemment un groupe iso-
morphe de celui des transformations (S). Cela nous permet d’affirmer
que toute transformation (T) est un produit des transformations qui
correspondent a 8, 8,, S,, S,, 8,. Or, si nous formons ces cinq trans-
formations, nous constatons qu’elles ont toutes un pour déterminant.
Il en est donc de méme de toute transformation (T).

Or, par une trausformation (T), x, 2, + «,z, + 2, se multiplie par
une constante A, comme nous avons vu; donc son discriminant est
multiplié par A®; mais, d’autre part, nous savons que ce discriminant
n’a pas changé; comme A est réel, c’est donc que A = 1; ainsi

XIX5+ \2X5+ Xg:.’vix;‘—i— ZoZy -+ x?,..

Ce résultat, obtenu pour les transformations a coefficients réels,
s’étend d’ailleurs immédiatement aux transformations a coefficients
complexes : car il est vrai pour les transformations correspondant
aS,, S,, S,, que les parametres qui y figurent soient réels ou non.

3. Supposons que x,, x,, x;, x,, T; soient des nombres complexes,
et soient x,,, Tyg, Tyey Tyyr L5 leurs conjugués; soient de méme X,
Xa0s X305 Xios Xy les conjugués de X, X,, X;, X,. X;. Les transfor
mations étant réelles, on voit tout de suite qu'en désignant par A et
deux constantes quelconques, AX, + wX,q, AX, + 1 X,o, AX; + nX,,,
AX, + Xy, et ANX;+ pX,, sont les transformés de Ax,+ px,,,
ALy + P&y ATy —+ UZyyy AB,+ W ,, Aoy + Py, ; done

(AX;+ wa)(lxs*‘ E-Nso) + (AX,+ (lxeo)(lxk‘i‘ E-Xyo) + (AX;3+ - Xs0)?
=A@+ pxye) (Ars—+ g Zs0) + (A Za+ p2ag) (A Xy p Z40) + (A &3+ p 2y)?.

En égalant les coefficients de A, on trouve I'identité, importante
pour la suite,
XIX50+ X10X5+ X,Xw—i— X;0X5+ 2X3X3°

= &y X+ Lro X5+ Xy Tyt Lyg Lo+ 2 Xy Dype
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Désignons, d’une facon générale, par mn, le conjugué d’'un nombre
quelconque m. En considérant la transformation (6), cette identité
devient

GG'— H?>+ G,G, — H} — GG}, — G,G' + 2 HH,
_ 88 — M+ g go— hi— ggi— gug' -+ 2hh,
T |(ab)ia— (ab)y g +-2(ab)sh + (ab)g'+ (ab)y, (38" — A

En particulier, les inégalités et I'égalité

! 2 ! 2 ' I _.
88—+ gug0—hi— 88, — 808"+ 2hhy> o,
2 ! / '
=R+ gog0— M — 880 — 808"+ 2hhe <o,

o
88—+ gy — i — 88— 808"+ 2hhy=o0
sont conservées par les relations (6). Posons

&= Go+ (),

h=3,+ {3,
§'= Go+ ¢,

Gos o, Gy G, 3¢, G’ étant réels; nous avons alors
88— hi+ 88'— ' — g8, — gog' -+ 2hho=—4(GG' — T*);

donc GG’ — 3¢* conserve son signe par la transformation (6).

De plus, si ¢§'— 3*Zo0, ¢ et ¢ sont de méme signe; or les substi-
tutions correspondant a S,, S,, S;, S,, Sy conservent alors toutes ce
signe; donc il en est de méme pour toute transformation (T). Ainsi,
les six domaines suivants sont changés en eux-mémes par toules ces
transformations :

m G5 — H>0, G G'>o;
1) §g'—3>0, G+G<o;
(1) §g' — <03

(HI) GG’ — 32 =o, G+ G'>o;
(I11") §¢'— K=o, G+ G'<o;-
(1Vv) G=3=¢@¢ =o.

Pour le domaine (1V), ou domaine réel, cette propriété est évidente.
Les points conjugués de ceux du domaine (I) sont dans le
domaine (I'), et réciproquement; la méme chose a lieu pour les
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domaines (III) et (IlI"), qui servent de frontiére commune entre le
domaine (I1)d’une part, et les domaines (I) et (I') de I'autre.

4. Nous allons maintenant démontrer que tout point d’un de .ces

/ . \ . . o .
domaines peut étre changé en un point quelconque du méme domaine.
Pour cela, il nous suffit de démontrer qu'un point fixe dans chaque

domaine peut étre changé en n’importe quel autre point du méme
domaine.

Tout d’abord la transformation

G=g +1,
H=" +p,
G'=g"+v,

correspondant a la substitution (8)

1 0 0 o
o 1 o0 o
A p o1 ool

kv o 1

permet de modifier comme on veut les parties réelles de g, £, g’; on
peut donc se borner a démontrer qu’on peut transformer dans chaque
domaine un certain point en un autre dont les coordonnées aient des
parties imaginaires assujetties aux seules conditions qui définissent le
domaine.

Pour le domaine (1), le point
g§=g'=1i, h=o
est changé dans le point
g=1q, h=1iX, g'=1iqg,

du méme domaine, par la transformation

1 _ G _ H
(=) (o)
og—) \Jig—) Jig—i
. G’ __ GG'—H
-———————._.—.Jc’ +2hg-c—+(ga'__h7) \/(J’g/“‘ Jer __g’\/g'("——ﬁ(’,z
G VGG — 3¢ [ g
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gui correspond au (ableau

T
VGGG— 7 VG

i
i)
. ° \/ef“—w ° °

—VG o o o
—_— o o g
VG 4
Cette méme transformation change encore le point
g=g =—/1, h=o,
du domaine (1), dans le point
g=—1G, h=—{3, g'=—1ig,

du méme domaine.
Passons au domaine (I1). Le point que nous transformons est ici

g=1, g'=—1, h=o0;
soit encore

g=1G, g'=iq, h=1i(3

ars

le point a atteindre. Si d’abord ¢ est positif, la réponse est donnée par
la transformation correspondant au tableau

— 3

—1
VG — ¢4 VG

(1)
o ___‘_7 [s) [s)
Vs :
(]

5 " — GG
—_ Q ) -
G ;
c’est-a-dire
1 _ G . H
— - « - Je
( : 3 , .,) (__———'L—TT> _——_,—Tﬁ+ll
w—gy) \VE—gg) V-
. M I :
- Je: i /36 (/" T oo JFer — GG!
o h — y_ i Jd (gg/_hn) sy Jd

—_— -
gV — 4y’ 4 )
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Si G est négatif, nous avons le résultat au moyen de la transforma-
tion correspondant au tableau

— 7 —1
—_——— ) o —_—
V—G (38— G V=3
— (,’
- T I o o
3 — gy ,
o V—y o o
— 3 Jer —qq
o _ b &
V—y =4
qu1 est
1 . G . H
—& —9 - — ¥ h
vie—gy) \VE—gg) Vg
— G’ _ G6e'—n
_;Jg___ggc_h_i_____w(ng’_hz) gv:}ez—gg’
g \,/JC’—— gg/ g g (=}

Si maintenant ¢ était nul, ¢’ nc I’étant pas, nous pourrions, par une
de ces deux transformations, obtenir le point g =i¢/, A =13¢, g'=o0;
en appliquant & ce point la transformation correspondant a S;, on
arrive au résultat demandé. Si enfin ¢ et G’ étaient nuls tous deux, on
aurait la solution par la transformation

1 G
—8) Lt e
<J(’.> [ T35 g3 88 )
. H 3 G' GG —H?
= = = 9
l+-l-(gg'—h’) J€+2JC/1-—J€(gg'—-/1’) :}Qg’
2 2
qui correspond au tableau
o —1 —1 o
1 — I
]° aw e °
1 —1 |’
- o 0 —
2 2

I o [} X

La propriété énoncée a donc lieu pour ce domaine.
G. 4
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Prenons maintenant le domaine (III), et, dans ce domaine, le
point g =1, g=~h=o0. Si gn’est pas nul, on le change dans le
point g =1i¢, g =1§', h =13 de ce domaine au moyen de la trans-
mation

G =g,
H :gﬂ(’.—l—/z,
’ g 8
G'=g@¢'x2h\/S5 +5,
° g 9

qui correspond au tableau

V—l(—, FVG o o

J

o \/ﬁ o o

o o \/g o [’
1

o o i\/@ —
Vg

ol il faut prendre les signes supérieurs si 3¢ est positif, les signes
inférieurs dans le cas contraire. Si ¢ est nul, 3¢ I’est aussi; comme on
n’a pas un point réel, ¢’ n’est pas nul; on arrive alors au résultat en
changeant d’abord le point g =1¢, g=/A=o0 dans le point g=1¢,
& = h=o0, au moyen de la substitution précédente, puis en appli-
quant au résultat la transformation correspondant & S;.

La démonstration faite pour le domaine (III) est bonne aussi pour
le domaine conjugué (III").

Enfin, pour le domaine réel, la transformation citée en commencant
suftit a faire voir que la proposition est encore vérifiée dans ce cas.

5. Dans ce qu’on vient de dire, on a omis de parler des points a
Uinfini; cette expression a, bien entendu, ici le sens que nous lui avons
donné plus haut. Par une transformation convenable, un tel point
peut toujours étre ramené a distance finie : il suffit pour cela de se
servir d’une des trois transformations correspondant aux tableaux

0 0 —1 o 1 0 0 o 00 o —1I
o I (o] o O o -1 SO o —1 o

1 o o’ oo 1 o | (o 1 o ’
o o 1 o1 0 o 1 o o
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en remarquant que x,, x,, , et z; ne sont certainement pas nuls
ensemble, sinon .z, le serait aussi.

Quand on le raméne ainsi a distance finie, un point a linfini
tel que

L1\ Tgo—+ X 19 X5+ Lo Lyo = Loy + 2X3%30

soit nul, vient dans I'un des domaines (IIT) ou (III'), mais toujours
dans le méme, quelle que soit la substitution employée : car autrement
un point d’un de ces domaines pourrait étre changé dans un point de
'autre, ce qui est absurde. Nous dirons alors, suivant le cas, que le
point a I'infini appartient au domaine (I11) ouau domaine (1II'). Nous
adopterons des définitions analogues pour les autres domaines.

La propriété qui fait 'objet du numéro précédent subsiste alors
quand on adjoint aux domaines considérés leurs points a 'infini.

D’ailleurs, le domaine (1) n’a pas de point & I'infini; car, s’il en avait
un, I'une des trois substitutions précédentes le transformerait en un
point a distance tinie pour lequel g, g’ ou gg'— A* serait nul. Or, dans
ce domaine, ni g ni g’ ne peuvent étre nuls; et, pour gg'— A?*, nous
pouvons remarquer que, dans ce domaine, on a

88' —h + 508y — by — 88, — 8" +2hhe< 03
si gg'— h* = o, cette inégalité devient
— 88y — &8+ 2hhy< 0;
or, on peut poser
g=ao g'=f, h=db,
« et B étant deux nombres complexes dont les conjugués sont a, et B, ;
'inégalité devient alors

. —(aﬁo—aoﬁ)2< o,
ce qui est absurde.

6. Nous voulons calculer maintenant le déterminant fonctionnel

D(G, H, G')
D(gy h, 8")
de la transformation (6).
Pour cela, considérons quatre variables z,, ,, z;, ,, sur lesquelles
nous exécutons la transformation (S) & laquelle correspond la trans-
formation (6). En remplacant a, par g8x,+ hx, el x, par hx, + g'x,,
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nous voyons que les variables x, et x, subissent la transformation

Xi=(a,+a,g+ah)z+ (ay+ a,h + a, g') z,,
Xo=(b1+ bsg+ b h)x,+ (by+ bsh + b, g ) xs;
g> h, g subissent eux-mémes la transformation (6). Or, le déter-

D (Xy, Xo)

oD ge péduit &
D(-Z'h Z,)

minant

(ab)y,— (ab)os g + 2(ab)zh + (ab),,g'+ (ab)y, (gg'— h?);

c¢’est le dénominateur commun des seconds membres des formules (6);
ce dénominateur jouit donc, relativement aux produits de transfor-
mations (T), de la méme propriété quec le déterminant fonctionnel
cherché.

Or, ce déterminant se calcule facilement pour les transformations
particuliéres correspondant 4 S,, S,, S,, S,, S, : on trouve chaque fois
'inverse du cube du dénominateur. Ce résultat est donc général; on a
toujours

D(G, H,G") _ I )
D(g, h,g")  [lab)s—(ab)g + 2(ab)h + (ab), 8"+ (ab)u(gg' — AP

7. On a déja vu que, par les transformations (6), I’expression
GG’ — 3e? se reproduit multipliée par I'inverse du carré du module du
dénominateur. D’autre part, on vérifie sans peine, 4 I'aide de S,, S,,
S:, 4, S,, que le déterminant fonctionnel de la transformation subie
par G,, 3¢, 4y, G, 3¢, ¢ est égala l'inverse de la sixiéme puissance de
ce module. Il en résulte immédiatement que 'intégrale sextuple

d(, dG dIC, d3t (1('1':, dg’
f (¢4 — 3e2)3 ’

étendue a unc certaine région, est égale a la méme intégrale élendue
a la région résultant de la premicére par une transformation (T). Si g,
h, g’ sont trois fonctions continues de trois variables réelles u, ¢, w
assujetties 4 certaines limitations, I'intégrale triple

D(s, A, 8"

g e

3
(g)(Jll— 362)2

dudy dw

ne change pas non plus par les transformations (T).
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8. Nous avons vu que les transformations homogénes (7) sont des
transformationsen elle-méme de la forme quadratique z,a; + 2,2, +a;.
Est-ce que toute transformation en elle-méme de cette forme quadra-
tique est une transformation (7)? Il est d’abord nécessaire pour cela
que son déterminant soit un; supposons qu'il en soit ainsi.

Soit

Xi- oy&+ oy zy+ 323 + A, 2, + A X5,
Xo=0,2+ 3,2+ Bsrs + B2 + By s,
Ag= 1% 1= 72x1+ }’31‘3—}— 7‘-1'54— V5 s,
X,= 6,.0,+ 0, &5+ 0423 + 0,2, + G5,

Xs=¢,7+ 2+ 23+ 6,2, + €,20%

une transformation en elle-méme de notre forme quadratique, de déter-
minant un. On voit immédiatement que

o &+ 310, + yi =o.

On peut supposer que &, n’est pas nul; s’il I'était, on n’aurait qu'a
multiplier & droite cette transformation par une transformation (7)
convenable pour le rendre non nul. Prenons alors a,, a,, b,, b, quel-
conques sous la condition

(ab)pp=a;

puis choisissons ¢,, ¢,, d,, d, de facon que

oy cy=—a; B3+ by, oy 02:_‘“»51"'1):71;
oydy= a,y+ b3y, ardy = ayy, + b,0,.

Nous avons alors les relations

(ab)a=ay, (be)a =By, (ac)y=— (bd) = 120
(ad)s=2y, (ed)1a=¢.

Le raisonnement qui a servi & montrer que toute substitution (S) est
un produit de substitutions S,, S,, S;, S,, S; peut, en employant les
multiplications & droite, montrer qu'il existe une substitution (S)
dont les deux premiéres colonnes du tableau des coefficients sont :

a; Q,

bl bi

€y Cg

dy dy;
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multiplions alors a droite la transformation donnée par la transfor-
mation inverse de la transformation (7) qui correspond & celte sub-
stitution (8); si 'on désigne la transformation produit par la méme
notation que la transformation donnée, on voit qu’on a maintenant

oy =1, Bi=y=0d=¢=o0.
Egalons alors a zéro les coefficients de x, z,, z,x,, x,x, dans
X, X, + Xo X, + X3,
et & un celui de o, x5, nous trouvons
Eg= 3= ¢&,=— O, Es=—1.

De plus, entre les autres coefficients, nous avons les relations sui-
vantes :
B.0,+ y3 =o, Bsdy+ 3 =1, B.0,+yi =o,
ﬁzab"‘ paaz"‘ 2Y2Y:s—1,
B,05+ B30, + 2Y2Ys—= O,

. ﬁ:8£+ﬁsas+ 2939+ =0}
enfin, le déterminant

B Bs B
Y2 Y3 Vs
dy 03 0,

est égal & un. Donc
X, = (321"2'*‘ Bsxs+ By,
X3 = Y22+ VsZ3t Yu Ty
Xi= 0,2y + 0323+ Gz,

est une transformation en elle-méme de déterminant urn de la forme
Xy 2, + 23.

Donc, en désignant par a, b, ¢, d quatre nombres réels convena-

blement choisis, tels que
ad — bc=1,

cette transformation, si 3, est positif, est de la forme

Xy,=a’zy+ 2abx; — b x,,
Xs;=acz,+ (ad + bc)x3— bd z,,
X, =—ctx,—2cdz;+ d?z,;
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c’est encore vrai si 3, est nul, 2, étant positif. Mais, si I'une ou l'autre
de ces quantités est négative, il faut prendre la substitution précédente
suivie ou précédée de -

Xy =—xy,
Xa=  ay,
X5=——Z".

Nous prendrons, pour fixer les idées, a, b, ¢, d de telle facon que cette
substitution précéde la premieére citée. Alors, nous multiplierons a
droite la substitution & laquelle nous sommes parvenus par I'inverse
de la transformation (7) correspondant au tableau

d ¢ o

b a o
oo a —bf
oo —c d

puis, si 3, ou 8, était négatif, nous faisons encore la substitution
(8) X =z X;=—x,, X; = x5, X,=—ax,, X;=;;
cette derniére n’est pas une transformation (7), car, appliquée & un
systeme de nombres tels que x,x, + x,x, + x, = o, elle échange les

domaines (I) et (I'). La transformation a laquelle nous sommes par-
venus est de la forme

Xy =&y + oty &y + A3 23+ T, + asxy,
Xo=x, — a,zy,

I
Xo=ax;— ;“3x5a

X, =z,— ayzs,

Xs: Ty

or c’est la transformation (7) qui correspond au tableau

\

1 0 —oy -;-oca
I

o 1 ; oy oy

o o 1 o
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Nous avons donc mis notre substitution sous la forme d’un produit de
substitutions (7) dans lequel est, dans certains cas, intercalée une
substitution (8), et une seule. Quand il n’y a pas de substitution (8),
nous avons bien une substitution (7); quand il y en a une, nous
n’avons pas une substitution (7), puisque les domaines (1) et (I') sont
échanges.

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que notre transfor-
mation soit de la forme (7) est qu’elle change le domaine (I) en lui-
méme.

On peut aussi donner une interprétation géométrique des transfor-
mations (S) et (T), ainsi que des transformations analogues a (S) pour
lesquelles on a I'identité

(RY) 13+ (Y )gy =— ()13 — (W),

auxquelles correspondent les transformations en elle-méme de la
forme z, 2, + x,2, + a} qui ne sont pas de la forme (7): les transfor-
mations (T), suivies ou non de la transformation (8), sont les trans-
formations subies par les points de la quadrique de I'espace & quatre

dimensions
Xy L5+ X, X, + XLy = 0;

les transformations (S) et leurs analogues qu’on vient de citer sont les
transformations subies par les génératrices de cette quadrique dont
voici les équations :

z 4+ (ef+ g)xi+ frzs=o0,

zy+ e @, +(ef—g)xs=o,

x3—ex,— fxs— 0;

il suffit de poser

La condition
(02)13+ (w2)sy=0

exprime que les deux génératrices de parameétres w,, w,, w,, w, et v,,
Uy, Uy, U, se rencontrent; leur point d’intersection a pour coordonnées
homogenes

Z= (@I )12, Zy = (@Y )as, z3= ()3, Z, = (V) 4, Zy=(wV)s.
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A un point 4 coordonnées complexes de la quadrique, on peut faire
correspondre une variété réelle & deux dimensions, savoir l'inter-
section du plan tangent en ce point avec le plan tangent au point

conjugué. Les transformations (T) indiquent alors les transformations
e cette variété.

CHAPITRE II.

RECHERCHE DES POINTS DOUBLES. CLASSIFICATION DES TRANSFORMATIONS (T)

I. — Recherches des points doubles.
1. Considérons le tableau des coefficients d’ane transformation (S):

‘a, a, a; a,

by by by b,
Ci Cy C3 G
d, d, d, d,
Formons I'équation .
a,—s a, a, a,
b by— b b,
(1) ' S : ¢ =03
¢ Cy C;—S Cy
dl d2 d3 d(,—- S

elle s’écrit encore

st—(a;+ by+c3+d,)s?
-+ [(ab)”—!- (ac),;—t- (ad)15+ (bC)g;"l‘ (bd)g;‘l" (Cd)sg]S,
— (A +By+C;+D,)s+1=0;

mais, a cause des valeurs déja trouvées pour les mineurs, nous voyons
tout de suite que

A+B,+Cy+D,=a,+ b+ c;+d,,

et que, par suite, cette équation est reciproque. L'exemple de la transfor-
q p q proq P

mation S, nous montre d’ailleurs que toute équation réciproque du
G. G
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quatrieme degré pour laquelle les coefficients extrémes sont égaux
4 un, est une équation (1) si ses racines sont réelles; la transfor-
mation

a o b o
o a o ¥V
¢c o d ol
o ¢ o d

ovad —bc=a'd —bc =1, et celle-ci :

rcose rsing o o

— rsing rcosg o o
o o r'cos¢ —r'sing
o o r' sine r' coso

ou rr =1, nous montrent que c’est encore vrai méme si les racines ne
sont pas réelles.
Nous appellerons toujours ces quatre racines r,, r,, 5, 7,, et nous

aurons les relations
ryr3=ryr,=i

2. Placons-nous dans le cas ou ces quatre racines sont distinctes.
Soient r et r' deux d’entre elles, non inverses l'une de I'autre. Le
systéeme d’équations en w,, w,, w,, ,,

re;=— a,;®;+ a,e,+ a;w;-+ a,w,,
rw,=0b,0;+ bywr+ byw;+ b, w,,
rW;=— C;W;~+ CoWo—~+ C3m3-+ C,W,,
ro,=d o, + dyw,+ d;w; -+ d, w,,

admet au moins une solution non nulle; il en est de méme du
systéme

r'uy = a,v; + @y, + a3+ a, vy,

r've=b,v,+ b,u,+ bzu;+ b,u,,

r'ug= ¢ vy + Cyuy + C3U;+ €4,

r'ov,=d,v,+ dyv;+ d,v;+ d,u,,

ou les inconnues sont v,, u,, uy, u,. Pour les solutions de ces systémes,

on a
rr'[(wv)—+ (0v)u] = (wv)3 =4 (0V)ay;
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par suite, comme 77’ n’est pas égal a un,

- (wu)3 (@) =o.
‘IAlors, par la transformation (T) correspondante, le point
Z1= (@12 Zy= (®)as, Zy3= (w213, z, = (@), Zy=(wv)y

a ses coordonnées homogénes multipliées par 7r' : il ne change pas;
c’est un point double de cette transformation (T).

Ce procédé ne fait correspondre & » et & 7 qu'un seul point double
de la transformation (T) : car, si ['un des systémes qui donnent ,, w,,
w;, », et v,, vy, vy, v, admettait deux solutions distinctes, ¢’est-a-dire
non composées de nombres proportionnels, »,, r,, r,, r, ne seraient
pas distincts. En prenant de toutes les facons possibles deux racines
non inverses, nous obtenons ainsi quatre points doubles distincts, car les
produits r,r,, r,r,, r,ry, ryr, 'sont distincts, du moins si aucun d’eux
n’égale moins un.

L’équation en s du cinquieme degré :

(ab)a—s (ab)y 2(ab)s (ab)y (ab)s,
(6¢)y2 (b€ )az—s 2(bc)y (b¢ ) (b¢)s
(2) (ac)i, (ac)s 2(ac)s—1—s (ac)y (ac )z =o
(ad)iy (ad)ss 2(ad)s (ad), —s (ad)s,
(cd)i, (cd)es 2(ed)y, (ed)n (cd)s—s

admet donc les quatre racines distinctes r,ry, r,r,, ryry, ryr,. On
démontre d’ailleurs facilement, comme on I'a fait pour I'équation (1),
qu’elle est réciproque et admet encore la racine ur. Nous avons ainsi
ses cinq racines quand r,, r,, ry, ry sont distincts, et que deux de ces
nombres ne sont pas opposés; mais alors, les coefficients de ’équa-
tion (2) sont égaux aux fonctions symétriques de ces cinq nombres
toutes les fois qu'un certain polyneme en a,, b,, ¢,, d. n’est pas nul;
I'égalité a donc toujours lieu, et les cinq racines ont toujours ces
valeurs.

Siaucun des nombres r, 7y, r,r,, ryry, ryr, n’est égal 3 =1, la trans-
formation (T) a donc au moins quatre, au plus cinq points doubles.
Mais, en général, & la racine un ne correspond aucun point double,
comme on le voit par la transformation S, : les valeurs trouvées ne
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satisfont pas 4 la condition x,x; + x,x, + 2; = o; donc, en général,
les transformations (T) ont quatre points doubles, et quatre seulement.

3. Sil’on a un pointdouble de la transformation (T), on peut trouver
directement les racines de ’équation (1) qui lui correspondent; si le
point est a distance finie, ce sont les racines de I’équation

a+ gas+ ha,—s a,+ ha;+ g'a,
bl+gb3+/lb5 b-2+]lb3+glb5'—'s

=o,

ou g, A, g" sont les coordonnées du point double. En effet, soient r
et 7* les racines de cette équation ; prenons ®, et w, non nuls ensemble

et tels que
ro,=(a;+ ga;+ ha,)m,+ (a4 ha;+ g'a,)w,,
ro,=(b,+ gbs+ hb,)w,+ (b,+ hb,+ g'b,)w,;

prenons de méme u, et v, non nuls ensemble et tels que

rvi=(a,+ ga;+ ha,)v,+ (a>+ ha;+ g'a,)v,.
ro,= (b, + gb;+ hb,) v+ (by+ hb,+ g' b,)v,.

Posons ensuite
w3 = g Wy + fw,y, u3= g, + hv,,

W, = ho;+ g'w,, v, = huy + g'uy;

alors, par la transformation (S), w,, w,, w;, w, sont multipliés par r,
et u,, Uy, Uy, U, par r’; ret 7 sont done bien les racines cherchées.

4. Il est facile de conclure de ce qui précéde que la nature des points
doublesdoit dépendrede lanature desracines r,, r,, 7y, r,. Noussommes
amenés a classerlestransformations (S) et (T) en divers types, suivant
la nature de ces racines.

Ces types seront au nombre de dix :

Premier type. — r,, ry, ry, r, réels et distinets.

Deurxiéme typs. — r, et ry réels et distincts; r, et r, imaginaires con-
jugués.

Troisieme type. — r, et ry imaginaires conjugués; r, et r, aussi, et
distincts de r, et ry.
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Quatriéme type. — r, et r, imaginaires conjugués; r, et r, aussi, et
distincts de r, et r,.

Cinquiéme type. — r, et r, égaux et réels, et distincts de r, et r,.
Sixieme type. — r, et r, égaux et imaginaires.

Septiéme type. — r, et r, égaux;r, et r, réels et distincts.
Huitiéeme type. — r, et r, égaux; r, et r, imaginaires conjugués.
Neuviéme type. — r, et ry égaux a un;r, et r,, 2 moins un.
Duxeme type. — ry, ry, 1y, r, €gauX.

On reconnait immédiatement que toute substitution (S) appartient
a I'un de ces dix types, et 2 un seul.

L’objet de I’étude qu’on va faire va étre d’étudier la nature des points
doubles des substitutions de chaque type, c’est-a-dire de voir auxquels
des six domaines (I), (I), (I1), (1II), (III") et (1V) ils appartiennent;
de voir si le groupe des puissances de la transformation est discon-
tinu, et, s'il Pest, de voir I’effet des puissances de cette transformation
sur un point quelconque; enfin, de ramener les substitulions de
chaque type & une ou plusieurs formes simples, en les transformant
par des substitutions convenablement choisies. C’est d’ailleurs ce
dernier point que nous traiterons d’abord dans chaque type; il nous
permettra de répondre facilement aux autres questions; de plus, il
nous permettra d’achever la classification dont la distinction en dix
types est le commencement.

5. Avant de commencer cette étude, remarquons qu’il existe une
substitution (S) dontles éléments de la premiére ligne ont des valeurs
données : nous avons méme vu une proposition plus étendue, rela-
tive & deux lignes ou a deux colonnes (Chap. I, § 1I, 8). Mais il nous
sera utile pour la suite d’avoir une telle substitution ayant certains
éléments nuls; les tableaux suivants jouiront des propriétés qui nous
serviront.

Soienta,, a,, a,, a, les éléments de la premiére ligne ; si d’abord a, a,
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n’est pas nul, nous aurons le tableau :

a,; Qs Qaz; a,

I 1
a - — 0
a, a;
’e
T
o o — 0
a,

o a o0 a

Si, au lieu de @, a,, on suppose non nulle I'une des quantités a, a,,
a,ay, aza,, on se ramene au cas de a, a, # o en multipliant a gauche
la transformation cherchée par

SsSg si a‘a2?£ 05
S; si a3 03
S, si asa, 7 o.

Si ces quantités sont toutes nulles, mais si 'une au moins des quan-
tités a,, a, ne I'est pas, la réponse est fournie par le tableau :

\

a o a; o
o 1 o0 o
¢ 0 ¢ olf’
o o o I

avec la condition (ac),, =1; si c’est 'une au moins des quantités a,,
a, qui n’est pas nulle, on se ramene au cas précédent en multipliant a
gauche par S;.

Si, au licu de se donner les éléments de la premiére ligne, on se
donnait ceux de la deuxiéme, de la troisieme, ou de la quatriéme, on
se ramenerait au cas qui vient d’étre traité en multipliant a droite
la transformation cherchée par Sy, S, ou §;S,'S;S,S,, suivant le cas.

Tout ceci reste vrai méme si 'on ne suppose pas avoir affaire a des
substitutions réelles.

II. — Premier type.

1. r, ry, ry,r, sontréels et distinets. Il existe alors des nombres m,,
m,, mg, m, réels el non tous nuls, tels que la transformation (S) consi-
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dérée donne lieu 4 'identité

(3) myQ+ myQ;+ msQs+ m, Q= ri(myw, + Mywy—+ Mzo;+ m,w,).

Soit
my, my, my; m,
ny, n, n; n,

Pr P2 Ps Pu
91 492 qs G

(4)

une substitution (S) de premiére ligne m,, m,, m,, m,. Posons

T == M6+ M,0,~+ Myw;—+ M, 0,,
M= N 0, 1,0+ N304 N, w,,
T3=— P10+ Pawr—+ P33+ p,oy,
T, = 101+ G2W2+ G0+ G 0]

faisons de la méme facon correspondre aux variables Q,, Q,, Q;, Q, de
nouvelles variables II,, II,, T, II,. Les variables II,, II,, II;, II, sont
alors des transformées de =, %, 7, ™, par une substitution (S), qui
est latransforméc de la substitution donnée par la substitution (4). Or,
en tenant compte de I'identité (3) et des relations entre les coefficients,
on voit que cette substitution transformée est de la forme

ryk o o o

(5) @1 62 0 ﬁa
Vi Y2 Tz Y
6, 0, o 9,

Mais il existe aussi des nombres réels p}, p’, p., p. non tous nuls tels
que

6) p L+ p I+ py I+ pi I, = ry (P T+ Py T+ Py T+ pim);

et méme, p, n’est pas nul; en effet p’, p), p;, p, sont donnés par les
équations
(ri—r3) ply + Bi Py + yi1ps+ 6 p, = o,
(Be—ry) P+ yo P+ Sy p\ =0,
Buphy—+ i ps+ (80— r3) pi=0;

si donc (By—r3)(8s — ry) — B.3. n’est pas nul, p, ne sera surement
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pas nul non plus; si cette quantité était nulle, c’est que I'une des
racines r, et r, serait égale a ry, ce qui est contre I’hypothése. Donc p),
n’est pas nul.
Nous pouvons alors faire de p', p,, p;, p; la troisiéme ligne d’une
substitution (S); et, d’aprés ce que nous avons vu (I, 5), nous pouvons
’ p )
faire en sorte que la premiére ligne de cette substitution soit

I
- O 0 oO.
Ps

En transformant la substitution (5) par cette nouvelle substitution,
nous la mettons sous la forme

ry o o o

(=]
™
>

o
™
-

o
°
&
o

Les racines de I’équation
(Ba—s) (0, —s) —Buds=o0

sont r, et r,. Il est donc évident qu’en transformant par une nouvelle
substitution de la forme

1 (o] o
o ng n
(o] 0o 1 [o] ’
o py o p,
on arrivera a la substitution
r o o o
7) o r, o o
7 o .

o r; o
o o r,
Donc, en transformant convenablement une substitution (S) du

premier type, on peut la mettre sous la forme (7), que nous nomme-
rons forme canonique des substitutions du premier Lype.
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2. Quels sont maintenant les domaines auxquels appartiennent les
points doubles des transformations (T) du premier type? La transfor-
mation (T) qui correspond & la transformation (7), et que nous nom-
m/erons aussi transformation de la forme canonique, est

X,=rryz,
Xo=ryrya,,
X3 =3,

X, =rr,x,

Xs=rsr,xs;

les points doubles seront au nombre de quatre sitous les nombresr,r,,
ryry, r,r,, ryr, sont distinets, c’est-a-dire si aucun d’eux n’est égal a
moins un; ce sont les points

Xy=1. X2 X3 =X, = 3= 03,
Log=1, LN =X3 =, = T30,
Z,=1I, LN==Xg==XL3— X3 =— 0,
ZTs—1I, Xy =Xg=X;==x,= 0.

Ces points doubles sont tous réels. Supposons maintenant que r, r, soit
égal & moins un; alors on a aussi

re=—ry, rory=——1.
Aux racines r, et r, correspond encore le point double

Zy=—1, Lyg—= T3 = X, — X5 —= 0,
aux racines r, et r, correspond le point double
Ty—1, Ty =Ty—= X3 =&, = 0}

si maintenant nous faisons

xz:"xz (i:l,Q, 3-» 43 5)7
nous trouvons
Xy=X3=— X3=—0,

x, et x, restant arbitraires; mais comme

Xy s+ Xy X, + 22 =0,

G. 6
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nous voyons que I'une ou I’autre des variables x, ou «, doit étre nulle;
Pautre peut étre prise égale & un; nous retrouvons ainsi les quatre
mémes points doubles que dans le premier cas.

Donc, toute substitution (T) du premier type admet quatre points
doubles et quatre seulement; ces points doubles sont réels.

Si r,, r,, ry, r, étaient distincts mais non tous réels, on pourrait
refaire le méme raisonnement, en transformant par des substitutions a
coefficients complexes : on mettrait encore la substitution sous la
forme (7); on en conclurait, comme on vient de le faire, que, toutes les
Joisquer,, r,, ry, r, sont distincts, la substitution (T) admet quatre points
doubles, et quatre seulement.

3. Considérons maintenant le groupe formé par une substitution du
premier type et ses puissances positives ou négatives; étudions Ien-
semble formé par un point et ses transformés par les substitutions du
groupe.. .

La puissance n de la transformation (7) est

Xi _ Xs _Xs_ Xi _ X

.
1l n,.n 1l W gl
ryryxy ryrymr, x;  ririx,  ryryzg

Supposons |r,|>|r,| > 1. Si n augmente indéfiniment par valeurs
positives, X,, X,, X;, X, X; tendent a devenir proportionnels a 1, o,
0, 0, 0 : le point tend vers le premier point double; cela suppose tou-
tefois que , ne soit pas nul. Six, = o, x, n’étant pas nul, le point X,,
X,, X;, X;, X; tend au contraire vers le troisiéme point double z, =1,
x, = x, = &, = x5y = 0. Si maintenant , et x, sont tous deux nuls, la

relation
Z T+ Xy, + 22 =0

montre que x; I'est aussi; si «, n’est pas nul aussi, le point limite est
le second point double; si x, est nul aussi, c’est que (x,, x,, z;, x,, ;)
est le quatrieme point double, qui ne change pas.

Si n augmente indéfiniment par valeurs négatives, le point limite
est le quatriéme point double si ;5 o; le second si ; =0, x, 7 0;
le troisiéme si &y = x, = x, =0, 2, % 0; enfin, le premier point double
est son propre point limite,
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Nous voyons donc que cette transformation (T) et ses puissances
forment un groupe discontinu pour tous les points de I'espace, sauf
pour les quatre points doubles; il en est ainsi pour toute transfor-
nllation (T) du premier type dont les valeurs absolues des racines r,, r,,
ry, r, sont toutes distinctes.

Si maintenant ces valeurs absolues ne sont pas distinctes, soit

|"1|:l"2|>1;

alors r,= —r,, puisque r, et r, sont différents. Alors la transfor-
mation canonique a pour z'*™ puissance :

X, X, X, X, _ X,

0 TE T e m —0tE (0

Si n augmente indéfiniment par valeurs positives, etsi«, n’est pas nul,
le point limite est le premier point double; si x, = o, x, et x, n’étant
pas nuls ensemble, le point X,, X,, X,, X;, X; oscille vers deux points
limites, situés tous deux sur la variété x, = 2, = o; ces deux points
limites se confondent si 'un d’eux est double et dans ce cas seulement;
si enfin @, =2, = x,=x,= o0, on est au dernier point double, qui
est son propre point limite. Pour les puissances négatives, on a un
résullat analogue, mais les roles du premier et du quatriéme point
double sont intervertis.

Ainsi, dans ce cas, le groupe est discontinu pour tous les points de
I'espace, sauf les quatre points doubles ct la variété x, =a, = o : cette
variété n’a d’ailleurs aucun point dans les domaines (I) et (I'). Pour
les transformations (T) de cette sorte qui ne seraient pas sous la forme
canonique, lavariété z, = 2, = o estremplacée par une autre, mais qui
n’a non plus aucun point dans les domaines (I) et (I').

De méme, pour toutes les substitutions du premier type, on peut
remarquer que les variétés qui correspondent & &, =o0 ou A ;=0
n’ont aucun pointdans les domaines (I)et (1) et que celles qui corres-
pondent & ,=x,=x, =0 ou h xr,= x;= x;= o sont tout entiéres
situées dans les domaines (III), (TII") et (IV).
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III. — Deuxiéme type.

1. r, et rysont réels et distincts; r, et r, sont imaginaires conjugués ;
comme r,r, = 1, ces deux derniéres racines ont alors un pour valeur
absolue.

En transformant une substitution du deuxiéme type par une substi-
tution (S) convenable, on voit, comme pour le premier type, qu’on
peut la mettre sous la forme

(8)

Les racines de ’équation en s
(Ba—$) (0, —s)—Bidy=o0

sont r, et r,. Il existe deux nombres complexes a et b, non nuls
ensemble, tels que la transformation

K:ﬁzx_*_ﬁky,

(9) Y= d,z+ .y

donne lieu a I'identité
aX+bY=ry(axz+by);
si alors a, et b, sont les conjugués de a et b, on a aussi
a X+ b)Y =r,(ayz + by y).

a et b ne sont déterminés qu’a un facteur pres; si on les multiplie par
un méme facteur, le nombre réel ((ab, — a,b) est multiplié par le
carré de la valeur absolue de ce facteur; nous pouvons supposer
que i(ab, — a,b) est positif; si cela n’avait pas lieu, nous n'aurions
qu’a échanger les racines r, et r,, et il le deviendrait; alors, en multi-

. N , 1
pliant a et b par un méme facteur, nous pouvons le rendre égal & 5
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Posons alors

u= (a+a)z+ (b+b)y, U= (a+a)X+ (b+5)Y,
v=—1i(a—ay)x —i(b—20b,) ), V=—i(a—a,)X\ —i(b—0b,)Y;
/ . -
la transformation (9) s’écrit alors
U=ucosgp — v¢sino,
V =using+ ¢ cosg,
en posant

ry=-cos¢ + ising, ry=cos¢ —isino;

alors, en transformant la substitution (8) par

1 o o o
o a+ a, o b+ b,
o o 1 o ’

1 —i(a—a,) o —i(b—b,)

qui est aussi une substitution (S) a coefticients réels, on la met sous
la forme

ry o o o
S o cos¢ o —sing ’
o o rs o [
( o sino o cos ¢ \
que nous appellerons forme canonique des substitutions du deuxiéme
type.
La démonstration met en évidence ce fait qu’on ne peut pas mettre

la transformation sous laforme analogue a (10), mais ot ¢ est remplacé
par — 9, c’est-a-dire ou r, et r, sont échangées.

(10)

2. Cherchons les points doubles; la transformation (T) s’écrit

X,== ryr cos9 —ryx,sing,
Xo= r;z,cos9 + r;z;sing,
Xs= a,

Xy= ryzysing +ryz,cosq,

Xs=— r3x, sin@ + ryz; cos ¢.
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Nous trouvons immédiatement les quatre points doubles, qui sont :

=1, Zy= 0, Z3=o0, Ty, =—1, Zy= 0;
=1, Zy=—o0, 3= 0, z,—= i, ry= 0
x,=o0, ZTy=—1, Z;=o0, z,=— o, = I3
x,=o, Zy=— 1, x3=o0, z,=— o, ZTy—— 1.

Ils sont tous les quatre imaginaires, deux a deux conjugués; deux
sont dans le domaine (IIT), et les deux autres dans le domaine (III").
Il en est donc ainsi pour toutes les substitutions du second type.

3. Cherchons maintenant 'effet des puissances de la transformation
sur un point quelconque. La puissance » de la transformation (T) peut
s’écrire

X, _ X, _Xs
rtx,cosne —ritz,sinng  riz.cosne -+ rixssinno
_ X, _ X;
T rtz sinno + riz,cosno T —riz,sing + r;’xscosncp.
Supposons
|ry>1.

Si » augmente indéfiniment par valeurs positives, les rapports de X,,
X,, X; a laplus grande en valeur absolue des variables X, et X, tendent
vers zéro, a condition que x, et 2, ne soient pas nuls ensemble. Quant

au rapport
X. _ xsinng+ x,cosng
X: =z cosno—z,sinne’

si © est commensurable avec w, il ne prend qu’un nombre fini de
valeurs, savoir ¢ valeurs si

p et ¢ étant des entiers premiers entre eux; le point X,, X,, X,, X,, X;
tend donc alors vers ¢ points limites, tous situés sur la variété

Ly == X3 = X5=0;

ces ¢ points sont distincts sauf si I'un d’eux est un point double : alors
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ils sont tous confondus. Si, au contraire, © est incommensurable
avec =, le rapport précédent peut s’approcher autant qu’on veut d’une
quelconque des valeurs du rapport

xysinf + a, cosf
n b
x, cosf — x, sinf

0 prenant toutes les valeurs de o a 273 le point X,, X,, X;, X,, X; se
rapproche donc indéfiniment de la variété x, = x; = x, = o, et il peut
devenir aussi voisin qu’on veut de n’importe quel point d'une certaine
variété & une dimension, située sur lavariété x, = x, = a;=o; iln’ya
exception que si I'un de ces points limites est un point double, alors
tous les autres sont aussi confondus avec ce point double.

Si maintenant x, et x,, et par suite x,, sont nuls, z, et «; ne sont
pas nuls ensemble ; alors, si z est commensurable avec =, le point X,
X, X35, Xi, X, occupe le nombue finig de positions sur la variété

Xy =X3=X,=— 0},

si 0 est incommensurable avec =, il occupe une infinité de positions,
qui forment un ensemble dense sur une certaine variété 4 une dimen-
sion située sur x, = x, = x, == 0; dans les deux cas, il n’y a exception
que si le point x,, x,, x;, x,, x, est un point double : la position
occupée est alors unique.

Pour les puissances négatives, on a un résultat semblable, mais les
roles des deux variétés

et

sont échangés.

Ainsi, le groupe est discontinu sauf pour les points de ces deux
variétés, qui sont entierement situées dans les domaines (IIT), (IIT")
et (IV), et n’ont aucun point commun. Pour une transformation quel-
conque du second type, ces variétés ne sont plus les mémes, mais
gardent cette disposition.

IV. — Troisiéme type.

1. Dansce type, r, el r, sont imaginaires conjugués, et r, et r, aussi;
de plus, r, et r, sont distincts de », et r,.
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Il résulte de la que toutes les racines r,, r,, ry, r, ont pour valeur
absolue l'unité.

Nous avons déja vu, a propos du premier type, qu'en transformant
la substitution donnée par la substitution (8)

m, my, m; m,
! n, n, n; n,

,
' P1r P2 3z P

9y 42 43 qs

a coefficients complexes, nous pouvons la mettre sous la forme (7).
Alors il existe un nombre complexe A tel que

Pr= Amy,, P2 = Am,, Ps= Amy,, Pi= Amy,,

I'indice zéro ajouté a une lettre servanta désigner le nombre conjugué
de celui que représente cette lettre. A est d’ailleurs purement imagi-
naire, car

(mp)is+ (mp)oy=r1.

En transformant a nouveau par

] o] ! (o]
A
(4] 1 o o
A 1 ’
—= 0 - o0
2 2
o (o) (o] T
on mettra la substitution sous la forme
r r r,—
1+ 7 o —N—Ts
2 A
o ry o o
AMri—r — ’
Ay 3) ° n—-ro,
4 2
o o o r,

mais la substitution par laquelle on a, & présent, transformé la substi-

tution donnée, a sa premiére et sa troisieme ligne formées d’éléments
réels.
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Opérons de méme sur r,, n,, ny, 1y, ¢, s, ¢35, ¢, ; NOUS VOyONs que,
en la transformant par une substitution (S) a coefficients réels, nous
pouvons mettre la transformation proposée sous la forme

\ oy o a3 O

[s) ‘32 o] ﬁg
Y1 0 Y3 O
o 62 o 65

en opérant maintenant sur la premiére et la troisiéme ligne de ce
tableau, puis sur la deuxiéme et la quatrieme, comme nous avons fait
sur la deuxiéme et la quatriéme & propos du deuxieme type, nous
parvenons & mettre la substitution proposée sous la forme

cosp o —sino o
‘ o cosy o —sing |
(1) sing o cos¢Q 0 ’
o siny o cosy

c’est la_formecanonique des substitutions dutroisieme type. Les nombres
Ty, Iy, ry, r, ont pour valeur

ry=cos¢ + ising, ry=-cosy + isiny,
ry=cos9 —isino, r, =cosy —isiny.

La démonstration employée montre qu’on peut échanger les angles
2 ety : on a encore une substitution transformée de la substitution
donnée ; mais on ne peut changer ¢ en —o, ni ¢ en — .

2. Cherchons les points doubles; le plus simple, pour les trouver,

est d’appliquer la méthode donnée au commencement de ce Chapitre.
On trouve ainsi les points

Zy=1, Ly — i’ 3= 0, -Z';"—'—-l., Tg——1;
xry=1, o= — I, Zx;=o, T, = I, Ts=—1}
Ly=1, Ly —=—1, Zx;=o0, T, =— I, rs= 13
=1, Ze= I, Zy=o0, z,= I, Zy= 1.

Ces points sont deux a deux imaginaires conjugués; I'un est dans
G. 7
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le domaine (I), son conjugué dans le domaine (I'), les deux derniers
dans le domaine (II).

Cette disposition des points doubles nous montre de nouveau qu’il
est impossible, pour arriver a la forme canonique, d’échanger r, et ry,
our,etr,.

3. Considérons le groupe des puissances de la transformation; la
puissance n de la transformation (11) s’obtient en remplacant ¢ par
ng ety par ny. Siz ou ) est incommensurable avec =, aucune puis-
sance de la transformation (11) ne se réduit a la transformation
unité. Le groupe n’est alors discontinu pour aucun point de ’espace.
En effet, la transformation (T) a pour équations

X,= @, cos0ocosy + z, sing cosy — x, coso sinY + x; sing siny,
X;=— 2, sing cosY + =z, coso cosy + x, sing siny + x; cosg siny,
Xs= s,

Xi= =z,cos¢sind + z, sing siny + =, coso cosY — x5 sing cosy,
X;= = sing siny — x, coso sind + =, sin¢ cosY + x5 cosp cosy.

Nous voyons qu’en prenant ¢ et ¢ suffisamment voisins de zéro, un
point x,, x,, x;, x;, x5 quelconque est changé en un point aussi
voisin qu’on veut. Ici ¢ et J nous sont donnés; mais, pour la puis-
sance n*"° de la transformation, ¢ ety sont remplacés par nop et ny,
qu’on peut naturellement augmenterd’un multiple quelconque de 27 ;
or, on peut trouver trois entiers n, A, £ tels que, ¢ étant un nombre
positif donné quelconque, on ait

|ne +2mh|<e,
| Y +omk|<ce;

pour cette transformation, les angles qui remplacent ¢ et J sont infé-

rieurs a ¢ en valeur absolue; comme ¢ estarbitraire, notre proposition
est démontrée.

Si maintenant g et ¢ sont commensurables avec =, le groupe des

puissances de la transformation (11) est un groupe fini. Sil’on pose

9 =nL, $= nf-,:,

q9 q
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ps P’y ¢, ¢’ étant des entiers dont les deux derniers sont positifs, et
p et g étant premiers entre eux, ainsi que p'et¢’, le nombre des trans-
formations du groupe serale plus petit commun multiple de ¢ et de ¢’

! !
ou le double de ce nombre suivant que fﬂgﬂ, ou ¢ est le plus

grand commun diviseur de ¢ et de ¢’, est pair ou impair.
Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que le groupe des
puissances d’une transformation du troisiéme type soit discontinu

pour quelque point de 'espace est que @ et soient commensurables
. ‘
avec m; ce groupe est alors fini,

V. — Quatriéme type.

1. Dans ce type, r, et r, sont imaginaires conjugués; il en est de
méme de r, et de r,, qui sontdistincts de r, et de r,. Il résulte de la
que la valeur absolue d’aucun de ces nombres n’est égale a un.

Comme nous I’avons vu a propos du premier type, il y a une
substitution (S), a coefficients complexes,

my my, m; m,
ny, ny, n; n
Pi P Pz P
9 92 93 9

telle que, si I'on transforme la substitution donnée par celle-ci, la
transformée soit de la forme (7).
Les coefficients »,, n,, n,, n, sont égaux aux conjugués de

m,, m,, m;, m, multipliés par un méme nombre A; mais, en transfor-
mant de nouveau par

———
° -

(=]
(=] o
(=] (=]

o O M=

)
o s
o A
nous ne changeons pas la transformée; seulement »,, n,, n,, n, sont

remplacés par les conjugués de m,, m,, m;, m, : nous supposerons
donc que n,, n,, n,, n, sont les conjugués de m,, m,, m,, m,.
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Les coefficients ¢q,, ¢,, ¢;, ¢, sont égaux aux conjugués de
P1s P2> Pa» Ps multipliés par un méme nombre w. Donc (ng),; + (7q).,
est égal au conjugué de (mp),, + (mp),, multiplié par p.; mais ces
deux nombres sont égaux a un; donc u. = 1.

Posons

ri=r (cos¢ + ising),
ro=r (cose —ising),
ry=r'(coso — i sing),
ry=r'(coso + isino),

r et r’ étant deux nombres positifs tels que r7’ soit égal 4 un.
Transformons de nouveau par

1

\/‘I'f°°
Fwe
° ° Vv
VBV

la substitution par laquelle nous avons transformé la substitution
donnée est maintenant réelle; la transformée est

rcosg -—rsing o o
rsing rcoso o o
(12) o o rlcoseq —r'sing ;
o o r' sing r'cosg

c’est la forme cannnique des substitutions du quatriéme type.

2. En appliquant la méthode donnée au commencement du Chapitre,
nous trouvons les quatre points doubles :

xy=o0, x,= I, Zy=1, T, = I, 5= 0;
z,= o, Xy = —1, T, =1, X, = —1, &Zy= 0}
=1, Ly = X3——= &Ly, = T3== 0,

T\=Xy =Xy =axy =0, rg=1,
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Deux d’entre eux sont réels; les deux autres sont imaginaires con-
jugués et situés dans le domaine (I1).
jug ¢

3. La puissance n de la transformation (T) qui correspond i la
substitution (12) est

Xy _ X,
12°%y T Xy COSTRG + 223 SINNO COSRG — &, Sin’ng
— Xs
T —x,8in N COSNG + 23 COS2N P — X, SINNG COSNP
Xb XS

— &, 8i0°n¢ + 2x3sinnocosng + x,cos?ne 't

Supposons > 1. Si n augmente indéfiniment par valeurs positives,
et si x, n’est pas nul, le point limite est le troisieme point double. Si
x, = o, et si x,, x, et x, ne sont pas nuls ensemble, les points X, X,,
X,, X,, X, se rapprochent indéfiniment de la variété x, = x; = o, qui
porte les deux premiers points doubles. Pour savoir de quels points
de cette variété ils se rapprochent, remarquons que I'on a

ZoZ)+ X3 =03}
par suite, il y a des nombres z et ¢ tels que
Zy=— 3%, Zy=— —3t, x, =— 2}
si Z et T sont les transformés de z et ¢, on aura

Z _ T
zcosng—tsinng ~ zssinno+tcosng

Sidonc 'un des points limites de X,, X,, X;, X,, X;, pour un point
initial donné, est un des deux premiers points doubles, il n’y a pas
d’autre point limite; dans le cas contraire, il y a un nombre fini de
points limites si ¢ est commensurableavec =, et une infinité dépendant
d’un paramétre si o est incommensurable avec .

Si enfin , =, = ¢, = , = 0, nous sommes au qualriéme point
double.

Pour les puissances négatives, on a un résultat analogue, mais les
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roles des deux points doublesréels sont échangés, et la variété x, = o
est remplacée parla variété xy = o.

Les variétés , = o et oy = o sont situées dans les domaines (II),
(III), (II") et (IV); leur intersection x, = x; = o est située dans les
domaines (1I) et (1V).

Le groupe est donc discontinu, sauf pour les points de la va-
riété x, = x; = o et pour les points doubles.

VI. — Cinquiéme type.

1. Dans ce type, r, etr, sont égaux et réels; r; et ,, qui sont aussi
égaux et réels, sont distincts de r,. Il en résulte que la valeur absolue
d’aucun de ces nombres n’est égale a un.

Nous pouvons d’abord, comme pour le premier type, ramener toute
substitution de ce type & la forme

r, o o o

(13) @1 @z o ﬁb
Yr Y2 T3 Y
61 6; o 6‘

Il existe quatre nombres réels m, n, p, g tels que cette substitution
(13) donne lieu a I'identité

mQ +nQ+pRi+ qQ=r;(Mw;+ nwy+ pw;+ qu,).

On peut supposer que p ou ¢ n’est pas nul; car, s’ils étaient nuls
tous deux, = ne le serait pas, et, en transformant par

1 0 O o

O O o —1

o o 1 o ’
o 1 O o

on aurait encore une transformée de la forme (13), mais ¢ ne serait
pas nul.

Supposons d’abord p == o; alors le raisonnement fait pour le pre-
mier type est de tout point applicable; nous pouvons mettre notre
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substitution sous la forme

ry o

o r, o o
(14) ,
. o o r; o

o 0 o0 I

qui estla premicre forme canonique des substitutions du cinqui¢me type.
Si maintenant nous supposons p = o, ¢ 5~ 0, nous pouvons trouver
une substitution (S) dont les coefflicients de la quatriéme ligne sont
3 . I
m, n, p, g, ceux de la premiére étant 7 0, 0, 0; Cce sera

\

1
- o0 o0 o
q
1
(15) o p oo '3
o m q o
m n o gq

transformons la substitution (13) par la substitution (15); en tenant
compte des relations eutre les coefficients, nous trouvons pour trans-
formée une substitution de la forme

' ry o o o

Bi rn o B
Yr O I's Y.
O O 0 r;
Transformons encore par
1 o o o
o 1 o ﬁb
ry—r;

- —————
o
| =
-
)
°
\_,:

o o ry y |\
o
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ou B3, et y, sont liés par la relation
Bl rs—+ ",')/5: o.

Si 'un des nombres B, ou v, est nul, 'autre Iest aussi, et nous
retrouvons la premiére forme canonique.
Si B, n’est pas nul, nous transformons de nouveau par

Bi o o o
o r, o o

1

0O 0 =— o
B

o o o r;]

et nous aboutissons a la forme

r o o o
r ry o (o]
( 16 ) L]
0O 0 Iy —r;
o o o rs

qui estla deuxiéme forme canonique des substitutions du cinquieme type.
Il est visible qu'une substitution du cinquiéme type ne peut se
mettre que sous une seule des deux formes canoniques. Nous dirons,
par abréviation, substitution de la premiere (ou deuxieme) forme cano-
nique, au lieu de substitution qui peut se mettre sous la premicre (ou
la deuxiéme) forme canonique. Il ne pourra pas en résulter de confu-
sion. Nous emploierons le méme langage pour les types suivants.

2. La transformation (T) correspondant a la substitution (14) est
Xy =rizy, X, =a,, Xs=a3, X, ==z, Xs=riz;.

Comme points doubles, nous avons d'abord tous les points de la
variélé a deux dimensions

Xy =Ty —=— O’

située dans les domaines (1) et (IV); de plus nous avons les deux
points doubles isolés réels

r=1, Ly =Xy =X, — X5==0;

L) =g —=T3—=2;,,=< 0, Zsg=1.
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3. La puissance n de la transformation est

Xi _Xa_ X Xa X

an =
ry

x, z, =z =z r‘ax,

Supposons |r,| > 1. Si 7 augmente indéfiniment par valeurs posi-
tives, le point limite est le premier point double isolé, 2 moins que le
point x,, x., x,, x,, ; ne soit sur la variét¢ x, = o, entiérement
située dans les domaines (II), (III), (III") et (1V). Si 2, =o, x,,
x, et z, n’étant pas nuls ensemble, on a comme point limite un point
de la variété double. Enfin, si @, = x, =2, =, =0, c’est qu'on
estau deuxiéme point double isolé.

Pour les puissances négatives, le résultat est analogue.

Le groupe des puissances de la transformation est donc discontinu,
sauf pour les points doubles.

4. Passons maintenant a la transformatiou (T) correspondant a la
substitution (16); c’est
Xy=rir, Xy=o+2r3—a, Xg=maz—a, Xe=z, Xj=rizs.
Comme premier point double, nous avons le point réel

Tyg=—1, N=X3 =X, — X3—= 0,

qui correspond aux deux couples de racines confondus r,, ryet r,, r,;
ensuite, nous avons les deux points réels
xry=1I, L9y X3 X, — X5=— 0,

Ty=1, LN= &)= X3 = Z,=—0;
en tout, trois points doubles.

5. Le groupe des puissances de la transformation a pour transfor-
mation générale

X~I —_ xg X:; X', X5

an

ritzy T xyt+a2nxy—ntxr,  z;—nz, &, riaog

Supposons encore |r,| > 1; si » augmente indéfiniment par valeurs
positives, le point limite est le deuxiéme point double si x, s~ o0; le
G. 8
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premier, si x, = o, x,, ¥, et , n'étant pas nuls ensemble; le troi-
sieme point double, enfin, est son propre point limite. Pour les puis-
sances négatives, le résultat est analogue. Ce groupe est donc discon-
tinu, sauf pour les point doubles.

VII — Sixiéme type.

1. Les nombres r, et r, sont ici égaux et imaginaires; r; et r, sont
alors aussi égaux et imaginaires conjugués des précédents, et tous ces
nombres ont I'unité pour valeur absolue.

Ce que nous avons vu pour le cinquiéme type nous prouve que,
par une transformation (S) imaginaire, nous pouvons mettre la
substitution donnée sous I'une des formes

rn o o o rn o o o
o r, o o ro rn o o
' o o r; olf’ 0 0 r; —r;
o o o r o o o rs

Occupons-nous d’abord de la premiére. Soit

m; m, m; m,
n, n, n; n,
Pr P2 P3P
91 92 93 s

la substitution par laquelle nous avons transformé la substitution
donnée pour 'obtenir. Soient m,, et n;, les conjugués de m; et n,; il
existe quatre nombres A, ., ', ' tels que I’on ait

pi:>\ M=+ [ Ny .
= 3 3

gi=N M+ p' ng (6=1,2,3,4);

le déterminant A’ — N n’est d’ailleurs pas nul. Mais les relations

(mp)is~+ (mply=1. (mgq)s+ (mq)y=o,
(npla+(np)u=o, (ngha+ (ng)u=1,

nous prouvent immédiatement que A et p’ sont purement imaginaires.
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Transformons de nouveau par

a b

c d o

o o d —cl
o o —b a

\

ol a, b, c, d sont assujettis & la condition
ad—bc=r1;

la transformée n’est pas changée. Mais, si ¢ et d sont pris tels que
pd—uy'c=o,

le nombre p est, dans la nouvelle substitution de transformation,
remplacé par zéro. Alors, comme

(rphis+ (np)a=o,
nous voyons que

RyMgg— NgMyg—= NaMyg— NpMgg == N1 M3z~ N3zg My~ NggMy— NyoMy — 03
alors

Al
(mq)s+ (mq)e= T
donc
AM—o.

Nous pouvons alors traiter cette substitution comme nous avons fait
pour le troisiéme type. Posons

ry=1co0so + ising, ry=cose —ising;

nous arrivons a I'une des deux formes

cos¢@ o —sing o
o cosQ o —sing
(17) . )
sino o cosQ o
o sing o cosQ
cos ¢ 0 —sing o
o cos ¢ o sing
(18) . ;
sing o cosQ o

o — sing o cosQ
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la forme (17) est la premiére forme canonique du sixiéme type, la
forme (18) est la deuxieme.

Dans la forme (17), on ne peut pas changer ¢ en — ¢ : on n’aurait
plus une transformée de la substitution donnée. Dans la forme (18),
ce changement est possible.

2. Cherchons les points doubles des transformations (T) corres-
pondantes. Pour la premiére forme, nous trouvons les points

=1, To= I, x3=—o0, z,=—1, Zy=—1;

Xy =1, .’1‘2:—[', ZT3==0, Xy = i, Lyg—=—1}

ils sont imaginaires conjugués et situés I'un dans le domaine (I),
I'autre dans le domaine (1'); de plus, nous avons tousles points de la
variété a deux dimensions

X, = Z;3, Ty = I,

qui est tout entiére dans le domaine (II').
Pour la deuxiéme forme, nous trouvons les points

=1, xro== I, Z3=—o, = I, Ty=1,

et

zi =1, x,=—1, Z3=o0, X, =— I, Ty=1,

qui sont imaginaires conjugués et situés dans le domaine (II); et de
plus, les points de la variété & deux dimensions

&y —— Ty, ZLy=— 24,

située dans les domaines (I), (I') et (IV).
3. Les groupes formés par les puissances d’une de ces substitu-
tions sont formés d'un nombre fini de substitutions si ¢ est commen-

surable avec w; dans le cas contraire, ils ne sont discontinus pour
aucun point de I’espace.

4. Supposons maintenant que, par une transformation imaginaire,
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on ait mis la transformation donnée sous la forme

rrn o o o
rnrp o o [
o o ry —rgf’
o o o rs

nous conserverons la méme notation que tout & I’heure pour la substi-
tution de transformation. 1l existe deux nombres A et u. tels que

q.= hmy,, Pir=—An,+ pmy (i=r1,2,3,4).

Orona
(mgq )13+ (mq)e=o0;
done
(19) My Mgg— Myg iz =+ Ny Myg— Moy M, = O.

On a ensuite
(mp) s+ (mp)oy=1;

ceci nous donne, en tenant compte de ’équation (19),

(20) —AMmyngg— mynig+ My Ry — M Nyy) =1.
De plus,
(ng)is+(nglu=1;
par suite
(21) — M(myony— mgony+ Moy ny— myony) =1.

Nous voyons donc que A est égal & son conjugué; donc A est réel.
Transformons de nouveau par

/

o R
(<]
o ©
(e}

(<]
(<]

o] ’

o Q|-

1
o o -
[~
la transformée n’est pas changée; mais, dans la nouvelle substitution
de transformation, le coefficient qui remplace A est égal au quotient
de A par aa,; nous pouvons donc faire en sorte que A soit remplacé
par == 1. Supposons donc A= = 1.
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Nous avons aussi la relation

. (rp)is+ (np)ay=o0;
elle peut s’écrire

— Ay ngo— R3n g+ N>Ry — Ry nRyg) — r(mygng— myony + myy 0y — myyn,) =o;

et comme, d’aprés I'équation (21), le coefficient de w est réel, nous
voyons que (. est purement imaginaire. Nous pouvons donc trouver
un nombre 3, dont le conjugué sera désigné par 3,, tel que

AP — Bo) =p-.
Transformons alors par

1 o 0o o

B 1 o o

o o1 —B d

o 0 o 1

la forme transformée n’est encore pas changée; mais, dansla nouvelle
substitution de transformation que nous désignerons toujours par la
méme notation, on a

1 — A ] .
q_ )\mo (t=1,12,3,4),
Pi—=—A Ny
==£1.
Transformons de nouveau par
T o o A
Va Va
o -l— —l—A- (0]
Va V2
o =2 1 o[
V2 Va
nooo o, =
Va Va

la substitution de transformation est maintenant réelle, et la trans-
formée prend la forme

cos¢ o o A sing
(23) —sing cos.qa Asing A co'sq)
—Acosg —Asine cose —sing

— Asing o o cos @
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ou I’on a posé

ry=-cosg + isino, ry=—coso —isino.

Pour A = — 1, ce sera la troisiéme forme canonique du sixiéme type,
séns direct; pour A = 1, ce sera la troisiéme forme canonique, sens indi-
rect. Les substitutions représentées sont inverses 'une de I'autre.
Une substitution de cctte sorte ne peut pas prendre a volonté la forme
de sens direct ou la forme de sens indirect, car la démonstration met
en évidence que le nombre A ne peut prendre qu’une seule des valeurs
un et moins un.

5. Les points doubles sont évidemment ici an nombre de trois,
comme pour les substitutions analogues du cinquiéme type.

Pour les trouver, on peut employer une méthode analogue a celle
qui a été indiquée au commencement du Chapitre. Introduisons les
nombres w,, v,, w;, v,, de transformés Q,, Q,, Q,, Q,, tels que

Q=ruw, (é=1,2,3,4);

soient encorew), ', w}, w, des nombres de transformés Q/, Q;, Q, Q;,

tels que
9; = rlm:-—r— km,-,

k étant une constante. Nous aurons
(QQ');5+ ()= [(wo' )13+ (0] 713
comme 7} n’est pas égal a un, il en résulte que
(ww');+ (ww'),, = o.
On constate alors que le point de coordonnées
;= (0w )2, T, = (wn')3, Z3 = (00" )3, Zy = (0w') 14, Zy= (v’

est un point double de la transformation.

La racine r, fournira de méme un second point double.

Enfin, pour le troisieme point double, supposons que le point
Yy, U,, Uy, U, soit tel que I'on ait

Y,=rsu, (¢=1,2,3,4),
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Y,, Y,, Y;, Y, étant son transformé; on vérifie alors sur le cinquieme
type, deuxiéme forme, auquel tout ceci s’applique aussi, que

(09)43 4 (wv)ey =0}

cette relation a lieu aussi ici, puisque, si I'on emploie des substitu-
tions imaginaires, ce cas ne differe pas de celui du cinquiéme type,
deuxiéme forme; alors le point xv,, x,, x,, z, correspondant est aussi
un point double.

Nous trouvons ainsi les trois points doubles

Ty =1, Xy = T3 = T, = T3= 03
Ly=1, Zy =0, 3= |, z,=o, Zsg=1}
x, =1, xr,=—o, X3 —=—I, x, =0, Ts=1.

Le premier est réel, les deux derniers sont imaginaires conjugués et
situés dans le domaine (II).

6. Considérons maintenant le groupe des puissances de I'une de
ces substitutions. La puissance n de la transformation directe, ou la
puissance — n de la transformation indirecte, est

cosng o o —sinng
—nsinng cosne —sinng —ncosng )

ncosne sinng cosne —nsinno

sinng o o cosno

La transformation (T) s’écrit

Xy
z costng —2x;sinngcosne —nx,—xzsinng
X,
— nxy+xy+ R x,+ nxy
X
Xy sinNO COSNG + T3 C082N0 + X5 SINNY COSRQ
_ X Xs

T ax, T —axpsin’ne—az,sinng cosng + nuo,+ x, o8 no

On voit que, si x, et x; — x; ne sont pas nuls ensemble, le point
limite est le point double réel, que » croisse indéfiniment par valeurs
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positives ou par valeurs négatives. Si I'on a simultanément

Z,— 0, Xy = T,

on a aussi X, =o0 et X, =X, : les points transformés occupent un
némbre fini de positions si o est commensurable avec w, une infinité
dense sur une variété a un paramétre dans le cas contraire; il n’y a
exception que pour les trois points doubles, qui sont tous sur la
variété
x,= o, Xy = X.

Ce groupe est donc discontinu sauf pour les points de la variété a

deux dimensions r, = o, x,=x,. Ces équations entrainent | + x;=o0;

donc x, = = iz,. A 'exception du point double réel, tous ces points
sont dans le domaine (1I).

VIII. — Septiéme type

1. Ici, r, et r, sont égaux; r, et r, sont réels et distincts. Comme
r,r, = 1, la valeur commune de r, et de r; est un ou moins un.
En opérant comme pour le premier type, nous mettons notre sub-
stitution sous la forme
rr o o o
ﬁx @2 o ﬁ@

Y V2 Tt Y
0, 6 o &,

Il existe trois nombres m,,

m,, m, non tous nuls, tels qu’on ait
I'identiteé

MyQy+ m3Qy+ m Q= ry(myn,+ myw;+ m,w,) + koy,

k étant une certaine constante; d’ailleurs m; n’est pas nul, car sans
cela r, ou r, serait égal a r,, ce qui est contre I'hypothése.

Il'y a donc une substitution (S) dont les coefficients de la troisieme
ligne sont

o my, my m

+

tandis que ceux de la premiére sont
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En transformant par cette substitution, la transformée prend la

forme
rr o o o

o B, o B .
Y+ o r, o ’
o 0, 0 0,
en opérant alors comme pour le premier type, on la met sous la forme
r, o o o)
o r, o o
Y» o ry o

o o o n

si y, = 0, on a la substitution
s r, o o o (
o r o o
(23) ’ ,
o o r, o
o o o S
qui est la premiére forme canonique du septiéme type.
Si y, n’est pas nul, en transformant par

A o

o I

o

o ©

gl
A

1

o O

o >~

o o

on constate qu’on a une transformée de méme forme, mais ol vy, est
remplacé par son quotient par A*. On peut donc choisir A de fagon a
obtenir pour transformée I'une des substitutions

ry o o o
o ry, o o
(24) )
ry o r o
o o r,
rr o o o
o ry o o
a5 3
(29) —ry o r, of’

o o o n,
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ces deux substitutions sont inverses 'une de 'autre, 4 condition de
permuter dans la seconde r, et r,, ce qui revient 4 la transformer par
S;S,8, (Chap. I, §1, 3). La premiére se nommera deuxiéme forme
canonique des substitutions du septiéme type, sens direct; la substitution
(25) sera la deuxiéme forme canonique, sens indirect.

2. Quels sont les points doubles de la substitution (23), premiére
forme canonique? Ce sont tous les points des deux variétés

L3 &I, —= Ty=—= 0,

Xy ==Ly == T3— 0.

Ces variétés a deux dimensions ne se rencontrent pas et sont toutes
deux situées dans les domaines (III), (III") et (IV).

3. La puissance n de cette transformation est

X\, X _Xe X, Xy

. — T an - — Jn.n — S an '
ity T iz, T oz rtrix, T ririaxg

Si » augmente indéfiniment par valeurs positives, et si |r,| > 1, le
point limite est un point de la premiére variété de points doubles, a
moins que le point initial n’appartienne a la deuxiéme variété. Sin
augmente indéfiniment par valeurs négatives, les roles des deux
variétés sont échangés. Le groupe est encore discontinu, sauf pour
ces deux variétés.

4. Cherchons les points doubles de la deuxiéme forme canonique;
ce sont les deux pointsréels

Xy =1, X = X3 ==X, —= Xy— 0,

Zy=1, Xy == Ly X3 = Z,== 0.

5. La puissance n de la transformation (T) correspondant & la sub-
stitution (24) est

X, X, Xs_ Xy X;

sy - - N = T gt n - Tpall n y.n °
riryxy, —nrirex,—+riryz, Z3 riryx, nririx,-rir;zg

Soit |r,| > 1. Si n augmente indéfiniment par valeurs positives, le
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point limite est le premier point double, 2 moins que le point initial
n’appartienne a la variété z, =x, =2, =o0; les points de cette
variété tendentvers le second point double. Pour les puissances néga-
tives, lesroles des points doubles sont échangés, et la variété excep-
tionnelle devient 2, = =, = x, = o; cette variété est, comme |'autre
située dans les domaines (I1I), (III") et (IV). Le groupe est discon-
tinu, sauf pour les points doubles.

Pour la substitution (25), les résultats sont naturellement sem-

blables.
IX. — Huitiéme type.

1. Dans ce type, r, et r, sont égaux : leur valeur commune est
alors == 1; r, et r, sont imaginaires conjugués : leur valeur absolue
commune est un.

En opérant comme pour le type précédent pour les racines r, et ry,
et comme dans le deuxiéme tvpe pour r, et r,, on voit tout de suite
qu’on parvient & I'une des formes

r, o o o
o cos® O —sin
(26) i LS
o o ry o
sine o  cosg
ry o o o
o cos¢ o —sino
(27) ’
r o r, o
o sing o cosg
ry o o o
o cos o —sino
(28) ? ")
—r o ry o

o0 sing o cosg

la forme (26) sera la premiére forme canonique du huitiéme type; la
forme (27) sera la deuxiéme, sens direct, et la forme (28) la deuzréme,
sens in-irect. Ces deux derniéres substitutions (S), aprés changement
de p en — o dans 'une d’elles, sont inverses 'une de I'autre.

2. Pour la premiére forme canonique, les points doubles sont ceux
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des variétés a deux dimensions imaginaires conjuguées
x,2—= iz, Zs = — L&y, r3==o

et
xr,—=—1x, Ts= L.Ts, Z3==0;

la premikre variété est située dans les domaines (I), (II') et (III), la

deuxiéme dans les domaines (I'), (1I) et (I1I"). Ces deux variétés ne
se renconlrent pas.

Le groupe des puissances de la transformation est fini si 3 est com-
mensurable avec w; dans le cas contrarre, il est infini et discontinu
pour tous les points de I'espace.

3. La deuxiéme forme a comme points doubles

x,=o, xry=1, Z3=—o0, z,=o, xy—=—13

x,=o, Ty=—1, XI,=0, Z,= 0, xs— L.

Le premier est dans le domaine (111), le second dans le domaine (T1I").

4. La puissance n de la substitution (27) s’écrit

X,
rizx,cosng — riz,sinng

X,
— Nr{x; COSNQ + I'{Z, COSRP + nrizx,sinne + rirs;sinng
X; X,
z,  rixsinng + rtz,cosng
X

nriz,sinne — rix,sinno + nrix, cosno + rfx;cosn
1 1 1 2 1 1 & 1 5

Les transformés d’un point quelconque peuvent tendre vers I'un
des points doubles, ou en tout cas se rapprocher de la variété
x, = xy =, =o0 : pour les points qui ne tendent pas vers I'un des
points doubles, le nombre des points limites est fini si » est commen-
surable avec 7; si z estincommensurableavec =, les points limites sont
tous les points d’une variété 4 un parameétre. Ce groupe est donc dis-
continu, sauf pour les points de la variété @, = x, = z;, = o, située
dans les domaines (I11), (11I') et (IV).
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X. — Neuviéme type.

1. Icir, et ry sont égaux;r, et r, le sont aussi, mais sont différents
de r, et r,. L'un de ces couples est composé de racines égales a un,
'autre de racines égales a moins un. Nous désignerons par r la valeur
commune de r, et de r,; — r sera celle de r, et de r,.

En opérant comme pourles deux tvpes précédents, on voit tout de
suite qu’'on peut, en la transformant par une substitution (S) réelle,
mettre toute substitution de ce type sous I'une des formes

7 o o o
(29) o —r o
2
9 er o r ’
o —mr o —r

ou ¢ et v peuvent prendre chacun 1'une des trois valeurs zéro, un ou
moins un. D’ailleurs, si 'on transforme une de ces formes par la sub-
stitution S; (Chap. 1, §1, 3), et qu'on change ensuite » en —r, on
arrive a une forme analogue a (29), mais ol ¢ et v sont échangés. On
peut donc réduire a six le nombre des formes obtenues :

¢ =1 = 0, premiére forme canonique ;

e =1, 1 = o0, deuxiéme forme canonique, sens direct ;

e=—1, =0, deuxiéme forme canoniqu~, sens indirect; cette
substitution est I'inverse de la précédente;

e = = 1, lroisiéeme forme canonique, sens direct;

e =Y = — I, lroisiéme forme canonique, sens indirect; cette substi-
tution est 'inverse de la précédente;
€ =1, = — 1, quatriéme forme canonique.

2. La transformation (T) correspondant a la premiére forme est
Xi=—z,, X, =— x, X; =z, Xo=—ax, Xs= — ;.
Les points doubles sont ceux de la variété a quatre dimensions
X303

cette variété pénetre dans tous les domaines (1), (1'), (II), (II), (II1")
et (IV).
Le carré de cette transformation est la transformation unité.
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3. Pour la deuxieme forme, les points doubles sont ceux de la variété

Xy =X3= x,— 0,

située dans les domaines (IIT), (III") et (IV).

La puissance n dec la substitution de sens direct donne lieu a la
transformation (T)

XI . X2
(__ l)".z‘, - n(__ I)'L'H.L‘,—-t— (“‘1)"‘22
X X, X

z, = (— 1)z, R(— )T+ (— 1) x5

Si n augmente indéfiniment, le point limite est un point double; le
groupe est discontinu, sauf pour les points doubles.

4. Pour la troisiéme forme, 'unique point double est

X=Xy &3 = X, = 0, ZTy=13}
il est réel.
La puissance » de la transformation (T) de sens direct est

X, . X, _ X5 X,
(—D)rx;  n(—1)"a 4 (— 1)z, x5 n(—1)tz 4+ (—1)"x,
— X;

T RN (—0) 'z n(— 1) x4 n(— 1) T+ (— 1) s

Les transformés de n'importe quel point tendent vers le point double;

il n’y a d’exception que pour les points dela variété a deux dimensions
. . =0, g = Ty,

ce qui entraine

Zy—= {2y

les points de cette variété autres que le point double occupent seule-
ment deux positions, 'une pour laquelle x, = ix,, I'autre pour la-
quelle z, = — iz,.

Le groupe est donc discontinu, sauf pour les points de la variéte
x, =0, x,=ux,. A I'exception du point double, qui est réel, ces
points sont tous dans le domaine (II).
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5. La quatriéme forme canonigue a aussi ’'unique point double

Xy = Xy T3=— X, =0, Zs=—1,
qui est reel.

La puissance n de la transformation (T) est

X, A\S _ X5 X,
(—1)"xy  n(— )" (— )" T ay on(— )+ (—)ha,
Xs

T RN = ) T - n(— 1) &+ R(— 1) T+ (— §) Ty

Les transformés de n’importe quel poinl tendent vers le point
double. 1l n’y a d’exception que pour les points de la variété a deux

dimensions
‘ll: O’ ..'l'l:—x[,,

ce qui entraine , = ==, : les transformés de ces points, autres que
le point double, n’occupent que deux positions distinctes, une pour

laquelle x, = x,, I'autre pour laquelle x, = — z,.
Le groupe est discontinu, sauf pour les points de la variété¢ a deux
dimensions x, = 0, ¥, = — x,, qui cstsituée dans les domaines (111),

(L) et (IV).
XI. — Dixiéme type.

1. Dans ce type, r,, r,, 7y et r, sont égaux; leur valeur commune
est == 1; nous la désignerons par r.
Nous pouvons d’abord melttre toute substitution de ce type sous la
forme
r o o o

(30) @1 52 o ﬁ#
Vi Y2 T Y
9, 0 o 9,

Il existe alors trois nombres m,, m,, m, non tous nuls tels qu’on ait
I'identiteé
myQy+ myQy+ m,Q, = r(m,w,+ nyon, -+ m,n,) + Ao,

k étant une certaine constante. Comme pour le cinquiéeme type, on
peut supposer que m, ou m, n’est pas nul.
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Si d’abord m; n’est pas nul, on peut raisonner comme pour le neu-
vieme type, et arriver ainsi & I'une des formes

r o o o

(31) e roe o

0
Er o I Os

o nr o r

ou'e et v peuvent prendre chacun 'une des trois valeurs zero, un et
moins un. Comme dans le neuvieme tyvpe, on peut, en transformant
par S, (Chap. I, § I, 3), échanger ¢ et . On obtient donc ainsi six
formes canoniques :

€ = 1 = 0, premiere forme canonique

e =1, n =0, deuxiéme forme canonique, sens direct;

€ = — 1, vy = 0, deuxiéme forme canonique, sens indirect; cette sub-
stitution est I'inverse de la précédente;

€ = v =1, lroisiéme forme canonique, sens direct;

€ =1 =—1, lro'siéme forme canonique, sens indirect; cette substi-
tution est I'inverse de la précédente;
€=1, = — 1T, quatriéme forme canonique.

Supposons maintenant

m;=o, m, 7 o.
Nous pouvons transformer par

1 0 o (]

0 n, o n,

o o 1 o |
o m, o m,

ou n, et n, sont tels que (mn),, = — 1. La transformée est alors

r o o
B o B

Y
[ATY A A
bl 0o r

avec la relation

r(y,+ Bi) — }’:@s: 0.
G. 10
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Supposons d’abord que 1’on ait

V2= =p.= Bi=yi=o;

alors on retrouve la premiére forme canonique.

Supposons maintenant que I'on ait

V2= 1= IBSZ o,

2, et y, n’étant pas nuls ensemble : ils sont alors opposés. Transfor-
mons cette substitution par

r

—~ 0 0 o
B

o 1 o olf,
o o 2 o

la transformée est

I

o O
o o

(<]
~

en la transformant de nouveau par

va ° " s
L6 o L
\/; \/: !’y
—1I 1
o E \—/; o
1 1
o -\-/—;' -\—/—i o

nous retrouvons la quatrieme forme canonique.
Supposons maintenant que vy, soit nul, v, ou 3, ne I’étant pas; on a

encore v, = — 3,. En transformant par
@ o o b
o a b o
o ¢ d ol
¢ 0 o d)



TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. 71
ou al— bc=1, on ne changera pas cette forme, mais on pourra
annuler B,; si vy, n’est pas nul, on prendra par exemple pour

celaa=d=1,c=o0ctb=— ?71; si v, est nul, on prendra a=d=1,
/ 1

b=o, c= % En transformant alors par
*

o © ©
o O ©
l

o
(=]

puis en opérant comme pour le neuviéme type, on retrouvera les
formes déja rencontrées.
Supposons enfin

727 0.

En transformant alors par

O I O m

o O I O ’

o o o 1
on conserve cette forme de transformée; mais si m = — %, B, est

2
remplacé par zéro. Ainsi, on est ramené au cas de
61: 0.

En transformant maintenant par

1 0 O

l
]

on a une transformée de méme forme; mais, si

71

n— —

72
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v, est remplacé par zéro. Transformons alors par

I o o o

O I'tYy O O

o o 1 0 |
r

(o] o o —
72

et nous obtenons comme transformée

r o o o )
o o B,
(32) o r 1 Bl

r o o r

Si alors 8, = o, en transformant de nouveau par

I I
vi s o °
1 I
-—'\E——E o o
1 1 [?
o o0 —— =
V2 V2

nous retrouvons la quatriéme forme canonique.
Si 3, = o, une transformation

)\

o o o
I
07\00
T
0o 3 o0
lo o o A

raméne {3, & la valeur er, ¢ étant égal 4 &= 1. Pour e =1, onala substi-
tution

r o o o
o r o r
(33) )
o r r r
r aQ o r
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cinquiéme forme canonique du dixiéme type, sens direct. Si e = — 1,
nous transformons encore par

© © 9
o
=}

et nous trouvons la substitution

~
o
(=]
(=]

~
~
o
]
~

(34)

qui est U'inverse de la substitution (33); c’est la cinquiéme forme
canonique, sens indirect.

2. La transformation (T) correspondant a la premiére forme cano-
nique estla substitution unité. Cette premiére forme n’est pas altérée
quand on la transforme par une substitution quelconque. Nous avons
ainsi deux substitutions (S) correspondant a la transformation (T)
unité : ce résultat était d’ailleurs facile a voir directement.

3. Pour la deuxiéme forme canonique, les points doubles sont tous
les points de la variété

X\ = T3= T, 0,

située dans les domaines (II1), (11I") et (IV).

Le groupe des puissances de la transformation fait tendre les trans-
formés de n’importe quel point vers un point double; ce groupe est
discontinu, sauf pour les points doubles.

4. Dans la troisieme forme canonique, les points doubles sont tous
ceux de la varicté

Xy == 0, Tog == T4,
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ces équations entrainent x,= =ix,; ces points sont tous dans le
domaine (I1), sauf le point
X=Xy = a3 =x,=0, x3=1,
qui est reel.
Les puissances de la transformation font tendre tout point autre

qu’un point double vers le point double réel. Ce groupe est discon-
tinu, sauf pour les points doubles.

5. Les points doubles de la quatrieme forme canonique sont tous
les points de la variété

=0, Xy — &}
ces équations entrainent
Z3 == 2,3

ces points sont situés dans les domaines (II1), (TIT") et (1V).
Par les puissances de la transformation, les transformés de tout

point autre qu’un point double tendent vers le point double réel
X)) =X, =3 =x,= 0, L, =1.

> —

Ce groupe est discontinu, sauf pour les points doubles.

6. La cinquiéme forme canonique n’a qu’'un point double

Xy = 0, LT, X3 =X, == 5= O,
il est réel.
La puissance n de la substitution de sens direct est

rn o o o
n(n—r)
—i rt rm o nrt
2
)
(n+1)nln—1) n(n—l—l)r,l

_ 7 n n ,.n rrl
(o} 2

\ nrt o 0 rn
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la transformation (T) correspondante est

X, . X,

&Ly 4+, r(rn—r1)(2n—1)

(n—1)yn'(n—u)
_—————-——‘z'

LTy n(rn—1)x;—+ v— Ny
6 12
. X, _Xu
- nin+1) @z,
nay by + ————
2
- . n(n+1)(2n=+1)
—n’r—2nzx,— L+ x,

6

Par les puissances de la transformation, les transformés de n’im-
porte quel point tendent vers le point double.

XII. — Conséquences.

1. Prenonsdeux des formes canoniques que nous avons énumérées :
nous constatons qu’elles different soit par le nombre ou la nature des
points doubles, soit par les effets des puissances de la substitution sur
un point quelconque. Il est donc certain qu'aucune substitution (S)
ne permet de transformer ces formes 'une dans 'autre, méme si r,,
ry, 1y, 7, sont les mémes pour les deux transformations.

Nous avons ainsi vingt-deur formes canoniques distinctes, sans tenir
compte de la distinction qui se présente & huit endroits différents
entre les substitutions de sens direct et celles de sens indirect. Ces
huit endroits se trouvent : un dans chacun des sixitme, septiéme et
huitieme types, deux dans le neuvieme type, trois dans le dixieme

lype.

2. Considérons a part les substitutions qui ont au moins un point
double dans le domaine (I), et par suile dans le domaine (I'). De
I'étude que nous avons faite il résulte qu’il est nécessaire pour cela
que r, et r, soient imaginaires conjugués, ainsi que r, et r,; si deux
de ces quatre racines sont égales, leur valeur commune doit encore
annuler les mineurs du déterminant premier membre de I’équation (1)
en s; enfin, les quatre racines ne peuvent étre égales que pour la sub-
stitution unité. Si toutes ces conditions sont remplies, on a dans le
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domaine (I) un point double unique (troisiéme type; sixi¢me type,
premiére forme), ou une infinité, tous les points d’une variété algé-
brique pénétrant dans ce domaine, et dont les points dépendent d’un
parameétre complexe (sixieme type, deuxicme forme; huitieme type,
premiére forme), ou méme de deux (neuvieme type, premiére forme).

Le groupe formé par les puissinces d’'une de ces transformations
n’est discontinu que si les arguments de », r,, r,, 7, sont commensu-
rables avec = il est alors fini.

Les autres sortes de groupes de puis<ances sont toujours discontinus
(sauf pour des points exceptionnels) et infinis.

CHAPITRE 1II.

FORMATION DU POLYEDRE TONDAMENTAL D'UN GROUPE DISCONTINU.

Nous voulons donner une méthode de formation du polyédre fonda-
mental d’'un groupe discontinu de transformations (T). Dans cetie
méthode, les variétés a cing dimensions invariantes par les transfor-
mations (T) qui ont un point double donné dans le domaine (1) joue-
ront un role fondamental. Cela nous entraine a ¢tudier d’abord ces
transformations.

I. — Transformations de point double g==3g'=+, A =0

1. Quelles sont les transformations ayant pour point double le
point g =g'=1, =07 Cest un point du domaine (1); done, en
dehors de la transformation unité, ces transformations appartiennent
toutes soit au troisieme tvpe, soit au sixiéme type, premiére ou
deuxieme forme, soit au huiticme type, premiére forme, soit enfin au
neuvieme type, premicre forme. Or, pour toutes ces sorles de trans-
formations, on se rend compte, sur les formes canoniques, que tous
les points doubles peuvent étre (rouvés par la méthode que nous



TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. 77

exposions au commencement du Chapitre précédent. La présence de
racines multiples pour.l’équation (1) en s (Chap. II) appelle seulement
les observations suivantes :

Pour le sixiéme type, premiére ou deuxiéme forme, on associera r,
a lui-méme, puis r, a lui-méme, enfin r,  ry, en faisant attention pour
ce dernier couple & la condition

(0v)3+ (wV)g=0o0.

Pourle huitiéme type, premiére forme, on associera la racine double
4 I'une ou 'autre des autres.

Pour le neuvieme type, premiére forme, on associera la racine un a
la racine moins un.

2. Considérons donc une transformation ayant le point double
g=g' =i, h=o;

soient r et r les racines de I’équation en s auxquelles correspond ce
point double.
Si
a, a, az; a,
b, b, by b,
€ C C3 G
d, d. d, d,

est notre substitution (8), I’équation en s
(1) (ay+iay— s)(by+ (by—s) — (ay+ ia,) (by+ iby) =0

admet les racines r et r'. Nous supposerons d’abord que r n’est pas
égal a r', c’est-a-dire que nous n’avons pas une substitution du sixiéme
type, premiére forme. Nous voyons alors que I’'on a

(2) (ab)ia— (ab)z, = cos(o + ¢),
(ab)iy—(ab)y=sin(¢@ + ¢),
en posant
r =cos¢ —+ isino,
r'=cosy + {siny.
G.

11
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Une solution quelconque des équations en w, et w,

(ay+faz— s)w;+ (a,+ La,)w, =0,

3
) (by+ibs)wy+ (by+ ib,— s)wa =0,

qui se réduisent a4 une si s égale r ou 7', vérifie aussi les équations

(4)

; swy,=(c¢;+ ic3)wy =+ (Ca+ £c, ) Wy,
Iswe = (d; + idy)w; + (dy + id,) w,.

Supposons d’abord a,-+ ia, différent de zéro; nous pouvons
prendre
W= a,+ la,, We=—S§ — a;— las;

donc, pour s égal a r ou r',

is(ag+ia,) = (c,+ ics) (ay =+ la,) + (cy+ic,) (s — ay— tay);

done

Co+lc,= i(ay+ ia,);
puis

¢+ lcg=i(a;+ iaz);
ainsi

Cy=—as, Ca==— ay, C3=a,, C=Qy;
mais
(ac)iz+ (ac)y=1;

done

al+a}+ai+al=1.
Mais alors, les équations (2), jointes aux équations
(ab)is+ (ab)y, = (bc)1a—+ (b¢ )y =0,
permettent de déterminer &,, b,, b, et b,; on trouve ainsi

by=—aycos(9 + ¢)— a,sin(9 + ),

by= a;cos(@+ )+ azsin(e + ¢),
by= a,cos(o+ ) — aysin(e + ),
by =— a3 cos(¢ +¢) + a; sin(g + ¢).

Nous remarquons alors que

byt iby=(— a,+ ia;) [cos(9 + ¢) + isin(p + $)];
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donc b, + ib, n’est pas nul; un calcul pareil & celui qui nous a donné
¢y Cy, €y €t ¢, nous donne

dy=— b, dy=—b,, dy= by, d, = b,.

En posant ¢ + ¢ =0, nous parvenons a la substitution

a; (22 as a,
5 —a,co80—a,sinf a,cos0 4 a,sinb a,cosf—a,sinf —a;cos6 + a,sinb
) — a3 —a, a, as
—a,cos0 +a,sind a;cosf —a,sinf — a,cosd —a,sinb a;c0s0 + a;sinf

qui est bien réellement une substitution (S) répondant a la ques-
tion si
a’+al+ad+al=1.

Nous avons supposé a,+ ia,=-o0; supposons maintenant a,~+ia,= o.
Les équations (4) sont alors vérifiées pour v, = o et pour w,=o, ce
qui donne

Cy+ e, =d,+ id;—o;
alors les équations

(ab)y3=(bc);3=o, (ac)3=1
montrent que b, = b, = o. Les équations (4 ) donnent ensuite
¢+ ics=t(a,+ ia;),
dy+ id, = ((by+ iby);
enfin les équations (2) deviennent
a; by—azb, = cos(¢ + ),

asb,+a,b,=sin(¢ +¢);

on retrouve alors la substitution (5), o I'on a fait a,= a, = o.

Quand on a la substitution (5), on peut calculer facilement ¢ et ¢.
On a d’abord la relation
¢ +¢=106;

de plus, I'équation (1) nous montre que

a,—+ by, = cos¢ 4 cosy,
a;+ b, = sing + siny;
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ces deux derniéres conditions se réduisent a celle ci :

(6) a, cosg +a; siné—:cos%-
Nous avons donc ¢ et J, en grandeur et en signe.

Nous avons, dans le calcul précédent, supposé que nous n’avions
pas affaire & une substitution du sixiéme type, premiére forme, et que,
par suite, r n’était pas égal & /. Supposons maintenant que I'on ait

r=r'.

On voit tout de suite sur la forme canonique du sixiéme type, pre-
miére forme, que les conditions

&)3:i&)“ W, = iﬁ)g,
le point double étant g =g"=1, A = o, entrainent les égalités

o _o_o_¢

®, (ATY W3 (OTX

De la résultent ici les équations

a4+ lag=cos¢ + Ising, a, + la, = o,

b+ ib;= o, b, +ib,—=cos¢ + ising,
¢+ icy=1i(cos¢ + ising), ¢+ ic,=o,

dy+id;=o, dy+id,=i(cos¢ + ising);

on arrive ainsi & la substitution

cos¢Q o sing o
o cos ¢ o sing

—sing o cosgp o
o —sing o cosg

Or si, dans la substitution (5), on veut avoir

¢=1y,

la condition (6) montre que
a, cos + a;sing —1.
Mais, comme a} + a; + a} + a; =1, on a aussi

(@1 €059 + a;8ing)? + (—a,sing + a; cos @ )*+ al + a? =1;
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donc
a; sing —a; cos¢ = o, a,—=a,=o;
par suite
a;=cosq, as;=sing.

Nous retrouvons ainsi notre substitution du sixiéme type, premiére
forme.
La substitution (5) peut donc, pour des valeurs convenables des

paramétres, représenter n’importe quelle substitution (S) de point
double
g8=g'=/i, h=o.

3. Le produit de deux substitutions (5) est donc une substitu-
tion (5). Si, dans les deux facteurs, I'angle 6 = ¢ + ¢ a les valeurs
respectives 0 et ', sa valeur © dans le produit est

0=0+0'

Ceci nous prouve que les substitutions (5) du sixiéme type, deuxiéme
forme, et celles du neuvieme type, premiére forme, forment aussi un
groupe.

En écrivant les valeurs de a,, a,, a,, a, dans le produit, on retrouve
I'identité d’Euler sur le produit de deux sommes de quatre carrés.

II. — Variétés a cinq dimensions invariantes par les transformations
qui ont un point double donné dans le domaine (1).

1. Les transformations de point double
g=g'=i, h=o

dépendent, on vient de le voir, de quatre paramétres seulement. Donc,
par un point donné, passent une infinité de varié(és i cinq dimensions
invariantes par toutes ces transformations. Nous nous proposons de
voir s’il en existe dont I'équation s’obtienne en égalant a zéro une
forme quadratique a indéterminées conjuguées en x,, x,, x,, z, et a;,
et de les découvrir.

Parmi les substitutions qui ont le point double donné se trouvent
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les suivantes :

( COSQ () —sing o
o coSs o —sin
(6) . v v
sing o cosQ o
o sinY o cosy

transformons par la substitution (S) imaginaire

!

L o —l-— o
Ve 2
0o L o
V2 Va
(7) ; . ;
— o ] (o)
Va V2
(o] : o !
Va2 Va
nos substitutions prennent la forme plus commode
ro o o '
(8) o ‘ r, o o .
o o ry; o
o r, s
ol I'on a posé
ry=cos9 -+ ising, ry==cosy —+ i siny.

Nos formes quadratiques 4 indéterminées conjuguées restent, par cette
transformation, des formes quadratiques a indéterminées conjuguées.
Or on constate immédiatement que, par suite de 'invariance imposée,
ces formes quadratiques doivent étre du type

(9) Oy Ty Ty Qe Xy Tag—+ K3 L3 L30 + Xy Ly Lo+ A5 L5 L5053

en effet, la présence d’'un autre terme appellerait celle du terme ima-
ginaire conjugué, et, par la transformation, ces deux termes seraient
multipliés par des facteurs différents.

De plus, ces formes doivent étre invariantes par toutes les autres
transformations qui ont le point double donné; il suffit de considérer
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les suivantes :

a, as as a,
—a, a a, —ag
(10) ,
—az; —aQ, a Qa,
—a, as — Qg a,

¢’est-a-dire celles du sixiéme type, deuxiéme forme; car, en les multi-
pliant par celles qu'on a déja employées, on peut reproduire toutes
les substitutions (5). Par la transformation déjaindiquée, les transfor-
mations (T) correspondantes deviennent

X, =2y,

Xe= (a1 + a3i) @y — 2(a,+ a;3i) (ay + ay i) xs— (@, + a, i)z,

Xs={(a;+ azi) (as— a,i)zy+ (a] — ai + al — al)x;+ (ay— a3i) (as+ a, i)z,
Xi=—(ay— a;i) xy— 2(a1— a3i) (@ — a, i) x5+ (@ — azi)

X; = 3.

Dans la forme (g), cette transformation ne change pas le coefficient
de z, x,,, ni celui de z,x,,; celui de z,x,, devient

as(aj + a3)'+ ag(af + ai) (a] + a}) + a(aj + ai)’;
or il doit rester égal & «,, pourvu que

a} +a; +al +al=ri;
posons
a} +al=uw,
ce qui entraine
ai +a —1—ux;
on doit avoir, quel que soit «, la relation
a2+ o3 x(1 — &) + o, (1— )2 = aty}
donc
Oy — O3+ o, = o0,
o3 — 20;,—0,

% =— Ay

ces trois conditions reviennent 4 deux :

1
Olg == — O3 == .
2 a 3
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On voit immédiatement que ces conditions sont suffisantes. Nos
variétés sont donc

Oy 4 XTyg—+ Oy (Lg Lgg + 223230+ Ly &40 ~+ Oy L5 L5y = O.

Ces variétés dépendent de deux paramétres.

Il nous reste & les soumettre a4 la transformation inverse de celle
que nous avions faite; elles prennent alors la forme

(12) M@1&10+ ZaZag~+ 223030+ X4y L4+ Z550)
V(& Tag— L0 Ly — Xy Lyo—+ Lo 24—+ T3 L59— Log Ly— Xy Lo+ Ly L)

+ (21 250+ Xyo X5+ Ty Xyo+ Ly X+ 2L33) = 0}

on a posé
A= a4+ 20,4 o,
V=—0+ &,
B=—0y+ 20— as.

2. Nous pouvons facilement en déduire les variétés dont I’équation
s’obtient en égalant 4 zéro une forme quadratique & indéterminées
conjuguées, et qui sont invariantes par les transformations (T) qui
ont un point double donné dans le domaine (I). Si P cst ce point
double, nous dirons pour abréger que ces variétés ont comme centre le
poine P. 1l suffit d’appliquer aux variétés (12) une transformation (T)
amenant en P le point g =g'=1, A=o.

Or on démontre, comme au Chapitre I (§ 1I, 3), que, six,, x,, ,,

x,, x5 et &, £y, 5y, &y, &5 sont deux groupes de variables subissant la
méme transformation (T), la forme

(13) a(xy, Eo+ Xy Lo+ 2&3 Eyo+ &4 Eao+ 25 Epo)
x (210 &5 + o0 & + 22308 + X0 8s + Xso &y )

+B(xy & +x & +oxy bl 2y L+ s &)

x (@10 Eso+ Zag Ero + 2Z30E50+ Tuo Eao+ X0 E10)

+ Y (&) X504+ X0 X5 + X2 Tyot+ T Ty + 225 Tyg)

x (& Eso+ Ero ks + 2 Giod Lo & +2 & E30)

ne change pas de valeur. Mais si I’on fait

El-:l, Ez—_——ia 53207 E;:i, Eli:—l
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et si I’on pose

— A
(14) az)\zv’ 52)‘_‘-”’ y=— +p

on retrouve le premier membre de ’équation (12).
Donc, la forme (13) égalée a zéro représente les variétés invariantes
de centre £,, %,, &, &,, &,.
Nous voyons immédiatement que, si une variété qui a pour centre le
point P(%,, 5, %, &, ;) passe par le point M(=z,, x,, 5, x,, xy),
celle qui a pour centre le point M et qui correspond aux mémes
valeurs des parametres A, w, v passe par le point P. L’équation

(15) o norme (2185, + .80+ 223830+ 24 Esg -+ 25810)
+ B norme (&85 +~ 2,8, + 223k + 2,8y 4+ w5Ey )
4+ Y (& T30+ X19T5 4 Xy Xyo—+ Tag Xy + 223%50)

x (&1 Eso+ 1o &+ Ea Evo+ Evo St 2 &3 E3p) =0,

qui représente la premiére variété sil'on y regarde x,, z,, x,, x,, x;
comme variables, ne cesse pas, en effet, d’étre vérifiée si 'on échange
z;avec§, (=1, 2, 3, 4, 5).

3. Supposons que, dans ’équation (15), on prenne la méme valeur
pour « et pour B : les coefficients de cette équation en x,, x,, z,, x,, Xy
sont alors réels. Proposons-nous d’étudier la disposition des variétés
représentées par cette équation.

Nous nous contenterons de faire cette étude pour les variétés dont
le centre est le point g = g’ =1, A = o; les résultats s’étendent immé-
diatement a toutes les autres variétés. Nous prendrons donc I’équa-
tion (12), ol nous ferons

v=—=o0;
cette équation devient ainsi

(16) A&y Byg = By Zag + 2X3 T30+ Ty Lyg+ L5 Ts0)

4 P (X Tyg+ By XLy + Xy X4+ Lo Xy + 2X3L3y) = O.

Nous voyons que deux variétés (16) ne se rencontrent pas : car leurs
points d’intersection devraient annuler

Xy Ty1o—t+ ZyTg0—t+ 2X3L 30+ L4 Tyo + X5 Ty,

G. 12
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ce qui est impossible. Donc, deux variétés de méme centre et a coef-
ficients réels ne se rencontrent pas.

En particulier, aucune de ces variétés ne rencontre la variété

Ly XLgg—+ Lo L5+ LaXyy+ Lo+ 2X3L3=0,

qui est la variété qui correspond a8 A =o.
Ecrivons maintenant I'équation (16) en coordonnées non hemo-
genes; elle prend ainsi la forme

(17) A1+ g0+ 2hho + 8" gy + (88" —h?) (8080 — R — b (G4 — H)=o.
Cette équation peut encore s’écrire ainsi :
(18) pl(g8' = A+ 1) (5080 —hi+1) +(5—58") (§o—80) + 4/h,]

+ (A —p) 1+ 880+ 2hho+ 850 + (88— 1) (8080 — h3)] = 0.
Faisons dans cette équation p. = A: ’équation entraine

h=o, g=g, g88—nh=—1,

et par suite

~

— /
§=8==%=

La variété ne comprend donc alors aucun autre point que les deax
points conjugués

§=8 = i, h= o,
et

— o — ; J—
g=g'=—1i, h—=o.

Si w (A — ) est positif, c’est-a-dire si w est compris entre zéro et A,
I’équation (18), ou (17). est impossible.
L’équation (17) s’écrit aussi

(19)  A(g8' —h2+1) (880 — I +1)+(g—&') (§o— &) + b hho]
=4(p — N (§§' — Fe2). -

Donc, si A est, par exemple, positif et si
B> A

la variété (17) est tout entiere dans les domaines (1) et (1'). Cette variété
existe dans ce cas, car le premier membre de I’équation (17) est alors
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positif pour les points réels, et négatif pour le point g=g'=1¢,A=0:
donc il s’annule quelque part. Comme les coefficients sont réels, cette
variété se compose donc de points situés dans le domaine (I) et des
points conjugués des précédents, qui sont dans le domaine (I'). Pour
les points d’une de ces variétés, GG’ — 3e* est borné. Si 'on a deux de
ces variétés telles que, pour la premiére, A et w aient les valeurs A,
et i,, et pour la seconde les valeurs A, et w.,, et si
P It
I o
e W b
tous les points de la deuxiéme variété rendent négatif le premier
membre de ’équation de la premiére : nous dirons que la deuxiéme
variété est a ’tntérieur de la premiére. Si G4’ — 3¢? reste inférieur & M
sur la premiére variété, cette quantité est aussi inférieure 2 M sur la

seconde. L’équation (19) montre alors que, si F—;\ est trés peu supérieur

a un, tous les points de la variété sont tres voisins de I'un des
points g=g'=i,h=o0 et g=g = —1i, h=o0, qui sont les centres
de la variété.

[

4. Lavariété (17) partage, si 5 est supérieur a un, le domaine ()

en deux parties : celle pour laquelle son premier membre est positif,
et celle pour laquelle il est négatif; ces deux parties sont linéairement
connexes. 1l suffit de le montrer dans le cas ou A est positif.

Prenons d’abord celle de ces parties pour laquelle le premier
membre de I'équation (17) est positif. Posons

g =pe?,

o étant positif : le premier membre de I'équation (17) est un trinome
du second degré en p, dont le terme de plus haut degré est positif.
Pour certaines valeurs de g’ et de 4, ce trinome n’a pas de racines : car
il est certain que la valeur absolue de g, par exemple, ne peut, surla
variété, tomber au-dessous d’une certaine limite. Or, le premier
membre de I’équation (17) est alors positif quel que soit ¢; dans les
autres cas, il est positif quand p est extérieur aux racines : la région
ou il est positif est donc évidemment linéairement connexe.
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Prenons maintenant la région du domaine (I) ot ce premier membre
est négatif. Nous allons montrer qu’on peut, sans sortir de la région,
faire décrire & un point mobile un chemin continu, partant d’un point
quelconque de la région, et aboutissant au point g =g’ =1, A=o.
Posons

2tlu
=k
® —u’
g=k—=
t—u
L+ u
h =k
t—-u’

k, t, u étant de nouvelles variables remplacant g, 4, g’; elles s’ex-
priment au moyen des anciennes variables par les relations
22— __ (00! — — _g — .._—g .
K=—(g8 ), t_h—k’ “= sk
Le premier membre de I’équation (17) devient, en appelant %,, ¢, et u,
les conjugués de £, ¢, u,
2 kk,
(t—u)(ty—u
200 + 281y — (L 1) (Lo uy)
(t—w) (to— uy) ’

(20) )\31 + k2 k% + 0)[2tutouo+ (64 u)(to—+ uy) +2]%

+p.[—/c’-—k§—2Al.o

Pour les valeurs initiales de %, ¢, u, cetle expression est négative.
Sans changer ¢, ni «, ni la valeur absolue de £, rendons £ réel : cela
peut se faire d’'une facon continue sans que £* + £; décroisse jamais,
et sans que, par conséquent, I’expression (20) soit & aucun instant
positive. Le nombre & est donc maintenant réel; 'expression (20)
devient

. o 28U byt (4 1) (Lo up) + 2 2 (& — L) (10— uq)
(21) )\[l+k+2k (t—u) (b— uy) — /\’(l_“)(to—“o)

Diminuons maintenant d’une facon continue les valeurs absolues des
parties réelles de ¢ et de u, de maniére que leur rapport reste cons-
tant, et, en méme temps, diminuons, s’il y a lieu, le nombre réel %
Al

de maniére que (T — ) (fo— )

ne change pas; ne touchons pas aux
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parties imaginaires de ¢ et de «: dans cette opération, I’expression (21)
diminue constamment,-elle reste donc négative; nous arrivons ainsi a
rendre ¢ et u purement imaginaires. Posons

t=1ia, II:—L'ﬁ,

et remplacons ¢ et u par ces valeurs dans I’expression (21); nous trou-
vons ’expression

,2aifB2 4 (a —B)2 42 ap
(22) )\[I+ki+2k (a+p)2 ]—16H’k=m'

Comme cette expression est négative, c’est que o et 3 ont le méme
signe. Amenons-les d’une facon continue & étre égaux, sans
changer «3; nous pouvons le faire sans que «*+ 32 cesse de décroitre;
diminuons en méme temps £, de facon que le coefficient de p ne
change pas; alors 'expression (22) décroit et reste par suite néga-
tive.

Nous sommes maintenant en un point ot g et g’ sont purement
imaginaires, et ou 4 est nul; posons

g§=1iG, &'=i§,
le premier membre de ’équation (17) devient
(23) A1+ G2+ G4+ G167) — 4GS

on peut faire varier ¢ et ¢’ d’une facon continue de maniére a les
rendre égaux, sans changer leur produit, et sans que 'expression (23)
cesse de décroitre; elle devient alors

(24) M1+ G — GG,

Si nous égalons cette expression & zéro, nous avons une équation
bicarrée qui a deux racines positives; la valeur considérée de G et la
valeur § =7 sont toutes deux entre ces racines; on peut donc aller de
I'une a l'autre sans rencontrer les racines. Nous sommes ainsi par-
venus d'une facon continue au centre g = g’ =1, A = o, de la variété.
Notre proposition est démontrée.

L’interieur de lavariété (17) se compose donc de deux régions, I'une
dans le domaine (I), l'autre dans le domaine (I'); chacune de ces
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régions est linéairement connexe. L’extérieur se compose d’une seule
région linéairement connexe.

5. Reprenons I’étude de la variété (17), en prenant maintenant les

valeurs négatives de & -

A
L’équation (17) s’écrit encore sous les formes

(23) —ul(gg8' =~ —1) (g0 — A —1) +(g+ &) (g0 + 85)]
+ (A + )1+ ggo+ 2hhy+ ' gy + (88— h?) (o8 — hi)] =o,
(26) A(gg'—/h*—1)(80gs—lo—1)+(g+8") (So+50) =4 (r+ 1) (GG —Ie2).

Donc, si @ est compris entre séro et — A, I'équation (17) est encore
impossible. Pour u. = — A, la variété se réduit a

— ’ 2— __ o2 __
g§=—g8, M=—g—1,

elle a seulement deux dimensions; ses équations en coordonnées

homogeénes sont
Zs= &y, X, = 2}

elle est tout entiére dans le domaine (1I). Si %‘ est inférieura — 1, la

variété existe et est tout entiere dans le domaine (II).

III. — Application & une propriété des groupes
de transformations (T).

1. TakorkvME. — Si les transformes d’un point M du domaine (1) par
les transformations (T) d’un groupe n’ont pas ce point pour point d’ac-
cumulation, ils n’ont aucun point d’accumulation dans le domaine (1),
et le groupe est discontinu pour ce domaine.

Supposons, pour nous placer dans le cas le plus général, que le
point M soit transformé en lui-méme par un certain nombre p de
transformations du groupe. Ce nombre p, qui est au moins égal a un,
est nécessairement fini, puisque M n’est pas un point d’accumulation
de ses transformés.

Nous pouvons prendre pour % une valeur assez peu supérieure 4 un



TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. 4] 1

pour qu’a 'intérieur de la variété correspondante de centre M il n’y ait
pas d’autre transformé de M que M lui-méme (on fait toujours v = 0).

Soit X cette variété. Prenons pour %une valeur 5;—' plus voisine de un
L

que la précédente: les variétés X, de paramétres A, et g, qui ont leurs
centres a l'extérieur de = ont toutes le point M a leur extérieur; on

. 3
peut donc trouver des valeurs A, et u, des paramétres telles que —f;\—
2

soit supérieur a wun et que la variété de centre M correspondant a ces
valeurs soit tout entiére extéricure a toutes les vari¢tés X,. Prenons
alors pour ‘% la plus petite des valeurs PAL—“ et -*%, les variétés qui ont
pour centres deux transformés distincts de M et qui correspondent &
ces valeurs de A et i sont tout entiéres extérieures I'une a I'autre.

Soit R une région du domaine (I), sans point commun avec la fron-
tiere. Les variétés de parameétres A et p. qui ont leur centre dans la
région R sont intérieurcs & une certaine région R’ du domaine (I),
obtenue en ajoutant & R tous les points du domaine (1) intérieurs a
une variété quelconque de mémes parametres ayant son centre
dans R.

Or, I'intégrale

SIS

a la méme valeur ©, pour toutes les variétés de parametres A ef w.
Soit ©, sa valeur pour la région R'. Le nombre des conjugués distincts

. , . . § . .
de M intérieurs 2 R est au plus \(—)’-; il est donc fini: chacun de ces
0

conjugués compte d’ailleurs pour p, comme M lui-méme; mais ces
conjugués n’ont pas de point d’accumulation dans R, ce qui est con-
forme a I’énoncé.

Soit maintenant N un point quelconque du domaine (I); nous vou-
lons démontrer que les transformés de N n’ont pas non plus de point
d’accumulation dans le domaine (I). Donnons aux parameétres des
valeurs X', o’ telles que la variété de parametres A', u’ et de centre N
ait le point M a son intérieur. Si une transformation du groupe change
NenN, et Men M,, M, sera & 'intérieur de la variété¢ de centre N, et
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de paramétres A’, u’. Adjoignons alarégion R tous les points intérieurs
aux variétés de parameétres X', p.’ et de centre intérieur & R; nous trou-
vons ainsi une région R’, intérieure au domaine (I). A tout trans-
formé de N intérieur & R correspond un transformé de M intérieur
AR”; comme le nombre de ces transformés de M est fini, il en est de
méme du nombre des transformés de N intérieurs a R.Le théoréme est
complétement démontré.

2. Remarque. — Dans I’énoncé du théoréme, on aurait pu évidem-
ment remplacer le domaine (1) par le domaine (I').

On n’aurait pas pu le remplacer par un des domaines (I1), (III), (I1I")
et (IV) : les groupes formés des puissances d’une substitution mon-
trent que le résultat ne serait pas vrai pour ces domaines.

IV. — Polyédre fondamental d'un groupe discontinu.

1. Soient A, B, C trois points du domaine (I) : nous dirons que C
est plus pres de A que de B si, A et u étant choisis de fagon que la
variété de centre C correspondante passe par A, le point B est extérieur
a cette variété. Si la variété qui passe par A passe aussi par B, C sera
dit équidistant de A et de B.

2. Soit A, un point du domaine (1) qui ne soit pas un point double
d’'une des transformations d’un groupe I' discontinu dans le
domaine (I). Soient A, A,, ..., A,, ... les transformés de A, par les
substitutions du groupe : ces points sont tous distincts.

Soit maintenant M un point quelconque du domaine (I). Prenons
une variété de centre M, ayant & son intérieur le point A,: cette variété
aura a son intérieur un nombre fini des points A,, A\, Ay, ooy Ay ene
Il y a donc un nombre fini de ces points dont M est plus rapproché que
de tous les autres; si ces points sont Ay, A,, A,, ..., A,, nous dirons
que M fait partie des polyédres fondamentaw. qui ont pour centres A,,
Ay, A, .o, A, En général, M ne fait partie que d’un seul polyédre;
s’il fait partic de plusieurs, c’est qu'il est sur leurs frontieéres & tous.

3. Sil’on considére le polyedre fondamental de centre A,, et qu’on
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lui applique la transformation qui améne A, en A,, on obtient le
polyédre fondamental de centre A,.

Tout point du domaine (1) fait donc partie du polyédre de centre A,,
ou de I'un de ses transformés.

4. Supposons que les polyédres de centres A, et A, se touchent :
quelle est leur surface de séparation ? Tous les points de cette surface
sont équidistants de A, et de A,. Si le point A, a pour coordonnées £,
&1y &30 &5y &5, et si, par la transformation qui ameéne A, en A, ces
quantités deviennent &, &, £, &, &, les points cherchés satisfont a
I'équation
(27) norme (& &so —+ 2,850 + 223830 + L4 + Z5E10 )

+norme (2,65 + 238, + 2238 + 28 + 2y )
= norme (5o + Za8yo + 22585 + 2.Ehy + Z5El)
4+ norme (z,&y + 2,8, + 2a3y +a by + a5k ).

Pour les points M plus voisins de A, que de A,, le premier membre
est plus petit que le second, comme le montre immédiatement la con-

sidération des valeurs de *—)\f pour les variétés de centres A, et A, qui
passent par M.

Si I'on admet que %,, &,, &, &,, £; représentent successivement les
coordonnées des divers transformés de A,, de sorte que

E1Eso + E108s + Eobso+ Eaolu+ 283850

garde une valeur constante, le probléme de trouver 4 quel polyedre
appartient M revient donc & trouver le minimum de ’expression

(28)

norme (& £5g + 3840+ 223550+ 24800+ 25810)
+ norme (z,&5 -+ 2,8, + 2&38;3 + 2,8 + x5Ey )

5. Ge que nous venons de faire pour le domaine (I) peut se répéter
pour le domaine (I'). D’ailleurs, on peut prendre le centre du polyedre
indifféeremment dans (I) ou dans (I'): car une variété qui a pour
centre un point a aussi pour centre le point imaginaire conjugué.

6. Pour le domaine (II) et pour les autres domaines, il n’est pas

évident que le groupe soit encore discontinu pour certains points.
G. 13
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Méme s'il I’est, il n’est pas certain qu’un de ces points soit plus rap-
proché de I'un des points A,, A,, A,, ..., A,, ... que des autres. Mais,
si cela arrive, notre procédé permet de prolonger le polyédre fonda-
mental dans le domaine (11) et les autres domuines.

Pourles domaines (11I), (II1") et (IV), on dira qu’un point est plus
prés de A, que de A, si, pour ce point, le premier membre de I’équa-
tion (27) est plus petit que I’autre.

Un point d’'un de ces domaines pourra ne faire partie d’aucun
polyédre : cela arrivera si I'expression (28) n’a pas de minimum.

Un point peut aussi faire partie d’une infinité de polyédres si 'ex-
pression (28) atteint une infinité de fois son minimum.

7. Le polyédre fondamental est limité par des faces dont I’équation
est de la forme (27). Ce polyedre est convexe, c’est-a-dire situé d’un
méme coté d'une de ses faces prolongée indéfiniment.

Ces faces se coupent deux a deux suivant des arétes, qui sont des
variétés & quatre dimensions.

8. Supposons ces faces en nombre fini. On démontre, comme pour
les groupes fuchsiens et hyperabéliens, que ces faces se distribuent en
paires de faces transformées 'une de I'autre par une transformation
du groupe. '

Considérons maintenant les arctes du polyédre fondamental; on
peut les répartir en cycles, comme pour les groupes cités. Pour cela,
on prend une face F, et une aréte A, de cette face; en traversant cette
face, on entre dans un autre polyédre : une transformation T, du
groupe raméne dans le polyedre fondamental et transforme F, dans la
face conjuguée F), et A, dans A,; A, sépare F, d’une face F,; on
recommence sur F, et A, ce qu’on a fait sur F, et A,, ce qui introduit
une transformation T,, et ainsi de suite. Le nombre d’arétes qu’'on
trouvera est fini, car il y en a un nombre fini dans le polyédre. On
sera arrété quand une opération de plus redonnerait I'aréte initiale,
ou bien quand on sera arrivé a une aréte adjacente & une région de la
surface

§§'+3=o0

faisant partie de la frontiére du polyédre fondamental.
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Supposons qu’on retombe sur 'aréte initiale A, ; soientT,, T,, ..., T,
les transformations introduites; alors T,, T,, ..., T, transforme cette

aréte en elle-méme. Supposons que A, ne soit pas tout entiére sur la
surface
((’D((,)I_ Jc): 0;

alors une certaine puissance de T, 7T, ... T, est la transformation unite.
En effet, soient C, le centre du polyédre fondamental et C, son
transformé par (T,T,...T,)% Soit P un point de A,, non situé
sur G§'— je*=o; soit X la variété de centre P passant par C,; les
points C,, C,, ..., C, sont tous situés sur X; leur nombre est donc fini,
ce qui démontre la proposition.

Le polyédre dont on est parti étant fondamental, aucun des polyédres
transformés par les substitutions (T,T,...T,)*T,T,...T,, iSn, ne
doit empiéter sur lui; c’est une condition a laquelle satisfait le cycle.

Si cette condition est remplie pour tous les cvcles, le polyédre est
le polyédre fondamental d’un groupe discontinu. Les transformations
fondamentales du groupe sont T,,T,, ..., T, et les transformations
analogues des autres cycles.

CHAPITRE 1V.

POLYEDRE FONDAMENTAL DU GROUPE DES PUISSANCES
D'UNE TRANSFORMATION (T).

1. Nous nous proposons d’appliquer au groupe formé par les puis-
sances d’une transformation (T) la méthode exposée dans le Chapitre
précédent pour former le polyédre fondamental. Nous pouvons au
préalable supposer que, par une transformation (T) convenable
appliquée a 'espace a six dimensions, on a mis la substitution géné-
ratrice du groupe sous une des formes canoniques. Les résultats diffé-
reront suivant la forme canonique que I’on considérera.

2. Premier type. — Ayant mis la transformation sous la forme cano-
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nique (7) (Chap. II'), nous prendrons d’abord comme centre du pre-
mier polyédre fondamental le point

— ol — 7 f—
g=g =i, h—=o,

dont le transformé par la puissance — » de la transformation a pour
coordonnées homogénes

(l) El: "I" l‘;", E? —_— l.l‘;" ’.;n, &'3:0, E’.: i,.Tu ,.;u’ E:‘;:_ ,.;n ,.;n;
I'expression (28) (Chap. III') devient alors, en la divisant par deux,

2N 20 2N 20 2 0N 20,20
(2) ,l ry x1$|0+r2 rs Ly Xog—t "1 r, .l'_vl'.l,o_i“’;; I, TsLsg

—— X\ X5g— L1 L5~ Lo Zyo— L0 Ly

Nous voulons que son minimum ait lien pour n = o. Il est necessaire
pour cela qu’on ait

(r} r3 — 1) 24Xy (75 1y —1) XeZao+- (17 17 — 1) ZoZyo+ (13 17 —1)@525 20,

(ri?ra® —1) @@+ (12 r3? — 1) o250+ (P72 ry® — 1) Ta e + (r3® ry® — 1)@z 2 0.

©)

——

Ces conditions sont aussi suffisantes : elles deéfinissent le polyéedre
Sondamental, qui a ici deux faces. Pour le démontrer, il nous suffit
d’établir qu’on aura, quel que soit n, sous les conditions (3),

(4) (r'r3" — )@ @+ (137 3" — 1) Xy ey
+ (P2t — Oz, 2y + (P33 —1) a2 0.
Or, posons
ritri=y,
et
logrir; logrir: logrir?

Le premier membre de I'inégalité (4) devient
(5) (y =N &1 2+ (P*— V)29 Zao+ (yB— 1) 2y o+ (YT — 1) 25 250.

Ceci suppose, ce qui est toujours permis, que r;r, n’est pas égal
a un. Supposons que les valeurs absolues de r,, r,, ry, r, soient toutes
distinctes et que

(6) |71]> [ra] > 1> [ 1] > | s
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Ces inégalités entrainent celles-ci :
1I>B>0>a> Y-

L’expression (5) présente donc deux varvations, au sens qu’on donne
a ce mot dans le théoréme de Descartes, qui, on le sait, s’applique
méme si les exposants sont irrationnels. Si y est considéré comme une
variable continue, 'expression (5) admet donc zéro ou deux racines
positives. Or, elle admet la racine y = 1. Donc elle admet une autre
racine positive. Le premier membre de I'inégalité (4) est donc nul si
I'on y remplace n par zéro ou par une autre valeur, qui n’est pas for-
cément entiére; cette autre valeur est nécessairement comprise entre
moins un et plus un, d cause des inégalités (3). Donc 'inégalité (4) est
remplie pour toule valeur entiere de n.

On peut se demander si ce raisonnement ne tombe pas en défaut
pour &, = x,= 0. ou pour z,= x; =o0: I’expression (5) ne présente
alors qu’une variation ; mais, pour ces points, les inégalités (3) sont
impossibles.

" Supposons maintenant qu’on ait

(7) ry=—ry, rs—-—r, | ] >1.

Alors « et B sont nuls, y est négatif. L’expression (5) a encore deux
variations, et 'on peut reprendre le raisonnement precédent: on arrive
a la méme conclusion, sauf que, pour x, = x, = o, 'expression (2)
est constante.

3. Y a-t-il des points qui n’appartiennent & aucun polyédre, ou qui
appartiennent a tous les polyédres transformés du précédent, ou du
moins & une infinité d’entre eux? Ce que nous venons de yoir prouve
qu'un point ne peut certainement pas appartenir a plus de deux
polyédres, sauf dans le cas des relations (7).

Pour qu’un point n’appartienne & aucun polyedre, il faut et il suffit
que ’expression (2) n’ait pas de minimum. Or, cette expression tend
vers + o quand n tend vers 4+ %, & moins qu'on n‘ait x,=x,=o0
[en supposant remplies les conditions (6)]; elle tend vers +o quand
n tend vers — », 4 moins qu’on n’ait «,= x;= o. Donc, si I'onn’a
pas x,=x,=o0 ou x,=x;=o0, elle présente un minimum, et le
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point correspondant appartient a un polyedre. Mais si

xy—=x,—= o0,

cette expression, qui est toujours positive, tend vers zéro quand n
tend vers + o : elle n’a donc pas de minimum; ces points ne font
donc partie d’aucun polyédre. De méme les points de la variété

T, =x5=0

ne font partie d’aucun polyédre. Ces deux variétés 4 deux dimensions
contiennent a elles deux les quatre points doubles, et sont situées
dans les domaines (111, (111") et (1V).

Si I'on se place dans le cas ou les conditions (7) sont remplies, les
points qui ne sont dans aucun polyédre sont ceux des deux variétés a
quatre dimensions

Xy =0, Xy — 0,

situées dans les domaines (II), (IIT), (III") et (IV). Les points
x, = x5 = o font partie de tous les polyédres.

4. Supposons qu’on prenne, comme centre du premier polyédre,
un autre point que g = g'=1, A = o. Nous ne pouvons plus affirmer
que le polyédre fondamental a encore deuxfaces seulement, mais nous
pouvons démontrer que les points qui ne font partie d’aucun polyédre
sont les mémes que précédemment, sauf dans le cas des condi-

tions (7).
L’expression (28) (Chap. 111) devient en effet ici

(8) norme (7t rix, Eso+ ryrixy i+ 223850+ ririx oy + riirizs)

+ norme(r{rixEs + ririz,t, +o2x,8 +ririzk, + ririxé, ).

Placons-nous d’abord dans le cas des inégalités (6). Cette expression
tend vers + o avec n, sauf peut-étre si

x,=o0;
méme dans ce cas, on a la méme conclusion, 2 moins que

I, = 0.
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De méme, quand » tend vers — x, cette expression tend vers + %

sauf si
Xg— Ty=— 0.

Il n’y a donc pas d’autres points en dehors de tous les polyédres que
ceux que nous avons déja trouvés; ceux-ci ne font d’ailleurs partie
d’aucun polyédre, car, pour x,=x,=o0, ce qui entraine z;=o,
Iexpression (8) tend vers zéro quand n tend vers + oc; de méme,
pour x,= x; = x,; = o, elle tend vers zéro quand n tend vers — .

Dans le cas des conditions (7), les points qui ne font partie d’aucun
polyédre, ou qui font partie d’une infinité de polyédres, sont, comme
précédemment, parmi les points des variétés

Zy—o, Xy — 0.

Mais il peut y avoir de ces points pour lesquels I'expression (8) ait
encore un minimum. Par exemple, si x, = o, cette expression reste
finie quand ~ tend vers + w; mais I'expression (8) devient alors

2r3" rit xs sty by
+ ryry [2(@sxso+ Za02s) (§1830 + Erofs)
+ (— 1) (X2 X0+ Za&5) (E1Euo+ Er0Es)
+ (— 1) (@5 Z5o + 240 25) (E180g + E10Ea) ]
-+ norme [ (— 1)" (2280 + Zukao) + 22385]
+ norme[(— 1)*(z38, + a,8y ) + 2238, .

Nous voyons que cette expression a une limite quand » tend vers +oo
par valeurs paires et une autre limite quand » tend vers —+ oo par
valeurs impaires. Pour que les points appartiennent 4 une infinité de
polyédres, il est nécessaire et suffisant que cette expression devienne
une infinité de fois égale a sa plus petite limite, et ne tombe pas au-
dessous : on retrouve ainsi les points x, = a;=o0, comme pour le
centre g==g =1, h=o0. Les points qui n’appartiennent a4 aucun
polyédre sont ceux pour lesquels cette expression reste toujours supe-
rieure a sa plus petite limite. Si cette plus petite limite est celle qui
correspond & n pair, il est nécessaire que, pour n pair, le terme
en riry soit positif; de plus, pour n impair, 'expression ne doit
jamais tomber au-dessous de sa plus petite limite. Quoi qu’il en soit,
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les points des deux variétés
Xy =T33 = &,— 0, Lg—Xy3—T3=—0

ne font, dans ce cas encore, partie d’aucun polyédre, sauf si 1'on a
aussi @, = @y = o. Les points #,= x, = o font partie d'une infinité de
polyédres; mais, dans le cas général ou les deux limites de I’expres-
sion (8) sont différentes, ils ne font partie que des polyedres corres-
pondant & n pair, ou que des polyédres correspondant & n impair.

5. Deuxiéme type. — Prenons d’abord comme centre du polyedre le
point g=g'=1{, h=o, la transformation étant mise sous la forme
canonique. Pour la puissance —n de la transformation, I'expres-

sion (28) (Chap. III) devient
Pty P Xy Ty + " Xy Ty + T3 T sy — Xy Xyg— Tyo Ty — T2 Tao— L0 T

Nous voulons qu’elle soit minimum pour n=o; il est nécessaire et
suffisant pour cela que 'on ait

(rf —Nxyzyo+ (1 — 1)@+ (1} — 1) 2, Zyo+ (12 — 1)@s252 0,

(ri? =)z @+ (32— 1) Xy g+ (F72— 1) Ty Zyo + (137 — 1) T5252 05

cela se démontre comme pour le type précédent; ces inégalités défi-
nissent le polyédre fondamental.

Les points qui ne sont intérieurs a4 aucun polyedre sont les points
des deux variétés

Xy = XT3=ZT,= 0, Ly— T3—T5—= 0},

ces points ne font non plus partie du contour d’aucun polyedre.

Si ’on prend comme centre du polyédre fondamental un point quel-
conque, I'expression (28) (Chap. III) contient 'angle ¢ : le nombre
de faces du polyédre fondamental n’est peut-étre plus de deux. On
trouve que les points des deux variétés que nous venons de trouver ne
font encore partie d’aucun polyédre; aucun autre point ne jouit de la
méme propriété.

6. Troisiéme type, et autres transformations ayant un point double
dans le domaine (1). — Les groupes engendrés par ces transformations
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‘ne sont discontinus que s’ils sont finis. Il y a donc, dans ce cas, un
nombre fini de polyédres fondamentaux qui remplissent tout I’espace.

7. Quatriéme type. — Prenons encore comme centre le point
g=g =1, h=o0; pour la puissance —n de la transformation,
I’expression (28) (Chap. III') devient

!
Yz, &1+ Lo gyt Ly Ly I P Ly T 59— Xy L9 — Ly0 X5 — Lo Lyo— Loy Lo

On voit, comme dans les cas précédents, que le polyedre fondamental
est défini par les inégalités

(r* —nxzy+ (r'* —1aszh20,

(r*—1)z,z+ (r'—*—1)zsxs2 0.
Les points des deux variétés
Zry=o, X3 =0

ne font partie d’aucun polyedre : il v a exception pour I'intersection
de ces variétés; aucun point ne fait partie d’une infinité de polyédres,
en dehors de I'intersection

Ly =X3=—0

des deux variétés précédentes, qui fait partie de tous les polyédres.

Si le centre n’est pas g = g'=1, A= o, on trouve que les points qui
ne font partie d’aucun polyeédre, ou qui font partie d’une infinité, sont
encore sur les deux variétés précédentes; mais il n’est pas sar que
tous les points de ces deux variétés satisfassent a cette condition.

8. Cinquiéme type, premiére forme. — Si 'on met le centre
en g = g'=1, h=o, on trouve que I’expression (28) (Chap. III) est,
pour la puissance — n de la transformation,

n dn
r{"XyZyg+ LoZy0+ Xy Lyg+ I'y” XsTog— L1 Log— LygLs — LT 40— L9 Ly

Le polyedre fondamental est donc défini par les inégalités

(ry —naxyr+ (ry —1)xszg2o,
(17t —1) @z + (r3* — 1) 252502 0.
G. 14
=0
o’
oL %
¥ aNe
R c\\‘)
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Les points qui ne font partie d’aucun polyédre sont tous les points des
deux variétés
= o, Zs=o0,

sauf ceux de leur intersection, qui font partie de tous les polyedres.
Pour un centre quelconque, 'expression (28) (Chap. III) devient

"Ol'me("%"xlaso"’r‘z'zaw"'r‘2“‘3530—*‘ 2,800+ "?»."xsgw)
+ norme(ry"a &y + 2,8, + 2238 + 2,8 + ritagt, ).

Les points qui ne font partie d’aucun polyédre sont, d'une part, les
points satisfaisant aux conditions
Xy =0,
xsE:o(“‘zoZe -+ 2xsoEa -+ xaoae )+ 250&y (xzebo-i- '2-7«‘35304- xkizo)
“+ 258y (Za0buo+ 2 Za0ks0+ Tioboo) + Tnoio (Xabs + 2238, + 248y ) 205

d’autre part, les points satisfaisant aux conditions

Zg=— 0,

1E50 (208, + 223083 + Tuobs ) + 4085 (Xabuo+ 223850+ 2,85y
+ &5 (xzogao-i- 223930 + -TAoEoo) + xlo&Eo(J"?Ei + 22,8, +x5£, )20;

il n’y a d’exception que pour les points de la variété
Zy=—= x5=—0,

qui font partie de tous les polyedres.

9. Cinquiéme type, deuxiéme forme. — Prenons un centre quel-
conque, et cherchons les points qui n’appartiennent a aucun polyédre,
ou qui appartiennent a une infinité. La fonction qui ne doit pas avoir
de minimum est

norme[ 73"z s+ (Za+ 202, — nPx) B+ 2 (25 — nay) Es0+ Tukye+ i 258, ]
+norme[r2tz ks + (Za+2nxs— ntxy)é, + 2(23— na) 8y + 2k, + ritxgt, .

On voit que, si |r,|>1, cette fonction tend vers + o« quand » tend
vers + =, sauf si
Xy =Xy == X3= 03
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de méme elle tend vers + o quand n tend vers — o, sauf si
Xy =X, == T3—=0.

Les points cherchés sont donc sur 'une ou sur 'autre de ces variétés.
On reconnait que ce sont, d'une part, les points satisfaisant aux con-
ditions

&= Xy = X3 =0, (22250 + Ta0%s5) (§1&uo+EroEi) 20
et, d’autre part, les points satisfaisant aux conditions
Ts=2y=x3=0,  (Z1Za+ Z10%s) (Eubso+ Euols) 2 0.

Parmi ces points, un seul fait partie d’'une infinité de polyédres : c’est
le point z,= #; = x, = z; = o, qui estun point double de la transfor-
mation, et qui fait partie de tous les polyeédres.

10. Sixiéme type, troisiéme forme. — Cherchons encore les points
qui ne font partie d’aucun polyédre, ou qui font partie d'une infinité.
L’expression (28) (Chap. III) est ici

norme[(x,cos’ng —2x3sinng cosng — nx,— x5 sin?ng )&y,
+ (— nzy+ 23+ R2x,+ naws) i
+ (2, 8IiNnQ COSNY + 2;0S2nQ + L5 SINNQP COSR Q)L+ T4 g
+ (— sin’ng —2x;sinng cosng + nx,+ x5 cos?ng)éy,]
+ norme[(x; cos®ne —2x;sinng cosng — nx,— 2;5in2ng)E;
+ (—nxy+ 2+ nP2 4 nxs)E,
+ (z,sinngcosng + x;€082n¢ + x5 Sinng cosng)t; + 2,8,
+ (—zysinng — 223 sinnQ cOsSnQ + nz,+ x5 cos*ng)g, .

Si 'on n’a pas a la fois , = o, x, = «;, cette fonction de n tend
vers + o quand n augmente indéfiniment par valeurs positives ou
négatives; par suite, elle a alors un minimum atteint un nombre fini
de fois. Les points cherchés sont donc sur la variété

Z,= 0, Xy = Xs.

Pour ces points, I’expression précédente se réduit 2 un polynome
en sinng et cosnp; remplacons-y g par 6: on a une fonction qui est
minimum pour une certaine valeur 6, de 6; ou bien 0, est de la
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forme np + 24w, n et £ étant entiers, ou bien 0, n’est pas de cette
forme. Dans le premier cas, si o est incommensurable avec =, le point
n’appartient qu’a un polyédre; si © est commensurable avec =, le point
appartient & une infinité de polyédres, correspondant a des valeurs
de n en progression arithmétique. Dans le deuxiéme cas, le point
n’appartient & aucun polyédre si ¢ est incommensurable avec =, et &
une infinité si ¢ est commensurable avec =.

11. Septiéme type, premicre forme. — Nous pourrions donner,
comme nous 'avons fait pour le premier type, le polyédre fondamental

correspondant au centre g = g'=1¢, A=o0 : le calcul et les résultats
sont les mémes.

Cherchons les points qui n’appartiennent 4 aucun polyédre, ou qui.
appartiennent a une infinité, le centre étant quelconque. L’expres-
sion (28) (Chap. III') devient, en faisant x, =1,

norme (1) @ Eso+ 1 a0+ 225850+ rE @0+ 1 25E)0)
“+ norme(rix, & + rix,k, + 2x38s + rizty +ritagg ).

Le coefficient de 73" est
norme (x50 + Z,8,) -+ norme (21 & + x,8,),
et celui de r}" est

norme ( 2, £y + Z3yo) + norme (48, + 56 ).

Pour les points cherchés, I'un ou 'autre de ces coefficients doit étre
nul. Prenons celui de 73", nous trouvons

1 Egy + 28 =0,

241Es + X8, =03

mais, le centre appartenant au domaine (I), §,&;,— &,,&; ne peut pas
étre nul; car la transformation

o
..

© © ©
|
-

(=]
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montrerait que, dans le cas contraire, £,5,,—&,,§,, c’est-a-dire la

partie imaginaire de g, pourrait s’annuler dans le domaine (I), ce
qui est absurde. Donc
T1== X9 = 0,

et par suite x, est nul aussi. La nullité du coefficient de r;" entraine
de méme
Xy= &, = Ty==O.

On voit immédiatement que tous ces points sont en dehors de tous les
polyedres. Ce sont les points doubles de la transformation.

12. Septieme type, deuxiéme forme. — Cherchons encore les
points qui n’appartiennent a aucun polyédre, ou qui appartiennent a
une infinité. L’expression (28) (Chap. III) est ici, en faisant r, =1,

norme [ry z,Esg+ (— nriz i+ ryzs) b+ 2 2385, ri @, Lo+ (nr 2, + ritag) 8]
+norme[ryxi&s +(—nrjz+rizy) i +2238 +rizb+ (nriz - ria)y ]

Cette fonction de n tend vers + o avec n, & moins que 'on n’ait

la fois
Zy=xy=2z=0  (si|ry|>1);

elle tend vers + o« quand n tend vers — oo, & moins que I’on n’ait
X3 = 2,= Zy—= 0.

On voit immédiatement que les points de ces deux variétés n’appar-
tiennent & aucun polyedre.

13. Huitiéme type, deuzxiéme forme. — Posons-nous la méme ques-
tion que pour la forme précédente. L’expression (28) (Chap. IIl) est
ici, en faisant encore r, =1,
norme[(z,cosng — x,sinng)&s

+ (—nx COSNQ + X, COSNY + R, Sinng + x5 sinne)é,,
+ 22385 + (2, sinng + 2, cosn @)Ly,

+ (nzysinng —x,sinng + naw, cosno + x5 cosn )&y, ]
-+ normef(x,cosrng — x,sinng)é;

+ (— nzycosng + x,co8nQ + nx, sinng + x;sinng)i,
+ 2238+ (2, sinng + x, cosne)é,

+ (nxysinne — xysinng + nx, cosng + xscosng)k, 1.
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On reconnait immédiatement que, si’on n’a pas a la fois pour une
certaine valeur de 9

(— @y cos8 + z, sin0) &+ (&4 sinb + z, cos0)E;o= o,
(— 21 €080 + z, sin )&, + (24 sinf + =z, cosh)E, =o,

la fonction de n précédente a un terme en »? multiplié par une fonc-
tion de ~ qui reste supérieure & un minimum positif; donc cette
fonction de n tend vers + o quand n tend vers =, et par suite
elle a un minimum atteint un nombre fini de fois. Pour les points que

nous cherchons, les deux équations précédentes en 8 doivent donc étre
compatibles; or, elles entrainent les équations

— xzyc080 + z, sinf =o,

z, sinf + z, cosf = o;
par sulte, on aura

X=X, = X3=0.
Pour ces points notre fonction de n se réduit a

norme[ (2, cosng + x5 sinn @)y, + (— 2, sinne +- 25 cosn )&y, ]
+ norme[(&;cosng + z,sinng)é, + (—,sinng + x5 cosno)f, 1.

C’est un polynome homogéne et du second degré en cosng et sinng.
Si ¢ est commensurable avec «, tous ces points appartiendront 2 une
infinité de polyédres. Si o est incommensurable avec =, deux cas pour-
ront se présenter; remplacons ng par 0 : on a une fonction de 6 qui
est minimum pour une certaine valeur 6, de 0, définie & un multiple
prés de w; ou bien il y aura des entiers n et £ tels que

bp=no+ km,

ou bien il n’y en aura pas; dans le premier cas, le point appartiendra
a un polyédre et a un seul; dans le second, il n’appartiendra 4 aucun.

14. Neuviéme type. — On peut encore se poser la méme question
pour ce type, et la résoudre par le méme procédé.
Pour la deuxiéme forme de ce type, les points doubles font partie de

tous les polyédres; aucun autre point n'est dans le méme cas, ni ne
fait partie d’aucun polyédre.
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Pour la troisiéme forme, on n’a pas d’autres points que ceux de la
variété
=0, T2 == Z4;

ces points peuvent soit appartenir a tous les polyédres (le pointdouble
est toujours dans ce cas), soit appartenir aux polyédres correspondant
aux valeurs paires de n, ou & ceux qui correspondent aux valeurs
impaires de n. Pourtant, si ;= o, tous ces points appartiennent 2
tous les polyédres.

Pour la quatriéme forme, on n’a pas d’autres points que ceux de la
variété

z,=o0, Ty == — X4}

en particulier, le point double appartient a tous les polyédres; les
autres points peuvent présenter les mémes particularités que pour la
forme précédente.

15. Dixiéme type. — On peut résumer ainsi les résultats concernant
les formes de ce type autres que la premiére : aucun point ne fait
partie d’aucun polyedre; les points doubles font partie de tous les

polyedres; les autres points font partie d’un nombre fini de polyédres
(un, en général).

CHAPITRE V.

FONCTIONS DE g, h, g’ INVARIANTES PAR UN GROUPE DISCONTINU
DE TRANSFORMATIONS (T).

1. Considérons la fonction de g, 4, g’
(1) g —ayg +oah+a,g'+ as(gg'— ht),

ou «,, &, o;, a,, o; sont des nombres complexes liés par la relation

agas—+ asa,—+ a3 =o,
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de sorte que ces cinq coefficients peuvent étre considérés comme les
coordonnées homogenes d’un point de I’espace a six dimensions
Considérons d’autre part la substitution (S) dont les coefficients
sont
[a, ay a; a,

(2) b, b, by b, :
Cy Cy C3 Cy
d, d, dy d,

appliquons a g, &, g’la transformation inverse de la transformation (T)
qui correspond a cette substitution; que devient la fonction (1)? Elle
devient une fraction rationnelle, dont le dénominateur est

(3) (ab);;— (ab)yyg + 2(ab)sh + (ab)ug'+ (ab)ab(gé”_ h?),
et dont le numérateur est
(4) Bi—PBag +2Bsh+ Pug'+ Bs(g8'— A?),

B.» Bas Bss Bis Bs étant les coordonnées homogenes du point transformié
de o, a,, a,, a,, «; par la transformation (T) correspondant au tableau

a, by, cy d,
as b3 C3 d3
a, bb C; db

Sa, b, ¢, d,
(3)

2. Prenons en particulier la fonction
g+ 1.
On aici

ay =1, oy==—1, dy=— o, — ds=—0;

ce sont les coordonnées d’un point du domaine (III'). Alors B, 8,, B,
B,, B;seront ici les coordonnées d’'un point du domaine (III"); ce point
pourra étre quelconque si la transformation (2) est convenablement
choisie. Or, la fonction g+ ¢ ne peut devenir ni nulle ni infinie dans
le domaine (I); il en est de méme de la fonction (4). Done, st «,, a,,
%y, Oy o, est un point du domaine (I11'), la fonction (1) ne peut devenir
nt nulle ni infinte dans le domaine (1).
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3. Considérons la transformation birationnelle

Sd‘: ! 3}
g+

1
(6) y—-g,+l.,

1
g+g +oh+i

Supposons que (g, %, g') soit un point du domaine (I). Alors les coef-
ficients de 7 dans g, dans g’ et dans g -+ g’ + 24 sont positifs ou nuls.
Donc x, y et z sont inférieurs & un en valeur absolue. Si, dans un
espace a six dimensions, un point a pour coordonnées les nombres
complexes x, y et 5, un domaine (D) de cet espace entiérement situé
a distance finie correspond au domaine (I).

-~
~

4. Donnons-nous une transformation (T) quelconque; soient X, Y, Z

les transformés de @, y, z par cette transformation. Formons le déter-
minant fonctionnel

D(X,Y,Z)

D(“"’ Y, 3)

Si G, H, G'sont les transformés de g, £, g’, ce déterminant fonctionnel
a pour expression

- D(X.Y,Z) _D(X,Y,Z) D(G, H,G) D(g h g
7 D(z. 1,2) DG H,G) D(g kg) Dz y, 3)

Or, nous avons déja calculé Il))(((i_g_nﬂl_)) (Chap. I, § 11, 6) : c’est une
o LN -]
fonction qui ne peut devenir ni nulle ni infinie dans le domaine (1).

. D(z, v, s
Calculons maintenant —(—”——,l; nous trouvons
D(g, h, g")

(8) D(x,y. 5) —2 .
D(g, h, &) (g+0)2(g'+i)(g+ g +2h+10)?

ce déterminant ne devient non plus ni nul ni infini dans le domaine (I).
Org—+1i,8 +1i, 8+ g + 2h—+1isonttroisfonctions de la forme (1),
, . . , b(X,Y,Z) -

(&, @y, a5, @y, o) étant un point du domaine (I11'). Donc DG, 0 G)

ne devient non plus ni nul ni infini dans le domaine (I).
G. 15
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D(X,Y,Z)
Dz, y,2)

Si I'on considére une région R intérieure au domaine (1), la fron-
tiere de la région R étant aussi intérieure 4 ce domaine, la valeur
absolue du déterminant fonctionnel précédent restera, dans cette

région, comprise entre deux nombres positifs fixes.

Donc ne devient ni nul ni infini dans le domaine (1).

5. Démontrons maintenant que le rapport des valeurs absolues de ce
déterminant en deux points dela région R reste compris entre deux nom-
bres positifs independants des deux points choisis et de la substitution (S)
consideree.

La formule (7) met ce déterminant sous la forme d’un produit de
trois facteurs. 1l suffit de démontrer que le rapport des valeurs abso-
lues de chacun de ces facteurs en deux points de la région R reste
compris entre deux nombres positif‘s fixes.

(g,.)

Pour le troisieme facteur, D, 3, 5) il n’y a pas besoin de nou-
9 ’ ~

velle démonstration.
Prenons maintenant le second facteur

D(G, H, G') _ T
D(g, hy 8')  [(ab)ia—(ab)yg + 2(ab)sh + (ab), g’ + (ab)wu(gg' — h*)P

Soient (g, 4,, g)) et (g,» ks, g,) deux points de la région R. Posons

(ab)y=ay, (ad)ez= a, (ab)z=ay, (ab)y=au, (ab)g = os;

nous aurons
oy o5+ ag 0, + a2 =o.

Nous avons a considérer la fonction

oy ———oz,oi—’r—zoz;,/z,—t-otw‘-i—ozb(g,g
ay— %a gy -+ 2031+ a8y + as(8egy—

Or «,, a,, &, et ay ne peuvent étre nuls ensemble; nous distingue-
rons quatre cas, suivant que la plus grande des valeurs absolues de
ces quatre nombres sera ||, ||, || ou |a;|. Supposons d’abord

que ce soit |a[; nous avons alors une fonclion continue de neuf
0'& “s

variables: g, &, g\, g2» ks, &> —1 = peul en eflet se tirer de

otl d1



TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES QUADRATIQUES. ILI

la formule

Ces neuf variables restent dans une région bornée, et la fonction ne
peut devenir ni nulle ni infinie : savaleur absolue reste donc comprise
entre deux nombres positifs fixes. On peut répéter la méme démon-
stration dans chacun des trois autres cas; ainsi ce second facteur reste,
en valeur absolue, compris entre deux nombres positifs fixes.

On peut faire une démonstration analogue pour le rapport des
valeurs absolues de G + 7, ou de G'+ 17, ou de G+ G +2H—+7 en
deux points de la région R. Et comme

D(X,Y, Z) —2
D(G, H,G) ~ (G+ )G+ )G+ G+ 2H+1i)?’

le rapport des valeurs absolues de ce facteur en deux points de la

région R reste compris entre deux nombres positifs fixes.
D(X,Y,7)

D(z.7,%) est donc

La propriété énoncée pour le déterminant
exacte.

6. Considérons un groupe discontinu de transformations (T), ¢’est-
a-dire un groupe discontinu dans le domaine (I); soient T,, T,, ...,
T,, ... les transformations de ce groupe. Soit (x,, ¥, 3,) le point
transformé de (z, y, ) par la transformation T,.

Considérons la série

[0 (@ I )
Zns Yy Sn
(9) Ei [:D(x7 Y, 3 )] ’
ou £ est un entier au moins égal & deur. Cette série est absolument
convergente pour tout point du domaine (I); de plus, la convergence
est uniforme dans une région R intérieure 4 ce domaine.

Soit, en effet, A un point de ce domaine. Il peut y avoir p trans-
formés de A qui soient confondus avec A; en général, p = 1. Tracons
une variété invariante de centre A, 4 coefficients réels (Chap. III), et
choisie de telle facon qu’elle soit tout entiére extérieure a toutes ses
variétés transformées par le groupe diflérentes d’elle méme; soient S
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cette variété, S, sa transformée par T,. Posons

r=a +ix", &=, + L),

R 2V ot . n
.7’—)’ )') .)"l—.yn_l"'l}’ua
3=z + i3, Sn= S+ {53

considérons I'intégrale

([0) fffff dx' dz" d),l dyll dz' dz"

étendue a l'intérieur de S,, du moins a la portion de cet intérieur qui
est dans le domaine (I). Cette intégrale est égale a

I)(.’L‘:n rn Jm 7,,, e;,, o" , Y P ,
ffffff'l)(a:’, z" ¥,y &, &) dx' dx" dy' dy" dz' dz"

étendue a la portion de 'intérieur de S qui est dans le domaine (I). Or

(11) D (s Zoy Vs Yo S 5n) (Zny Yny 32) |
Dz, 2", y', ", 5", 5") l)(.z' Y %)

Mais, tant que le point («, y, 5) reste dans S, nous savons que

D(wm Yne 3n >
D(z, y. 5

(12)

D(x, y, 3 )

(A)

k£ étant un nombre positif indépendant de n. Or, la série des inté-
grales (10) étendues aux variétés S, successives est convergente,
puisque la somme d’un nombre quelconque de termes est inférieure
au produit par p de la méme intégrale étendue au domaine (D) qui
correspond au domaine (1) dans I’espace ol les coordonnées sont ,
y et z. Donc, pour le point A, la série

2 D(x,, va, "n)
D(z., y, 5) ¥y %)

Le théoréme sur le rapport des valeurs du déterminant

est convergente.
D(X,Y,Z)

D(zx,y, 3)
en deux points d’une région R intérieure au domaine (1) montre que
cette série est uniformément convergente dans toute région R inté-
rieure au domaine (1).

1l suit de la que la proposition énoncée sur la série (9) est exacte.
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7. Soit R(x, ¥, z) une fonction rationnelle n’ayant aucun point
singulier dans (D) ni sur sa frontiére : la valeur absolue de cette
fonction est bornée dans (D), c’est-a-dire dans le domaine (1) quand
on revient a g, A, g’. La série

n=+4w D( 2 yo 52) ¢
(13) 2 R(zn, Yns -zn)[ﬁ'z—;] (k;2)
n=1

est uniformément convergente dans toute la région intérieure au
domaine (D); sa somme est donc une fonction kolomorphe de z, y, =
dans le domaine (D), ou de g, 4, g’ dans le domaine (I). Nous la dési-
gnerons par ©(g, A, g') :

n=+ow
N .. D(.Z‘,,, Yns Zn) k.
(14) 05, 1 g) = 3, Rlam 3o 30) | e el
n=1

Soit (g, ks, 8,) le point transformé de (g, A, g') par la transfor-

mation T,. Nous aurons
] D(Zn, Yns 50)|7*
—_ ’ . .
(15) 08 I 84) = 0(5, I )| piamdety ]

Des considérations toutes pareilles & celles que M. Picard a em-
ployées pour les fonctions hyperfuchsiennes et hyperabéliennes per-
mettent de voir que, si k est assez grand, la fonction ® n’est pas iden-
tiquement nulle.

8. Le quotient de deux fonctions © correspondant au méme entier £
fournira une fonction invariante par les transformations du groupe
discontinu considéré et se comportant dans le domaine (I) comme
une fonction rationnelle. Des considérations du méme genre qu’il y a
un instant démontrent qu’on peut toujours s’arranger pour que cette
fonction ne soit pas constante.

9. Les termes de la séric (13) ne peuvent pas devenir infinis dans le
domaine (1), mais ils peuvent devenir infinis en dehors de ce domaine.
D(xn, Vi, 5,)

l)(‘rvy»z)
ce domaine,

Le facteur » en particulier, a des singularités en dehors de
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Soit P un point situé en dehors du domaine (I); nous supposerons
que le groupe est tel qu’on puisse enfermer P dans une région R assez
D (2, Yn, 5n)

D(z,y,z)
cette région soient en nombre fini. Nous allons voir que la série (g) est
absolument et uniformément convergente dans toute région intérieure
ala région R, abstraction faite des termes qui ont des singularités dans
cette région.

Tout d’abord, nous pouvons remarquer que les termes qui ont des
singularités dans la région R étant en nombre fini, leur somme est une
fonction rationnelle.

Passons aux autres termes. Soient X, Y, Z les transformés de x, y, 5
par une transformation (T) quelconque : je suppose les coefficients a,,

@y, ..., d; choisis de maniére que BE—;—?’%; n’ait pas de singularité a

petite pour que les quantités qui ont des singularités dans

Uintérieur de R, mais puisse en avoir sur la frontiére : I'ensemble des
valeurs possibles de a,, a,, ..., d, est un ensemble fermé. Soit alors A
un point quelconque du domaine (I); le rapport

[D(X, Y. Z)]
D(x, Y. Z) (P)

[D(X, Y.Z)J ’
D("I"v,”a z) VA)

qui ne peut devenir infini, reste inférieur a un nombre fixe M. On peut
méme remplacer le point P par un point P’ variable dans une région
intérieure a R : la conclusion subsiste. Done, en particulier,

D((L‘,,, Yn Z,,,)
(P') D(z, y, s)

)
(A

|D(Tn. Y ns zn)
D(z,y, s)

la série (9) est donc absolument et uniformément convergente pour
les points P’.

10. On peut alors choisir la fonction rationnelle R(x,y, 5), de
maniére que le nombre des valeurs de n pour lesquelles la fonc-
tion R(x,,y, 5,) a des singularités dans une région suffisamment
petite entourant le point P soit fini, et pour que, pour les autres
valeurs de n, cette fonction reste, en valeur absolue, inférieure 4 un
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nombre fixe. Alors la série (13) est absolument et uniformément
convergente dans une région suffisamment petite entourant le point P,
abstraction faite des termes qui y deviennent infinis : la somme de
cette série se comporte, dans cette région, comme une fonction ration-
nelle.

11. Silarégion qu'on vient de définir pénetre dans le domaine (1),
la fonction ©(g, 2, g") est prolongeable analytiquement dans cette
région et est uniforme tant que le point g, A, g’ reste dans celte région
et dans le domaine (I). On peut en dire autant du quotient de deux
fonctions @ de cette sorte, qui est une fonction invariante par les
substitutions du groupe : cette fonction invariante se comporte comme
une fonction rationnelle dans tout le domaine ainsi défini.

Dans tous les cas les fonctions O et les fonctions invariantes que
nous en avons déduites sont toujours uniformes dans le domaine (T),
ou les fonctions O(g, A, g') sont holomorphes, et ou les fonctions inva-
riantes se comportent comme des fonctions rationnelles.

42. Dans tout ce que nous avons dit, nous n’avons pas parlé des
points 4 l'infini. Soit £(g. %, g’) une fonction des trois variables g,
k, g’; quand dirons-nous qu’elle est réguliére en un point a U'infini de
coordonnées homogenes o, x,, x,, x,, z; ? Soit T une transformation (T)
amenant ce point & distance finie; soient G, H, G’ les transformés
de g, A, g/, la fonction f(g, A, g') devient une fonction F(G, H, G");
nous dirons que la fonction fest réguliére au point & U'infini considéré
si la fonction F est réguliére au point transformé de ce point & I'infini.
De méme, nous dirons que la fonction f a une singularité essentielle
ou non essentielle en ce point & I'infini, suivant que F aura elle-méme
une singularité essentielle ou non essentielle au point correspondant.
Il est clair que cette définition n’est pas contradictoire avec elle-méme;
Parbitraire laissé dans la transformation T n’influe pas sur le com-
portement de la fonction F au point transformé du point & I'infini
donné.

Sile pointa'infini est tel que, dans une région ayant ce point a son
intérieur, il n’y ait qu'un nombre fini de termes de la série (9) qui
présentent des singularités, on pourra construire des fonctions @
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et des fonctions invariantes parle groupe qui se comportent dans cette
région comme des fonctions rationnelles.

13. Comme premiére application, considérons le groupe des puis-
sances d’une transformation du premier type. Nous pourrons supposer
que cette transformation est de la forme canonique; nous supposerons
encore qu’on a

[ri]>]r]>1.

D(‘TIH Yans Z,,). Au
D(x,y,s)

lieu de prendre pour x, y et s les valeurs données plus haut, nous

prendrons toutefois

Cherchons la distribution des infinis des expressions

Sl Py TPy |

G, H, G’ sont les transformés de g, 4, g’ par une transformation T telle
que les expressions de x, v, s en fonction de g, A, g" aient toutes au
dénominateur un terme constant et un terme en gg’— A* non nuls.
Alors, on constate que les infinis s’accumulent seulement au voisinage
des variétés #, = o et #,= o0, en employant les coordonnées homo-
génes. On peut, en choisissant convenablement la fonction ration-
nelle R(x,y, 5), faire en sorte qu’il en soit de méme pour ces infinis,
et que la condition relative & la valeur absolue de cette fonction soit
aussi remplie; il suffit de prendre, par exemple,

P(.r, Y 3)[ﬁl_‘@2;‘5’+ 263/‘ +fn.g'+ ﬁs(ggl*’lz)],

oy —a,g+20h +oa, g + a5 (g8’ — h?)

R(x,y, 5)=

la fonction P étant un polynome en x, y, = et le dénominateur étant
une fonction de la forme (1), le point «,, «,, «,, «,, «, appartenant au
domaine (I1I'), et «, et «, étant tous deux différents de zéro; B,, B,, B,
B.. B, sont des nombres réels, satisfaisant a la condition

BiBs+ B:Li+ B3 =0
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et tels que la fonction

Bt_ﬁwo +2ﬁ3/l +Bg +65 ”a—ll)
ay— ay g +20a3h +a, 8"+ as(gg'— h?)

estlatransformée de —

- par une certaine transformation (T). On peut
d’ailleurs prendre R d une facon différente. Les fonctions ©(g, A, g")
ainsi oblenues n'auront pas d’autres singularités essentielles que les
variétés x, = o et o, = o; les fonctions invariantes non plus : ces
fonctions seront uniformes partout ou elles existent. Les variétés
précédentes seront bien effectivement des singularités essentielles
pour ces fonctions, par exemple si les fonctions R sont choisies de
maniére que les points ou les fonctions @ du numérateur et du déno-
minateur deviennent infinis ne soient pas les mémes.

Il importe de remarquer que ces singularités essentielles dépendent
dans une certaine mesure de la facon d’opérer. Ainsi, si 'on avait pris
pour x, y et s les valeurs données par la formule (6), les points o

, . D YV 3
les déterminants —%‘—")(Iowennent infinis se seraient accumulés

au voisinage des variétés ¢, = o, &,==0 ct £,= o. De méme, le choix
de la fonction R(x, y, 5) a une influence sur la position de ces singu-
larités.

On remarque aussi que les singularités essentielles pénétrent néces-
sairement dans le polyédre fondamental, puisque les points qui ne

font partie d’aucun polyédre sont les points de deun variétés a deux
dimensions seulement.

14. Comme autre application, prenons le groupe des puissances
d’une transformation du quatriéme type, que nous mettrons sous la

forme canonique. En prenant x, y et = comme dans I'exemple précé-

dent, ¢t en chosissant R(w, y, ) convenablement, on constate que
les singularités essentielles des fonctions © et des fonctions invariantes
sont encore les points des deux variétés

Xy =—o et I'y==O0.

Sil'on a pris pour centre du premier polyédre fondamental le point

g=g' =1, h=o,
G. 16
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ces points ne font partie d’aucun polyédre; il y a seulement exception
pour les points de la variété

Xy =aIry=—0,

qui font partie du contour de tous les polyédres.

15. Nous venons de voir que, pour le groupe formé des puissances
d’une transformation du premier type, les singularités essentielles ne
sont pas les mémes pour toutes nos fonctions ©, ni par suite pour
toutes les fonctions invariantes que nous en déduisons. Supposons la
transformation du premier type mise sous forme canonique, et placons-
nous dans le cas ou

|ry|>]re|>1.

Considérons une fonction f(g,4,g’), obtenue par n’importe quel
moyen, et qui ne change pas quand on fait sur g, £, g’ la transfor-
mation donnée : nous supposerons cette fonction uniforme dans le
domaine (I), ou elle se comporte de plus comme une fonction ration-
nelle. Nous allons voir qu’alors : ou bien tous les points de la variété

ry—=—0o0

qui sont dans le domaine (1IT) sont des points singuliers de la fonction ;
ou bien tous les points de la variété

Le=—— Xy==0

qui sont dans le domaine (III) sont des points singuliers de la fonc-
tion; ou bien la fonction prend la méme valeur en tous les points de
ces deux variétés situés dans le domaine (IIT) et ou clle est holo-
morphe.

Supposons cn effet qu’il y ait a la fois, dans le domaine (III), un
point de chacune de ces variétés pour lequel la fonction soit holo-
morphe. Soient o, &,, £, £,, &; les coordonnées de celui qui est sur la
variété @, = o; on peut supposer que &, n’est pas nul, car, si en un
point la fonction esthomolorphe, elle est holomorphe en tous les points
voisins : nous prendrons donc %, = 1; les coordonnés du point seront
donc (0,%,, &, 1, £,). Pour le point de la variété z,=x;=o, nix,,
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ni z, ne sontnuls; nous appellerons (A, o, 0, 1, 0) ses coordonnées.
Nous allons démontrer qu’en ces deux points la fonction prend la
méme valeur.

Soit e un nombre positif donné a avance; nous allons faire voir qu’il
existe un point de coordonnées (x,, x,, r3, 1, ;) du domaine (I) et
un entier n tels qu’on ait les inégalités

(16) le|<5, |$2—52|<5» |‘Z‘3—EB|<E’ IxS—E5I<E7

et les inégalités

n
r,ars
n
ry

rit o z
(17) | ritz,—1d|<e, ‘_’_’ <e, <e, r}_s" <e

2N
ry

Tout d’abord, le point (0, &,, &;, 1,£;) étant dans le domaine (II1),
ona
Lot Ego+ 28383, =0;
mais on a déja
Lr+E=o0;
done

—(&—Ew)*=0;

donc &, et &, sont réels. De plus, le coeflicient de ¢ dans &, est positif :
car, s’il était nul, le point serait réel; et s’il était négatif, on voit faci-
lement que le point serait dans le domaine (IIl"). Pour la méme
raison, le coefficient de £ dans A est négatif.

Or, si les inégalités (16) sont satisfaites, il existe un entier n,,
déterminé quand on connait ¢, et tel que si n est supérieur a n,, les
trois dernicres inégalités (17) sont satisfaites. D’autre part, on peut
prendre n, assez grand pour que I'inégalité n2n, entraine que % est,

ry

s e . €
en valeur absolue, inférieur au plus petit des nombres ¢ et —- Alors,

13

n étant un entier supérieur a n,, nous prendrons

—_— A .
puis

Z3={s, x5 = &s;
enfin
A
zy =&, 2 :
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On constate immédiatement que les inégalités (16) et (17) sont toutes
satisfaites. De plus, on a, comme il le faut,

LT+ Ty -+ T3 =03

enfin, calculons x,x,,+ x,,; + @, + X,,+ 22,2,,; nous trouvons

Ak,

ry
qui est négatif. Le point (z,, x,, x,, 1, 25) appartient donc 4 I'un des
domaines (1) et (I'); comme, d’aprés les inégalités (16), il est trés
voisin d'un point du domaine (III), il appartient au domaine (1); on
peut d’ailleurs le vérifier directement.
Or, la fonction f(g, A, g') prend la méme valeur aux points de coor-
données homogénes

n .n W ) ) n,n
(.2'“ Loy Tgy T, .2)‘5) et (rlrzwh 1273.1},, X3y '1rl." ra’bx5)7

qui sont tous deux dans le domaine (1). Or, si ¢ est assez petit, cette
valeur commune est, d’apres les inégalités (16), aussi voisine qu’on
veut de la valeur de la fonction au point (o,%,,&;, 1,%); d’apres les
inégalités (17), elle est aussi voisine qu’on veut de la valeur de la
fonction au point (A, 0,0, 1,0); donc, en ces deux points, la fonction
prend la méme valeur.

Comme ces deux poinls sont quelconques sur les variétés z,=o
et ,= x; = o0, pourvu que la fonction y soit holomorphe, la propo-
sition énoncée en résulte immédiatement.
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CHAPITRE VI.

LE GROUPE ARITHMETIQUE.

I. — Définition et premiéres propriétés.

1. Le groupe arithmétique est le groupe des transformations (T)
pour lesquelles les éléments du tableau

a, a, az a,
by by, by b (
Cy C» C3 C,

d. d, dy a4, \

sont tous des nombres entiers.
Il est évident que I’ensemble de ces transformations est bien un
groupe.

2. Nous allons montrer que les substitutions fondamentales du
groupe, c’est-a-dire celles qui par leurs produits engendrent toutes
les autres, sont les quatre suivantes:

I o o o I (o] o

o 1 (o] o 1 (o]
S2: y S:;: )

I o 1 o ' o 1 1 o

o o o 1 .1 0 o0 1

0O o —1 o o 1 o o

[0 S § o I O o o
S, = R Sy= .

1 O o O 0 o 1

o o (o] 1 O O I O

Les substitutions S, et S; sont des cas particuliers de celles que nous
avons désignées sous ce nom (Chap. 1, § I, 3); les substitutions S,
et S, sont les mémes.

Pour la commodité de la démonstration, nous introduirons encore
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les substitutions suivantes :

© © o
I
-

SG = Ss S‘ 35 =

© O ©
L]
o

8g = Ssskssshss=s

!

- O © ©
O =
OOOOIO
-
OOOOOOIOO
-t
e — e et e e et e

(o] I
S“): S"S3S5 = ;

o ] 1

1o o 1 I

1 o o o

(o] 1 o 1
Sip= 8:8,,8; = 5

[o] 1 o

o o o I

1 o o o
S o ] o o
8; =8 8; §;= ° ° I °
o 1 o 1
1 o (o] o
S, =S8, S s5==° —re e
o o 1 o

o o o —1
1 o 1 o
Sll—Sils;lS6=§ ° ) N °
(V] o 1 0
o (o] o I
I o o 1
Sls—sglsgiss:—a 0 ' ' °
o o 1 o
o o I

On peut remarquer encore la substitution

828,828, =

o o o
—1 o o

b
o —1 o
o o —1 ]

qui permet de changer 4 la fois les signes de tous les éléments a,, a,,
as, ..., d,; cette opération ne change d’ailleurs pas la transforma-

tion (T) correspondante.

Nous nous donnons une substitution (S) quelconque :

a, a,
by, b,
S — 1 2
¢y Cq
dy d,

nous voulons montrer qu’elle peut

a; a,
by b,
C3 G

dy, d,

9

étre obtenue comme produit de

substitutions S,, S,, S,, S;. Pour cela, nous la multiplierons & droite

-e
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par certaines de ces substitutions; nous désignerons les résultats par
la méme notation que la substitution S, mais en indiquant les parti-
cularités que présentent alors les coefficients «,, a,, ..., d, ; finalement,
nous obtiendrons la substitution unité.

Nous voulons d’abord annuler ¢,; si ce coefficient est nul de lui-
méme, il n’y a rien a faire; s’il n’est pas nul, nous pouvons supposer
qu’on a

lails]er]s

car, dans le cas contraire, nous multiplierions 4 droite par S, et nous
serions ainsi ramenés au cas de I'hypothése. Si @, est nul, nous multi-
plions par S,, ce qui raméne au cas ou ¢, est nul. Si @, n’est pas nul,
nous multiplions par S%, « étant un entier : cela revient a ajouter aux
éléments de la troisieme ligne les produits par « des ¢léments corres-
pondants de la premiére; on choisira « de manicre qu’on ait

si ¢, + aa, == 0, le but est atteint; sinon on multipliera par S, et, dans
la substitution obtenue, on aura encore |«,| <|c,|; nous avons rem-
placé ainsi «, et ¢, par des nombres plus petits en valeur absolue.
Alors, on recommence les mémes opérations : on voit que a, et c,
subissent les opérations de la recherche du plus grand commun
diviseur; au bout d’un certain nombre d’opérations, I'un d’eux divise
'autre; alors, 4 'opération suivante, ¢, est annulé, ct «, est égal au
plus grand commun diviseur des éléments «, ct ¢, de la substitution
primitive.

Ces opérations n'ont changé ni la seconde, ni la quatrieme ligne.
Nous opérons maintenant sur celles-ci avec S; et S, comme tout a
I’heure sur les deux autres avec S, et S,; nous arrivons ainsi a rem-
placer &, par le plus grand commun diviseur de b, et de d,, et d, par
zéro. Multiplions alors par Sg : nous avons une substitution ou 0, et c,
sont nuls; @, et 4, ne sont pas nuls ensemble.

Nous opérons alors sur la premicre et la quatriéme ligne avec les
substitutions Sg et S,, de fagon & annuler d,; ccla change bien les
deuxiéme et troisieme lignes, mais b, ct ¢, restent nuls. Quand d, est
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nul, a, est égal & = 1, puisque le déterminant des coefficients est égal
a un; en changeant au besoin tous les signes, comme c’est permis,
nous arrivons a une substitution de la forme

1 a, a; a,
b, b; b,

C3; C,
d, dy d,

© O ©o
o
™)

d’ailleurs, les relations entre ces éléments prouvent que
Cy——C, = O, c3=—1;
la substitution s’écrit donc

1 a, a; a,

o © ©
(=]
(=]

dy, dy a,

En nous servant de S, et de S;, nous pouvons maintenant annulerd, ;
alors on a
byd, =1

en multipliant au besoin par S,, on a donc

b=d, =13
de plus
a,+ d3: 0.

Multiplions alors par S%,; nous annulons a, et nous parvenons ainsi &
la forme

1 0 a; a,

1 a, b,

Qs Qb
=87y 81, S74.
o 1 o

o o ©

o 0 2

Notre proposition est donc démontrée; les quatre substitutions
indiquées sont bien fondamentales.

3. Toute transformation T du groupe arithmétique est une transfor-
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mation & coefficients entiers de la forme quadratique
T\ T+ Xy Xy + X}

en elle-méme. Nous voulons nous demander si toute transformation a
coefficients entiers de cette forme quadratique en elle-méme est une
transformation du groupe arithmétique. Avant de répondre a cctle
question, nous établirons le lemme suivant :

Etant donnés six nombres entiers premiers entre eux, A ., A5, A,
Asyy Ayyy Ay, salisfaisant a la relation

ApAg+AsAy — AAy—o,
il existe deux systémes de quatre nombres entiers

my, m,, m;, m,,

ny, g, g3, ’l;,
tels qu’on ait les six relations
mon,—m;n,=A, (6, J=1,2,3,4; i)).

Pour le démontrer, nons allons résoudre le probleme de la recherche
de ces huit entiers. Supposons d'abord le probléme résolu : nous
connaissons un systéeme de huit entiers répondant a la question. Si a,
b, ¢, d sont quatre enticrs tels que

ad— bc =1,
les huit entiers suivants représentent une autre solution :

am,~+ bn,, am,+ bn,, am;~+ bn;, am,~+ bn,,

cm, +dny, cm,+dn,, cmg+dn;, cm,+ dn,.

Soit ¢ le plus grand commun diviseur de m, et de n,; posons
my=m}Jd, ny=n\o.
On peut prendre a et b tels que

am'| + bni=1;
on posera alors
c=-—n, d=mj.

G. 17
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Alors

am;+ bn,—a, cmy+dn,=o.

Ainsi, pour avoir la solution générale du probléme, on peut se borner
au cas particulier ot », = o, m, n’étant pas nul. Dans ceci, nous avons
supposé que m, ct n, ne sont pas nuls ensemble; si cela arrivait, les
trois entiers donnés A,,, A,;, A, seraient nuls. Réciproquement, si
ces trois entiers sont nuls, comme 'un au moins des entiers A,,, A.,,
A, n’est pas nul, m, et n, sont forcément tous deux nuls. Nous revien-
drons plus loin sur ce cas.

Supposons donc A,., A,;, A,, non nuls ensemble, et
n;=o.

Alors m, est visiblement un diviseur commun des entiers A,,, A,;, A3
c’'est méme leur plus grand commmun diviseur, car si ce plus grand
commun diviseur était m,p, 'entier p serail un diviseur commun a n,,
ansetan, donc a A,;, 2 A, etaA,,: les six entiers A,., A5, A,y
A,;, A,., A;, ne seraient pas premiers entre eux, sauf dans le cas
oup=r.

Donc m, est le plus grand nombre commun diviseur de A,,, de A,
etde A,,; on a alors

A A A
,22:_£) Il3:-J-, 5—__:—”.
1 m, ny
Restent & déterminer m,, m,, m,; pour cela, nous avons les trois
équations :
Nynty— NaMmy = A3,
n,my — nym, = Ay,

nynz— nym, = Aj,.

Ces trois équations reviennent 2 deux seulement; car, en multipliant
les deux membres de la premiérepar A, ,, ceux de laseconde par—A,,,
ceux de la troisiéme par A,,, et en ajoutant, on trouve une identité. Si
donc n,, par exemple, n’est pas nul, on peut se borner & garder les
deux premiéres équations. On arrive ainsi a un probléme connu
d’analyse diophantine. Les trois déterminants de ces deux équations

sont
—ngny, nyn,, n};
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leur plus grand commun diviseur est n,. Les déterminants caracté-
ristiques sont ’
n3Ay—n,Ay, — nyAy,, nyAgg;

les deux derniers sont divisibles par n,; le premier aussi, car il s’écrit
encore ’

'"_;;(Ai.’iAzb— A Ay)= mL‘AnAu: nyAs,.

Done, il existe trois entiers m,, m,, m, satisfaisant 4 ces équations.

Si I'on a une solution, la solution la plus générale est formée des
nombres

m2+ )\Ilz, m3+ )\ng, m,,-i—)\n‘,

A étant un entier arbitraire.
Le systeme le plus général de huit entiers satisfaisant a la question
sera alors
am,, amy—+ bn,, am;~+ bn;, am,~+ bn,,

cmy, cmg—+dn,, cmy+dng, cm,+ dn,,

avec la condition ad — be =1; on n’augmente pas la généralité en
introduisant I'entier A.

Si A,,, A,;. A,, étaient tous les trois nuls, il faudrait, nous I’avons
vu, prendre
m,=n,;=o.

Mais 'un des entiers A,,, A,,, A,, n’est pas nul; supposons que ce
soit A, : alors m, et 7, ne sont pas nuls ensemble; 'analyse précédente
s’applique quand on a permuté les indices 1 et 2.

Notre lemme est donc démontré.

On trouverait de la méme facon p systémes de r entiers

L ) — PR g— ve .
mb (i=1,2,...,p; J=1,2,...,7; r>p),

quand on donne les déterminants d’ordre p formés avec les éléments
ou / a pvaleurs distinctes quelconques, les valeurs données des déter-

minants étant liées par les relations qui existent nécessairement entre
ces déterminants.
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4. Soit done

X, =2,z

X, =282,
(1) X;=2y,2 (i=1,2,3,4,5)
X, = 20,x, .

' Xy =2,

une transformation de déterminant un d coefficients entiers de laforme
quadratique x,x; + xz,x, + x; en elle-méme.

On a la relation
o€y + Bl 0+ }';:0;

d’ailleurs a,, B,, v,, 8, €, sont premiers entre eux. 1l existe donc deux
systemes de (uatre entiers

ay,, b, ¢, di,
3 a2> b2’ ci, dz,
tels que

(ab)yy=ay, (bc)=0, (ac)w:—(bd)m:}’n (ad)y =20y, (cd)s=¢;.

Ilexiste alors une substitution (S) telle que les deux premiéres colonnes
du tableau des coefficients soient formées des nombres entiers ainsi
trouvés. Pour le démontrer, il n’y a qu’a remplacer les nombres des
deux autres colonnes par des indéterminées, et & procéder comme
quand on a démontré que toute subslitution (S) est un produit des’
substitutions S,, S,, S,, S;: quand on aura annulé b,, ¢,, d,, le
nombre a, sera nécessairement égal & =1, car les quatre entiers dont
on est parti étaient premicrs entre eux; on peut donc faire que ce soit
un; quand, ensuite, on aura annulé «/,, on aura aussi b, = == 1, puisque
les six déterminants formés avec les deux premiéres colonnes sont pre-
miers entre eux. Enfin, on annule @,. Nous avons donc ramené les deux

premiéres colonnes & étre
I o

1

© © ©o

o
o3

nous prenons alors, pour les deux derniéres, tous les éléments nuls,,
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sauf que ¢, = d, =1 (la solution la plus générale consisterait a prendre
e;=d, =1, c,=d, =0, a, et b, quelconques, et @, = b, = un entier
quelconque); nous répétons alors les mémes opérations en sens
inverse, et nous obtenons une substitution (S) ayant les deux pre-
miéres colonnes indiquées. Soit T la transformation (T) correspon-
dante; multiplions la transformation (1) par T '; nous arrivons a
une transformation ou

Bi=y1 =0, =¢=o, o =rI.

Comme c’est toujours une transformation en elle-méme de la
forme @, x; + x,x, + @3, on a aussi

€)== E3=—¢€,—= O, Es=1I.
Considérons alors la substitution (S) correspondant au tableau

I O 65 -_ 75

ot —y —Bs

)
o o 1 o
o o o I

et multiplions la transformation & laquelle nous sommes parvenus
par I'inverse de la transformation (T) correspondante; nous arrivons a
une transformation telle que

Xi=a,
Xo= B2+ Bz, + Buxy,
Xi= 7205 + Y323+ yu 2y,
Xi= 025 + G323+ 0,2y,
X; = ;.

Ainsi x,, x, et @, sont seuls changés; ils subissent une transformation
changeant en elle-méme la forme x,x, + «;. Donc, si B, est positif,
cette transformation est de la forme

X,= a xs+ 2ab x3— b2 x,,
X;= acz,+ (ad + be)x;— bdz,,

Xi=—ctwry— 2¢d a3+ diax,
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a, b, c, d étant des entiers tels que
ad — bc =13
ceci est la substitution (T) correspondant au tableau

Sdcoo

b a o o .
'o o a —=b(
o o —c¢c d l

dans ce cas, la substitution (1) appartenait donc au groupe arithmé-
tique. S B, est négaltif, on voit de méme que la solution (1) est le

produit d’une transformation (T) du groupe arithmétique parla trans-
formation

(2) Xy=ay, Xy =— s, X;=ua;, Xi=—uay, Xs=as,

qui n’est pas une transformation (T).

Ainsi, la transformation (1) appartient au groupe arithmétique si c’est
une trans formation (T).

II. — Polyédre fondamental.

Nous nous proposons de trouver le polyédre fondamental du groupe
arithmétique; nous démontrerons en chemin que ce groupe est effec-
tivement discontinu dans le domaine (I).

Le polyédre fondamental que nous trouverons n’est pas celui dont
I'existence a été démontrée (Chap. 111); nous I'obtiendrons par une
méthode un peu différente.

1. Lemme. — Considérons la variété invariante de centre g = g'=1,
h= o,

(3) 14850+ 2bh+ g i+ (88" — 1) (8e8s — Ry) — 41 (GG — I2) = o,

ou w est plus grand que un. Les points du domaine (1) pour lesquels
§g' — 3¢* est maximum ou minimum sur celle varvéte sont les deu.c points
pour lesquels h est nul, g et g’ étant égaux et purement imaginaires.
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Pour le voir, nous poserons

: 2tu
=k
g t—a’
2
'=k
(4) g=k—p
A {)
h =4 +l;
t—u

k, t, u sont de nouvelles variables destinées a remplacer g, 4, g’; elles
s’expriment d’ailleurs au moyen de ces anciennes variables par les
relations

o o

22— — (oo — )2 —_ 2 -9
() kr=—( B, =gz = Wk

58
L’équation de la variété devient

2 kk
(t—u) (t:_ ) [2tutyuog—+ (¢ + w)(to-+ uy) + 2]

(6) 1 KTAE 4

kA f2_ 20U+ 2byuy — (E+w) (bo+ )] _
-+H[ kr— k3 —2kko (6= w) (&g — o) —

Nous savons déja que cette variété est lout entiére située dans le
domaine (I), eta distance finie : donc, sur cette variété, GG’ — 3e* atteint
effectivement un maximum et un minimum.

Tout d’abord, pour ce maximum et ce minimum, £ est réel ; en effet,
supposons que, sans changer ni ¢, ni «, ni |4|, on rende £ réel;
§G" — 3¢* augmente; d’autre part, le premier membre de I'équation de
la variét¢ devient négatif, c’est-a-dire que nous sommes en un point
intérieur i la variété : si nous faisons alors croitre le nombre réel £,
qu’on peut supposer positif, ¢¢"— 3e* croitra encore, et le premier
membre de I'équation finira par s’annuler : donc, si £ est imaginaire,
nous savons trouver surla variété un pointou ¢¢"  J¢* est plus grand;
donc nous ne xommes pas a 'endroit du maximum.

Pour voir qu'tl en st de méme pour le minimum, il suflit, aprés
avoir rendu £ positif, de le diminuer de maniere a ramener ¢4’ — 3¢* a
sa valcur initiale; on constate encore qu'on est a l'intérieur de la
variété, et 'on acheve comme pour le maximum.
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Supposons donc £ réel; I'équation (6) devient

tutous+ (E+u)(Ly+ uy) +2 _4Pk"(t~—to)(u— Uy) —o.

(t—u)(ty— uy) (t— u) (Lo— uy)

(7) 1+ k*+2k?

Je dis maintenant que, pour le maximum et le minimum, ¢ et u sont
purement imaginaires. En effet, sans toucher a leurs parties imagi-
naires, supprimons leurs parties réelles, s’ilyena: (¢ —w) (2, — u,)
diminue ou reste constant; diminuons £* de maniére que §¢§" — 3e* ne
change pas; on constate que le premier membre de I'équation (7) devient
négatif (et non nul, car tut,u, a diminué); nous sommes donc entrés
alintérieurde la variété; on voit alors comme plus haut qu’il y a sur la
variété des points pour lesquels §§"— 3e* est soit plus grand, soit plus
petit qu’au point de départ.

Supposons donc ¢ et « purement imaginaires, et posons

t=tia, u=—1if,

a et B étant réels. L'équation (7) devient

22 _— 2
20732+ (a BY-r2 o428 B _

(8) 14+ k*+ 2k (@ +B) (« +5)2

Je dis maintenant que a« et 3 doivent étre égaux. En effet, I'équa-
tion (8) elle-méme montre qu’ils sont de méme signe : nous pouvons
les rendre égaux, s'ils ne létaient déja, sans changer «3; cela
diminue o” + $3*; diminuons £*, pour ne pas changer (¢’ — j¢*: on voit
alors qu’on pénétre & Pintéricur de lavariété: il n’y a donc ni maxi-
mum ni minimum pour a == §; donc o = §.

Les résultats obtenus jusqu’ici montrent que g et g’ doivent étre
purement imaginaires, et que & doit étre nul. L’équation de la variété
devient alors

’

R G G GG — Gl =,

Ceci peut s’écrire des deux fagons suivantes :

(G + )= — G267+ 2(2p + GG —1,
(G — ') =—§G"+2(2p— 1) GG — 1.

Sil'on se donne Gy, on a ainsi ¢+ §" et § — ¢’, done § et §'; pour que
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le probléme soit possible, il est nécessaire et suffisant que la valeur
de (§— ¢')? soit positive; donc, la plus grande et la plus petite valeur
de §§” sont les deux racines de I'équation

—§ G2+ 2(p— Gy —r=0;
elles rendent § et ¢’ égaux; c’est ce que nous voulions démontrer.
2. Il résulte de la que, pour que lavariété (3) ait au moins un point
de sa surface ou de son intéricur sur la variété
Gy’ — 1= A2,
il est nécessaire et suffisant qu'on ait

(14 k*)?
(9) Bz T
Considérons maintenant la variété

(10) |z 8 +2y B +223 8 +20 & + 5k 2

+ |z Eso+ @y Erot 223 E0+ @, Epot+ x5 &y |2

|
- T(zlxso‘i‘xmxs + T Tyt T Ty - 2X325,)

X (B Eso+ Erobs + Eabig+ Eno by +28 Eso).:‘),
et supposons que pour le centre (%,,%,, &,,%,,&;) on ait
E18so+ Eiobs + Eabi0 + Eaolit+ 28380 = — 4 51 &y

Comment doit étre choisi . pour que cette variété ait a son intérieur ou
sur son contour un point olt

Gg'— 61 =k 2

Remarquons que la transformation (T) correspondant au tableau

d c o o
b a
d—bc=
(1) 'd:x+by ca+ay a —b (@ e=n
dy +b63 cy+af3 —c d

permet de transformer le point g =g'=1, A =0 en un point quel-
G. 18
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conque de GG’ — 3? =1 en effet, le transformé de ce point est

G = i(at+ )+ q,
H =—i(ac + bd) + v,
G'= i(c® +d*)=+p.

De plus, cette transformation conserve G4’ — 3e2. Donc, la variété (10)
pouvant étre changée par la transformation (11) dans la variété (3),
elle atteindra la variété GG’ — 3e*=4£" pour les mémes valeurs de w,
données par la relation (9).
Supposons maintenant que le centre de la variété (10) soit sur la
variété
g

(o)

I — JC—= 2.
Par la transformation

i

|
|

on ramene le centre sur GG’ — 3e* = 1; d’ailleurs, pour tous les points,
Gg" — 3e? est divisé par «*. Donc, pour que la variété (10), de centre
sur §§' — ge* = o, atteigne la variété GG’ — je* = £*, il est nécessaire
et suffisant qu’on ait

o o o

1 ’

o
o

O © O RIm
o o
© R ©

1

(%) _ery

2 - ‘_"kZai

nv

(12) p

3. Cherchons les transformations les plus générales qui changent

“identiquement I’expression ¢G'— 3¢ en elle-méme. Il est nécessaire et

suffisant qu’on ait, en désignant toujours les coefficients par la méme
notation,

(ab)py=z=1, (ab),y=(ab),= (ab)y=(ab),,= (ab)y=o.

Par suite
a3=a,= b;= b,—o.

Supposons d’abord qu’on ait

(ab)p=1;
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alors la transformation la plus générale est la transformation (11), c’est-
a-dire

d ¢ o o sl o o
b
(13) a o o ><,o I o
o o a —b « y 1 0
o o —c d )y B o 1
Supposons maintenant qu’on ait
(@ab)a=—1;
on posera alors
a,=d, a,=c, by——b, by=—a,
avec la condition
ad — bc=r1;

on trouvera alors comme transformation la plus générale jouissant de
la propriété demandée

d ¢ o o 1 o o 1 O o

b a o o o —1 o o 1 )
(14) < x

o o a —b o 1 o « y 1 o

o o —c d o o —1 y B o 1

En résumé, la transformation la plus générale jouissant de la
propriété de conserver GG'— 3e? s’obtient en prenant la transforma-
tion

d ¢ o o
b a o
(15) (ad — bc =1),
o o —b
o 0o —c¢ d

en la faisant ou non suivre de

(16)

© O ©
—
(=}
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et enfin de
i o o
(17) (o] I o
74 }‘ 1 (¢
Yy B o 1

Ces transformations donnent respectivement pour G, H, G’ les valeurs
suivanles :

G= a’g— 2abh +Vg,
(15") H=—acg+ (ad + bc)h — bdg’',
G'= cg— 2cdh +dig'y
G=g
(16') H=-—n,
G'=g';
G=g +a,
(17") H=+4 +y,
G'=g' +B.

Pour que le produitappartienne au groupe arithmétique, il est néces-
saire et suffisant que a, b, ¢, d, «, B, y soient entiers.

4. Quelle est la valeur de §¢'— 7¢?* pour le transformé du
point g = g'=1, A = o par une substitution (T)? On trouve que c’est

1

(18) §g'— 3t = [(ab)s— (ab)s '+ [(ab)y— (ab)ss]*

Posons
(19) (@b)u=ay, (ablu=ay, (ab)s=a; (ab)u=o, (@b)u= as;

la valeur précédente devient

1 1
20 GG — K= — 5 .
(20) G§ (y—oatg)i+ (ag—a, )t al+a) +2a,+a+a?

Si la transformation (T) appartient au groupe arithmétique, la valeur
trouvée est I'inverse d’un nombre entier positif; elle a donc un maxi-
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. . ¥
mum, qui est un; la plus grande valeur au-dessous de celle-ci est >

et ainsi de suite.

Pour que §§" — e* soit égal & un, il est nécessaire et suffisant que
trois des nombres a,, «,, a,, «, soient nuls, le dernier étant égal
4 = 1; a, doitaussi étre nul. On trouve comme substitution correspon-
dante I'une des suivantes :

1 O o O o0 —I1I (o]

o 1 (o] 1 o o

O o 1 (o] ’ I O o G ’
O O o ) § o o (o] I

1 0 o (o] o o o —1I
O 0O 0o —I1 o o0 —1 o

O O 1 ’ o I o o ’
o 1 O I O

suivie de la transformation la plus générale qui conserve G’ — 3¢2. On
remarque tout de suite que le point g= g’ =1, A =o est changé ainsi
en un point a coordonnées enticres complexes, c’est-a-dire en un point
qui n’en est pas aussi voisin qu’on veut; d’autre part, les transfor-
mations qui ’aménent en dehors de G§'— 7¢* =1 ne le changent pas
non plus en un point aussi voisin qu’on veut; donc (Chap. 111, § 1II),
le groupe arithmetique est discontinu dans le domaine (1).

Cherchons maintenant la transformation la plus générale pour
laquelle le transformé du point g = g'=1, A = o est sur la variété

I

Gg — der= 1

n étant entier. On doit avoir
(o1 —a5)2 4+ (o, — ' =a} + o} +2a]+ aj +ai=n,

ce qui donne un nombre Umité de systémes de valeurs de «,, a,, a,,
a,, o5 (d'ailleurs n doit étre une somme de deux carrés); on trouve
alors un nombre /imité de substitutions, qu'il faut faire suivre de la
transformation la plus générale conservant §§' — 3¢*,
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5. Nous allons voir maintenant que, pour les transformes par le
groupe arithmétique d’un point P quelconque du domaine (1), §§' — 3*
ne peut pas dépasser un certain maximum qu’tl atteint effectivement.

En effet, considérons la variété V, de centre g =g" =1, h=o, qui
passe par P. Les transformes de P se trouvent sur les variétés trans-
formées de celle-ci. Mais, pour la variété V, ¢4 — 3e* a un maximum
que nous avons appris 4 calculer; pour les vari¢tés transformées,
Gy’ — 3e* reste inférieur ou égal 4 ce maximum; done, nous voyons
déja que, pour les transformés de P, §§'— se? est borné.

Supposons maintenant que, au point P, on ait

GG — Fer= k2,

Cherchons toutes les valeurs supérieures a £2 que peut prendre GG'— e*
pour les transformés de P. Soient 1 et u les valeurs des parameétres A

et i auxquelles correspond la variété V. Pour qu’une transformation
amenant g = g’'=1, h = o sur la variété

)]
GG — 32 = —
Jd n

permette a la variété transformée de V d’atteindre et de dépasser la
variété
GG — 3¢ = k2,

il est nécessaire et suffisant que I'on ait
(1+ A n)2<bfkinp.

Cela fait un nombre lmité de valeurs de n, par suite un nombre lmité
de transformations & faire suivre de la transformation la plus générale
conservant identiquement (4’ — 3e*; donc les transformés de P ne
donneront par ces transformations qu'un nombre kmité de valeurs
a Gy — ge?: celles qui seront supérieures a £* scront elles-mémes en
nombre limité. Donc, il y en a une qui est plus grande que toutes les
autres. Notre assertion est ainsi démontrée.

Nous voyons de plus : 1° que la suite des valeurs de G4 — 3e? pour
les transformés de P est discontinue; 2° qu'en général, si GG’ — 7e? a
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pour le point P une valeur au moins aussi grande que pour ses trans-
formés, cette valeur n’est conservée que par les substitutions conser-
vant identiquement (4’ — Je*; il n’y a exception que pour les points P
d’une infinité dénombrable de variétés.

o

grand que pour tous ses transformés. Cela veut dire que, quels que
soient les entiers a,, «,, 2,, a,, 2, premiers entre eux, et satisfaisant
a la relation

6. Supposons que, pour le point P, 4G — 3e? soit au moins aussi

(21) oty oty + oty 0ty —+ ot} =0,

on aura, en appelant g, A, g’ les coordonnées de P,

(22) |y — g +203h + a8’ + 0, (58" — A*) |2 13

et, sauf pour des points P exceptionnels, I'égalité n’a lieu que pour
oy ==1, Oy = O3 = ot == Oty — O.

Ainsi, tout point a un transformé P satisfaisant & ces inégalités.

Nous pouvons imposer & ce transformé P les conditions suivantes,
qui, dans la plupart des cas, le déterminent d’une maniére unique :

1 1 I
LGt gmsl.

<
(23) 023 >

A

626, 16l

A

En effet, on a en général tous les points tels que P en appliquant
8 1 q Pl
successivement al'un d’eux les transformations (15), (16) ou la trans-
formation unité, et (17). Or, les transformations (16) et (17) n’altérent
/
pas ¢, ni [3e], ni §". Pour satisfaire aux inégalités (23), il est donc
nécessaire de choisir la transformation (15) de facon & avoir

2| ISG2y,

ce qui est possible d’une facon et d'une seule, sauf quand une des éga-
lités a lieu. S’il y a licu, on fera suivre cette transformation de la trans-
formation (16), de maniére que 3¢ ne soit pas négatif; enfin, on choi-
sira la transformation (17) de manicére & ramener §,, ¢,, &, dans les
limites imposc¢es. On voit que l'opération est possible, et ordinaire-
ment d’une seule facon.
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Les inégalités (22) et (23) deéterminent le polyédre fondamental du
groupe arithmétique.

7. Les inégalités (22) sont en nombre infini; mais on peut n’en
garder qu’'un nombre limité, les autres étant des conséquences de
celles que I'on conserve et des inégalités (23).

En effet, supposons que, pour le point P satisfaisant a toutes ces
inégalités, on ait
G — 3= k2.

<.

On tire de la et des inégalités (23)

4 1
ggk\/;, Ik 3

G <48

A
=

3

@D

Mais on a, d’apres les inégalités (22),

v

g1z, g2 13

en comparant avec les inégalités (23), on en tire

ST S §
2 2
Par suite, on aura

ge2h,
33
De plus
3 e
k=g —gez2662 %
ou
3
k2.
=3

Pour gg’— A*, nous avons
[ g8 = h*|* = (o4 — I§ — GG + T2+ (GG + Go§' — 23CT, )5

cela nous montre que

g it (ke L) 4 (25 SR
|5 ll‘( +2>+<\/3+3\/3
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ou bien

< 43 16 7

o — k- — k3 L k24 =
lgs'— s P s Ft3 4

Le paramétre y. de la variété V de centre g =g =1, A =o0 qui passe
par P a pour valeur

_ I+ gg+2hh+ g8+ (g8 — 1) (88— hi).
— o ;

les inégalités écrites plus haut nous montrent que

ﬂk5+£k3 Ek“,_l__g_
< 27 9 3 4

H= Lk?

Si nous transformons cette variété V par une transformation qui

. , . i e 1 el
ameneson centre g =g'=1,h=osurlavariété ¢4’ — 3 = - la variété
transformée n’a de point sur ¢ — 3¢ = £* que si

(1+ A*n)? _ 3 4.
Lk:in = 4 k? ’

107k' ﬁk“ 13 2+9

en multipliant par 44*n les deux membres, cette condition devient

(24) (1+k2n)2§<m;k‘ '6 %kﬁ_g_%)n.

Si, pour une certaine valeur de n, I’égalité contraire a lieu pour £2 4

I'inégalité (22) sera une conséquence des inégalités dont nous venons

de nous servir quand (a,—o,)* + (a, — ,)? sera égal a cette valeur
de n.

Or, I'inégalité contraire a I'inégalité (24) s’écrit

(25) (n’-——-—'o7 n)k‘——-1—6121.3——znk’+|—gn>0.
27 9 3 4
Si nous considérons le premier membre comme un polynome en £, ce
P! mi poly
polynome admet une racine positive, et une seule, d’aprés le théoréme

de Descartes, dés que 7 est un entier au moins égal a quatre. Pour que
G. 9
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I'inégalité ait lieu pour ]Ciza n étant au moins égal a quatre, 1l est

. . .o 3 T
nécessaire et suffisant qu’elle ait lieu pour £ = 7 c’est-a-dire qu’on

ait
81n*—1425n + 256 > o,
ou bien
n> 1425 + /194 7681 ,
162
ou bien, n devant étre entier,
n218.

Par suite, il suffit d’écrire celles des inégalités (22) pour lesquelles
on a

(26) (ay— as)* + (ap— o )* = ] + oy + 203 + oy + 25517,

Toutes les autres inégalités (22) sont des conséquences des inégalités

conservées et des inégalités (23).

D’ailleurs, parmi les inégalités conservées, il y en a encore d’inu-
tiles. Ainsi, par exemple, on peut supprimer cncore toutes celles de
ces inégalités ot oy = o, & 'exception seulement de

l glzrn, S
et de

|ay+ g —2h+g'|l1 (ay=o0, %=1, %= 2).
Cela résulte immédiatement des inégalités (23) et des inégalités

que nous avons établies plus haut. 1l n’est d’ailleurs pas certain qu’on
ne puisse supprimer encore d’autres inégalités.
En résumé, le polyedre fondamental est defini par les inégalités

(22) oy —ctag + 203k + 0, 8" + as(gg' — h2)| 21,

@y, ®yy O, &y, 05 €tant des nombres entiers premiers entre eux et tels
que

(21) oy Oty + Oty 0t + &t =0,
(26) a} +a} +2a +af + a3 17,
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Jotntes aux inégalités
1 1 ) §
33)  1GlSh  IGISL  |%|SE ozamsgsg.
Un certain nombre des inégalités (22) peuvent étre supprimées.

8. Quels sont les points de ce polyédre qui sont sur la surface
§G'—3e* =071l n’y en a pas a distance finie, car il faudrait pour cela
que ¢ soit nul, puisque, dans les domaines (1), (III) et (1V), on a
pour les points du polyédre I'inégalité

§§'— 312 2662,

et que, d’autre part, §’ est supérieur ou ¢gal 4 §; mais on sait que G est
au moins égal & \? Il faut donc chercher ces points a I'infini; il est

par conséquent nécessaire de faire croitre ¢’ indéfiniment. Supposons
d’abord que g reste fini; alors A reste aussi fini; des que ¢’ est assez

o‘_q' 2 . . . B
grand, 9—;,—- est aussi voisin qu’on veut de g; pour que ce rapport

ait une limite, il est nécessaire et suffisant que g en ait une; alors ce
rapport tend vers la limite de g, limite nécessairement imaginaire

puisque
g2\

2

Ainsi, nous trouvons certains points znaginaires de la variété
Ly = Xy =—= X3=0.

Si maintenant g et, par suite, § augmentent indéfiniment, nous pou-
vons écrire

s [GeGy — 3¢ — GG+ 3¢ |
= R Y Igll

H

I gg'— I
gl

ou, pour G assez grand,

/ Z >/ (l—I—E),

\gg’—h’ gy’ — 3¢
g | g
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¢ étant un nombre aussi voisin de zéro qu’on veut; ceci s’écrit
encore

ool
7

1

2260+ );

par suite, ce rapport augmente indéfiniment; on trouve le point réel

I\ =Xy = T3== T, — 0, Zg==1;

cest le seul point réel du polyedre.
On voit que les points du polyédre qui sont sur la surface
GG’ — 3= o appartiennent tous a la variété

L) == Xg== 3= 0,

qui a seulement deux dimensions.

III. — Fonctions invariantes.

1. Nous savons former des fonctions invariantes par le groupe
arithmétique, et se comportant comme des fonctions rationnelles dans
le domaine (I). Ces fonctions n’auront pas de singularités essentielles
a l'intérieur du polyédre fondamental qu’on vient de trouver, qui est
tout entier dans le domaine (I); mais elles peuvent en avoir aux points
du contour du polyédre qui appartiennent & la surface

GG — J2=o0,

savoir : des points imaginaires de la variété

XLy Ly==T3=—= 0,
et le point réel
XN =Xy =3 =X, =0, Zs=1.

Nous allons voir d’abord que ces points sont bien des singularités
essentielles; ensuite nous étudierons la nature de ces singularités.

2. D’abord, tout point réel est une singularité essentielle pour
toutes ces fonctions, sauf pour celles qui se réduisent 4 des con-
stantes. Il nous suffit pour le prouver de faire voir qu’un point réel
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quelconque peut étre changé, par le groupe arithmétique, en un point
aussi voisin qu’on vett de tout point réel donné a 'avance.
Or, prenons par exemple I'origine des coordonnées

Ty=—1, THh =T 3=, —= X, = 0,

son transformé sera, en employant les notations du paragraphe I du
présent Chapitre, le point

Ty = Ay, z,= By, Z3= Y1, 2, =3y, Iy =€,

N , . .
oy @,, Yis Oy €, €tant des entiers quelconques premiers entre eux et
satisfaisant a la relation

o8+ B30+ yi=o0;
cela donne comme coordonnées non homogenes

ﬁl 71

_——— h =4+

& 0‘1’ 0‘1’ ° xy
en supposant a, = o. Or, soit n un entier donné; un point réel g, £, g’
quelconque étant donné, on peut choisir quatre entiers o, 8, v, ¢ pre-
miers entre eux et tels que

1

<_“’

B
g+a “no

=
[~

<
“no

) i
Sl et
o nao

o< alnd

On approche ainsi de g, 4, g’ autant qu’on veut; comme valeur appro-

2 . . 2
chée de gg'— A*, on a — @;—/ On réduira la fraction ﬁ;_'—_y_ i sa

plus simple expression; soit alors A son dénominateur; on pourra

prendre

79 & .

y o Bi+prT 7
- o

Iorigine des coordonnées est ainsi transformée en un point aussi
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voisin qu’on veut du point g, A, g’; cela suppose que ce point est &
distance finie, mais le résultat s’étend immédiatement aux points a
infini.

Donc, si une fonction invariante par le groupe arithmétique et uni-
forme dans le domaine (1) n’est pas une constante, tous les points
réels en sont des singularités essentielles.

Les autres points réels ont aussi comme transformés des points
aussi voisins qu’'on veut de n'importe quel point donné a l’avance.
Pour le démontrer, nous pouvons remarquer que la substitution

1 0 O o
O 1 0 I
o 1 1 1

I 0O O 1

qui est la cinquieme forme canonique du dixiéme type, est une sub-
stitution du groupe arithmétique; or, par les puissances de cette
transformation, n’importe quel point a des transformés qui tendent
vers le point

Ly =L3=&, = Xy3— 0, Ly=1,

or, ce point est un des transformés de 'origine des coordonnées; notre
proposition en résulte immédiatement.

3. Prenons maintenant un point imaginaire de la variété

Xy == Ty = T3=0.

Supposons que ce ne soit pas une singularité pour une certaine fonc-
tion invariante par le groupe arithmétique. Les points voisins ne sont
donc pas non plus des singularités pour cette fonction. Je remarque
alors que la substitution

1 0 o
o 1 o o
o O 1 o
o 1 O 1

du groupe arithmétique, répétée indéfiniment, fait tendre le point g,
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h, g’ vers le point
Zs

LW =Xg=—=X3— 0
1 2 3 ’ z,

il résulte alors de I'hypothése faite que, si g est dans une certaine
région du plan de la variable complexe, la fonction considérée ne
dépend que de g; donc, quels que soient g, A, g’, cette fonction ne
dépend que de g. Maisle groupe arithmétique contient aussi la substi-
tution

o1 o o
Sxooo
o 0o o 1|
?ooxo

qui échange g et g". Donc la fonction considérée ne dépend que de g'.
Donc c’est une constante.

Ainsi, pour toute fonction invariante par le groupe arithmétique et
uniforme dans le domaine (I) qui n’est pas une constante, tous les
points de la variété

V=L =x3=0

sont des points singuliers.

4. On peut déduire de la que, pour les mémes fonctions, tout point
de la surface G4 — 3*=o0 est une singularié essentielle. En effet, la

substitution
(o] o

o O o X

©C O Q8 o
l
>

—c d

ou a, b, ¢, d sont des entiers tels que ad — bc =1, change le point

Iy= Ty = X3=—=0, zy =&, x5 = &g,

dans le point
Ly = 0, zy=— b, Zy=— bd&,, z,=d*§,, zs=&;

en choisissant convenablement %, et &, et les entiers b et d, qui sont
assujettis seulement a étre premiers entre eux, on a ainsi un point
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aussi voisin qu'on veut de n’importe ‘quel point a Vinfini du do-
maine (IIT); done, tous ces points a I'infini sont des singularités des
fonctions considérées.

Mais, par une transformation quelconque du gronpe arithmétique,
la variété & I'infini se change en la variété

Ay~ g I> = 2033+ 0, X, + Az 5= O,

oy, %y, O, &, oy €tant des entiers assujettis seulement a étre premiers
entre eux et a vérifier la relation

oty ot + Oty Oy —+ ot = 0.

Or, cette variété passe aussi prés que I'on veut de n’importe quel point
du domaine (IlI). Donc, pour toutes les fonctions considérées, les
points du domaine (1) sont des singularités, nécessairement essen-
tielles ; ¢’est ce que nous voulions démontrer.

Ces fonctions sont donc toutes uniformes partout ou elles existent.

5. Etudions d’abord la nature de la singularité essentielle que pré-
sente la fonction surla partie imaginaire de lavariété x,=x,=x,=o.
Ce que nous allons dire peut se présenter d’une facon plus générale :
cela s’applique a toutes les fonctions invariantes par des groupes dis-
continus comprenant une transformation du dixieme type, deuxiéme
forme. En transformant convenablement le groupe, et en prenant au
besoin l'inverse de la transformation considérée, on peut admettre que
cette transformation est de la forme canonique

=]
©c ©o ©

1

o
O O o 1

Cette transformation S fait en particulier partie du groupe arithmé-
tique. La transformation S ne change aucune des quantités e*™s, A, g°.
Nous pouvons choisir dans le groupe une suite de substitutions

Ty Goy O3y eeey Tuy vy

telle que toute substitution du groupe puisse étre mise d’une facon et
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d’une seule sous la forme S?q,, p étant un entier quelconque, positif,
nul ou négatif.

Considérons une série © correspondant au groupe; nous pouvons la
regarder comme une série double, le terme général dépendant des
entiers n et p.

Faisons d’abord varier p tout seul. Nous désignerons d’une fagon
générale par Rt ce que devient la fonction R sur les variables g, 4, g’
de laquelle on a effectué la substitution 7. Si £ est I’exposant du déter-
minant fonctionnel qui figure dans le terme général de la série ©, en
faisant varier p seul on a manifestement une série de la forme

D(g, h g") ]
v I Ya R [}
-,,“S"[ D(x,y,z)] ’

R étant une certaine fonction rationnelle. La somme de cette série est

o' A . .o, . .
donc égale a [ &2 " &) multiplié par unc fonction rationnelle de
¢ D(z, y. 35)

e*™s, dont les coefficients sont des fonctions de /4 et de g'. Cette fonc-
tion rationnelle tend vers zéro quand e*™¢ tend vers zéro ou vers
I'infini.

Faisons maintenant varier ». En mettant [D—(&—h—’—&]k en facteur,

D(z, y, 5)
les termes de la série sont des fonctions de e*™s, A, g’, nulles
pour ¢’™& = o. Quels que soient % et g, pourvu que ¢’ soit positif, il
existe un membre positif A tel que ces fonctions soient holomorphes
en e*™8, h et g’ pour
ol|e™s |

enfin, la série est convergente pour |e*™#| =A. La convergence est
méme uniforme tant que g’ et A restent assez voisins d'un systéme
quelconque de valeurs données et que |e"™¢| reste égal a A; car on
peut supposer, sans altérer la valeur du terme général, que ¢, reste

. 1 1 . , , .
compris entre — et + ~; le point g, 4, g’ est donc dans une région

intérieure au domaine (1); donc la convergence est aussi uniforme
pour
Oél e’“‘*’lg)\.

Donc, la somme de la série est une fonction de e*™, de A et de g,

G. 20
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holomorphe pour e*™¢=o0, & et g’ ayant des valeurs finies quel-
conques; la fonction est, de plus, nulle pour €*™&= o. Pour avoir la
fonction @, il suffit de multiplier ce résultat par le facteur

[D(g’ h, g')|*
D (a, y, 5)

Les fonctions invariantes par le groupe arithmétique qu’on obtient
comme quotients de fonctions © se comportent donc comme des
fonctions rationnelles de e*™#, h et g', tant que A et g’ restent finis et
qu’on est dans le domaine d’existence de ces fonctions.

Appliquons ceci au groupe arithmétique : nous connaissons la
nature de la singularité de la fonction aux points imaginaires de la
variété r, = x, = x, =o. En échangeant g et g’, comme c’est permis,
on passe a la variété «, = x, = x, = o; les fonctions © sont égales au
produit de [:)T__(g, k&)

(z, y, 5)
pour A et g finis et €*™$ assez petit, et nulle pour e*™¢’ = o.

A . I
] par une fonction de e*™$', & et g, holomorphe

6. Etudions maintenant la singularité qui se présente au point réel

L) T2 Xg== X3 = C, =0, Ly= 1.

Dig, k, g")
D(z, ¥, 5)
appellerons f(g, &, g'), est invariant par toutes les substitutions de la
forme

k -
En divisant la fonction © par [ ] » le quotient, que nous

d ¢ o o 1 0 0 O
b a o o «< o1 0 o (ad— bo=1)..
o o a —b a y 1 o
oo —c¢c d Yy B o 1

Donc f(g, k, g') est une fonction uniforme de e*™s, e*™5", *™*, Cette
fonction est d’ailleurs holomorphe dans le domaine (I), et nulle
pour e*™8=o0 et pour ¢*¢'=o. Or, la condition §§"— 3*> o peut
s’écrire L

— VGG < 3¢ <+ VG§’

e—Zﬂ (A’gl < | e’"”‘ ‘ < e!ﬂ‘/gg—i,

ou
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Done, y et y' étant deux nombres positifs quelconques, la fonction
, h, g') est holomorphe en e*™s, e2™s8" et e2™* pour
&g p , p
|ezmg l < e,
l ernis’ | < e Y’

e ™IV < | ermin | < 2™,

Donc, on peut développer la fonction f(g, 4, g’) ensérie de Laurent
procédant suivant les puissances positives de e*™3 et de e*™$, et sui-
vant les puissances positives et négatives de e*™* :

(27) J(g hy ') = ZAq g yermas+Bien,

Cette fonction est nulle pour e*™¢=o0 : donc, « n’est jamais nul; de
méme y n’est jamais nul. On a donc

o >o, ¥y >o.

Or, £(g, h, g') ne change pas par la transformation

G = a%g—2abh + b*g
H=—acg + (ad + bc)a — bdg’
G'=c*g—2cdh +d*g".

Cette transformation échange donc entre eux les termes de
la série (27). Or, cette transformation change e*™@s+B4+18) ep
e*™@s+B4+18) i |'on pose

a'=a*a —acP + c?y,
B'=—2¢ba+ (ad + bc)pB — 2cdy,
Y =0 — bdp + d'y.

Or, si 32 — 4ay est positif ou nul, on peut choisir les entiers a et c de
maniére qu’on ait

a'So;
donc, si
B*—bay2o,
on a
Aggy=o.

Pour tous les termes non nuls, on a donc

Br<bay=(a+7y)
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ou
IBl<a+7y.

Or, le terme général de la série peut s’écrire

Ag 8 Ye2'n:t[cc(g—h)+(a+ﬂ+y)h+‘y(g’—h)] .
2B

Donc f(g, &, &) est dans tout le polyédre fondamental, limites com-
prises, une fonction holomorphe de

e2m(g-h)’ e2mh’ e"m(g‘ lz)_

La fonction invariante qu’on obtient comme quotient de deux fonc-
tions @ se comporte, dans ce polyédre, comme une fonction rationnelle
des mémes variables.

7. Soient
X=Fi(g, 1 &),
Y = Fz(g’ hvg,)’
7 =VF;(8,h, 8"

trois de ces fonctions invariantes. Si 'on considére X, Y, Z comme
donnés, ces trois équations n’ont qu’un nombre fini de solutions a
I'intérieur du polyédre fondamental; ce nombre ne dépend d’ailleurs
pas du systeme considéré de valeursde X, Y, Z, car si, X, Y, Z variant,
un point (g, A, g') sort du polyédre fondamental, un autre y rentre
par la face conjuguée.

Considérons maintenant une quatri¢me fonction invariante

T=F,(g,hg);

sil’on se donne les valeurs de X, Y, Z, on aura un nombre fini et fixe
de valeurs de T correspondantes. Les fonclions symétriques de ces
valeurs de T, exprimées au moyen de X, Y, Z, seront uniformes dans
tout espace, et s’y comporteront comme des fonctions rationnelles;
ce seront donc des fonctions rationnelles de X, Y, Z, comme cela
résulte des travaux de M. Cousin. Donc les fonctions X, Y, Z, T sont
liées par une relation algébrique. ,

Par suite, toutes les fonctions invariantes par les transformations du
groupe arithmétique et qui sont obtenues a I'aide des fonctions @
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peuvent s’exprimer rationnellement & I'aide de quatre d’entre elles.
Peut-étre ce nombre de quatre peut-il étre réduit a trois; ce qui pré-
céde n’indique rien a cet égard.

8. Les quotients de deux fonctions des @, ,, ,(x,y) que l'on
rencontre dans la théorie des fonctions abéliennes fournissent un
exemple de fonctions invariantes pour le groupe arithmétique. En effet
ces quotients, quand on y fait z =¥ = o, ne prennent qu'un nombre
fini de valeurs quand on effectue sur g, £, g’ les substitutions du
groupe arithmétique; les fonctions symétriques de ces valeurs sont
donc invariantes par les substitutions du groupe arithmétique.

D’autre part, en désignant par ¢ (z, y) la fonction

o(z,y)=ga*+2hzy + g'y?
on a

1
il (em+p) r+(2n4V)y+-@(2m+ 1, 20+V)
Ouv.pa(2. 738 1y 8') = Ty n(—1)"0+ e [ ¢ ];

on peut donc écrire aussi

. !
Gp.,v,/r,r/ (07 03 8, Il’ g )

114
— zm n(_ |)mq+upeT [(2m+p)(g—h)+(2m+2n+RL+V)2h+(2n+V)2(g—h)

On voit donc que les quotients de deux de ces fonctions, supposées
non identiquement nulles, sont aussi, dans le polytdre fondamental,

I
des fonctions sans singularités essentielles de e

1T

de e* *™"; on constate aussi qu’il en est de méme pour les différentes
valeurs que prennent ces quotients par les diverses substitutions du
groupe arithmétique ct par suite de leurs fonctions symétriques; ces
fonctions symétriques seront alors, nécessaircment, dans le méme
polyedre, des fonctions sans singularités essentielles de e*™&-?
de e*™ et de e*™&—%, Donc, une quelconque de ces fonctions symé-
triques est une fonction algébrique de trois de nos fonctions inva-
riantes.

g

,de e* et

g —h
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CHAPITRE VII.

GROUPES ANALOGUES AU GROUPE ARITHMETIQUE.

1. Considérons une forme quadratique & cinq variables, du type
(1) S( 2y, 2oy 3, 24, 25) = 0] + 0} + uj— ul— ul,

u,, Uy, Uy, U, u; étant cinq formes linéaires indépendantes a coeffi-
cients réels en x,, x,, x,, x,, x;. Nous supposerons que la forme f
soit & coefficients entiers : il existe alors des substitutions & coeffi- .
cients entiers, de déterminant un, qui changent cette forme en elle-
méme.

Par une certaine substitution réelle, changeant z,, x,, «,, z,, 2, en
%,y 53, 53, 5y, 55, ON peut mettre f sous la forme z,z; + 5,2, + 23,
A toute transformation en elle-méme 2 coefficients entiers de la
forme f, ayant comme déterminant un, correspond une transformation
en elle-méme, de déterminant un, la forme z,z,-+ 5,5,+ 533 si,
parmi ces transformations, nous ne retenons que les transforma-
tions (T), il est évident que nous obtenons un groupe de transfor-

mations (T). Nous allons voir que ce groupe est discontinu dans les
domaines (I) et (I').

2. Soient X,, X,, X,, X,, X; ce que deviennent x,, x,, 5, x,, T,
par une substitution de déterminant ur changeant la forme f en elle-
méme; soient U,, U,, U,, U,, Uy ce que deviennent u,, u,, u,, u,, uy
quand on y remplace x,, x,, x4, x,, x; par X,, X,, X,, X;, X;. Nous
avons alors

(2) Ui=Lu+Mu,+Noug+ Pou,+ Qug (i=1,2,3,4,3);

L;, M;, N,, P,, Q, sontdes coefticients qui satisfont a certaines relations,
parmi lesquelles celles ci :

L24+M2+N}—P!—Q}=—1,
(3) L2+-M24+N2—P} —Qi=—1,
L.L;+MM;+ Ni;Ny— P, Py — Q,Qs=0.
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En méme temps que £, je considére la forme définie
(4) 9@, Zy, @, @y, 25) = Ui+ U+ U+ Ui+ Ui =/ +2(Ui+ U}),

qui dépend des dix parameétres L;, M,, N,, P,, Q,, L;, M;, N;, P,, Q,,
liés par les trois relations (3).
Nous dirons que la forme ¢ est réduite si elle est de la forme

(5) P2yt €19 % Ei3 L3+ €14,y + E1525) "+ Uy (T + 633 T3 4 &5, 2y + Ey5.05)?
A+ g (T34 €35 T4 + €35 %5) + o (X €45 75) 2+ s 2},

les coefficients satisfaisant aux inégalités
3 3 3 3 ) 1
(6) po2 ZP-n Haiz#za Hsiz#s» P’aizl"‘bv —;<€i,1§;

(quels que soient Z etj) (*).
Nous supposerons de plus que fest 4 coefficients entiers, ainsi que
la forme

(7) ul w4 uy+ ul + uy,

et que cette derniére est réduite. Si d’ailleurs la forme (7) n’avait pas
ses coefficients entiers, on pourrait cn tout cas s’arranger pour qu’ils
soient rationnels : en multipliant la forme / par un entier, on peut
donc les rendre entiers. Si maintenant la forme () n’est pas réduite,
on peut la réduire arithmétiquement : la substitution de réduction
changera f en une autre forme par laquelle nous remplacerons la
forme f; cela ne change pas le groupe de transformations (T) que
nous considérerons.

SiL,, M,,N,,P,,Q,, Ly, M;, N, Py, Q; correspondent a une trans-
formation a coefficients entiers de la forme fen elle-méme, la forme ¢
correspondante sera a coefficients entiers.

Posons
L, +i{L; =2, P,+iPs=—mn,

M,+ M, =, Q,+iQy=—«;
N, +iN; =v,

(1) Définition due & MM. KORKINE et ZOLOTAREFF, Sur les formes quadratiques(Mathe-
matische 4nnalen, t. VI, 1873, p. 366).
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les paramétres A, ., v, T, x sont assujettis aux conditions

MRt p?+vi—n?—x2=o,
Mo+ o + Wo— BT, — xxp = — 2,

(8)

en désignant par Ay, U,, Vo, T,, %, les conjugués de A, &, v, 7, x. La
forme 9 peut maintenant s’écrire

1
o=——( Mo s+ Wo— o — %ty ) f + 2 norme (A ey~ pttg—+V tlg— T U, — % Ug)s

Si la forme f éprouve une transformation en elle-méme, on constate
que les nombres complexes A, ., v, ®, x éprouvent la transformation
inverse de celle que subissent u,, u,, u,, u,, u;; cette transformation

conserve la forme
A4’V — Tt —nl

La forme 7 est réduite pour

A=p=v=o, mT=—I, x=—1.

Or le nombre des formes 9 réduites a coefficients entiers est fini,
puisque ces formes ont toutes le méme discriminant; on peut méme
en dire autant des formes 2 qui peuvent se mettre sous la forme (5) ot
les coefficients satisfont aux conditions

[ T 1
(9) 2> ;P-h B3> ';P-zs I~L3>;}13, [J~;,>%H-;, —i<<g,;<lI,

qui ne renferment plus de signes d’égalité.

Dong, il n’ya qu’un nombre fini de transformations en elle-méme de
la forme f quichangent » en une forme satisfaisant aux conditions (9);
le nombre des transformations en elle-méme de la forme f, pour
lesquelles la forme 7 qui correspond % A=p=v=o0, v=—1,
* = — @ est aussi changée en elle-méme, est en cffet fini.

Mais les conditions (g), étant remplies pour A = u.=v=o0,T=—1,
* = — I, le sont encore pour tous les systémes suffisamment voisins de
valeurs de ces paramétres. Done, les systemes de valeurs qu’on déduit
de A\=p=v=o0, ®"=—1,z=— 17 par une transformation en elle-
méme de la forme f ne sont pas aussi voisins qu’on veut de ce systéme
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initial de valeurs, & moins d’étre confondus avec lui, ce qui ne peut se
produire qn’un nombre fini de fois.
Or, si nous posons

A—rm=2z, &+ %X = 3, v == 33,

A+ =z, = %= 34,
on a

A% 4 24 v — Tt — 2= 5, 55+ 5,5, + 32,

de sorte que le groupe des transformations subies par z,, 3,, z;, 2., 25

est précisément celui que nous avions en vue. D’autre part, pour
A=p=v=o0, T=—1, x=—1, on a

5, =1, Sg—=—1, 33=0, 3, = I, Sy=—=—1I,

c’est-a-dire qu’on est au point g =g'=1, A=o.
Donc, d’aprés ce qui précéde, et d’aprés ce que nous avions déja vu
(Chap. IlI, §IIT), le groupe considéré de transformations (T) est discon-

tinu dans les domaines (I) et (I’), comme nous voulions le dé-
montrer. )

3. Pour toute transformation d’'un de ces groupes, I’équation (2)
en s (Chap. II) est a coefficients entiers; il en est par suite de méme du
quotient de son premier membre par s — 1. Il en résulte que les racines
de cette équation ne sont pas quelconques.

Cherchons quelles peuvent étre ces racines pour les transforma-
tions (T) de ces groupes qui ont un point double au moins dans le
domaine (I). Nous savons déja que la substitution (S) correspondante
peut se transformer algébriquement en la substitution

cos¢ o —sing o
o  cos o — sin
(10) o cosy ¥
sing o cos¢Q 0o
o siny o cosy

les angles 7 et J étant quelconques. Les racines de I'équation en s
considérée sont alors

(11) T eElerh, gEle-d),

G. a1
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Or cette équation est de la forme
(12) . st*+ as*+ bs*+as+1=o0,

a et b étant des entiers. Pour que ces racines soient de la forme (11),
il est nécessaire et suffisant que 'on ait

—hZaZi,
a*+ 8
2|la|—2562 a+e,
On trouve ainsi un nombre limité de systémes de valeurs pour les
entiers a et b. En remplacant au besoin la substitution correspondante
par son inverse, et en observant qu’on peut échanger les angles ¢ et ¢,
on trouve ainsi les systémes suivants de valeurs de ¢ et de  :

1° a—=—14, b=6 :9=o, Y =o0;

2° a—=—3, b=4 :cp:-g, —ig;
30 a=—3  b6=3 ip=3 b=o0;

4o a=— 2, b=2 :cp:g, q;:i-g-;
5o a=—1, b=2 :9:51—:; q;:tl—z,
60 a=—1, b=1 :cp:%m, ¢:t§;
7° a=—1, b=o :qa_—_g, q;::t%;
8o a=o, b=2 :cp:-g, Y=o0;

9° a=o, b=1 :<p:§, q;::’:%;
10° a=o, b=o :cng, ¢:i§;
1° a=o, b:——l:cp:%, q;:tg-;
120 a=o, b:—z:cp:g-, &P:i-;—r,‘
13° a=1, b=2 :q;:ﬂ, q;—_-il;

[
N

-

[
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14° a=1, . b=1 :q>:3—5n-, L}/:i‘%'
15° a=1, b=o :cp:%a ‘l/:—i%;
16° a=2, b=3 :<p=2—31£, Y=o;
17° a=az2, b=2 :cp:%‘lr; q»:-i_:§;
18° a=3, b=4 :(p:%, np:i%;
19° a=A4, b=6 :9=m, ¢=o.

Le méme calcul s’applique aussi aux transformations de ces groupes
qui seraient du sixiéme type, troisi¢tme forme, ou du huitiéme type,
deuxieme forme. On trouve ainsi que I'argument des racines imagi-
naires de I'équation en s (1) (Chap. II) sera, pour les premiéres, au

. s 5 T T oul, et les deuxié 2T W T
signe pres, 3’ g’zou 5’ el pour les deuxiemes T;;OU-?;'

4. Nous allons montrer maintenant que les transformés par un de
ces groupes d’un point du domaine réel peuvent étre aussi voisins
qu’on veut d’un point réel quelconque.

Soient &, &,, &, &, & des nombres réels tels que
(13) f(gl’ghgh Ehgs):o'

Il nous suffit évidemment de prouver que, par une transformation en
elle-méme de la forme f, ayant le déterminant un, et correspondant a

une transformation (T), les transformés d’un systéme quelconque de
nombres réels x,, x,, x,, x,, x; tels que

(14) [z, &4, T3, 2, Tg)=0

ont des rapports mutuels aussi voisins qu’on veut de ceux de §,, &,, &,,
E 2
5y S5
Nous parlerons encore de points ayant pour coordonnées x,, x,, s,
x;, ;, en entendant par la un systeme de cing nombres satisfaisant a
I'équation (14).
1l existe des points dont les coordonnées font partie d’'un méme
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corps quadratique et qui sont aussi voisins que Ion veut de

(Eh E!a 537 Eh EB)'

11 suffit pour le voir de remarquer que I’on peut trouver quatre entiers
naturels x,, xy, z,, x; dont les rapports mutuels soient aussi voisins
que I'on veut de ceux de &,, &, ,, &; alors I'équation en x,

J(zy, 2y, 23, 24, 25) =0

aura deux racines réelles : 'une d’elles complétera avec ,, z,, x,, =,
un systeme de cinq nombres, faisant partie d’'un méme corps quadra-
tique, et dont les rapports mutuels sont aussi voisins qu'on veut de
ceux de &,, &,, &, &,, &;.

Nous pouvons donc nous borner 2 démontrer la proposition dans le
casou £, £,, &, £, et &, font partie d'un méme corps quadratique.

Nous désignerons par &, §.,£,, 8., & lesconjuguésde £, %,, &5, &5, &5
dans ce corps quadratique. On aura aussi

f(E,hE"HEI:p 2,5'5)20.

Nouspouvonstrouverquinze entiers naturels a;. b,, ¢;,(i=1,2, 3, 4,5),

tels que )
Nat =Y ht=Y k=0,

=1 =1 =1

et tels que les dix déterminants :

a, a, a;
b; b, b (4, j, k=1,2,3,4,0)
c, ¢, ¢

soient premiers entre eux.
On peut alors trouver dix autres entiers d;, ¢; tels que le déter-

minant
a, a, a3 a, a;

bi bz b3 bb bs
c; € C3 C Cg
d, dy d; d, dj

e, e, €3 €, ¢
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soit égal & un. Posons alors

Za,2,= yy,
2,byz, =y,
2"ici Ly ==Y3,
Z,d,-x,:‘y,,.

Ze Zi=Ys5
on aura

f(xi, Loy X3y Ly, 1'5) :F(yh Y2 Yy Vs yli),

F étant comme f une forme quadratique & coefficients entiers. La
forme F(o, 0, 0,y,,y;) est d’ailleurs nulle pour

ybzzdtgn }’5:2:8;’@':,
yi=2d, £, ys=2ek;

ainsi que pour

c’est donc une différence de deux carrés.
Nous voyons par la qu’il suffit de se borner au cas ou

ilza,:&:o,

les nombres &, et %, faisant partie d’'un méme corps quadratique, et la
forme quadratique f(o,0,0,x,,2;) étant une différence de deux
carrés.

Or, dans ce cas, la forme admet une infinité de transformations
propres en elle-méme, qui sont toutes des puissances de I'une d’entre

elles. Soit
Xi=oaz,+ B

styxk—k oy (aa—p)’:l)

cette transformation : par les puissances positives de cette transfor-
&
&’

. i x
mation, le rapport transformé de —* tendra par exemple vers #*; par les
5

puissances négatives, il tendra versg—f-
§
Or, nous pouvons écrire
(15)  [f(®1, gy 23, Zyy T5) = (L1, Ty, X3) + A ({21 + M2y + N3+ p 2, + g2045)°
—B(l'xy+ m zy+ n' 3+ p' 2+ q' )2,

nous désignons ici par p(x,, &,, ;) une forme quadratique i coefficients
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rationnels, par A et B deux nombres rationnels positifs, par /, m, n, p,
g, U, m', n', p', ¢ des nombres entiers quelconques.
Il existe des nombres rationnels o', §’, v', &' tels que

pXi+g Xs=a (pzi+qxs) + B (p' zi+ q'25),
P'Xi+q' Xo=y' (pzi+ qzs) + 8 (p 2+ g'25);

mais, pg' — p’q n’étant pas nul, il existe des nombres rationnels a, b,
c,a, b, c, tels que, sil’on pose

X,=az, +bxy + cx; + ax,+ P,
Xi=a z+ b zy+ ' 3+ yx, + 0,

on ait les identités

lzy +mz, +nx; +pX|, +9gX; = &' (lxy + ma, + nz; +px, +qx5)
+B'(Vxy+m' zo+ n' 23+ p' ey + q' xy),
lzy+m'zy+n'zs+p' X, +¢'Xs= 9z, +mx, +nzx; +pz, + qzg)
+ 0 (Vi +m zy+ n' s+ p'a,+ q' @)
Sil’on pose encore

Yll—_:xh x’):xﬂﬁ XI;;:‘I‘M
on aura donc

JS(X, x’zs X5, X’u X3) =S (21, 23y 23, 24, 25).

Si, en particulier, z, et x, sont nuls, il en est de méme de X, et X, et
I’on aura
f(X’H 0,0, X,b’ XIS) :f(xh 0, 0, mhxs)’

en admettant qu’on ait, dans X, et X, remplacé x, et x; par zéro. Mais
Hermite a démontré (') qu’une certaine puissance de cette transfor-
mation, qui porte sur x,, z;, &y, est & coeflicients entiers. De méme,
en annulant «, et «; ou x, et x,, on obtient des transformations por-
tant sur x,, x,, &, ou sur x,, x,, x;, dont certaines puissances sont a
coefficients entiers. De la, il résulte qu’une certaine puissance de la
transformation qui change x,, x,, z,, x,, ; en X, X}, X, X|, X] est
a coefficients entiers. Peut-étre que cette transformation de f en elle-

(') Hermite, OFucres, t. 1, p. 193 et suiv,
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méme, qui a pour déterminant un, ne correspond pas a une transfor-
mation (T), mais alors son carré y correspond quand méme.

Nous avons donc une transformation i coefficients entiers de la
forme cn elle-méme, qui correspond & une transformation (T), et qui
est de la forme

Yl: 2y,
Xy=a,,
(‘6) X3:.’I?3,

Xo=ax, +bx, +cx; + ax, + By,
Xo=a'x,+bxs+ 2y +a' o, + B xs53

par les puissances positives de cette transformation, les transformés

X xZ X x . A o
de =, =2, =2, — tendent respectivement vers o, o, o, &, notre proposi-
Zy Xy X5 Xy &s

tion est donc démontrée.
A la vérité, la démonstration n’est pas bonne pour les points de la
variété

6,. f;‘(xh Lo, L3y xh .12‘) -+ E’s .fal"n(‘z‘l’ Loy Ty Xy, ‘TS) =o0,

ou, en revenant au cas général ot §,, £,, &, ne sont pas forcément nuls,
pour les points de la variété

1 p! zr wopr zropr o .
&\ S+ 85 S+ 83 S+ 84 S, =+ B fr, =03

mais il est évidemment tres facile de trouver dans le groupe une trans-
formation qui ameéne le point initial en dehors de cette variété; il ne
reste plus alors qu'a lui appliquer les puissances de la transfor-
mation (16), comme nous l’avons vu.

5. Nous voudrions maintenant montrer qu’il existe dans le groupe
une transformation correspondant a une transformation (T) du pre-
mier type, ayant comme points doubles :

1° Un point réel quelconque, dont les coordonnées &,, &,, &, &,, &5
font partie d’un méme corps quadratique ;

2° Le point(%,%,.&,,5%,,%, ) dontles coordonnées sont les conjuguées
de celles du premier point;

3° Un autre point réel quelconque (7, 15, M5, M1, 5 ), dont les coor-
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données sont seulement assujetties a faire partie d’'un méme corps

quadratique (non nécessairement le méme que le précédent), et a
vérifier les deux conditions

(]7) {Elf';h_‘_'glf‘;h_*—£3ffria+£‘f':l4+asf’;ls:0’
B\ S+ Ea o+ & fa,+ B fa + Es fa, =03

4° Le point (0, M,, M5, M., M;), dont les coordonnées sont les con-
juguées de celles du précédent.

Nous pouvons, comme précédemment, supposer que &,, &, et &,
sont nuls. La transformation (16) a alors les points doubles indiqués,
mais elle est du cinquiéme type, premiére forme.

Les deux conditions (17) deviennent ici, en reprenant la notation
de la relation (15),

(18) lny + mn, + nng + pn, + qns =o,
Uny+ m'ny+ n'nz+ p'n+ ¢’ ng=o0;

comme, de plus, on doit avoir

f(ﬂia N, N3y N4 N5) = 0,
on aura

(19) @ (N, N2, M) = 0.

1l nous suffira donc de prendre pour v,, 1,, 1, des nombres faisant
partie d’'un méme corps quadratique et satisfaisant a la relation (19);
les relations (18) serviront alors a calculer 7, et »;.

D'une fagon de procéder analogue a celle qui nous a servi
pour (%,,&,,5;,84,&;), on déduit qu'on peut, sans nuire & la géné-
ralité, se borner au cas ou

ng=o.

Il existe alors une transformation a coefficients entiers et de déter-
minant un de la forme

‘ Xllea
(20) c Xe= axy + Pxy + yay,
( Xy =ad'z,+ B xy-+ y' xs,
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et qui change les nombres

Z1=0, Ty =", Z3=— N3
en

X;=o, X =y, X;=my,
a un facteur prés. Posons alors

(a1) Xo=a"z + "2y + ¢ 23 + 2,
Xs=a"z,+ 3" xy+ y" 2y + 25,

«’, B’, Y’y «”, B”, y" étant des nombres que nous déterminons par les
relations

Xy +mX, +nX; +pX, +9Xs; =!lr, +ma,+ nz; +pz,+ qxg,

22
(22) {l’Xl—i-m’X2—|—)z’X3+p’X5—|—q’X5:l’x,+m’x2+n’x3+p’x,,+q’x5.

Les formules (20) et (21) définissent une transformation de la forme f
en elle-méme. Les coefficients o”, 8", v, «”, 8", v sont rationnels,
mais pas forcément entiers; mais la considération de la forme adjointe
de f (o, @y, x,, x,, ;) prouve que, pour une certaine puissance de la
transformation, 8”, ¥”, 8” et ¥” sont remplacés par des entiers; si
alors o” et o” sont des fractions dont le plus petit commun multiple
des dénominateurs est u, la puissance i de cette nouvelle transfor-
mation“sera a coefficients entiers.
Nous avons ainsi une transformation a coefficients entiers

X =ay,
Xo=ax, + Bz, + yx,,

(23) Xs=a' 'z + B2y + y 3,
Xo=a"z) + ' xy + y' @3 + 24,
Xs=a"z, + " zy+ y" 23+ x5,

quiacomme pointsdoubles(o,0,0,%,,%;),(0,0,0,&,,5.),(0,M2: M35 N4y M)
et (0, M5, My» My» M3 )» et qui donne lieu aux identités

& fx,+ E5f(,:Ekf;4+£5f;n

ER A G A= fa+ E Sl
Ny A+ s S+ 00 S 0 A= r(ne fo, 0y fi 0y fr 05 Sfay)s
Ny S+ 0y S+ 0N N = (0 Sl fe 0 fa 0 fa)s
G. 22

(24)
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est 'inverse de r; ces deux nombres font partie du méme eorps
quadratique que v,, M5, 7, N;: en remplacant au besoin la substi-
tution (23) par son carré, on peut supposer qu’ils sont positifs. De
méme, on peut supposer que la transformation (23) correspond 4 une
transformation (T).

La transformation (16), de son coté, donne lieu aux identités

B EGA=RE fi,+E /),

E S+ BN =R Si,+ & fa)s
Na fx,+ 05 Jx, + M S, 05 = N0 Sr, - s foy =+ N Sa o+ 05 frg
Ny S+ Ny A+ 0 A+ 0 S =0 fa s S S g S

(25)

R et R’ sont deux nombres, qu’on peut supposer positifs, et qui appar-
tiennent au méme corps quadratique que &, et &;; ils sont inverses I'un
de l’autre.

On peut toujours trouver deux nombres entiers « et { tels que les

nombres
R%, Rz, rB, B

soient tous différents. Alors /e produit de la puissance o. de la transfor-
mation (16) par la puissance 3 de la transformation (23) correspond
a une transformation (T) du premier type satisfaisant aux conditions
imposées. Les nombres r,, r,, ry, r,, dans cette transformation, seront
égaux respectivement a R*, r#, R, r®,

6. Notre groupe de transformations (T) élant discontinu, il existe
des fonctions invariantes par les transformations du groupe, et se
comportant comme des fonctions rationnelles dans le domaine (I).

Or, d’aprés ce que nous venons de voir, les variétés qui correspondent
pour ce groupe & celles que nous avons considérées (Chap. V, 15)
passent aussi prés qu’on veutde n’importe quel point du domaine (IIT);
il en est ainsi d’ailleurs, méme si ’on se borne aux transformées d’une
des substitutions du premier type que nous venons de déterminer par
les autres substitutions du groupe. Il en résulte qu’en tout point du
domaine (11I), qui ne serait pas un point singulier, une de nos fonc-
tions invariantes devrait prendre la méme valeur, ce qui est absurde.

Donc, pour les fonctions invariantes par ce groupe, non constantes,
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et se comportant comme des fonctions rationnelles dansle domaine (1),
les points du domaine (1II) sont des singularités essentielles.

Ces fonctions ne peuvent donc pas se prolonger hors du domaine (I).
Elles sont donc uniformes partout ou elles existent.

7. Si nous formons le polyédre fondamental d’aprés la méthode
générale que nous avons étudiée (Chap. III), il résulte de ce que nous
avons établi (Chap. IV) sur les transformations du premier type que
ce polyedre n’aura pas dans le domaine (III) de variétés & plus de
quatre dimensions; dans le domaine réel, 4 cause des substitutions
du cinquiéme type ue nous avons rencontrées, il ne pourra avoir
que des points isolés, c’est-a-dire des sommets.

Vu et approuvé :
Paris, le 14 juillet 1913.
Le Doyen pE LA KAcCULTE DES ScIENCES,
PavL APPELL.

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 19 juillet 19r15.

Le Vice-RecTeur v L’AcapimMIE DE Paris,
L. LIARD.





