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Séminaire de Théorie des Nombres v -1
15 novembre 1973 et 14 mars 1974

Grenoble

UNITES ET NOMBRE DE CLASSES D'UNE
EXTENSION GALOISIENNE DIEDRALE DE Q@

par Nicole MOSER

Soit G un groupe diédral d'ordre 2p , p nombre premier
impair. On se propose, en utilisant la classification des Z [G]-modules
donnée par M.P, Lee dans [13] et rappelée en [16] , d'étudier la
structure de G-module des unités d'une extension diédrale K/Q@ , et en
particulier 1'existence d'une unité de Minkowski. (Rappelons qu'une
unité de Minkowski est telle que de l'ensemble de ses conjuguées, on

puisse extraire un systdme d'unités fondamentales de K).

Cette étude met en évidence un indice a d'un sous-groupe
d'unités, que l'on retrouve dans une formule liant le nombre de classes
de K et ceux de ses sous-corps. L'utilisation simultanée de ces deux
groupes de résultats permet de donner quelques exemples numériques

lorsque p =3

I - GENERALITES.

1. Notations.

Pour tout corps de nombres jJ , nous poserons :

U/\ : le groupe des unités de §

VA : le groupe des racines de 1'unité contenues dans A
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E : le quotient U

A d V)

h[\ : le nombre de classes de 7
DA : le discriminant de 7/Q@Q

RA : le régulateur de A

Nous réserverons la lettre K pour désigner une extension dié-
drale de @ de degré 2p , p nombre premier impair, et la lettre G

pour désigner un groupe diédral d'ordre 2p . Le groupe G admet deux

générateurs ¢ et rt , liés par les relations
2
o-p = T =1
16 = o It

Nous noterons k le sous-corps de K fixe par H = (g) , et L celui

qui correspond & g = (1)

Enfin, nous désignerons par :

(p)

@ : le p-iéme corps cyclotomique

¢ : une racine primitive p-i€éme de 1'unité
A : I'anneau des entiers de (D(p)

(DO : le sous-corps réel maximal de (D(p)

et AO son anneau d'entiers.

2. Théorie de Galois pour le Z [G]-module E

K *

PROPOSITION I.1. Soit K/® une extension diédrale de degré 2p .

Le sous-groupe de EK fixe par t (resp. o) est EL (resp. Ek) .
J_"_-)_é_rn_g_r_l_s_t_x_'gt_i_p_n : Vérifions d'abord que tout élément de VK est
dans Vk . Soit ¢ un générateur de VK , d'ordre m ; il existe un
entier a tel que
o _ a
e = ¢
p _ -1 _ -1
Comme ¢ =1 et que rfror7 =g , on a les congruences modulo m :
aP =1 (m)
2
a =1 (m)

LY

Donc a est congru a | modulo m , et ¢ appartient & k . Les racines

de 1'unité contenues dans K sont donc +1 et -1 , sauf si k = Q)

ou @)
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Soit ¢ un élément de EK fixe par 7t : il est représenté par

un élément o de UK . Comme K est le composé des corps k et L ,
et que k est de la forme Q@{/m) , ol m est un entier sans facteur

carré, g s'écrit :

o = 2 (a,*b/mle,

g€l
ol aa et be sont des rationnels, et c\e un élément de L
o =T (ae—beﬁ)ce
eel
Comme g est fixe par 7 , ¢T-1 est un élément de VK . Distinguons
alors les cas suivants :
1) aT—l =1 ; alors ¢ € U

L .
2) aT_l = -1

Dans ce cas, 5> ac =0 ; 1'élément ) = 2, bece appartient a L ,

2
et l'on a : e€l g€l

W/
_ .2
Npp o = mm

Si m est différent de -1 , pour tout idéal premier ¢ de L

04

qui divise m , on a

0 = ZVP(x) + VP(m)

Comme l'extension L/Q est de degré impair on peut choisir @ de sorte

~

que vp(m) soit impaire, ce qui conduit & une contradiction.

Si m = -1, c'est-a-dire k = Q(i) , g = ix appartient & UL ,
donc B =g est un élément de EL
3) O“T‘—l =i ou -i

On montre par un calcul analogue au précédent que

.2
NK/LG. 2)\. ' )\.GL:

donc ces cas sont & exclure.

- , 2
4) o 1 = (resp %)

Alors B = jzc. (resp joo) appartient a UL
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- . 2
5) oT 1= - (resp -i%) .
L'élément B = jza (resp jo) Vérifie
B'r—'l = -1

donc ce cas ne peut se présenter, d'aprés 2).

t

Pour démontrer la deuxiéme assertion de la proposition, choisissons

maintenant un élément &: de EL fixe par ¢ ; il est représenté dans U

L
par un élément o tel que ao-l soit un élément ¢ de Vk , et I'on a :

-1
(1+o+...+6" )o-1) _ p
o =g =1

Ceci implique ¢ =1 , sauf peut-étre si k = Q(j) , et p =3

Supposons donc que p =3 et k = Q) , et soit g un élément

de U tel que
K 2
a® = +jg ou xj'q
C'est un élément primitif de K/Q(j)
N _ l+g+02 _ 3
Donc a,3 est une unité de @(j) ; les seules unités de @(j) sont les
racines de 1l'unité, Si cx3 valait + 1 , K serait identique & @©(j) . Si
2
a3 valait 4+j ou +j , K serait le corps cyclotomique (D(g) , qui est
abélien sur @ . Donc tous les éléments o de UK vérifient :
o _
[ A 10 §
o-1 . o-1 N
Comme ¢ est de norme 1 sur @(j) , le cas ¢ = -1 est a

exclure, et g est un élément de Uk . =

3. Sur les extensions galoisiennes totalement réelles de Q@ .

Soit A/@® une extension galoisienne, totalement réelle, de de-
gré n , de groupe de Galois T . Le théoréme de Dirichlet sur les unités

montre que EA est un Z-module libre de rang n-1 ., Posons T = 2, s ;
sl
le Z [ ]-module E/\ , annulé par T , est en fait un Z[T]/TZ [T ]-module,

et la proposition suivante est immédiate
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PROPOSITION 1.2. les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) EA est un module sur Z [T"] monogéne.

ii) EA est Z[T)-isomorphe & R = ZI[T1/TZ[T] .

Considérons maintenant un sous-groupe vy de T , et pour tout

T'-module M , posons :

MY = {aeM\ a® = a pour tout s ¢ vy}
T = % s
Yo sey

PROPOSITION 1.3. Si R = ZI[Tl/TZIT] ,

RY = TR .
Y

Démonstration : (due & J.M,. Fontaine). Considérons la suite

exacte de y-modules :
Il est clair que l'application z - 2T est un isomorphisme de Z[T']-

modules de Z '-':sur TZ '] . On en déduit la suite exacte courte :

et la suite exacte de cohomologie modifiée a la Tate :

- B4.2I) - H R - HG,Z) -

Or ZI[r] est un Z[y]l-module projectif, donc
8 (2] =0 .
D'autre part, Hl(y,Z) = Hom(y,Z) = 0 . Donc I:Io (y,R) = 0 , et par
définition des groupes de cohomologie modifiée, RY =TR . =
Le corollaire suivant s'en déduit immédiatement.Y

COROLLAIRE. Soit A/® une extension galoisienne totalement

réelle, admettant une unité de Minkowski n . Soit \' une extension inter-

médiaire, associée au sous-groupe vy de Gal(/\/(D ). Le sous-groupe de

E fixe par est E, ,etlona: N ., E =E , ; (en _effet,
A L N ¥ N

N E cE
W B € By

Si, de plus 7'/® est galoisienne, j' admet N/\//\.'n comme

unité de Minkowski.
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II - Z[G]-MODULE DES UNITES D'UNE EXTENSION DIEDRALE IMAGINAIRE.

D'aprés le théoréme de Dirichlet, sur les unités, EK est un

Z-module de rang p-l , et Ek est un Z-module de rang 0 . Donc tout

élément de EK a pour norme 1 sur Ek , et le Z[G]-module EK est

un module sur A , Utilisons la classification des modules sur 1'algébre

d'un groupe diédral (cf. [15] et [16], th. III) pour énoncer :

PROPOSITION II.1. EK est Z[G]-isomorphe & un idéal de A

de la forme (1-¢)%aA , ol o est un idéal de AO , et ol ¢ vaut

0 oul

DEFINITION II.1. Nous dirons que EK est de type g s'il
est Z [G]-isomorphe & un idéal de la forme aA , et de type B dans
1'autre cas.

Pour que EK soit Z [G]-monogéne, il faut et il suffit que la
classe dans A de l'idéal o que lui associe la proposition II.1 soit

la classe principale. En particulier :

PROPOSITION II.2. Soit K/@ une extension diédrale imaginaire

de degré 2p . Si Ao est principal, K admet une unité de Minkowski.

(On sait que AO est principal pour tout nombre premier inférieur

ou égal 3 23).

Démonstration : Si Ao est principal, EK est Z [G]-monogéne ;

soit m un de ses générateurs. Pour le type ¢ , n Vérifie T]T =0,

et pour le type B , nT = n_l ; donc un représentant de 1y dans UK

est une unité de Minkowski de K . =

Parmi les sous Z [G]-modules de E de Z-rang p-l figurent

K 2

r

les modules E [ . Deux corps Lo et 108 distincts, (r et s sont
1.0

des éléments de Z/pZ) , de degré premier sur @ , ont une intersection
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réduite & @ ; donc E oF E oS est un sous Z [G]-module d'indice
L L
fini dans EK' Enongons les résultats suivants, valables pour deux conju-

gués distincts quelconques de L , avec L et 1.°

PROPOSITION 1I.3. Soit K/Q une extension diédrale imaginaire

de degré 2p . Posons a = (E, : ELE_ ) . L'indice a vaut 1 si E

K I e K
est de type o , et p si EK est de type B8 .
D_é_[r_l_o_rls_tfgt_i_pfl : Les éléments 1 et ¢ constituent une Ao-base de

~

A . Si EK est de type ¢ , il est isomorphe & un idéal A , donc encore
a la somme directe q & af{ . Compte tenu de la proposition I.1, l'image
de EK par cet isomorphisme est la partie de qA fixe par 71 ; c'est

donc a . Par définition de l'action de ¢ sur A , l'image de E o est

co , d'ot I'égalité : K
EK = EL'ELU
Si EK est de type B , il est isomorphe & (1-¢)ad , o0 g
est un idéal de AO . Désignons par p l'idéal premier de AO au-dessus

de p . Dans ce cas, la partie de (1-()gA fixe par t est pa , donc
l'image de EL est égale &3 pa , et celle de E s & (pa . Le module
L
EL'ELU est isomorphe a pad , et
(EK:ELELO') = ((1-¢)aA : paB) =p . .

PROPOSITION II.4. Soit K/@® une extension diédrale imaginaire

: E_ - E est surjective.

de degré 2p . L'application norme NK/L : Ee L

Démonstration : Le module NK/LEK est Z [G]-isomorphe &

ad . Comme l'extension Q)(p)/(l)O est modérément ramifiée,

_\E
"op)/0 ¢

la trace de A sur Ao est surjective (cf. J. Martinet [13]), et

TrQ(p)/(Do(l-Q)eaA = [(I'Q)eaA]ﬂAo _ pe(1 ‘

Donc EL = NK/L EK

Remarque : Si l'on se restreint aux unités totalement positives, on
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III - Z[G]-MODULE DES UNITES D'UNE EXTENSION DIEDRALE REELLE.

Pour appliquer les résultats sur la classification des Z[G]—modules,
mettons en évidence l'ensemble EI'< des éléments de EK de norme 1 sur
Ek ; c'est un Z-module de rang 2p-2 ; il est donc isomorphe a

(1-0)°1

EK/EK' est un Z-module de rang 1 , sur lequel 1 n'opére pas trivialement,

€
cA @ (1-¢) 2pA , ol a et b sont des idéaux de AO . Le quotient

donc c'est un Z[Gl-module isomorphe & S2 . Tout Z[Gl-module est somme di-

recte de Z [G]-modules indécomposables ; d'aprés ([13] et [16], th. III), cing

cas sont possibles :

a) E_ =~ oA ®@bA ® S

K 2
B) B, =~ (1-¢)oA ® VA @ S,
y) Eg = (1-¢)eA ® (1-()bA @ S,
8) Ey = oA @ (bA,S)
¢e) Ep = (1-QcA @ (bA,S))

Ces cing modules ne sont pas % [G]—isomorphes : en effet, le théo-

réme de Krull-Schmidt est valable pour les Z(p) [G]-modules, et d'aprés ([13] et

[16], § V), les localisés en p de ces modules ne sont pas Z(p)[G]—isomorphes.

PROPOSITION 1III.1. Posons a = (EK : ELELG Ek) , et

b = (Ek : NK/kEK) Les cing cas ci-dessus sont caractérisés par :
a) a=1, b=p
B) a=p, b=p
yy a=p>, b=p
8 a=p , b=
) a=p2, b=1

Dans tous les cas, NK/LEK = E

L *

Démonstration : Posons p = [(l-g)A] N Ao . L'image de EL par

le Z[Gl-isomorphisme de EK sur 1'un des modules définis ci-dessus est égale
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Q)

€ € €

€
1a ® (1-¢) sz] NA =y Ly ® p 2y

[(1-¢)

e
Donc le conjugué ELG de E  est Z [G]-isomorphe & (p lg ®C,p€2b

Dans les cas a , B et vy , le sous-groupe de E fixe par o ,

K
E, . est %Z[Gl-isomorphe & S, ; donc E E gE, est %Z [G]-isomorphe &

2

€
pelaAeap 2bA @ S, , et

2

€1%ey
a = (EK : ELELUEk) = p .

Dans les cas & et ¢, llaction de g sur (bA,Sz) est définie
par la formule :

olx,y) = KX+W%,W

avec Yy € S2 , X E€DbA , n, € bA\ (1-C)bA . (cf. [13] et [16]). Les é&léments
(x,y) fixes par ¢ vérifient donc :

gx+yno=x.

Comme no n'appartient pas & (¢-1)bA , il faut choisir y dans
S2 n(C-1)A = pS2 , et Ek est isomorphe & pS2 . Pour le calcul de l'indice

a , il suffit de considérer la structure de Z-module de EK , et 1'on obtient :

+
a=p1€1.

Pour le dalcul de b , dans les cas ¢ , B et vy , on remarque
que NK/kEk est isomorphe a pSz , et que NK/k K =1 . Donc NK/kEK ,

isomorphe a pS2 , est égale & E D'aprés la proposition I.3, le Z[G]-

p

k

module R = Z[Gl/TZIG] , oo T = ZEGS , est du type & ou e ; dans
s

ces deux cas, les normes se calculent de la méme fagon, donc b =1 .

Enfin, pour calculer NK/LEK , remarguons que :

(1+'r)S2 =0

(1+7)(1-C)%ad = p©

pra .
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Si (x,y) appartient a (bA,Sz) , d'apres [16],

(x+==(F_-Cp ), -y)

T(XIY) = C"'l o o

Comme l'extension Q(p)/QO est modérément ramifiée, on en déduit que :

(1+T)(bA,Sz) =b

[P = [ ]
D'on NK/LEK EL .

Remarque : Comme dans le cas imaginaire, on peut remplacer L

et 1° par deux conjugués distincts quelconques de L .

PROPOSITION III.2. Le Z[G]-module R = Z[G]/TZIG], o0 T

désigne 2, s , est de type & .
se@G

Démonstration : Dans R , tout élément fixe par 1 (resp. oT ,

resp. o), est représenté par un élément de Z[G] de la forme
=1 p-1 -

(1+7) 2 a.ob (resp. (1+07) 5 a,ol , resp. (1+o+...+oP 1)(a +b 7)) . Pour
i=0 i o | o o

qu'un élément Z}(ai+bi'r)o1 de R se décompose en somme de trois éléments

fixes respectivement par o , T et ot , il faut et il suffit qu'il s'écrive :
p-1 . , .

T (a;+bm)o’ = (1+1)Da,0" + (L+or) TB0" + (y+31)(1+o+. . .+0

i=0 i !

p—l)

Par identification, on obtient la condition nécessaire et suffisante :

Zi,_‘ai —?bi = p(y-8)

Donc l'indice a correspondant 8 R wvaut p . La proposition I.3 donne

PROPOSITION III.3. Si Ao est principal, et si EK est de type

& , K admet une unité de Minkowski,

Démonstration : D'aprés [13] et [16], si AO est principal, tous

les Z [Gl-modules de type & sont isomorphes ; en particulier, ils sont Z [G]-

isomorphes a R . Lorsque Ao est principal, et que EK est de type & ,
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K admet donc une unité de Minkowski, d'aprés le corollaire de la proposi-

tion I.3.

IV - REGULATEUR ET NOMBRE DE CLASSES D'UNE EXTENSION DIEDRALE,

Il existe une formule liant les régulateurs et les nombres de clas-

ses des corps K , L et k

On peut l'obtenir directement en utilisant les résultats de R. Brauer ([4], Satz 3).
Ou bien l'on peut partir de la formule analytique du nombre de classes (cf.[3])

" P L

et comparer les fonctions "zé&ta" des corps K , L et k , gr8ce au tableau

de décomposition des idéaux premiers dans une extension diédrale, qui figure

dans [14 ].

Pour comparer les régulateurs, il nous faut distinguer deux cas :

1) K/@® totalement réelle.

Désignons par {el,... ,ep_l} un systéme d'unités fondamentales
#*
de L , et par u une unité fondamentale de k . Notons R le régulateur

du systéme d'unités
c o}

{61'62I...lep—llell...lep—l'u}'
Si a = (EK : ELELU Ek) , par définition du régulateur du corps K , on a :
_ 3
aRK = R

Le régulateur R* est la valeur absolue d'un mineur quelconque d'ordre 2p-1

de la matrice suivante (cf. [3]) :
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p-1 . oP 1, |
log|e1\ log]e?l log\e:cl7 | logle,| ... . logle:1 |
o p-1 1 p-1
log\ep_ll loglep_li logle:g_1 \ log\ep_ll ...... logle . |
log| 0\ log | 02] log| 1 o 1 o® 1o
gle; gle] ... logle,| ogle, | ...... og|eg |
o o2 TO cp-l,r(j
log]ep_l\ 1og]ep_1| log|ep_1\ log\ep_ll ...... log\ep_1 l
_1 -
log\u] loglucl log|u0p ] logluTl ...... log|u® i
" -
Remarquons que u est fixe par ¢ , tandis que les ¢, sont fixes par T .
log|eg'|
Notons Ei la colonne 2 1
i
o
logfed |

En supprimant la p-iéme colonne, on obtient :

E E E E

lo) 1 o« o0 p_z o p-l
* _
R* = [ det | E, B, ... Eyj; By Ep_
log|ul| loglu| ... loglu| logluT| ... log|uT|
Additionnons les colonnes d'indices congrus molulo p .
Eo+Ey ... Epog+Ep1  Eg Ep-1
#* _
R* = | log|uT| det|Ej+E, ... Ep_y+Ep 3 Ep-1 ++. Epog
0 ..o 0 1 1
D'ol :
o |B__-E_.....E__,-E__.
R* = | log|u|det|E +E_,...,E_  +E_ _ldet| ® P P
o 1 p-2 p-1
1 1
p-1
Développons en remarquant que |log|ul| est égal & Rk , que Z(}) Ei = (0) ,
1=
_ , * _ 2.2 -
et que R \det[Eo,El,...,Ep_z]l . Il vient R¥ = p"RR_= aRy

2) K/@® imaginaire.

Posons g = p-l , et soit € re0e4€ un systéme d'unités fon-
2 1 a

damentales de L . Si l'on désigne par R¥* le régulateur du systéme d'unités
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o o i ! = . 1A 'E A .
{el,...,eq,el,...,eq} , et si l'on pose a (EK.ELE ) , on a l'égalité :

Lo
¥
R aRK .

R¥ est la valeur absolue d'un des mineurs d'ordre p-1 de la matrice :

[ 2 2 p-1 2
log.|51| log!eclyl ...... logle] |
logleq\z log\eglz ...... log‘;;gp_l\z

2 2,2 2
logleclyl log\e? log\ell

2 2.2 2
log]egl log\eg | log\eq\

(En effet, T est la restriction & K de la conjugaison complexe). Comme
1'indice a ne dépend pas du couple de conjugués de L <choisi, et que L

admet un plongement réel, on peut supposer les € réels. Les paires d'iso-
i i

morphismes conjugués de L sont ¢ eit To = o'p—ifr ; de plus UL est
fixe par T . Si l'on pose Ei = 109:\6?1| la matrice s'écrit :
log]eg ]
2E ZE1 2Eq 2E 2E1
ZE1 ZEZ . ZEO ZEO

Supprimons la g-iéme colonne pour obtenir 1'égalité :

2E ... 2E__, 2B ... 2E

2E, ... 2B 2E__; ... 2E

R* = | det

Des combinaisons de colonnes, puis de lignes, donnent :

R* = |det [ 2E_+2E 2E +25q] x det [ 2E

greee 2B -ZEq,...,ZEO—ZEl]\ .

g-1

Développons en remarquant que :
R, = \det[Eo,ZEl,...,ZEq_l]\,

et que :

E +2E . +...+2E_ =0 .
e} 1 o
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11 vient :

[al oV
~

Dans ce cas, Rk =1.

Rassemblons ces résultats dans l'énoncé suivant :

THEOREME IV.1. Soit K/@® une extension diédrale de degré 2p ,

p nombre premier impair. Posons a = (EK : BLELGEk) . Alors :

ot r wvaut 1 si K est imaginaire, et 2 si K est réelle.

Remarque : Ce résultat généralise celui donné par Ishida [9(12)],
lorsque p =3 et K imaginaire. D'autre part, Barrucand et Cohn [1] signa-
lent cette formule comme conséquence des travaux de Hasse et C. Meyer [15],

lorsque K est du type Q(j,gﬁn)

V - RESULTATS NUMERIQUES, POUR p = 3

1) K/Q imaginaire.

D'aprés le théoréme IV.1., pour que a soit égal &8 3 , il suffit
que les nombres de classes hk et hL soient premiers a 3 . D'aprés les
tables de [2] et de [3], cette condition est vérifiée pour les corps de décom-

position des polynémes suivants :

a) X +X +X -1
DL—--44,hL=1,Dk——11,hk=1
Donc hK=1

3

B) X +3X-1

DL——135,hL=1,Dk——15,hk=2
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Pour illustrer le cas a = 1 , utilisons le théoréme 1 de Ishida

[9]. 11 s'énonce ainsi :

THEOREME. Soit L = Q(rn) le corps cubique engendré par une
racine mn de 1'équation :
X3+ eX-1=0 (eZ, £=22) .
Soit K le corps de décomposition de cette équation, Si 423 + 27 est sans
facteur carré, ou si £ = 3m et 4m3 + 1 est sans facteur carré, n est
1'unité fondamentale de L . Si de plus ¢ est pair, deux racines de l'équa-

tion constituent un systéme fondamental d'unités de K .

a) ¢2=2 : 42 +27 =59 , donc a=1.
D'ol D, =-59 ; h =1
D, =-5 ; h =3 et h =1
8) ¢ =4 ; 423+27 =283 , et a=1
Donc DL = -283 ; hL = 2
D, = -283 h, =3 et h =4

2) K/Q réel.
Nous allons illustrer les cas Y , & et e , gr8ce aux théorémes

suivants :

THEOREME A [5] : Soient K une extension cyclique de degré p
premier impair d'un corps de nombres k , hk b la p-participation au nombre
de classes de k , et t le nombre d'idéaux premiers de k ramifiés dans K .

Alors le p-groupe des classes ambiges est d'ordre :

t-1
by pXP

. ’ *
: UkﬂNK/kK )

(Uk

THEOREME B [12] : Soit K une extension cyclique de degré
premier impair d'un corps de nombres k , ramifiée en une place finie au plus.
Alors :

Uk = NK/kUK .
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THEOREME C [11]: Si k est un corps de nombres dont le
p-groupe des classes est cyclique d'ordre p , la p-tour des corps de clas-
ses de k est de longueur 1 . Donc si K est le p-corps de classes de
k , p ne divise pas hK .

THEOREME D [10] : Soient k un corps de nombres, et K une
extension galoisienne finie de k . S'il existe un idéal premier p de k
totalement ramifié dans K/k , le nombre de classes de K est divisible par

le nombre de classes de k .

Cherchons d'abord des exemples des types y et ¢ , pour lesquels
a =9 d'aprés la proposition III,1, D'aprés le théoréme IV.1., pour que a
soit égal a 9 , il suffit que hL et hk soient premiers & 3 , Ceci est
réalisé dans les deux cas suivants :

ler cas : K est le corps de décomposition du polyndme
X3—X2—3X+1. On a : DL=148 : Dk=37
D'aprés les tables de [3], hL = hk = 1 , et le théoréme 1V, 1.
donne :
a=9 et hK =1,
Calculons l'indice b : le discriminant de l'extension K/k est égal & 22 :

comme 2 est inerte dans k/Q@ , il n'y a qu'un idéal ramifié dans l'extension
K/k . Le théoréme B permet de conclure que b = 1 , donc le corps étudié est

de type ¢

2e cas : K est le corps de décomposition du polynéme X3—6X+2 .

On a :

D, = 756 : D, = 21 ; hL=hk=1.

D'aprés le théoréme 1V, 1, hK =1 et a =9 ., Calculons llindice b : le
discriminant de K/k vaut 22.3%2 : 3 est ramifié dans l'extension k/Q ,
tandis que 2 est inerte, donc il y a deux idéaux ramifiés dans K/k . D'aprés
le théoréme A, le nombre de classes ambiges de K/k est égal a

3

kP9 NNp 4

(U K*)
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Comme ce nombre divise hK , il doit &tre égal a 1 , donc b =3 , et le

corps étudié est de type Y .

§§_9§§ :  Remarquons d'abord que lorsque hk =3 , et que
DL = Dk , I'extension K/k est non ramifiée. D'aprés le théoréme B, b
vaut 1 , et d'aprés le théoréme C, 3 ne divise pas hK . Dans ce cas

se trouve le corps de décomposition du polyndme :
X3 - X2 - 9X + 12
DL=Dk=1101 : hL=1 ; hk=3
D'aprés la remarque précédente, et le théoréme IV, 1, hK =1, dod a =3
Donc ce corps est de type & .

D'aprés la table ci-dessous, si l'on considére tous les corps L
de discriminant inférieur & 1500 , les corps K correspondant sont de type

v . & Oou e



Table donnant le nombre de classes et le type de la cléture galoisienne des corps cubiques réels

non galoisiens de discriminant < 1 500

Polynéme D D nbre d'idéaux h Type Nature de la
g L k s 2 L . C s :
définissant L ramifiés justification
dans K/k

3 2 2
X -X -3X+1 2 .37 37 1 1 € ThB + ThiV.1.
X3—4X- 1 229 229 0 1 ) ThB + ThC + Thlv,
3 2 ,
X =X -4X+3 257 257 0 1 ) id.

3 2 2 2
X =X -4X+2 2°.79 12°.79 0 ! ) ThB + ThC + ThIiV.
X3-X2—4X+1 321 321 0 1 8 ThB + ThC + ThlV,
3 2 2
X -X -5X-1 27,101 101 1 1 € ThB + ThIV. 1.
X3—X2—5X+4 469 469 0 1 ) ThB + ThC + ThlV.
X3 -5X-~1 473 473 0 1 8 id.

3 2 2
X -X" -5X+3 2 .141 141 1 1 € ThB + ThIV. 1.

3 2 2 2
X -X"-6X~-2 27,142 127142 0 1 ) ThB + ThC + ThlV.
3 . 2
X -6X+3 3°.69 69 1 1 € ThB + ThIV. 1.
X3~7X+5 697 697 0 2 ) ThB + ThC + ThlV.
X3 -X2-7X+8 733 733 0 1 8 ThB + ThC + ThlV,

81 - Al



X1 6X+2

x> x%_ex+ 1
32
N G

x> -x% - 7% -3

X3—6X~1

X3 —X2-8X+ 10

X3—XZ-6X+4

X3 -7X -4

X2 —Xz-— oX+ 1
X3 - x% - 6x+3

X3 —-X2—6X+2

X3—8X—6

X3 —X2—9X+ 12

X3—7X—3

XJ-X2—9X+6

XJ—X2—8X+9

X\;' 11X+ 2

761

785

27,197

3 .93

2 .223

2°.229

2°.235

985

993

2°.254

2 .269

1101

1129

1229

1257

2,326

21

761

785

197

93

2°.223

229

2 .235

985

993

2°.254

269

1101

1129

1229

1257

27.326

N

M

ThA +

ThB +

ThB +

ThB +

ThB +

ThB +

Thilv. 1.

ThC + ThiV. 1.
ThC + ThiV. 1.
ThiV.1.

id.

Th C + ThIV.1.

ThD + ThIV. 1.

ThB+ ThC + ThIV. 1.

ThB +

ThB +

ThB +

ThB +

ThB +

ThB +

ThC + Thlv, 1.

id.

ThC + ThlV. 1.

ThC + ThIV. 1.

—
=
Q
+

Thiv.1.

+

Th C ThiV.1.

Al

61



X3 - 7X+ 1 1345 1345 1 6 0 3 1 2 & ThB + ThC + ThiV. 1.
X3—8X+5 1373 1373 1 3 0 3 1 1 ) id.
3 2 2 2
X -X"-10X+14] 27.346 [2” . 346 1 6 0 3 1 2 5 ThB + ThC + ThIV.1.
3 2 2 .
X -11X+12 2,359 [27.359 1 3 0 3 1 1 ) id.
X3—X2— 10X -7 1489 1489 1 3 0 3 1 1 ) ThB + ThC + ThIV. 1.
(1) D'aprés le théoréme IV.1., hK = a , et la valeur commune est 3 ou 9 . D'aprés la généralisation
d'un théoréme de Kisilevsky donnée par G. Gras [ [6], prop. IV.3 ], hK est supérieur ou égal a 9 .

0 - Al
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