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IV - 1 Sémina i re de Théor ie des Nombres 

15 novembre 1973 et 14 mars 1974 

Grenoble 

UNITES ET NOMBRE DE CLASSES D'UNE 

EXTENSION GALOISIENNE DIEDRALE DE Q . 

par N i c o l e MOSER 

Soi t G un groupe diédral d'ordre 2p , p nombre premier 

impai r . On se p ropose , en u t i l i s an t l a c l a s s i f i c a t i o n d e s 22 [G]-modules 

donnée par M . P . Lee dans [13] et r appe lée en [16] , d 'é tudier la 

s tructure de G-module des un i tés d 'une e x t e n s i o n diédra le K / Q , et en 

pa r t i cu l i e r l ' e x i s t e n c e d 'une unité de M i n k o w s k i . (Rappelons qu'une 

unité de Minkowski e s t t e l l e que de l ' e n s e m b l e de s e s c o n j u g u é e s , on 

p u i s s e ex t ra i re un s y s t è m e d 'un i t é s fondamenta les de K ) . 

C e t t e étude met en é v i d e n c e un ind i ce a d'un sous -g roupe 

d ' u n i t é s , que l 'on retrouve dans une formule l iant le nombre de c l a s s e s 

de K et c e u x de s e s s o u s - c o r p s . L ' u t i l i s a t i o n s imul tanée de c e s deux 

groupes de r é s u l t a t s permet de donner que lques e x e m p l e s numériques 

lo rsque p = 3 . 

I - GENERALITES. 

1 . N o t a t i o n s . 

Pour tout corps de nombres A , nous pose rons : 

U : le groupe d e s un i tés de A . 
A 

V : le groupe des r a c i n e s de l ' un i té c o n t e n u e s dans A • 
A 
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E : l e quot ient U Al 
A A A 

h : le nombre de c l a s s e s de A 
A 

D : le d i sc r iminan t de A / G } 
A 

R : l e régula teur de A . 
A 

Nous r é se rve rons l a le t t re K pour d é s i g n e r une e x t e n s i o n d i é -

drale de d? de degré 2p , p nombre premier impair , et l a le t t re G 

pour dé s igne r un groupe diédral d'ordre 2p . Le groupe G admet deux 

généra teurs a e t T , l i é s par l e s r e l a t i ons 
p _ 2 

G T = 1 
Ta = O~^T 

Nous noterons k le s o u s - c o r p s de K f ixe par H = < Q > , et L c e l u i 

qui cor respond à g = < T > . 

Enfin , nous d é s i g n e r o n s par : 

d? : le p - i ème corps cyc lo tomique 

Q : une r a c i n e primitive p - i ème de l 'un i té 

A : l ' anneau d e s en t i e r s de (Ç> 

Q Q : l e s o u s - c o r p s r é e l maximal de d/ P ^ 

et A son anneau d ' e n t i e r s , 
o 

2 . Théor ie de G a l o i s pour l e % [G]-module E ^ . 

PROPOSITION 1 . 1 . Soi t K/Q une e x t e n s i o n diédra le de degré 2p . 

Le sous -g roupe de E f ixe par r ( r e s p . a ) e s t E ( r e s p . E ) . 
JS. J_i K. 

Démonst ra t ion : Vér i f ions d 'abord que tout é lément de V e s t 
— K 

dans V » Soi t e un généra teur de V , d'ordre m ; i l e x i s t e un 
k K 

en t i e r a t e l que 
a a 

G — € 

Comme <j P = 1 et que TOT~^ = o ^ , on a l e s c o n g r u e n c e s modulo m : 

a P = 1 (m) 

a 2 s 1 (m) 

Donc a e s t congru à i modulo m , et e appart ient à k . L e s r a c i n e s 

de l 'un i té c o n t e n u e s dans K sont donc +1 et -1 , sauf si k = Q?(i) 

ou <D(j) o 
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Soi t a un é lément de E f ixe par r : i l e s t r eprésen té par 
K 

un é lément a de U . Comme K e s t le composé d e s corps k et L , 
K 

e t que k e s t de l a forme Q(/m) , où m e s t un en t ie r s ans fac teur 

c a r r é , a s ' é c r i t : 
a = S (a +b J™)c 

où a et b sont d e s r a t i o n n e l s , et c un é lément de L . 

a T = E (a - b > ) c . 
tel Z Z C 

Comme â e s t ^ i x e Par T / a T ï ~* e s t un é lément de V . D i s t inguons 
K 

a lo rs l e s c a s su ivan t s : 

T - l 
1) a = 1 ; a lo r s a 6 U L . 
2) a

T - l = -1 . 

Dans c e c a s , TJ a C = 0 ; l ' é l é m e n t \ = £ b c appart ient à L , 

+ „ «€ l Z «61 1 Z 

et l 'on a : 

a = K/m 

N K / L a = " x 2 m * 

Si m e s t différent de -1 , pour tout i d é a l premier p de L 

qui d i v i s e m , on a : 

0 = 2v ( \ ) + v (m) . 
P P 

Comme l ' e x t e n s i o n L / Q e s t de degré impair on peut c h o i s i r p de sorte 

que v (m) soi t impa i re , c e qui conduit à une c o n t r a d i c t i o n . 
P 

Si m = -1 , c ' e s t - à - d i r e k = Q?(i) , p = ia appart ient à U , 

donc p = â e s t un é lément de E . 

T - 1 
3) a = i ou - i . 

On montre par un c a l c u l analogue au précédent que 

N K / L a = ' X e L ' 
donc c e s c a s sont à e x c l u r e . 

1 2 
4 ) a = J ( resp j ) . 

2 
Mors p = j a ( resp j a ) appart ient à . 
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1 2 
5) ccT " = - J ( resp - j ) . 

L ' é l émen t 3 = j a ( resp j a ) vér i f ie 

3 T _ 1 = - 1 ; 

donc c e c a s ne peut s e p r é sen t e r , d 'après 2 ) . 

Pour démontrer l a deuxième a s s e r t i o n de l a propos i t ion , c h o i s i s s o n s 

maintenant un é l émen t a de E f ixe par a ; i l e s t r ep résen té dans U 
h L 

par un é lément a t e l que a 0 ^ * s o i t u n é lément e de V , e t l ' on a : 
1 

( l + a + . - . + a )(a-D P 
a - e - 1 . 

C e c i implique e = 1 , sauf peu t -ê t re s i k = (Ç>(j) , et p = 3 . 

Supposons donc que p = 3 e t k = Q(j) , e t soi t a un é lément 

de U t e l que 
2 

a a = ± J a ou ± j a . 

C ' e s t un é lément primitif de K / Q ( j ) . 
M - 1 + a + a 2 _ 3 

K/k a " a " a • 
3 

Donc a e s t une unité de Q(j ) ; l e s s e u l e s un i t és de Q(j) sont l e s 

r a c i n e s de l ' u n i t é . S i a v a l a i t ± 1 , K se ra i t ident ique à . Si 
3 2 (9 ) 

a va l a i t ± j ou ±j , K sera i t l e corps cyc lo tomique Q , qui e s t 

a b é l i e n sur Q . Donc tous l e s é l émen t s a de U vér i f ien t : 
K 

a _ 
a - ± a • 

Comme a

a ^ e s t de norme 1 sur Q(j) , l e c a s a Q ^ = -1 e s t à 

e x c l u r e , et a e s t un é lément de . • 

3 • Sur l e s e x t e n s i o n s g a l o i s i e n n e s to ta lement r é e l l e s de Q? . 

Soi t A / Q une e x t e n s i o n g a l o i s i e n n e , to ta lement r é e l l e , de d e ­

gré n , de groupe de G a l o i s p • Le théorème de Di r i ch le t sur l e s un i t és 

montre que E e s t un Z-modu le l ibre de rang n-1 . Posons T = S s ; 
A ser 

l e 2£lr]-module E^ , annulé par T , e s t en fai t un Z [r]/T22 [p ] -modu le , 

et l a proposi t ion su ivante e s t immédiate : 
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PROPOSITION 1 . 2 . L e s deux a s s e r t i o n s su ivan t e s sont é q u i v a l e n t e s : 

i) E e s t un module sur Z [r] monogène , 
A 

i i ) E^ e s t Z [r]- isomorphe à R = Z [r ] /TZ [T] . 

C o n s i d é r o n s maintenant un sous-groupe Y de r , et pour tout 

r -module M , posons : 

M Y = { a ç M | a S = a pour tout s £ Y } 

T = E s . 
Y s ç Y 

PROPOSITION 1.3. Si R = Z [r ] /TZ [r ] , 

R Y = T R . 
Y 

Démons t ra t ion : (due à J . M . F o n t a i n e ) . C o n s i d é r o n s l a sui te 

e x a c t e de Y - m o d u l e s : 

0 - TZ[r] - Z[r] - R - 0 . 

I l e s t c l a i r gue l ' a p p l i c a t i o n z -> zT e s t un isomorphisme de Z [r]-

modules de Z -'.sur TZ [r] . On en déduit l a su i te e x a c t e cour te : 

0 - . Z - + Z [ r ] - R - > 0 , 

et l a sui te e x a c t e de cohomolog ie modifiée à l a Tä te : 

. . . - H ° ( Y / Z [ r ] ) - H ° ( Y , R ) - H ^ Y . Ï ) - . . . . 

Or Z [r] e s t un Z [y]-module p ro j ec t i f , donc 

fi°(Y/Z[r]) = 0 . 
1 ~ ° 

D 'au t re part , H ( Y , Z ) = H o m ( Y / Z ) = 0 . Donc H ( Y , R ) = 0 , et par 

déf in i t ion d e s groupes de cohomolog ie modi f i ée , R Y = T R . • 
Y 

Le co ro l l a i r e su ivant s ' en déduit immédiatement . 

COROLLAIRE. Soi t A / Q une e x t e n s i o n g a l o i s i e n n e to ta lement 

r é e l l e , admettant une unité de Minkowski r\ • Soi t A' une e x t e n s i o n i n t e r ­

méd ia i r e , a s s o c i é e au sous -groupe Y _de Gal(A/d? ) . Le sous -groupe de 

E f ixe par Y e s t E , , e t l ' on a : N , , E = E , ; (en e f f e t , 
A Y A A / A A A 

N / , E c E ,) . 
A / A ' A A ' 

S i , de plus A ' / Q e s t g a l o i s i e n n e , A' admet N ^ / ^ r l comme  

unité de M i n k o w s k i . 
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II - Z l G ] - M O D U L E DES UNITES D'UNE EXTENSION DIEDRALE IMAGINAIRE. 

D ' a p r è s l e théorème de D i r i c h l e t , sur l e s u n i t é s , E e s t un 
K 

Z-module de rang p - 1 , e t E ^ e s t un Z-module de rang 0 . Donc tout 
é l ément de E a pour norme 1 sur E , et l e Z [G]-module E e s t 

K k K 

un module sur A . U t i l i s o n s la c l a s s i f i c a t i o n des modules sur l ' a l g è b r e 

d'un groupe diédral ( c f . [ 1 5 ] et [ 1 6 ] , t h . III) pour énonce r : 

PROPOSITION I I . 1 . E „ e s t Z [G]- isomorphe à un i déa l de A 

de la forme ( 1 - C ) G Û A , où Q e s t un idéa l de A , et où e vaut © Q  

0 ou 1 . 

DEFINITION I I . 1 . Nous dirons que E e s t de type g s ' i l 
K 

e s t Z [G]- i somorphe à un i déa l de la forme QA , e t de type g dans 

l ' au t re c a s . 

Pour que E soi t Z [G] -monogène , i l faut et i l suffit que la 
K 

c l a s s e dans A de l ' i d é a l a que lui a s s o c i e la proposi t ion I I . 1 soi t 

l a c l a s s e p r i n c i p a l e . En par t icu l ie r : 

PROPOSITION I I . 2 . Soi t K/Q une e x t e n s i o n d iédra le imaginai re  

de degré 2p . Si A. e s t p r inc ipa l , K admet une unité de M i n k o w s k i . 

(On sa i t que A. q e s t pr incipal pour tout nombre premier infér ieur 

ou é g a l à 2 3 ) . 

Démons t ra t ion : Si A e s t p r inc ipa l , E e s t Z [G]-monogène ; o K 

soi t r\ un de s e s g é n é r a t e u r s . Pour le type a / r\ vér i f ie r\ = n / 
T - 1 

et pour l e type g , r| = n /' donc un représen tan t de n dans U^. 

e s t une unité de Minkowski de K . • 

Parmi l e s sous Z [G]-modules de E de Z - r a n g figurent 
j - K £ 

l e s modules E r . Deux corps L A et L q S d i s t i n c t s , (r et s sont 

d e s é l é m e n t s de Z / p Z ) , de degré premier sur Q , ont une i n t e r s e c t i o n 
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rédui te à Q ; donc E r . E s e s t un sous 2Z[G]-module d ' ind ice 
L a L 0 

fini dans E . Enonçons l e s r é s u l t a t s s u i v a n t s , v a l a b l e s pour deux c o n j u -

gués d i s t i n c t s que l conques de L , a v e c L et L Q . 

PROPOSITION I I . 3 . Soi t K/Q une e x t e n s i o n d iédra le imaginai re 

de degré 2p . P o s o n s a = (E : E E . ) . L ' i n d i c e a vaut 1 s i E 
K L K 

e s t de type a / P M E e s t de type 6 . 

Démons t ra t ion : L e s é l émen t s 1 et r cons t i t uen t une A - b a s e de 
b o 

A . Si E e s t de type a / i l e s t isomorphe à un idéa l QA , donc enco re 
K 

à l a somme d i r ec t e a © a£ . Compte tenu de l a proposi t ion 1 . 1 , l ' image 

de E par c e t i somorphisme e s t l a part ie de a A f ixe par r ; c ' e s t 
K 

donc Q . Par déf in i t ion de l ' a c t i o n de a sur A , l ' image de E e s t 
K° 

Ça , d 'où l ' é g a l i t é : 

E K = V E L O • 

Si E e s t de type g , i l e s t isomorphe à ( I - ç ) Q A , où Q 
K 

e s t un i déa l de A q . D é s i g n o n s par p l ' i d é a l premier de A Q a u - d e s s u s 

de p . Dans c e c a s , l a part ie de ( 1 - £ ) Q A f ixe par r e s t j>q , donc 

l ' image de E T e s t é g a l e à bct , e t c e l l e de E à Cha • Le module 
L L a 

E L , E L Q e s t i somorphe à paA , e t 

( E K : E L E L ( J ) = ( ( I - C ) Q A : paA) = p . • 

PROPOSITION I I . 4 . Soi t K/Q une e x t e n s i o n d iédra le imagina i re  

de degré 2p . L ' app l i ca t i on norme ^ J ^ / L : ~* ^ L e s t s u r j e c t i v e . 

Démons t ra t ion : Le module ^ j ç / L ^ K e s t Z [G]- i somorphe à 

^ r $ ( p ) / Q ^ " " C ) G Q ^ • Comme l ' e x t e n s i o n Q ( p ) / Q Q e s t modérément r ami f i ée , 

l a t r a c e de A sur A e s t su r j ec t ive ( c f . J . Mar t ine t [ 1 3 ] ) , e t 
o 

T r<tfp)/CD tt-C^oA- [< l -C> e oA]nA o = p £ a . 
O 

Donc E L = N K / L E K . . 

Remarque : Si l ' on se res t re in t aux un i tés to ta lement p o s i t i v e s , on 

a U L " N K A U K • 
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III - Z [ G ] - M O D U L E D E S U N I T E S D ' U N E E X T E N S I O N D I E D R A L E R E E L L E . 

Pour appl iquer l e s r é s u l t a t s sur la c l a s s i f i c a t i o n des 2 Z [ G ] - m o d u l e s , 

met tons en é v i d e n c e l ' e n s e m b l e E ' des é l émen t s de E ^ de norme 1 sur 

E ^ ; c ' e s t un 22-module de rang 2 p - 2 ; i l e s t donc isomorphe à 
C i G o 

(1-Ç) a A © ( l - £ ) z b A , 0 1 1 a et b sont des idéaux de A^ . Le quot ient 
E / E e s t un Z-modu le de rang 1 , sur l eque l T n 'opère pas t r i v i a l emen t , 

K K 

donc c ' e s t un 2Z[G]-module isomorphe à S 2 . Tout 22[G]-module e s t somme d i ­

r e c t e de Z [ G ] - m o d u l e s i n d é c o m p o s a b l e s ; d 'après ( [ 1 3 ] et [ 1 6 ] , th . I I I ) , c inq 

c a s sont p o s s i b l e s : 

а ) E K - aA e bA 0 S 2 

3) E K - ( l -Ç)aA 0 bA 0 S 2 

y) E K - ( l -C ) a A © ( l -C ) b A © S 2 

б) E K - aA © ( b A , S 2 ) 

e) E K - ( l - ç ) a A © ( b A , S 2 ) . 

C e s c inq modules ne sont pas 2Z [ G ] - i s o m o r p h e s : en e f f e t , l e t h é o ­

rème de Krul l -Schmidt e s t v a l a b l e pour l e s [ G ] - m o d u l e s , et d 'après ( [ l 3 ] e t 

[ 1 6 ] , § V ) , l e s l o c a l i s é s en p de c e s modules ne sont pas [ G ] - i s o m o r p h e s . 

PROPOSITION I I I . 1. Posons a = ( E R : E ^ E ^ a E ^ ) , e t 

b = ( E ^ : N ^ ^ E ^ ) . Les c inq c a s c i - d e s s u s sont c a r a c t é r i s é s par : 

а ) a = 1 , b = p 

3) a = p , b = p 

y) a = p 2 , b = p 

б) a = p , b = 1 

e) a = p 2 , b = 1 . 

Dans tous l e s c a s , N ^ ^ E ^ = E ^ . 

Démonst ra t ion : Posons $ = [ ( l - ^ ) A ] n A . L ' image de E T par 
— O -LJ 

l e 22 [ G ] - i s o m o r p h i s m e de E sur l 'un des modules déf in is c i - d e s s u s e s t é g a l e 
K 
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à : 

s e s e 

[(î-C) x a e d - c ) V ] n a q = p *û e p 2 b . 
r i e l e 2 

Donc l e conjugué E Q de E^ e s t 2Z LGJ-isomorphe à Gp et © Gp & • 
L 

Dans l e s c a s a / 3 et y / * e sous -g roupe de E f ixe par a , 

E ^ , e s t Z [ G ] - i s o m o r p h e à ; donc E ^ E ^ q E ^ e s t 22 [G]- isomorphe à 

p S l o A 0 p Ê 2 b A 0 S 2 , e t 

e l + e 2 
a = ( E K : E L E L Q E K ) = p 

Dans l e s c a s 6 e t e , l ' a c t i o n de a sur ( b A , S 2 ) e s t déf inie 

par la formule : 

a ( x , y ) = (Cx + y n Q / y ) 

a v e c y € S 2 , x e bA , £ b A \ ( l - Ç ) b A . ( c f . [ l 3 ] et [ l 6 ] ) . Le s é léments 

( x , y ) f i x e s par a vér i f ien t donc : 

Qx + y n Q = x . 

Comme n n 'appar t ient pas à ( f - l ) b A , i l faut c h o i s i r y dans 
o 

n (C"1)A = p S 2 , e t E^ e s t isomorphe à p S 2 . Pour l e c a l c u l de l ' i n d i c e 

a , i l suffit de c o n s i d é r e r la s t ructure de Z - m o d u l e de E , et l ' on obt ient : 
JS. 

1+Ci 
a = p 1 . 

Pour l e c a l c u l de b , dans l e s c a s oc # P et y / o n remarque 

que ^ K / ^ ^ k e s t isomorphe à pS2 / et que N ^ ^ E ^ = 1 . Donc N ^ / k E K ' 

isomorphe à p S 2 , e s t é g a l e à e £ . D ' ap rè s la proposi t ion 1 . 3 , l e Z [ G ] -

module R = Z [ g ] / T Z [ g ] , 011 T = E s , e s t du type 6 ou e ; dans 

s€G 
c e s deux c a s , l e s normes s e c a l c u l e n t de la même f a ç o n , donc b = 1 . 

Enfin , pour c a l c u l e r N ^ y ^ E ^ ' remarquons que : 

( 1 + T ) S 2 = 0 

( 1 + T ) ( 1 - C ) € O A = p e a . 
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Si ( x , y ) appar t ient à ( b A , S 2 ) , d ' après [ 1 6 ] , 

T ( x , y ) = ( x + ^ - ( H -Ç ) , - y ) . 

Comme l ' e x t e n s i o n < Q ^ / Q e s t modérément r ami f i ée , on en déduit que : 

( l+ T ) (bA ,S 2 ) = b . 

D ' ° Ù ' N K / L E K = E L ' " 

Remarque : Comme dans l e c a s imag ina i r e , on peut remplacer L 

e t L a par deux con jugués d i s t i n c t s que l conques de L . 

PROPOSITION I I I . 2 . Le ZfGl-module R = ï [ G ] / T 2 E [ G ] , où T 

d é s i g n e Z) s , e s t de type 6 . 
seG 

Démonstrat ion^ : Dans R , tout é lément f ixe par t ( r esp . cjt , 

r e s p . a ) , e s t r ep ré sen té par un é lément de 22[G] de la forme 
p -1 i p -1 . n _ i 

( 1 + T ) S a , a ( r esp . ( 1 + C J T ) S a , a 1 , r e s p . ( l + a + . . . + a

p ) (a +b T ) ) . Pour 
i=0 i 0 1 0 0 

qu'un é lément Z ) ( a . + b^Tja 1 de R s e décompose en somme de t ro i s é l émen t s 

f i x e s r e spec t i vemen t par a , T et Q T , i l faut et i l suffit qu ' i l s ' é c r i v e : 
p - 1 . . . -

E ( a+b .T ja 1 = ( l+ î lSa . a 1 + ( l + a ^ S p . a 1 + (Y + & T ) ( 1 + Q + . . - + ( J P ) . 

i=0 1 1 i 1 1 1 

Par i d e n t i f i c a t i o n , on obt ien t l a condi t ion n é c e s s a i r e e t su f f i san te : 

S a , - S b , = P ( Y - 6 ) . 

i 1 i 1 

Donc l ' i n d i c e a cor respondant à R vaut p . La proposi t ion 1.3 donne 

b = 1. • 

PROPOSITION I I I . 3 . S i A q e s t p r inc ipa l , e t s i E^. e s t de type 

ô , K admet une uni té de M i n k o w s k i . 

P J i ™ ° ^ s t I ^ D ' ap rè s [ l 3 ] e t [ l 6 ] , s i A q e s t p r inc ipa l , tous 

l e s 22 [ G ] - m o d u l e s de type 6 sont i somorphes ; en pa r t i cu l i e r , i l s sont 22 [ G ] -

i somorphes à R . Lorsque A e s t p r inc ipa l , e t que Ev e s t de type 6 , 
O rs. 
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FI admet donc une uni té de M i n k o w s k i , d 'après l e co ro l l a i r e de la p ropos i ­

t ion I . 3 . 

IV - REGULATEUR ET NOMBRE DE CLASSES D'UNE EXTENSION DIEDRALE. 

Il e x i s t e une formule l i an t l e s régula teurs et l e s nombres de c l a s ­

s e s des corps K , L e t k : 

h - R * R k

 h

2 h 
h K - l Ç ~ h L h k ' 

On peut l ' ob t en i r d i rec tement en u t i l i s an t l e s r é s u l t a t s de R. Brauer ( [ 4 ] , Sa tz 3 ) . 

Ou b ien l ' on peut partir de la formule ana ly t ique du nombre de c l a s s e s ( c f . [3 ] ) 

e t comparer l e s fonc t ions " z ê t a " des corps K , L et k , g r âce au t ab leau 

de décompos i t ion des idéaux premiers dans une e x t e n s i o n d i é d r a l e , qui figure 

dans [ 1 4 ] . 

Pour comparer l e s r égu l a t eu r s , i l nous faut d i s t inguer deux c a s : 

1) K/Q to ta lement r é e l l e . 

Dés ignons par [e^,...,e _/} un s y s t è m e d 'uni tés fondamenta les 

de L , et par u une uni té fondamentale de k . Notons R l e régulateur 

du s y s t è m e d 'un i tés 
r o a Ï 

Si a = (E^ : E ^ E ^ Q E ^ ) , par déf ini t ion du régula teur du corps K , on a : 

a R R = R* . 

Le régula teur R* e s t l a va leur a b s o l u e d'un mineur que lconque d'ordre 2 p - l 

de la mat r ice su ivan te (c f . [3 ] ) : 
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a a p _ 1
 T ° P - 1 T 

log | e 1 1 log | e ^ | . . . log | e x | log | e 1 1 log | e | 

• • • • 

i losIVil l o g I V i l ••• loq^f-i\
 l o g l £ p - i l M e ^ l 

l o g | e ° | l o g j e ^ | . . . l o g l e j l o g | e ^ C T | l og | e <J T a | 
• • • • • 
• • • • • 
• • • • • 

l o g l c ^ l l o g j e ^ l . . . l o g l e p ^ l l o g j c ^ J ^f_~^\ 

l o g | u | l o g | u c | . . . log|u<? " | l o g | u T | l o g | u C T T | 

Remarquons que u e s t f ixe par a , t andis que l e s sont f i x e s par T . 

llog\zf\ \ 
Notons E. l a co lonne / : - 1 . 

En supprimant la p - i ème c o l o n n e , on obt ien t : 

E Q E j . . . E p _ 2 E Q . . . E p - 1 

R* = det E 1 E 2 . . . E p - 1 E p - 1 • • • E p - 2 

l o g | u j l o g | u | . . . l o g | u | l o g | u T | . . . l o g | u T | 

Additionnons l e s c o l o n n e s d ' i n d i c e s congrus molulo p . 

E o + E l • • • E p - 2 + E p - l E o * • • E p - 1 

R* = l o g | u T | det E j + Eq . . . E p ^ + E p ^ E p - 1 . . . E p - 2 

0 . . . 0 1 . . . 1 

D'où : _ -i 
E - E E - E 

R* = log |u |de t [*E + E E , + E Idet P _ 1 ° P " 2 P _ 1 

' • L o i p -2 p - l j ^ _ 1 

p-1 
Déve loppons en remarquant que | l o g | u | | e s t éga l à R, , que S E, = (0) , 

i=0 1 

2 2 
e t que R T = l d e t [ E , E , , . . . , E J I . I l v ien t R* = p R T R. = aR., . 

L 1 O 1 p-6 1 L K K. 

2) K/Q imag ina i r e . 

Posons q = • P -^- , e t so i t { e , . . . , e } un s y s t è m e d 'un i tés fon-
LA i Q 

damenta le s de L . S i l ' on dé s igne par R* l e régulateur du s y s t è m e d 'un i tés 
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{ e - , . . . , e , e < ? / . . . , e ( T ) / e t s i l ' on pose a = (E : E T E t C T ) , on a l ' é g a l i t é : 
x g i g k l L 

R* = aR^ . 

R* e s t la va leur a b s o l u e d'un des mineurs d'ordre p -1 de la mat r ice : 

l o g | £ l | 2 l o g | e ^ | 2 l o g | e J
P " V 

: 
l o g i e q | 2 l o g | e J | 2 l o g ^ f " 1 ! 2 

logU^I 2 l o g | e < J 2 | 2 . . . . l o g | e i | 2 

• • • 

• • • 

l o g | £ q f l o g | e * 2 | 2 . . . . l o g | e q | 2 

(En e f f e t , T e s t la r e s t r i c t i on à K de la con juga i son c o m p l e x e ) . Comme 

l ' i n d i c e a ne dépend pas du couple de con jugués de L c h o i s i , e t que L 

admet un plongement r é e l , on peut supposer l e s e.. r é e l s . Les pa i res d ' i s o -

morphismes con jugués de L sont a* et T a X = a P - I T ; de plus U L e s t 

f ixe par T . S i l ' on pose E. = / l o g j e l t \ i a mat r ice s ' é c r i t : 

2E 2 E , . . . 2E 2E . . . 2E ~ 
0 1 q q 1 

2E^ 2E_ . . . 2E . . . . 2E 
1 2 o o 

Supprimons la q - i è m e co lonne pour obten i r l ' é g a l i t é : 

T2E . . . 2E , 2E . . . 2E ,1 
R * = det o q - 1 q 1 

2E.< . . . 2E 2E H . . . 2E 
L i g g - i oj 

D e s c o m b i n a i s o n s de c o l o n n e s , puis de l i g n e s , donnent : 

R* = Idet [ 2E + 2 E , , . . . , 2 E , + 2E ] x det [ 2E , - 2 E , . . . , 2 E - 2 E , ] I . 
1 o 1 q - 1 q A q - 1 q o 1 1 

Déve loppons en remarquant que : 

R L = | d e t [ E o # 2 E 1 # . . . f 2 E ] | , 

e t que : 
E + 2 E , + . . . + 2E = 0 . 

o 1 q 
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Il v ien t : ^ 
R = pRT = aR^ . 

Dans c e c a s , R^ = 1 . 

R a s s e m b l o n s c e s r é s u l t a t s dans l ' é n o n c é su ivant : 

THEOREME IV. 1. Soi t K/Q une e x t e n s i o n d iédra le de degré 2p , 

p nombre premier impair . Posons a = (E^. : E ^ E ^ E ^ ) . Alors : 

h L h k 
n = a — — , 

p r 

où r vaut 1 s i K e s t imag ina i r e , e t 2 s i K e s t r é e l l e . 

Remarque : Ce ré su l t a t g é n é r a l i s e c e l u i donné par Ish ida [ 9 ( 1 2 ) ] , 

lo r sque p = 3 et K imag ina i r e . D 'au t re part , Barrucand et Cohn [ l ] s i g n a ­

len t c e t t e formule comme c o n s é q u e n c e des t ravaux de H a s s e e t C . Meye r [ l 5 ] , 
3 

lo rsque K e s t du type Q ( j , Jm) . 

V - RESULTATS NUMERIQUES, POUR p = 3 . 

1) K/Q imag ina i re . 

D ' ap rès l e théorème IV. 1. , pour que a so i t éga l à 3 , i l suffit 

que l e s nombres de c l a s s e s h^ et h^ so ien t premiers à 3 . D ' ap rès l e s 

t a b l e s de [2 ] et de [ 3 ] , c e t t e condi t ion e s t vé r i f i ée pour l e s corps de d é c o m ­

pos i t ion des polynômes su ivan t s : 

a ) X 3 + X 2 + X - 1 

D L = - 4 4 ; h L = 1 ; D k = - 1 1 ; h k = 1 . 

Donc h = 1 . 
K 

3) X 3 + 3X - 1 

D L = - 1 3 5 ; h L = 1 ; D k = - 1 5 ; h k = 2 . 

Donc h = 2 . 
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Pour i l l u s t r e r l e c a s a = 1 , u t i l i s o n s l e théorème 1 de Ish ida 

[ 9 ] . Il s ' é n o n c e a i n s i : 

THEOREME. Soi t L = Q(r\) l e corps cubique engendré par une 

r ac ine r\ de l ' équa t ion : 

x 3 + e x - 1 = o U e z , e > 2) . 

3 
Soi t K l e corps de décompos i t ion de c e t t e équa t ion . S i 4C + 2 7 e s t s a n s 

3 

fac teur c a r r é , ou s i Z - 3m et 4m + 1 e s t s a n s fac teur c a r r é , r\ e s t 

l ' un i t é fondamentale de L . S i de plus £ e s t pa i r , deux r a c i n e s de l ' é q u a ­

t ion cons t i t uen t un s y s t è m e fondamental d 'un i tés de K . 
a ) l = 2 ; 4 C 3 + 27 = 59 , donc a = 1 . 

D'où : D L = - 5 9 ; h

L

 = 1 

D. = - 5 9 ; h. = 3 et h = 1 . 
k k K 

g) z = 4 ; 4 C 3 + 27 = 283 , et a = 1 . 

Donc : D L = - 283 ; h

L

 = 2 

D, = - 2 8 3 ; h. = 3 e t L = 4 . 
k k K 

2) K/Q r é e l . 

Nous a l l o n s i l lu s t r e r l e s c a s Y # 6 et e , g r â c e aux théorèmes 

su ivan t s : 

THEOREME À [5] : So ien t K une e x t e n s i o n c y c l i q u e de degré p 

premier impair d'un corps de nombres k , h l a p -pa r t i c ipa t ion au nombre 
K. , p 

de c l a s s e s de k , e t t l e nombre d ' idéaux premiers de k ramif iés dans K . 

Alors l e p-groupe des c l a s s e s ambiges e s t d'ordre : 

h k . P * p 

THEOREME B [ l 2 ] : So i t K une e x t e n s i o n c y c l i q u e de degré 

premier impair d'un corps de nombres k , ramif iée en une p l a c e f inie au p lus . 

Alors : 
Uk " V A • 
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THEOREME C [ i l ] : Si k e s t un corps de nombres dont l e 

p-groupe des c l a s s e s e s t c y c l i q u e d'ordre p , l a p - tour des corps de c l a s ­

s e s de k e s t de longueur 1 . Donc s i K e s t l e p -corps de c l a s s e s de 

k , p ne d i v i s e pas h . 

THEOREME D [ lO] : So ien t k un corps de nombres , et K une 

e x t e n s i o n g a l o i s i e n n e f inie de k . S ' i l e x i s t e un idéa l premier p de k 

to ta lement ramifié dans K/k , l e nombre de c l a s s e s de K e s t d i v i s i b l e par 

l e nombre de c l a s s e s de k . 

Cherchons d 'abord des e x e m p l e s des types y et e , pour l e s q u e l s 

a = 9 d 'après la proposi t ion I I I . 1. D ' ap rè s l e théorème IV. 1. , pour que a 

so i t éga l à 9 , i l suffit que h^ et h^ so ien t premiers à 3 . C e c i e s t 

r é a l i s é dans l e s deux c a s su ivan t s : 

ler_cas_ : K e s t le corps de décompos i t ion du polynôme 

X 3 - X 2 - 3X + 1 . On a : D L = 148 ; D k = 37 . 

D ' ap rè s l e s t a b l e s de [ 3 ] , h = = 1 , e t l e théorème IV. 1. 

donne : 

a = 9 et h = 1 . 

2 

C a l c u l o n s l ' i n d i c e b : l e d i sc r iminant de l ' e x t e n s i o n K/k e s t éga l à 2 ; 

comme 2 e s t iner te dans k / Q , i l n ' y a qu'un idéa l ramifié dans l ' e x t e n s i o n 

K/k . Le théorème B permet de conc lu re que b = 1 , donc l e corps é tudié e s t 

de type e . 

3 

2 e _ c a s : K e s t l e corps de décompos i t ion du polynôme X - 6 X + 2 . 

On a : 

D L = 7 5 6 ; D k = 21 ; h L = h k = 1 . 

D ' ap rè s l e théorème IV. 1, h = 1 e t a = 9 . C a l c u l o n s l ' i n d i c e b : l e 
K 

disc r iminan t de K/k vaut 2 2 . 3 2 ; 3 e s t ramifié dans l ' e x t e n s i o n k / Q , 

t and is que 2 e s t i n e r t e , donc i l y a deux idéaux ramif iés dans K/k . D ' ap rès 

l e théorème A, l e nombre de c l a s s e s ambiges de K/k e s t éga l à 

l u k : V V k K , ) ' 
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Comme c e nombre d i v i s e h , i l doit ê t re éga l à 1 , donc b = 3 , et l e 

corps é tudié e s t de type Y . 

3 e _ c a s : Remarquons d 'abord que lo r sque = 3 , e t que 

= , l ' e x t e n s i o n K/k e s t non rami f i ée . D ' ap rè s l e théorème B , b 

vaut 1 , e t d 'après l e théorème C , 3 ne d i v i s e pas h . Dans c e c a s 
K 

s e trouve l e corps de décompos i t ion du polynôme : 

X 3 - X 2 - 9X + 12 . 

D L = D k = 1101 ; h L = 1 ; h k = 3 . 

D ' ap rè s la remarque p r é c é d e n t e , e t l e théorème IV. 1, h = 1 , d'où a = 3 . 
K 

Donc c e corps e s t de type 6 . 

D ' ap rè s la t a b l e c i - d e s s o u s , s i l ' on c o n s i d è r e tous l e s corps L 

de d iscr iminant infér ieur à 1500 , l e s corps K correspondant sont de type 

Y / 5 ou e . 
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T a b l e donnant l e nombre de c l a s s e s e t l e type de la c lô tu re g a l o i s i e n n e d e s co rps c u b i q u e s r é e l s 
non g a l o i s i e n s de d i sc r iminan t < 1 5 0 0 

Polynôme D L h L n b r e d ' i déaux a b h L Type Nature de l a 
d é f i n i s s a n t L ramif iés j u s t i f i c a t i o n 

dans K/k 

X 3 - X 2 - 3 X + 1 2 2 . 3 7 37 1 1 1 9 1 1 e T h B + T h I V . l . 

X 3 - 4 X - 1 229 229 1 3 0 3 1 1 6 Th B + Th C + Th IV . 1. 

X 3 - X 2 - 4 X + 3 257 257 1 3 0 3 1 1 6 id . 

X 3 - X 2 - 4 X + 2 2 2 . 7 9 2 2 . 7 9 1 3 0 3 1 1 6 Th B + Th C + Th IV. 1. 

X 3 - X 2 - 4 X + 1 3 2 1 3 2 1 1 3 0 3 1 1 6 Th B + Th C + Th IV. 1. 

X 3 - X 2 - 5 X - 1 2 2 . 1 0 1 101 1 1 1 9 1 1 e T h B + T h I V . l . 

X 3 - X 2 - 5 X + 4 4 6 9 469 1 3 0 3 1 1 6 Th B + Th C + Th IV. 1. 

X 3 - 5 X - 1 4 7 3 4 7 3 1 3 0 3 1 1 6 id . 

X 3 - X 2 - 5 X + 3 2 2 . 1 4 1 141 1 1 1 9 1 1 e T h B + T h I V . l . 

X 3 - X 2 - 6 X - 2 2 2 . 142 2 2 . 1 4 2 1 3 0 3 1 1 6 Th B + Th C + Th IV. 1. 

X 3 - 6 X + 3 3 2 . 6 9 69 1 1 1 9 1 1 e T h B + T h I V . l . 

X 3 - 7 X + 5 697 697 1 6 0 3 1 2 6 Th B + Th C + Th IV . 1. 

X 3 - X 2 - 7 X + 8 733 733 1 3 0 3 1 1 ô Th B + Th C + Th IV. 1. 
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| Х * - Ь Х * 2 6 2 . Z 1 21 1 1 2 9 3 1 у Th Л + Th IV. 1. 

X 3 - X Z - 6 X M 761 761 1 3 0 3 1 1 6 Th В + T h C + T h I V . 1. 

X ' * - - X 2 - b X + b 785 785 1 6 0 3 1 2 6 Th В + T h С + Th I V . 1 . 

X 3 - X 2 - 7 X ~ 3 2 2 . 197 197 1 1 1 9 1 1 e Th В + Th IV. 1. 

X 3 - 6 X - 1 3 2 . 9 3 93 1 1 1 9 1 1 s id . 

X 3 - X 2 - 8 X + 10 2 2 . 2 2 3 2 2 . 2 2 3 1 3 0 3 1 1 6 Th В + Th С + Th IV. 1. 

X 3 - X 2 - 6X + 4 2 2 . 229 229 1 3 1 9 1 3 e Th В + Th D + Th IV. 1. 

X 3 - 7 X - 4 2 2 . 2 3 5 2 2 . 2 3 5 1 6 0 3 1 2 6 Th В + Th С + Th IV. 1. 

X 3 - X 2 - 6 X + 1 9 8 5 985 1 6 0 3 1 2 6 Th В + Th С + Th IV. 1. 

X 3 - X 2 - 6 X + 3 9 9 3 993 1 3 0 3 1 1 5 id . 

X 3 - X 2 - 6 X + 2 2 2 . 2 5 4 2 2 . 2 5 4 1 3 0 3 1 1 6 Th В + Th С + Th IV. 1. 

X 3 - 8 X - 6 2 2 . 2 6 9 269 1 1 1 9 1 1 e id . 

X 3 - X 2 - 9 X + 12 1101 1101 1 3 0 3 1 1 6 Th В + Th С + T h I V . l . 

X 3 - 7 X - 3 1129 1129 1 9 0 9 1 9 e Th В + (1) 

X 3 - X 2 - 9 X + 6 1229 1229 1 3 0 3 1 1 6 Th В + Th С + Th IV. 1. 

X 3 - X 2 - 8 X + 9 1257 1257 1 3 0 3 1 1 6 id. 

3 2 2 
X - 1 1X+ 2 2 . 3 2 6 2 . 3 2 6 1 3 0 \ \ \ 5 Th В -f Th С + Th IV 1 I — * 

I 
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I 

X 3 - 7 X + 1 1345 1345 1 6 0 3 1 2 6 Th B + Th C + T H L V . L . 

X 3 - 8 X + 5 1373 1373 1 3 0 3 1 1 6 id . 

X 3 - X 2 - 1 0 X + 14 2 2 . 3 4 6 2 2 . 3 4 6 1 6 0 3 1 2 6 Th B + Th C + Th IV. 1. 

X 3 - 1 1 X + 12 2 2 . 3 5 9 2 2 . 3 5 9 1 3 0 3 1 1 5 id . 

X 3 - X 2 ~ 1 0 X - 7 1489 1489 1 3 0 3 1 1 6 Th B + Th C + Th IV. 1. 

(1) D ' a p r è s l e théorème IV. 1. , h = a , e t la va leur commune e s t 3 ou 9 . D ' a p r è s la g é n é r a l i s a t i o n 
K. 

d'un théorème de K i s i l e v s k y donnée par G . Gras [ [ 6 ] , prop. IV. 3 ] , h e s t supér ieur ou éga l à 9 . 
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