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I - 1 Séminai re de Théor ie d e s Nombres 

4 décembre 1 9 7 3 

Grenoble 

SIGNATURE DES UNITES CYCLOTOMIQUES 

ET PARITE DU NOMBRE DE CLASSES DES EXTENSIONS 

CYCLIQUES DE Q DE DEGRE PREMIER IMPAIR. 

par Geo rges GRAS 

• 1 . INTRODUCTION. 

C e t e x p o s é résume un t rava i l en commun de M a r i e - N i c o l e 

GRAS et moi-même ( [ 3 ] ) . 

2 . CLASSES AU SENS LARGE ET CLASSES AU SENS RESTREINT. 

Si JJ ( r e sp . M1) e s t le 2-groupe d e s c l a s s e s au s e n s r e s 

t reint ( r e s p . ordinaire) d'un corps de nombres K , on a , pour "comparer" 

H et K1 / I e p rocédé suivant : 

Soi t S : K* -> l 'homomorphisme s ignature déf ini par 

Q l Q r a: a i 
S (a ) = (s(a ) / . . . , s (a )) / s (a ) = 0 ou 1 se lon que a e s t pos i t i f 

ou non ( a ^ / . - . / a dés ignan t l e s r p longements r é e l s de K dans CD) . 

Soi t E l e groupe d e s un i t é s de K . On a a lors l a sui te e x a c t e : 
o 

1 - S ( K * ) / S ( E Q ) - « l U' - 1 , 

où l 'homomorphisme j e s t déf ini ( a v e c d e s no ta t ions é v i d e n t e s ) par : 

J (c l (o ) ) = c l ' ( o ) . 
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Le noyau de j e s t c o n s t i t u é des c l a s s e s de la forme c l (aA^) , 

a € K* ; l ' a p p l i c a t i o n qui à c l (aA^) a s s o c i e la c l a s s e de S(a) modulo 

S(E ) permet d ' iden t i f i e r S (K*) /S (E ) à Ker(j) , 

Lorsque S(K*) = S(E ) , on a M = M1 ; s i au cont ra i re S(E ) 
o o 

e s t réduit à S ( - l ) (on peut trouver un sys t ème d 'un i tés fondamenta les 

to ta lement p o s i t i v e s ) , le noyau e s t maximum mais on ne sa i t pas a priori 

comment se répart i t l a "d i f f é rence" lo rsqu 'on p a s s e du s e n s large au 

s e n s r e s t r e in t : augmentat ion du rang ou augmentat ion de l 'ordre des c l a s s e s ? 

Si p et p' sont l e s rangs r e s p e c t i f s de # et ü' , l ' éva lua t i on de p -p ' 

permet de c a r a c t é r i s e r c e phénomène . 

Pour comparer p e t p' on introduit l ' e n s e m b l e suivant : 

M = { a € K * / KC/a)/K non ramif iée pour l e s idéaux p remie r s} ; 

on a a lors KC/a)/K non ramif iée partout ( i . e . y compris pour l e s p l a c e s 

à l ' in f in i ) s i e t seu lement si a et to ta lement pos i t i f (S(cc) = (0)) donc 

s i on d é s i g n e par M + = M n Ker S : 

M + = {cc€K* , KCs/a)/K non ramif iée par tout] . 

On a a l o r s , g r â c e au co rps de c l a s s e s et à l a théor ie de Kummer : 

dirr i , ( M / K * 2 ) = p et d i n v ( M + / K * 2 ) = p» . 
F 2 F 2 

PROPOSITION. On a p - p' = dim (S(M)) . 
2 

En e f f e t , on a l a su i te e x a c t e d ' e s p a c e s v e c t o r i e l s sur : 

1 - M + / K * 2 ^ M / K * 2 5 S(K*) . 

On a a lo rs l e s r é s u l t a t s su ivan t s : 

THEOREME 1 (Armitage - F r ö h l i c h ) . On a 0 <> p -p ' £ [ r / 2 ] . 

Se reporter à [2] et [4] pour la démons t ra t ion . 
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THEOREME 2 (géné ra l i s a t i on d'une démonstra t ion de S e r r e ) . Si 

K/Q e s t g a l o i s i e n n e et s i Ga l (K/Q) e s t un C-groupe où {> e s t un nom 

bre premier impair t e l que l 'ordre f de 2 modulo £ so i t pair a lo rs on a 

P = p' • 

On reprend l e pr incipe de la démontrat ion de Serre (des c a s pa r t i 

c u l i e r s sont démontrés dans [2] e t [ 4 ] ) : on introduit l e produit suivant 

défini sur K * x K * : 

r 

B ( a , b ) = ]~T (a ,b) , 

1=1 1 

produit des symbo le s de Hilbert r e l a t i f s aux r p l a c e s à l ' i n f i n i . On vér i f ie 

que B ( a , b ) ne dépend que de S(a) et S(b) . La formule du produit : 

B ( a , b ) . T T ( a , b ) = 1 
p premier r 

permet , en c a l c u l a n t l e s ( a , b ) , de vér i f ie r que B ( a , b ) = 1 dès que 
P 

( a , b ) e M X M . 

En p a s s a n t à l a nota t ion addi t ive e t compte - t enu de c e qui p r é c è d e , 

on peut cons idé r e r B comme une forme b i l i n é a i r e déf in ie sur S(K*) x S ( K * ) 

à va leurs dans et non d é g é n é r é e . Pour B , S(M) e s t un s o u s - e s p a c e 

to ta lement i s o t r o p e . 

Jusque là l e ra i sonnement e s t v a l a b l e pour un corps de nombres K 

q u e l c o n q u e . Dans l ' hypo thèse du théorème 2 , a lo r s S(M) e s t muni c a n o n i -

quement d'une s t ructure de G-modu le , a v e c G = Ga l (K/Q) . Or la r e che rche 

des s o u s - m o d u l e s to ta lement i s o t r o p e s e s t re la t ivement f a c i l e : 

On vér i f ie que S(K^) F ^ t G ] ; l e s proprié tés de B (en par t i cu l ie r 

la desc r ip t ion des s o u s - m o d u l e s to ta lement i so t ropes pour B ) s e ramène e x 

c lu s ivemen t à des propr ié tés du groupe G , l e s propr ié tés a r i thmét iques de 

K n ' in te rvenan t pas du tout ( c e l a exp l ique b ien l ' é c h e c de l a méthode quand 

l ' hypo thèse f pair n ' e s t pas v é r i f i é e ) . 

On démontre , en cons idé ran t l e s s o u s - m o d u l e s s imples de ' 

qu ' i l n ' y a pas de s o u s - m o d u l e s i s o t r o p e s pour B au t res que (0) lo rsque 
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f e s t pa i r , d'où p = p' . M a i s la méthode échoue to ta lement dans l e c a s 

où f e s t impair c a r , dans c e c a s , i l y a toujours des s o u s - e s p a c e s t o t a 

lement i s o t r o p e s ( c f . [ 4 ] ) et on e s t pratiquement ramené au résu l t a t du t h é o 

rème 1. 

Un autre in té rê t du c a s p = p1 e s t l e suivant : 

3 . CRITERE DE PARITE DE h LORSQUE p = p' . 

Soi t K/Q c y c l i q u e de degré Z . Si h e s t l e nombre de c l a s s e s 

au s e n s ordinaire de K , on s a i t d ' après H a s s e ( [ 5 ] ) , que h s ' in te rprè te 

comme l ' i n d i c e du groupe des un i t é s c y c l o t o m i q u e s de K dans l e groupe des 

un i t é s de K ; et de façon p r é c i s e , on a h = (E : F) où E e s t l e groupe 

des un i t é s de norme 1 de K et F l e groupe des un i t é s c y c l o t o m i q u e s 

de norme 1 de K ( c ' e s t la formule ana ly t ique du nombre de c l a s s e s qui 

conduit à c e t t e in te rp ré ta t ion) . 

C r i t è r e . Si p = p' a lo r s une condi t ion n é c e s s a i r e et suf f i san te 
2 

pour que h so i t pair e s t que F + ^ F ( F + = F f l K e r S ) . 

Démonstrat ion^ : S i h e s t pa i r , i l e x i s t e e € E t e l l e que 

71 = G 2 6 F \ F 2 donc r\ e F + \ F 2 . 

2 2 
S i F + 7̂  F e t s i on suppose h impair a lo r s F / F s ' i den t i f i e 

2 2 
à E+ /E ; or l ' hypo thèse E+ /E jt (1) conduit immédiatement à 

S ( K * ) / S ( E o ) / (1) , so i t ii non t r i v i a l , d ' après l a su i te e x a c t e du § 2 ; mais 

p = p' en t ra îne p' ^ 0 , d'où une con t r ad i c t i on . 

Ce c r i t è r e redonne l e s c a s connus : £ = 3 e t l e c a s où 2 e s t 

r a c ine primitive ( [ l ] ) . 

Lorsque f e s t impair , i l n ' y a pas de r a i s o n s d 'avoi r p = p' e t 

d ' a i l l eu r s l e c r i t è re précédent e s t f aux , comme l e montre l ' e x e m p l e suivant : 
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Exemple . Soi t £ = 7 ( f = 3 ) ; l e s sou s-module s complè tement 

i so t ropes sont de d imens ions 0 , 3 , 6 ( [ 4 ] ) et on peut donc avoi r 
(29) 

p - p' = 0 , 3 ou 6 . Pour l e s o u s - c o r p s de degré 7 de $ , on a 
2 2 

F , £ F (dim ( F , / F ) = 3 ) et pourtant , b ien que p = 3 , on a p' = 0 
+ i c 2 

(h impai r ) . 

On peut s e demander s i à défaut de c r i t è re de pa r i t é , dans l e c a s 

f impair , i l n ' e s t pas p o s s i b l e de déc ide r numériquement (et s a n s c a l c u l e r 

h évidemment) de c e t t e par i t é . 

On a en effet l e procédé généra l suivant : 

4 . CRITERE GENERAL DE PARITE DE h . 

Toujours dans l e c a s K/Q c y c l i q u e de degré premier l ¿2 , 

on u t i l i s e la théor ie de Kummer : 

— o — 2 
Cr i tè re g é n é r a l . So ien t F , = F , / F , F = F / F où F = [r\$F , 

H- "T" O O O 

r\ vér i f ie l e s c o n g r u e n c e s de Kummer} (autrement dit F Q = F n M ) . Alors une 

condi t ion n é c e s s a i r e e t suf f i san te pour que h so i t pair e s t que : 

F J F N ^ (1) ( i . e . F fl F ^ F 2 ) . 

+ o + o 

P J ' I ^ l ^ I ^ P I l . : S* ^ e s t P a i r a l ° r s i l e x i s t e e € E \F t e l l e que 

r\ = e 2 <E F \ F 2 a lo r s ri g F + n F Q \ F 2 . 

2 2 
Inversement s i r\ £ F + n F Q \ F a l o r s ou b ien ri g E et h = (E : F) 

2 2 

e s t pai r , ou b ien r\ é F (donc r\ K* ) et KCy/ScJ/K e s t non ramif iée 

partout , so i t h pair e n c o r e . 

D'un point de vue numérique, la déterminat ion de F + et F q e s t 

a s s e z f a c i l e , F é tant parfai tement connu . Par e x e m p l e , dans l e c a s £ = 7 , 

F , e t F étant des s o u s - m o d u l e s de F , i l y a 4 p o s s i b i l i t é s pour c h a -
+ o _ 

cun d ' eux : on a F = * F 0 [ G ] / ( v ) = Q où v = S a e t l ' a l g è b r e a p o s s è d e 
2 a€G 
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2 i dempoten t s , d'où l e s sous -modu le s : F , F , F , ( 1 ) ( avec 
X Cu 

d i m F (F ) = dim (F ) = 3 et F = F

1 © F 2 ) . Il y a donc a priori 16 p o s -
2 2 

s i b i l i t é s pour l e couple ( F + / F ) ; or dans tous l e s e x e m p l e s numériques 

t r a i t é s s e u l s l e s 4 su ivan t s s e sont produits : 

7 + ( i ) F 7 X 7 2 

7 O ( i ) 7 7 2 7 X 

C e s r é s u l t a t s suggèrent que F q e t ne sont pas indépendan t s . 

5 . ETUDE DE F ET F ( [ 3 ] ) . 
+ o 

Comme F , e s t f a c i l e à dé te rminer , c o n s i d é r o n s F 
+ o 

Dans K/Q , F e s t engendré sur G par : 

o 
où m e s t l e conducteur de K , e' e s t de la forme : 

a 

, c a - c " a 

e ' = — 
a c - c " 1 

Q 
pour a c o n v e n a b l e et Q r a c ine primitive m de l ' u n i t é . 

(m) 
Comme 2 e s t non ramifié dans Q , l e s c o n g r u e n c e s de Kummer 

(m) 
s o n t , pour une uni té e de Q : e vér i f ie l e s c o n g r u e n c e s de Kummer 

^ (m) 
s i e t s eu lement s i pour tout p d iv i san t (2) i l e x i s t e £ 6 Q t e l que 

2 2 P ° 
e = F mod p 

P 
Soi t n = 2 Y - 1 , y = degré r é s idue l de 2 dans , a lo r s i l 

rev ien t au même d ' éc r i r e : 

n 2 
G = 1 mod p pour tout p d iv i san t (2) so i t 

e n = 1 mod (4) . 
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On e s t donc ramené à l ' é tude de e = e , n module- (4) . On a une 
a a 

première réduct ion : 

Ca-C~a - 1 2 2 - 2 
Soi t e ' = ± ^ - ; ( C - C ) = C + C + 2 mod (4) e t plus 

a c - c ' 1 

Y Y 
~*1 Y 2 __2 Y 

généra lement ) 2 = ç + C + 2 m o d ( 4 ) e t comme 2 == 1 mod m , 
on a f ac i l emen t 

Y + Y + Y 
e a 5 5 1 + 2 5

 Y Y m ° d ( 4 ) ' 
1 a 

i i ^ a + ^ a 1 + ^ 1 
où Y. = r + C ; l e terme cp = r r - r ; résume l e s proprié tés 

i b b a Y Y 
1 a 

c o n g r u e n t i e l l e s de e donc de T| = N , x e = r i , n

 # c a r on a : 
Q 0

m ) / K a 

11 * 1 +
 2 T V m ) A ( C P a ) m ° d ( 4 ) 

= 1 + 2cp où cp = Tr (cp ) , 

Qo A 

et on peut cons idé r e r cp comme é lément de ^ / ( 2 ) . S i uu = S a a € ZS[G] 

u) a 6 G a 

a lo r s à r\ cor respond uu cp de l a façon su ivan te : 

a 

^ = TT(^ C T) CT=l + 2 S a cpa mod (4) . 

On peut donc é c r i r e , en dés ignan t par e., l e s idempotents de 

a = F 2 [ G ] / ( v ) : 

- e i e i 
F Q = © F pour l e s i t e l s que r\ vér i f ie l e s c o n g r u e n c e s de 

Kummer, so i t e^cp = 0 mod (2) ; 

- - e j 

F + = © F pour l e s j t e l s que r| so i t to ta lement p o s i t i v e , 

J so i t e SOl) = 0 . 

Le c a l c u l d e s e^cp s e p résen te mal c a r cp e s t un quot ient d ' en t i e r s 

de • H f a u t donc exprimer sur la b a s e d e s dans et 

a lo r s Tr f v cp = cp s ' é c r i r a sur la b a s e (quasi) normale formée par 

(CVK A 

6 = Tr , N (r) e t s e s c o n j u g u é s . 
0 ) ( m ) / K 
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THEOREME 1. Quel que so i t a premier à m on a : 

~ S C mod (2) , 

où X = [ x € Z , 0 < x < m , R ( * ) + x = 1 mod (2) } e t où R d é s i g n e  
^ m a- J m — 

la fonct ion rés idu p o s i t i f modulo m . 

Ce t t e formule (démontrée dans [3 ] ) va é t ab l i r un l i en a v e c la s i 

gnature en ra i son de l a remarque su ivan te : 

i — + i 
Si on prend Q = e m a lo r s : 

r - r S i n r ( — + TT) , s i n — r 

c - c =

 m

 = ( _ D r + x m 

Ç X - r ~ X S i n x ( ^ + r r ) s i n i l x 
b ^ m m 

r4"X 
qui e s t du s igne de ( -1 ) ; c e s igne e s t n é g a t i f s i et seu lement s i 

r+x == 1 mod (2) so i t x Ç X . On about i t a lo r s au r é su l t a t su ivant (dans K) : 

THEOREME 2 . On a cp s S s d ^ e ^ modulo (2) . 

On rappel le que s(r\T) = 1 ( r e sp . 0) s i < 0 ( r e sp . > 0 ) / 

que a e s t l a r e s t r i c t i o n à K du Q-automorphisme Q £ a de 

Q et enfin que 6 = Tr , , (£) . 
o}m)/K 

On peut dire que l e s c o e f f i c i e n t s des con jugués de 0 sont l e s 

" c o m p o s a n t e s " de l a s ignature de r\ . 

6 . COROLLAIRES. 

On déduit du théorème 2 l e s r é s u l t a t s su ivan t s : 

— —e i — —He-) 
THEOREME 3 . S i F , = © F a lo r s F = 0 F 1

 # où 4 : 0 Q 
— + ig l ° ig l — 

e s t l ' automorphisme induit par a -» a""1" dans G ( \|f opère sur l ' e n s e m b l e  

de s i dempo ten t s ) . 
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Remarques . L 'opéra t ion \jj s e rencont ra i t dé j à dans l a démons t r a 

t ion d 'Armitage-Fr 'ôhl ich-Serre ([2.]) ; l e c a l c u l de F Q s e déduit donc de 

c e l u i de F + ; donc la déterminat ion de F n F • ne dépend que de F + . 

COROLLAIRE 1. On a dirn ( F j = d im^ (F ) . 
F 2 F 2 + 

COROLLAIRE 2 . S i f e s t pair on a • ( e ) = e pour tout idempo- 

tent de 0 , d'où h e s t pair s i e t seu lement s i F + ^ (1) (on retrouve l e  

c r i t è re qui s e déduit du fait que p = p1 ) . 

COROLLAIRE 3 . S i f e s t impair , une condi t ion n é c e s s a i r e e t 

suf f i san te pour que h so i t pair e s t qu ' i l e x i s t e un idempotent e de a 
e ilr (e) 

t e l que ri e t ^ so i en t to ta lement p o s i t i v e s . 

COROLLAIRE 4 . S i G p o s s è d e e x a c t e m e n t 2 idempotents e e t e ' 

e t s i f e s t impair a lo r s on a \jj(e) = e ' et h e s t pair s i e t seu lement  

s i r\ e s t to ta lement p o s i t i v e . 

En e f f e t , on a l e s c a s su ivan t s : 

F , = (1) , a lo r s F = (1) , h impair ; 
+ o 

F = F e , a l o r s F = F * ( e ) = F e ' e t F n F = (1) , h impair ; 
+ o + o 

— — e ' 
F + = F , même ré su l t a t ; 

F , = F , a lo r s F = F et h e s t pair ( c ' e s t l e s eu l c a s ) . 
+ o 

Ce co ro l l a i r e s ' app l ique notamment pour £ = 7 où l e s deux idem

potents sont : 

e = l + T + T + T ; e ' = l + T + T + T 

Cri tè re portant sur la s igna ture de r\ . Dans l e c a s g é n é r a l , i l 

suffit de déterminer que l s sont l e s idempotents e de a t e l s que r\ 

so i t to ta lement p o s i t i v e , c e qui e s t f a c i l e . 
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7 . CONCLUSION. 

En c o n c l u s i o n c i t o n s l e s deux e x e m p l e s suivant obtenus par ord i 

nateur : 

a) pour € = 17 ( f = 8 ) e t p = 34 919 , l e s o u s - c o r p s de degré 

17 de Q P e s t t e l que dim (F / F ) = 8 et h e s t pair 
8 2 + 

(a lors n é c e s s a i r e m e n t 2 d i v i s e h ) , 

b) Un d e s 16 s o u s - c o r p s (et un seul) de degré 17 sur Q de 
(m) 

Q a v e c m = 1 3 7 . 3 0 7 (et connu par l e sous -g roupe de 

(22/mZS)* qui lui correspond) a un nombre de c l a s s e s pair . 
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