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Dans cet exposé, on conserve les notations de 1'exposé précédent, et

on suppose toujours (sauf au No 1) que r = Card(Z) < 8. On a donc une suite

T = (xl,...,xr), et une surface X(I) obtenue par éclatements successifs

2
X(2) = X(E,_ ) ~.en X(2)-X~P2

ou g, = {xl,...,xi} et xi+1€X(Zi) ; on note Ei le diviseur de X(3) image réci-
proque de xiGX(Zi_l). Si ' est un diviseur effectif de X, on note mult(xi;f‘)

la multiplicité de x, sur le transformé strict de I' dans X(Zi ), et on dit

-1
I I! F -
que asse par X. S]. mult(x ) > 0

1. SYSTEMES LINEAIRES COMPLETS SUR X(g) ET COMPOSANTES VERTICALES

A A
Définissons El""’Er par récurrence comme sult. Sur X(Z ), on pose

~

E,=E, ; sur X(22), on note E

1 1e transformé strict du E precedent, et on

D

1

7~
pose E,=E, ; sur X(Z ) on note El’ E, les transformés strlcts de B et EZ
N A ~
et on pose E3_ 3 etc. Alors Ei""’Er sont les composantes irréductibles de
E1""’Er' Plus précisément, pour 1<i< j<r, posons si,j: 1 si, sur X(Zj_l),
on a xJE E sij= 0 sinon. On a successivement :
"~
sur X(Zl) s E1=E1 s
N N
sur X(Zz) . E2=E2 . E1=E1—81’2E2 ,
”~ ~ N
sur X(z5) , Eg=BEg, By=Fy-e, JBy, B =B - SBy-e) By
etc, donc sur X(x) ,
£ E E =1
(1) Eiin—Si,i-}ri i+1—-o-"si,rr , 1= ,...,I‘ .
Pour inverser ces formules, notons Xi(_xj la relation ei’ .= 1. On obtient

ainsi un diagramme orienté A. Par exemple, ce diagramme est

A
si sur X(Z ), on a x2€E sur X(Ez), on a X 6E1 N E2’ et sur X(Z3), on a

1°? 3

X, ZE UE2U E3. On a sans difficultés



Proposition 1 : Sur X(%), on a pour tout i

a)

A A
E. =E, +n, . E. ~+...4+mn, E R
i i i,i+17i+1 i,rr

ou, pour i< j, ;g est le nombre de chemins composés joignant X a x, dans
ou, pour , a cgans
le diagramme A.

AN A
Par exemple , dans l'exemple ci-desus, on a E1= E1+ E2+2E3 .

- . .« - ‘>..

On posera ni,i 1, nl’J 0 pour i>j
Soit € = (ao;a1,-.-,an)€ Pic(X(g)). Considérons le systeme linéaire
complet |§| défini par € : c'est l'ensemble des diviseurs effectifs C sur
X(y) de classe €, c'est-a-dire tels que C.E_=a_, C.E,=a;, i>0. Il ne peut
étre non vide que si a z0 (exposé précédent, lemme 1), et sous cette condi-

tion, on a H2(X(Z),§)= 0, donc
dim|g| = dim B®(X(%),8) -1 = % £.(E—p) + dim HI(X,E) .

s . 1
On note classiquement suplg\ ("superabondance") 1l'entier positif dim H (X,§),

et on a donc, puisque W= -(3;1,...,1),
. 1
d1m|§| =3 §.(§-—w)4'supl§l
(2) ) r
= == —Z *
5 [ao(ao+3) . ai(ai+1)]4—sup|§|
i=1
Tout diviseur effectif C sur X(3) s'écrit de fagon unique
A A r A . \A

C=T+Vv=T+ ¢ mE., ouV est un diviseur vertical effectif, et ou ' est le

i=1
transformé strict d'un diviseur effectif I sur X ; comme

c1(F) = (deg(T); (mult(x,5T)), on a a_= deg(T) et

\'

N
¥y (mult(x.;T)-a.)E, = £ n, . (mult(x 3;T)-a )E, .
) i i’ A 1 i i’
i>0 1,

I1 s'ensuit que |§| s'identifie canoniquement au systeme des diviseurs effec-

tifs I' sur X, de degré a_, tels que, pour chaque i, on ait

(3) v n, . (mult(x.;7)-a.) =0 .
L ] i i

Un tel diviseur sera dit basé aux points x; avec multipliciteé (ai). Cette no-

tion se simplifie dans plusieurs cas particuliers.



a) Supposons ZcX. Alors Eizzﬁi pour tout i, de sorte que la condition pré-
cédente équivaut a mult(xi;F)z:ai pour tout i, et |E| s'identifie au systeéme
linéaire des courbes ' de degré a sur X telles que mult(xi;l");zai pour tout i.
Dire que sup|§|= 0 signifie que la dimension de ce systeme se calcule par la
formule usuelle %(a0+1)(a0+2)— 1-% by ai(ai+1), ou encore que '"les conditions
obtenues en écrivant mult(xi;f)z a, sont linéairement indépendantes'.

b) Supposons que Yy satisfasse a la condition suivante :

(*) pour i=1,...,r le point X, de X(Zi—l) n'appartient a aucune des

composantes irréductibles des diviseurs El,...,Ei_1 (relatifs a

X(Zi 1)) qui ne sont pas des E. (cf. dessin, dans le cas i= 3).
]

>

y = position interdite

Xq = position autorisée

X X(xi)

Cette condition signifie que, au cours de la construction de X(¥), il n'appa-

A ~
ralt au plus sur chaque composante Ei qu'un point xj, c'est-a-dire que dans
chaque relation(1),il n'y a au plus qu'un coefficient €, . non nul. Cela signi-

1,
fie aussi que le diagramme A est une réunion disjointe de chalnes,ou encore

que n, i est toujours < 1. La condition (b) devient alors
9

(4) pour toute chalne x. «x, «...<x, de A, avec x, €X, on a
i, i, i, — — i, —_

mult(x, ;7)) +...+mult(x, ;T) 2 a, +...+a,

T 'h * h :
UNIVERSI™F TE GRENGRLE | !
et implique en particulier : TreInT

(5) on a z mult(xi;r) 2 Xz a, - JT FOURIER
i

c¢) Dire que |§| est sans composantes fixes verticales, signifie qu'il

existe I' comme précédemment tel que V=0, c'est-a-dire tel que mult(xi,T)= a.

A
pour tout i ; en ce cas, tout élément assez général C de \§| est de la forme T
ou ' est un diviseur effectif de degré a_ sur X, passant par les X, avec multi-
plicités a; -

d) Considérons maintenant le cas ou tous les a, sont égaux a1l ; on dira



alors simplement que I' est basée aux points X, - Si I' est lisse (ou plus géné-
ralement si T est lisse en ceux des points de YN X ou elle passe) on a de tou-

te fagon mult(xi;F)— 1<0,donc I' est basée aux points x, si et seulement si

elle passe par ces points.

Le résultat est le méme d'apres a) si I n'est plus supposée lisse, mais si on
suppose Y X. Plus généralement, d'apres b), si ¥ satisfait a la condition (%)

et si ' est basée aux points X alors I' passe par tous les points de _NX et
3 mult(xi;I") >r.

2. POSITIONS PRESQUE GENERALES

On suppose désormais r < 8.

On dira que ¥ est en position générale s'il satisfait aux conditions

du théoreme 1 de 1'exposé précédent (XcX, par trois points alignés ...).

Définition 1 : On dit que ¥ est en position presque-générale si

1) ¥ satisfait a la condition (¥*) du No 1 ;

k]

2) aucune droite de X ne passe par quatre points de ¥ ;

3) aucune conique irréductible de X ne passe par sept points de T.

I1 est clair que "y en position générale" implique "Y en position

presque-générale'.

’ S . . . ’ .
Théoreme 1 : Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) T est en position presque-générale ;

(b) le systeme anticanonique de X(%£) n'a pas de composantes fixes ;
b

(b') 1le systeme anticanonique de X(L) contient une courbe irréductible

et lisse ;

(b") il existe une cubique lisse de X passant par tous les points de T ;

9
(e) Hi(X(Z),w%(lz)) =0 pour tout n€ Z ;

(c') il existe une suite d'entiers n. , tendant vers -», telle que

1 &y
H (X(Z),wx(z)) =0 3

(d) pour tout diviseur effectif D sur X(£), on a D.w<O ;

(d') pour tout diviseur effectif irréductible D sur X(£), on a soit D.w<O,

soit D.w=0 et D.D=-2 (i.e. cl(D) est une racine).

La démonstration emploiera les Nos 3 a 6 ; au passage, nous prouve-
rons des résultats auxiliaires qui nous seront utiles par la suite et donne-

rons encore d'autres conditions équivalentes aux précédentes.



3. CUBIQUES BASEES EN HUIT POINTS EN POSITION PRESQUE GENERALE

Proposition 2 : Supposons r=8 et ¥ en position presque-générale. Le systeme

anticanonique de X(¥) est de dimension 1, sans composantes fixes et a un unique

point fixe, ou deux courbes convenables du systeme se coupent transversalement.

8
Pour tout diviseur effectif I' sur X, posons o(I') = T mult(xi;r)-

i=1

Notons les propriétés suivantes :

a) on a o(l'+I'") =o(T') + o(I'"). C'est clair.

b) si deg(l’) =1, alors o(I') 3. Puisque I' est lisse, ce n'est autre que
la partie 2) de la définition 1).

c) si deg(l')=2, alors o(I') =6. Si ' est lisse, c'est la partie 3) de la

définition 1. Si ' est réductible, cela résulte de 1 et 2.

d) si I est basé aux points X;» On a o(I') 8. Cela résulte de la partie

1) de la définition 1 (cf. formule (5) du No 1).
Par ailleurs, d'apres la formule (1) du No 1, on a
. 1
d1m|—w| z-é—w.(—w-w) = wew = 1 .

Lemme 1 : a) Il n'existe qu'un nombre fini de droites D de X avec o(D) > 2,

b) il n'existe qu'un nombre fini de coniques I' de X avec o(I') 25,

c) il n'existe qu'un nombre fini de cubiques réductibles basées

aux points de X.

a) Une droite D de X telle que o(D) =2 doit passer par au moins

deux points de ¥ ; il y a donc au plus (g) telles droites.

b) Une conique décomposée I' telle que o(I') =5 s'écrit '=D_ + D2 avec

deg(Dl) = deg(Dz) =1, donc G(Dl) < 3, O’(D2) <3, d(Dl) + G(Dz) >5 (propriétés al,
et b) ci-dessus) ; cela implique o(D1)22, o(D2)22 et il n'y a donc, vu a)
qu'un nombre fini de telles coniques. Une conique lisse [ telle que o(T') =5
doit passer par cingq points de ¥, et est déterminée par ces cing points

(Bezout) ; il y a done au plus (g) telles coniques.

c¢) Si I est une cubique décomposée basée aux points de ¥, on a
o(l') =8 d'apres la propriété d). Mais I' s'écrit T1+ T2 avec deg(l"l) =1,
deg‘(l"z) =2, o(fl) < 3, o(f'2) <6, o(f1) + G(F2) >8 d'apres les propriétés a), b),
¢) ; donc 0(T1)22 et o(l"2) >5 ; on conclut grace a a) et b).



Lemme 2 : On a diml—w|= 1.

D'apres ce qu'on a vu au No 1, ‘—wl est formé des diviseurs
T::?+-Z(mu1t(xi;F)— 1)Ei’ ou I' est une cubique basée aux points de ¥. Si
dim‘—w|>~1, on peut donc imposer a une cubique basée aux points de ¥ de véri-
fier deux conditions linéaires supplémentaires, par exemple de passer par
deux points donnés a et b de X= (XN g) ; montrons que cela est contradictoire.
Prenant d'abord a et b sur une droite passant par deux points de I, on obtient
1'existence d'une cubique décomposée T1LJF2 basée aux points de ¥, avec
deg(T1)= 1, deg(Pz)z 2. D'apres un raisonnement déja fait, on a G(T1)= 3 ou
G(F2)= 6 ; cela implique que toute cubique basée sur 3 et passant par un point
supplémentaire choisi sur T1 ou F2 suivant le cas est décomposée ; mais le
lemme 1 contredit alors le fait qu'il existe un nombre infini de telles cubi-

ques si diml-w|>>1.

Pour toute cubique I basée en les X,y posons

~
T = 1‘+z(mu1t(xi;r),- 1)133.L .

Lemme 3 : Les éléments non irréductibles de \-wl sont les courbes T'gg I est

une cubique de 1l'une des formes suivantes :

1) T est une cubique réductible basée en les X, 3

2) I est irréductible et a un point double en 1'un des X et passe par

tous les autres ;

3) T est irréductible et il existe xi Ei xj avec xiE.X.gi xit--xj telle

que ' ait un point double en X5 et passe par tous les points de ¥ dis-

tincts de Xj'

On doit avoir X mult(xi;F)E:B, ce qui ne laisse que les possibilités
ci-dessus, outre celle ou I' est irréductible et tous les mult(xi;T) égaux a 1,

auquel cas [ est irréductible.

On peut maintenant terminer la démonstration de la proposition 2.
L'ensemble des cubiques de la forme 1 est fini (lemme 1), celui des cubiques
. 2
de la forme 2) (resp. 3)) est fini d'apres Bezout (27 +6.1>9). I1 s'ensuit

que l-w| contient au moins deux courbes irréductibles distinctes C1 et Cz.

Mais Cl'C =w.w=1, donc C1 et C_ se coupent transversalement en un point uni-

2 2
que. Comme diml-wlz 1, ce point est un point fixe de l—w

Corollaire . Il existe une cubique lisse passant par les points de Z.




En effet, d'apres le théoreme de Bertini sur les systemes linéaires,
A

l-wl contient une courbe lisse, qui est de la forme I, ou I' est la cubique

cherchée.

4. DEMONSTRATION DE (a)e (b)e (b')e (b")

(a)= (b") : complétons le systéme T par 8-r points de X de fagon
que le systeme obtenu soit encore en position presque générale ; alors,
d'apres le corollaire de la proposition 2, il existe une cubique lisse passant

par 3.
(b")® (b') : c'est clair (voir No 1).
(b')= (b) : c'est clair, puisque dim|-w| =9-r=>1.

(b)= (a) : si une droite passe par 4 points de ¥, tout cubique
basée aux points de ¥ doit contenir cette droite. De méme pour une conique
irréductible passant par sept points de §¥. Enfin, si ¥ ne satisfait pas a la
condition (¥*) du No 1, le lemme suivant implique qu'il existe i avec Ei.w>*0.

n N
Alors Ei'(-w)<:0 et Ei est une composante fixe de |—w\.

Lemme 4 : Pour que ¥ satisfasse a la condition (¥), il faut et il suffit que
A

Ei.wsO pour tout 1i.

En effet, les relations (1) du No 1 donnent

B 1
Lo = =1~ ¥ e, . .
! >i '
A
Dire que Ei.w:;O signifie donc qu'au plus un des € 3 j>1i est non nul, ce qui
9
est une autre forme de la condition (%) (cf. No 1).

5. DEMONSTRATION DE (d)= (d')= (a)

Lemme 5 : Si D est un diviseur effectif et irréductible sur X(3), et si

D.w=0, alors D.D=-2,(donc cl1l(D) est une racine).

1
% 5 D.D, donc D.D=-2. Comme la forme-

intersection estnon-dégénérée et négative sur 1'orthogonal de @ dans Pic(X(%))

On a 0<g(D)=1+5D.(D+w) =1+

(exposé précédent, proposition 1), on a, soit D.D=-2, soit D.D= -1, mais D.D



est pair, soit par la formule du genre ci-dessus, soit par le lemme algébrique

suivant

Lemme 6 : Pour tout £€ Py tel que £.w=0, §.§ est un entier pair (et < 0).

D'apres un calcul déja fait (et qui aurait du etre dégagé en lemme),

on a pour tout € = (ao;a ,...,ag)e P, les relations

1 9
9
(6) , 151 (a, - 3a,) = -3 §.ug
9 2
(7) 151 (ao—3ai) = -6a_ E.wg- 98.8 .

8
.. 2
Posant ao—3ai=bi, cela donne ici T bi=0, M bi =9E.E ; donc b9=—_§ b. et
Y b.2=2 z biz-2 Z b.b.€ 2N, ce qui donne E.E€ -2IN .
=1 i=1 1<i<jsg !

Cela démontre (d)e (d'). Par ailleurs, si ¥ n'est pas en position
presque-générale, Pic(X(Z)) contient un élément effectif de 1l'un des types
(O;—l,lz), (1;14), (2,17) ; pour chaque élément E de 1l'un de ces types, on a
w-E=1, ce qui contredit (d).

6. DEMONSTRATION DE (b')= (c)= (c')= (d)

Soit C une courbe irréductible sur X(L) ; on a une suite exacte
0-0% X(s) ™ X(z)(C)—oGC(C)—»O, d'ou pour tout faisceau inversible L sur X(3)

une suite exacte de cohomologie
1 1 1 2
H (X(Z),L)—H (X(2),Leo(C)) »H (C,Le3(C))—HT(X(Z),L) .

Supposons d'abord (b') satisfaite et prenons C lisse de classe -w,

20 Ators g(C) = 1+% (-w) e (~w+w)=1 et deg L®G(C)|C= -(n-1)p.0 -

et L=w

N 1
Des que n<0, on a -(n-1)w.w>0, donc H (C,L®B(C)) =0 ; de la suite exacte

précédente, on tire donc une surjection H1(X(2) ®n)-*H1(X(Z) w®(n—1)) ; comme

1
H (X(2), X(Z))=O, il en résulte que H (X(Z) )—O pour n< 0O, donc aussi pour

n>0 par dualité de Serre, d'ou (c). L'assertion (c¢c)= (c') est triviale.

Supposons maintenant C.w>0 et prenons L= ® n®6(c)®—1. Dans la

. 1 -
suite exacte H (X(Z)),m® ny gt (C,0>"™) L, g2 (X(2),L), on a, dés que n est

assez grand n2 (X(g),L) =0 pulsque E Lo ) o-n
deg W®-n 0 Sn-E .C et H (C,w ) #0, puisque

_ 0
|C" -n C.w. On a donc H (X(Z) W® ) £0 des que n est assez grand



ce qui contredit (c') ; donc (c')= (d).

Remarque finale : Les conditions (c) et (c') sont aussi équivalentes a

(c") on a sup|—nwl=0 pour n=0 ,

c'est-a-dire (cf. No 1, formule (2)) :

(3n+1)(3n+2) 1 n(n+1)
2 -iTr T3

(c") diml—nwl = % n(n+1)(9-r) = , n>0

ou encore

(¢"") 1la dimension du systeme des courbes de degré 3n basée aux points de ¥

avec multiplicité n se calcule par la formule usuelle.

En particulier, on a alors dim|-w| = 9-r, dim|-2y| = 3(9-r),

dim|-3w| = 6(9-r).

7. RACINES EFFECTIVES ; CRITERE D'IRREDUCTIBILITE DES DIVISEURS EXCEPTIONNELS

Nous avons vu a l'exposé précédent que lorsque ¥ est en position gé-
nérale, aucune racine n'est la classe d'un diviseur effectif et tous les divi-
seurs exceptionnels sont irréductibles. Nous allons maintenant étudier les ques-
tions analogues lorsque T est seulement en position presque-générale. Notons
d'abord que toutes les racines ne peuvent pas devenir effectives : seules
les racines o telles que a.Eoz(), ou celles de la forme Ei-E. avec i< j
peuvent éventuellement étre classe d'un diviseur effectif. Notons R+ 1'ensem-

ble des racines précédentes ; c'est ce qu'on appelle un systeme de racines

positives :

Lemme 7 : On a (R +R )NRcR , R+N(-R )=¢, R=R U (-R ).
+ + + + + +

C'est clair, soit directement, soit sur la table des racines donnée
a 1l'exposé précédent.

Si a::(ao;a ,...,ar)e R, on a aussitot (cf. table)

1

(0€ER ) e (a,+2a_.+ <ca+1T a >0) .
+ 1 r

2

Nous utiliserons le lemme algébrique suivant, valable dans la situa-

tion (Pr,wr,.), r<8, étudiée a 1'exposé précédent

Lemme 8 : a) Si a, a'€R avec a# *q', alors loeat]| <1. Si «, a'€R et




a.o'=1, alors a+a'€R_.
— r

b) Si g, §'€Ir_e_£§;!§', alors 0<E.E' < 3.

¢) Soient E€1_ et a€R_ . Alors |E.al<2. si

e

E.ao= %2, alors r=28

et g:loc—ws 3 osi €.00= -1, alors E=za + &', avec §'EIrg’_c_ £.€' = 0.

On peut évidemment supposer r = 8.

Si o, oc'ERS et a £ -a', alors w8-(oc+oc')=0 et a+a'#£0, donc
(v+a').(a+0a')<0, ce qui implique a.a'<1. Si a. a'=1, alors

(v +a').(a+a')=2, donc ao+a'€R,. Enfin, changeant o' en -a', on obtient
8
a.a'2-1, si afa', donc loc.oc' <1 si af*a'. Si €, E'€I,, alors £+ @, et
) 8 8
' | P
8).(§ +w8)52,dou

aussitot b), puisque g.w8=§'.w8=—w8.w8= 1. De méme, dans le cas c), on a

g’ + wg sont deux racines ; si E£E', on a donc -1s(§+w

E.a = (§+w8).oc, donc lg.oc\sz. Si E.a =12, alors §=ioc+w8. Si E.a=-1, alors
(g-a).w8=-1 et (E-a)(g-w)=-1, donc g—ocGIS- '

Ensuite un lemme "géométrique'" :

Lemme 9 : (r<8, aucune hypothese sur T). Si D est un diviseur effectif irré-

ductible tel que D.w=-1, alors soit D est exceptionnel,soit r=8 et

C].(D) = =W

8

D'abord, puisque le genre de D est 1+%(D.D+D.w) on a forcément
D.D> -1 et D.D impair. Par ailleurs, prenant u=cl(D) € Pic(X(Z)) = PrCPS R
on a (u+w8).w8=0, donc soit u= ~Wg, soit (u+w8).(u+w8)<0 (exposé précé-
dent, proposition 1 a)). Mais cette derniere relation s'écrit aussi
u.u<-2u.w8-w§= 1 ; comme -1<u.u<1 et que u.u est impair, on a u.u=-1 et u

est exceptionnel.

Théoreme 2 : Supposons ¥ en position presque générale. Soient Re 1'ensemble

des racines qui sont effectives et Ri l'ensemble des racines qui sont effecti-

ves et "irréductibles" (i.e. classes de courbes irréductibles sur X(%).

a) Chaque élément a € R, est la classe d'un unique diviseur effectif X(%¢),

qui est une courbe lisse de genre O. La partie Ri de Pic(X(L)) est libre. Tout

diviseur effectif D tel que D.w=0 est uniquement déterminé par sa classe

dans Pic(X(Z)), qui est combinaison linéaire a coefficients > O des éléments
de R. .
— i

b) R =R_U-R_ est une partie close et symétrique de R (i.e. R'=-R et

(R" +R')NRCR'), et Ri est une base de R' (i.e. tout élément de Re est combi-

naison linéaire a coefficients entiers > O des éléments de R, et ceci de fagon
i

unique).




c) Pour tout élément exceptionnel £, on a les trois possibilités suivan-

tes qui s'excluent mutuellement

1) E est irréductible (i.e. £ est la classe d'un diviseur effectif

irréductible, qui est alors l'unique diviseur effectif de classe E) ;

2) il existe un élément exceptionnel irréductible ' et des éléments
PR L __d__gRi tels que §=oc1+ “ee +ocn+§' H
3) onar=8, et il existe a€R_ telle que E=a-w

80

Pour ocERi, soit C un diviseur effectif irréductible de classe a.
Alors g(C) = 1+% a.(a-w) =0, donc C est une courbe lisse de genre 0. Pour
tout diviseur effectif C' de classe a, on a C.C'=a.a< 0, donc C'=C+ C" ou
C" est effectif et de classe 0, et enfin C'=C. Par abus de langage, nous note-
rons o l'unique diviseur effectif de classe a, ocGRi . Pour tout diviseur effec-
tif D tel que D.w=0, toutes les composantes irréductibles de D appartiennent
a Ri : si D=2 Di’ les Di irréductibles, alors O=D.w=7C Di'w 3 comme Di.wsO
(théoreme 1), on a D..w=0 et D, est une racine (th. 1), donc appartient a R, .
Enfin, pour «, BERi, on a d.f=20 si a#P, et aea=-2 ; de plus si
o= (ao;a1,...,ar) ERi, alors a  + 2a2+ we 4 T ar>0; le lemme 3 de Bourbaki, Lie,
ch. V, § 3, No 5, entraine alors que R, est une partie libre de Pic(X(Z)), ce

qui acheve de démontrer a).

Pour prouver b), il suffit de prouver que si ocERe s BGRe et p-a € R,
alors B-a € R'. Mais on a g.p=a.(p-a)+cdea=0a.(B=-0a)=-2<0 (lemme 8), donc a
et B ont une composante irréductible commune yéRi, et ona p-a=(B-v)-(a=-vy),

avec B - v, oc—yGRe ; on conclut sans difficultés par récurrence.

Démontrons c). Soit D un diviseur effectif exceptionnel sur X(%).
n
Si D n'est pas irréductible, il s'écrit D= % Di avec Di effectif irréductible.
i=1
Comme T Di.wz -1 et Di.w20, on a quitte a permuter 1'ordre des indices

D1.w= -1, Di.w=0 pour i> 1. Alors les Di sont des racines et D1 est soit

exceptionnel,soit de classe ~Wg (avec r =8) d'apres le lemme 9. Dans ce dernier
cas, D2+ oo +Dn=§+w8 est effectif ; comme c'est une racine, on a §+w8€Re.

Cela démontre c).

Corollaire : Soit £ un élément exceptionnel. Les conditions suivantes sont
équivalentes : (a) E est irréductible ; (b) pour tout a€ R, , on aE.a20 j

(c) pour tout a€ R, on a §.a20.

Les implications (a)= (b)= (c) sont claires. Supposons (c) vérifié et
€ non irréductible. Alors on est dans l'un des cas 2) ou 3) du théoreme pré-

cédent, partie c) ; dans le cas 2), on a -1=§.8=0,-8+ ...+ .E+E.§'20



(lemme 8), d'ou une contradiction ; dans le cas 3), on a -1= E.E=E.a - g.wsz(),

~ 3 3 .
d'ou aussi une contradiction.

8. EXEMPLES

a) Si T est en position générale, on a Re=:¢, et on retrouve le

fait que tous les éléments exceptionnels sont irréductibles.

A
b) Soit D une droite de X. Prenons x, €D, x,€DNE, = (D-E_)NE_,
R 1) 18y
X3€DﬂE2=(D—E1—E2)ﬂE2, Zreee

de D et des Ei antérieurs. Alors T est en position presque générale, et les

puis X, ,... sur E hors des transformés stricts

racines oc1=D-E1—E2—E3, oc2=E1—E2,..., ocr=Er

sorte que R =R et R'=R.
e +

_1--Er sont effectives, de

¢) Prenons r=6, et prenons pour T 1l'ensemble des 6 sommets d'un
quadrilatere complet non aplati de X. Alors les quatre cotés donnent 4 racines
effectives irréductibles, deux a deux orthogonales, et on a

Card(Re)=:Card(Ri)= 4, donc R' est de type (A1)4.

10 Xg» Xz sur une droite D de X et Xgs X5

x,. au-dessus de x x, et x., respectivement mais non sur D. Alors Ri est formé

6 A 1’ 72 3
de DzEO-E -E_-E_, et de Ei—Ei i=1,2,3, et R' est de type D4.

1 2 3

d) Prenons r=6, prenons X

+3?

9. CONTRACTIONS

Soient d'abord Z une surface projective lisse et £¢€ Pic(Z) un élément

exceptionnel (£.5 =-1 g.wzz -1). Si E est effectif et irréductible, on peut

le contracter, et obtenir une surface projective et lisse Z/E. Le groupe
Pic(Z/€) s'identifie naturellement a 1l'orthogonal de £ dans Pic(Z), et wz,/e a
1'élément w, - § de cet orthogonal ; les éléments exceptionnels de Pic(Z/g) sont

donc les éléments exceptionnels de Pic(Z) orthogonaux a E.

On appellera suite exceptionnelle contractable de Pic(Z) une suite

5: (§1,...,§s) d'éléments exceptionnels deux a deux orthogonaux tels que, pour
i=1,...,s, 1'élément exceptionnel g de Pic(Z/gl/.../gi_l) soit effectif et

irréductible (ce qui permet de définir Z/§1/.../§i) ; on note alors Z/E la sur-
face Z/gl/.../g .

S

Nous supposons désormais que la surface Z est rationnelle ; alors,




d'apres un théoreme classique, la longueur des suites exceptionnelles contrac-
tables est bornée et pour toute suite contractable maximale s—;, Z/g est isomor-

phe a ]P2 y ou a ><IP1 ou a 1'une des surfaces Fn, n>1.

Disons que Z est "de type négatif" (resp. "de type strictement néga-

tif") si Wy - W >0 et si, pour tout diviseur effectif D sur Z, on a D.yy< O

(resp. D.w< O)? Alors

a) X(3) est de type négatif (resp. strictement négatif) si et seulement
si =<8 et X est en position presque générale (resp. générale),

b) si Z est de type négatif (resp. strictement négatif), alors Z/g€ 1l'est
aussi pour toute suite exceptionnelle contractable £ de Pic(Z), )

c) si Z-= ]P2 ou 7Z-= ]P1 ><IP1, Z est de type striZtement négatif et Pic(Z)
ne contient aucun élément exceptionnel,

d) pour n>1, F_n'est pas de type négatif.

Proposition 3 : Soit Z une surface de type négatif (resp. strictement négatif)
1

non isomorphe a Pl s

posons r=rg Pic(Z) - 1.

3
1) Z est isomorphe a une surface X(£), ou X est isomorphe a P? et on X

est en position presgue générale (resp. générale), donc r < 8.

2) Soit E une suite exceptionnelle contractable sur Z. Alors

2.1) on_a Card (§) <r ; si § a r éléments, z/g est isomorphe a ]P2

2.2) si Card (§);£r 1, g est contenu dans une suite exceptionnelle

contractable ar elements,

2.3) si Card(€)=r-1, et si £ est maximale, alors Z/€ est isomorphe

a ]P1><]P1.

So1t en effet § une suite exceptionnelle contractable maximale. Alors
Z/E est isomorphe a ]P2 ou a ]P1 ><IP1 d'apres b), ¢), d) ; dans le premier cas
Ca;d(§) =r ; dans le second cas Card(é) =r-1. Traitons ce second cas ; puisque
Z n'est pas isomorphe a pl ><IP1, on a r-1>0 ; considérons z/(gl,...,gr_2) =2Z'.

Alors Z'/§1r‘=>‘].‘?1 ><]P1, donc Z' s'obtient en éclatant un point dans IP1 ><]P1, ou

encore, comme il est bien connu, en éclatant deux points dans IP2 ; 1l existe
done ', E"€ Pic(Z') cPic(Z) tel que (§,,...,E ,,8',§") soit une suite contrac-

table a r éléments.
La proposition en résulte immédiatement.

Soit donc Z une surface de type négatif (donc isomorphe a une surface

P7(s) , on ¥ est en position presque générale). On pose comme a 1'exposé II



P = Pic(z) , w = w € Pic(z) , r = rg(P) -1 ,
I -f{EcP,E.E=-1,E.w=-1} ,
R={a€P,0.0=-2,a.w=0} ,

W = Aut(P,w,.) .

Rappelons (prop. I1.4) que W opere simplement transitivement dans 1'ensemble S
des suites E = (51,...,§r) d'éléments de I deux a deux orthogonaux.

Si Z=X(Z), S possede un élément privilégié, qui est la suite €, = (Er,---,El),

et qui est contractable.

Pour £€ S, soit R(E) 1'ensemble des o € R tels que (a.gi,...,a.gr)
soit > O pour 1l'ordre lexicographique : a.§1>>0 ou a.§1::0 et a.§23>0 ou ...
Lorsque Z=X(Z) et § = £, R(g) est 1'ensemble R du No précédent. Par consé-

quent, par opération de W, cn a :

Proposition 4 : Pour tout ¢S, R(E) est un systeme de racines positives de

R. On obtient ainsi, une fois et une seule, tous les systémes de racines posi-

tives de R.

Supposons de plus que les conditions du th. 1 soient satisfaites

pour Z ; on a alors une partie Re de T formée des racines effectives. Alors :

Théoreme 3 : Pour que £€ S soit contractable , il faut et il suffit que
RecR(g).
Exemples : a) Si Re:=¢, tout € est contractable.

b) Si on prend Z=X(Z), et E = g, alors E est contractable, et
on retrouve le fait que ReC:R+' De plus, si Re::R+, §O est l'unique suite

contractable.

Démontrons maintenant le théoreéme. Pour que § soit contractable,
il faut et il suffit que §1 soit irréductible, c'est-a-dire (corollaire au
théoreme 2), que gi-a;zO pour awERe, que §2 soit irréductible dans Z/§1, c'est-

a-dire que £5-2 20 pour tout a€R_ tel que  ,.a=0, que §5 ... etc.



