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Barycentre canonique pour un espace
métrique a courbure négative

ES-SAHIB Aziz & HEINICH HENRI

Résumé

Pour une variable aléatoire X intégrable & valeurs dans un espace (M, d)
métrique complet séparable et & courbure négative, nous définissons un barycen-
tre de X. Ce point, b(X), appartient & ’ensemble des espérances au sens de Doss
de X et ne dépend que de la loi de la variable. De plus si X et Y sont deux
variables intégrables, alors d(b(X),b(Y)) < E[d(X,Y)].
Nous étudions le probltme de cohérence (loi des grands nombres) pour ce
barycentre et nous montrons un théoréme ergodique.

Puis nous remplagons l’espérance de Doss par celle de Herer puis par celle
d’Emery et Mokobodzki.

Abstract

For X an integrable random variable with values in a complete separable
metric space (M,d) with negative curvature, we define a point b(X) called
barycenter of X which depends only on the law of X and belongs to the
set of Doss expectation of X. Moreover for two integrable variables we have
d(b(X),b(Y)) < E(d(X,Y)). We study the coherence problem: strong law of
larges numbers for this barycenter and an ergodic theorem is given.
In the end we change Doss expectation for the Herer one and for the Emery-
Mokobodzki one.

Introduction

La notion d’espérance pour une variable aléatoire & valeurs dans un espace
métrique M trouve ses premitres formulations dans (8] et [5]. Les propriétés de
cette espérance se développent dans [2], [6], [9],[11]. Par la suite Herer introduit
en [10] et [12] une autre définition et s’intéresse aux espaces  courbure négative.
Plus récemment le cas M variété a été abordé par [1] et [7].

Ces différentes approches ont en commun que ’espérance d’une variable
aléatoire est un sous ensemble fermé en général non réduit & un point. Ceci
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souléve des difficultés, en particulier pour obtenir une loi forte des grands
nombres, car il faut considérer des convergences de fermés par exemple au sens
de Hausdorff ou de Wijsman c.f. [15]. Cette dernitre référence contient aussi
d’autres versions de la loi forte des grands nombres.

Lorsque d?(-,z) est strictement convexe, d’autres auteurs définissent clas-
siquement le barycentre 5(X) d’une variable aléatoire X intégrable, par b(X) =
Argmin E[d?(a, X)]. L’espérance est alors un singleton. Il en est de méme pour

a
la définition adoptée par [13] pour les variétés.
Notre but est d’obtenir de maniére “canonique”, pour une v.a X intégrable

& valeurs dans M aussi général que possible, un point appelé barycentre de X (ou
espérance de X).

Nous allons centrer notre travail sur ’espérance au sens de Doss du fait
de sa simplicité et de ’adaptation des méthodes introduites & d’autres notions
d’espérances. Rappelons, que pour un espace de Banach séparable, la notion
d’espérance de Doss et celle de Bochner coincident [3].

Plan du travail

o La premiére partie établit ’existence d’un barycentre canonique avec des
hypotheéses minimales.
- En I-1 nous rappelons les outils nécessaires.
- Dans la partie I-2 nous définissons avec la loi des grands nombres et de maniére
canonique, pour une v.a. X (ou une probabilité x) intégrable, un point b(X)
(ou b(u)), appartenant a 1’ensemble des espérances de Doss de X. Ce barycentre
vérifie la propriété fondamentale :

d(b(X),b(Y)) < E[d(X,Y)] .

- Nous donnons dans I-3 un moyen d’obtenir le barycentre précédent sans utiliser
la convergence presque stire. Un exemple est abordé par simulation.

- La partie I-4 est consacrée au probléme de cohérence sous deux aspects. Nous
montrons d’abord que le barycentre obtenu & partir de la loi empirique converge
p.s. vers le barycentre de la loi initiale (supposée intégrable). Nous donnons
ensuite une condition nécessaire et suffisante pour que les barycentres des lois
empiriques forment une martingale. Pour clore cette partie nous montrons que
le théoréme ergodique demeure dans ce cadre.

e Dans la partie II nous remplagons l'espérance de Doss par celle de Herer
puis par celle d’Emery-Mokobodzki.
I-1 Définitions et notations

Dans toute la suite M est un espace métrique séparable complet muni de
sa tribu borélienne. La distance de deux points = et y de M est notée zy.
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Une variable aléatoire (v.a.) X définie sur un espace de probabilité (2, A, P) et
a valeurs dans M, est dite intégrable, si pour un point a € M (et donc pour tout
point) la v.a.r. Xa est intégrable.

Pour une v.a. X intégrable, ’ensemble {E[X]} = {m|m € M, am < E[aX],
pour tout a € M} est 'espérance de X au sens de Doss, nous écrirons aussi
{E[u]} pour p probabilité (intégrable) sur M. L’ensemble {E[X]} ne dépend
que de la loi de X et est fermé.

L’espace M est dit conveze, respectivement strictement conveze, si pour
toute probabilité u = %(6, + 6y), {E[p]} est non vide, respectivement est un
singleton, noté b(z,y).

Nous utiliserons aussi une notion plus forte : un espace M convexe est dit
a coubure négative si, V(z1,a,y1,52) € M4, Yu € {E[-;—(&,l + 65,)]} et tout

vE {E[%(&,,1 +6,,)]},ona uwv < -;—(a:lyl + z2y2). Un tel espace est strictement
convexe (prendre y; = ;) et la condition de courbure négative s’écrit :

pour tout point (x1,Ta,y1,%2) € M*, b(z1,72)b(y1,92) < %(zlyl + zay2).

Soit F une sous tribu de A, on dit quune v.a. Y & valeurs dans M est une
moyenne (ou espérance) conditionnelle de X relativement & F si

(i) Y est F-mesurable

(ii) Vae M, aY < E¥[aX] p.s. (espérance conditionnelle d’une v.a.r.).
On note {E*[X]} l’ensemble des v.a. Y vérifiant (i) et (ii).
Une suite (Y,), adaptée & une filtration monotone (F, ), est une martingale si
Y, € {E**[Y;n]} pour m = n+ 1 dans le cas d’une filtration croissante et pour
m = n — 1 lors d’une filtration décroissante.

I-2 . Barycentre d’une v.a. intégrable.

Dans un premier temps nous définissons un barycentre intermédiaire pour
une loi uniforme sur un ensemble {z1,x,, -, zx} ol les z; sont des points non
nécessairement distincts de M.

Proposition 1 Soit M un espace métrique complet strictement convere. Pour
tout k > 1, il existe une application by de M* dans M telle que le point
kE 1 k1
bx(z1,za,- -+, k), noté aussi Y, Z:c;, appartient {E[ > ;63..]} et vérifie
i=1 i=1
k1 k1 1
—_— = -— —_—a).
='=EI’° ’ Qk(,.s,fe;# =)
De plus si Vespace est & courbure négative, alors
1k
be(@1, 22, Z)br(y1, y2, oY) S ;fviyi,

en particulier Uapplication by est continue.
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Preuve. L’existence de bi(-) se fait par récurrence sur k.

Pour k = 2 et p = (8, + §,), comme M est strictement convexe posons
ba(z, y) = b(z,y).

Par récurrence supposons que, pour tout ! < k (k > 2) et tout point
(z1,29,++-,7) € M’ on ait défini de maniére canonique un barycentre

1
bi(z1, 29, -, 1) = E 7% vérifiant les assertions de la proposition.
i=1

Considérons alors un point (z1,zy, - - -, xx) € M*.
Définissons, par récurrence, la suite (z7,x%,- - -, z})n>0, associée & (z1,- - -, k),
par: 2l =z et,pourn>1, zf= Y z? L,

i<k k=177

Nous allons montrer que les =} convergent, lorsque n — oo, vers un point
indépendant de i et qui sera par définition bg(zy,z,---,zk).

A cette fin, considérons l’ensemble Ps(A) des probabilités dont le support
est contenu dans A C M, cardinal de A fini. L’enveloppe convexe de A est

Ei(A)= U {E[u]}. Notons E2(A) = E;(E1(A)) et montrons que ces deux
HEPs(A)
enveloppes convexes coincident : “A = {z;, - -z} => E;(4) = E3(A).”

En effet soit a € E3(A), on peut écrire a € {E[Y Bjbm,]} ot J fini et
i€T

_k ) k
m; € {E[Ela{&,‘]}. Posons v; = }:ﬂja’. et p = 27,-6,‘. Pour z € M
=

les inégalités : az < Z Bimjz < Z ﬂ,(Za’z,z) = E ﬁ,a’z.z = E'y,a:,z,

impliquent a € {E[u]} et donc lmclusxon E2(A) C E;(A) La réc1proque est
triviale.
Remarquons que E;(A) est fermé.

Retour a la preuve de la proposition 1.
Avec les notations introduites & partir de la suite (zq,---,z;), considérons
An = {2},2%,---,2}} et montrons que la suite (E3(An))_ est décroissante
et converge vers un point.
a) Décroissance
Comme z'*! € Ej(A,) pour tout i, on a A,+1 C Ei(As) par conséquent
E1(An+1) C Ez(An), avec 1'égalité précédente, E1(An+1) C Ea2(An) = E1(4n).
b) Montrons que les ensembles F;(A,) et A, ont méme diamétre.

Le diametre d’un ensemble A est, par définition, diam(A) := sup zy. Soient z
z,yEA

et u deux points de Ey(A4,), z € {E[}_%6s]}, u € {E[3 B;6,,]} ol les z; et
i J

les y; appartiennent & A,. On a :

zu < Y viziu < supz;u <sup ), Biziy; < sup z;y; = diam(Ay).
i i i j i,J
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¢) Montrons que diam(E;(A,)) tend vers 0.
De manitre équivalente montrons que L™ := 3 zyzi — 0.

i#j
1

Comme zi*' € {E[ ¥ +— 5,,1]} ona I < (F)2P T T

.1<k,.1#t p#ﬂl J
En écrivant 3 3 apzy Z DT ——Z" - Y zizy + =iz}, puis en

pFiq#] q
sommant sur les couples (3, j), # j, on amve a:
(n+1) ntt nit o K2 —=3k+3 ) o,
L = 3 zTaiT < ———5— L. L'espace M étant complet et
i<k (k-1)

k > 2, nous avons la convergence de la suite E(A,) vers un unique point qui
est, par définition, bg(z1,z3,- -, xk)-

k
Montrons que bg(zy,x9,: -+, zk) € {E[-lls > 60}
i=1
On a les inclusions {E[7 56,311} € {Elx 6271} C (Bl S62]) et

{E[% 2_6z7]} C E1(An), & la limite, on obtient la relation souhaitée.
1

Le premier terme de la suite associée & (z1,---,zx) est (z},---,z}) od
= % 77 % e comme br(z1, -+, zk) = bi(zl, - ,zL), la relation
sk k-

liant bk(-) et bx—1(-) est démontrée.

Pour achever la preuve, considérons le cas d’un espace & courbure négative
et montrons, par récurrence, ’inégalité recherchée.
Pour k = 2, c’est la définition méme de la courbure négative.

Admettons la relation jusqu’au rang k—1 et considérons deux points (1, -, Zx)
et (y1,--+,¥%). En reprenant les notations précédentes,

ziyl = ( Z ‘E-l'sz)( 2 E‘l'i'yj), et avec I’hypothese de récurrence,
ziy} < k Z zjy;. Donc Z Tyl < — El >z = Z ziy;.
i=1j#
En itérant, la suite ( E z7y?) est décroissante. La preuve s’achéve en remar-
=1

quant que z} —» bk(xl, ++y7x) et que g — br(y1,y2,0+»yk)- ]

Remarques.
k k
- Pour toute permutation o de {1---k}, o € X(k), 2 Z %a:,(i).

. i=
- Cas d’une variable aléatoire étagée.

Pour X v.a. définie sur [0,1], & valeurs dans M et de loi uniforme sur
(z1, 22, +, %K) € Mk, on écrit b(X) := br(z1,x2,- - ,:l:k).
Lorsque X = (Xy,---,Xx) est une v.a. étagée & valeurs M*, l’application :
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w — bp(X(w)) = be(X1(w), - -+, Xi(w)) = i lX,-(u.v) est une v.a. étagée.

A partir de la suite (b,(- )),, nous allons définir un barycentre canonique,
pour une variable ‘aléatoire mtégrable, en utilisant une propriété de martingale.
Rappelons & cet effet le théoréme de convergence p.s. des martingales selon [2]
ou [6] :

“Si les boules fermées bornées de M sont compactes, alors toute martingale
(Yn) pour une filtration décroissante (S,), est convergente p.s. i.e. li{n Y,
eriste p.s.” e
Un espace dont les boules fermées et bornées sont compactes est dit “finiment
compact”. Cette condition est en général trop exigeante pour obtenir uniquement
la loi forte des grands nombres. Par exemple, elle n’est pas vérifiée dans les
espaces de Banach de dimension infinie. C’est pour cela que nous introduisons
la définition suivante :

L’espace M est fini-compact si, pour tout (z1,---,Zn) € M™, Uensemble
Ei({z1,---,zn}) est compact.

Enonqons maintenant le résultat central.

Théoréme 2  (barycentre d’une v.a. intégrable)

Soient (X)) une suite de v.a. i.i.d., X, intégrable dans M espace métrique
complet séparable, fini compact & courbure négative et Sy, la tribu des événements
dépendant symétriquement de (X1,---,Xy) et d’une maniére quelconque de

n
(Xn+1, ). Alors la suite (Y,, =bp (X1, -, Xn) = %Xg) est une martingale
i=1

adaptée a la filtration (S,), convergeant p.s. vers une constante, b(X1), qué ne
dépend que de la loi de X,.
De plus, pour X etY intégrables, on a b(X) € {E[X]} et b(X)b(Y) < E[XY].

Preuve Montrons tout d’abord que Y, est une v.a.
Pour cela construisons une suite de fonctions (fi) permettant d’approcher les
v.a. par des v.a. étagées. Notons (aj) une suite dense dans M. Définissons
fe : M — M par fir(z) = a; ol i est le plus petit entier inférieur & k et
tel que a;jz < anzx, pourtout n, 1 < n < k. On voit, sans difficulté, que
fr(M) = {a1,-- - ax} et que Vz € M, zfi(z) tend vers O et enfin, zfi(z) < a1z
Ainsi la suite de v.a. étagées (X k — fk(Xn)) , converge pour tout 7 fixé,
ponctuellement et dans IL! (M), vers X,,, I (M ) étant ’espace des v.a. & valeurs

dans M et intégrables. Posons Y¥(w) = 2 X"(w), YF est une v.a. étagée
=17
et la proposition 1 assure que Y,¥(w) = Yn(w), Y, est donc une v.a. De plus
—00

n1 n1

'invariance par permutation : Y ~Ti = > ~Zai)s O € X(n), montre que Y,
1 1

est S, mesurable.
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Afin d’établir que (Y;) est une martingale, i.e. Y11 € {ES*+[Y;]}, montrons
la propriété suivante

(P) Pour toute bijection, 0 € X(n+1), {ES*+ [i:: %X;]} = {ES~+ [i::;l; @]}
Cette propriété une conséquence de

(P’) Pour touta € M, ES*+[(a a—f% ;IL-X,-)] = ES+(a i 71—‘ o(3))] p-8.

i=1
Pour cela prenons une fonction f : M™t! — IR telle que f(X1, -+, Xn41) soit
Sﬂ+1 mesurable. Notons X = (Xl""’Xn+1)’ X = (Xa(l)): v a'(n+1))

n

et g(X) = a ElX’. Alors, en désignant par Px la loi du vecteur X,

E[f(X)g(X)] = EPx [f()9(=)] = EIf (Xa)g(Xa)] Comme f(X) = f(Xo) p.s.,
ona E[f(X)aZ X,] = E[f(X)aE X,(,)] C’est la propriété désirée.

Revenons & la propriété de martingale.

n+41
La proposition 1 appliquée & la v.a. S,y; mesurable Y, i = ni 1X,-,
1
permet d’écrire :
ntl ] 1
Yon=3 — 1x _X
t i=1n+ 1 (J<n§,ﬁét j) i<nt1 T +1 J<ﬂ+1 g T )

En prenant 1’espérance conditionnelle par rapport & Sp+1, il vient :

aYnr1< ) = ——ES"“ ) —x)
ignt1 ™ jSntli#i M

Avec la propriété (P’), ES*+1(a ¥ —Xj) ES"“(a —‘Xj),
J<n+1.a#t

ESn+1(aY,) = Es"“ (aYs).

par conséquent, aYor1 < Y
i<n+1 n+

Par suite, Y41 € {ES"+1[Y,]} et (Y,,) est bien une martingale.

Montrons la convergence presque sfire.

k
Pour X; étagée de loi p = Y a;fs, et a € M, la suite (a¥y(w)) est une
sous-martingale positive convé;gleant p-s. Ainsi, pour a € D,D dénombrable
dense dans M, on a la convergence p.s. de aY,, Comme Y, € E;({a1,--,ax}),
I'’hypothése de compacité de cet ensemble implique alors que la suite (Yn(w))
converge p.s. Par le théoréme de 0,1 de Kolmogorov, la limite est presque
sdrement une constante. Elle est notée provisoirement b((Xy)).

Montrons que cette limite ne dépend que de la loi.
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On remarque que si X et Y sont intégrables, il en est de méme pour XY.

Soit (Y,)s une autre suite de v.a. ii.d. En utilisant la propriété d’invariance
par permutation de b, pour 7 et o € X(n) :

b‘n(Xl(w): to 7Xﬂ(w))b‘n(}’1(w)’ che ’Yﬂ(w))

bn (Xr(1)(W), -+ 3 Xorm) (@))bn (Yo(1) (W), - -, Yo m) ().
On voit, avec la proposition 1 et la convergence précédente, que

B((Xa))b((Ya)) SHm_inf = 35 Xy () Yooy (@) pos (1)

n o,TEL(n) N

En prenant 1’espérance dans l'inégalité (1), on obtient

B((X)B() < Elim - ¥ X¥] <lim + SEXKL @)
n MNi=y n =1

n

Soit (X, Y,,))n une suite i.i.d. de méme loi que (X,Y’). L’inégalité (2) donne

b(Xn)b(%)) < lim 3 BUX¥i = BLXY) ©

P
Cas des v.a.étagées. Supposons que X; et Y3 ont méme loi : p =Y a;6,,.
1

A chaque n et w, associons deux permutations 7 et o telles que
(Xry(w), -+ -y Xrmy(w)) = (a1,-+,a1,a9,-++,8p_1,8p,,ap). Le nombre de
répétitions de chaque a; est p;(w, n) = card{j|j < n, X;(w) = a;}. Procédons de
méme pour (Ya(l)(w)v ) a(n)(w)) avec qt(w7 n) card{glg <m, Yj(w) a't}
Notons enfin C = supa;a;. Avec les relations précédentes :

i,

bn(X1(w), -+, Xn(@))ba(Y1(w), -+, Ya(w)) < — 213 |pi(w, n) — gi(w, n)|.
Pour presque tout w, le terme de droite de I'inégalité tend vers 0 quand n — oo.
Ainsi pour une v.a. étagée X, b((X,)) ne dépend que de la loi, la notation b(X)

est justifiée.
De plus, avec la partie précédente, pour deux v.a. étagées, on a l'inégalité

b(X)b(Y) < E[XY]. (4)

Cas des v.a. intégrables.  Pour une suite (X,), i.i.d. avec X; intégrable,
posons X¥ = fi(X,) ol les fi sont les fonctions définies auparavant. Pour
chaque k, la suite (XF), est iid. et XF étagée. Nous avons vu, dans ces

conditions, que la suite (bﬁ(w) = bp (XF(w),---, X,’f(w))) converge p.s. vers
n

un point noté b*. -
La suite (b*); est convergente car I'inégalité (4) donne b*b? < E[XFXT], ce
dernier terme tend vers 0. Notons b la limite de la suite (b")

L’inégalité triangulaire et (4) montrent que, pour Y,(w) = E iX (w),
=1
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Yo ) < (W) + BE(0)¥a(w) < BHE(W) + 3 3 XE()Xi(w)

La suite (ZF = X}FX;); est i.i.d. réelle, Z} intégrable, donc % f: ZF converge

i=1
p.s. vers E[XFX;]. . .
Ainsi presque sirement, im bY, (w) < im bt (w) + E[XEX,] = bb* + E[XF X4].
Ceci prouve la convergence p.s. de la suite (Yy(w)), vers b= lim b(X ).
De plus, en reprenant la partie précédente, on voit que les inégalités (1), (2), (3)
et (4) demeurent pour les variables intégrables.
Nous avons en définitive montré que, pour toute suite i.i.d. (X,)n, X1 intégrable,

la suite (Y, = bn(X1,- -+, Xn)n converge p.s. vers une constante ne dépendant
que de la loi de X;, b(X;) = lilrcn b(X¥). Enfin, en choisissant Y = a dans la

relation (4), on obtient b(X) € {E[X]}. []

Remarque : Il se peut que by(z, v, 2, 2) # bs(z,z, 9,9, 2,2, 2, 2), et que b, # b
pour tout n, ce qui rend difficile, a priori, I’évaluation de b(z, y, 2, 2).

I-3 Identification de la limite

Nous allons donner un moyen de “calculer” b(u) pour certaines probabilités
en contournant la convergence presque sire.

k
Soient u = % Y 6a,, les a; distincts, et (X;) une suite de v.a. ii.d. de loi p.
]

Définissons la suite a = (ay, - - -, ax, a1, - - ) formée par répétitions successives de
la suite finie (a3, - - -,ax) et notons a™ la suite formée par les n premiers termes
de a. Nous allons montrer que

Tim b(a") = b(w).

Fixons provisoirement un entier n et soit n = km + k*,0 < k* < k, son
écriture modulo k. Pour tout i € {1---k}, notons p} le cardinal de I’ensemble
IP = {jl1 <£j <n, Xj(w) = a}, p? = #(}). En ordonnant de maniere
croissante, on a I? = {ji, -+, jpp }. Pour J = {1.--m}, posons J; = (I-1)m+J,
Ji={1---mAp}}, J* = (-1)m+Jyodle {1 -k} et Jg1 = {km+1,---,n}.
Les J;, pour I € {1---k+ 1}, forment une partition de {1---n} et les Jp* sont
disjoints pour 1 <! < k.

Soit ¢ € J*, posons o(q) = jfl ; on a Xoy(w) = a; et o est une injection

k ~
de 191 J* dans {1---n} on peut donc la prolonger en une permutation, notée

k ~ k
encore o. Par ailleurs, #(IU1 J{‘) = Y mAp}, et si C = supa;a;, alors
= =1 i.J

bn(X1(0), ) Xn()oa(@®) < (£ (1m = 571+ mAZE) + ).
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Ainsi, pour presque tout w, lorsque n — oo on obtient le résultat anoncé. 0

k
Ce procédé s’étend naturellement & toute probabilité y = 3 @;b,, A coefficients
“~
a; rationnels. '

Exemple Dans I’espace formé par l’arbre homogeéne ternaire a distance
unitaire, soient z,y,z les trois sommets A distance 1 d’un sommet donné o.

Une simulation montre que le barycentre b(u) de la mesure p = 26 =+ = 46 + 5,
est situé sur la branche joignant o & z et ob(u) est voisin de 0,15.

I-4 Cohérence et théoréme ergodique

Le probléme soulevé ici est le suivant : le théoréme 2 demeure-t-il lorsque
'on remplace Y, = by (X3, -+, X») par Yy, = b(X1,- -, X») ? En d’autres termes
le barycentre ainsi défini vérifie-t-il la loi forte des grands nombres ?

Le résultat suivant montre que la partie “convergence p.s.” reste valable.

Proposxtlon 3 (de cohérence) Sous les conditions du théoréme 2, la suite
(b( Z 5x.(u))) converge p.s. vers b(X).

En fait I'existence de b(-) permet d’affaiblir les hypotheses, en particulier de
supprimer I’hypothése “fini compact”. Le théoréme suivant regroupe la propriété
de convergence presque siire et celle de martingale :

Théoréme 4 Soient M un espace métrique complet séparable et P,
lensemble des probabilités intégrables sur la tribu borélienne de M (u € Py —=>
J ax du(z) < 0o, a € M). Supposons qu’il existe une application b : P, — M,
telle que b(u)b(v) < E[XY], pour toutes v.a. X et'Y de lois respectives u et v.
1 n
AlorsV € Py et ¥ (Xy,) iid. deloi p, la suite (Y,.(w) == 5x,.(,,,)))
i=1

converge presque surement vers b(u).
De plus les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

(i) VpePyet V(X,), iid deloi p, (Y,,(w) = b(% f: 6x‘(w))) est
i=1

une martingale adaptée ¢ S,,.
(#) le barycentre b(-) vérifie, Va € M, Vn etV (z1,-,ZTns1) € M™H,

1
ab 5, ab 6.
(n 2 z‘) = E (J<nz:,,1#t "”.1)
Preuve Montrons au préalable que Y,, est S,, mesurable.

Soient Xj,---X,, n variables mesurables par rapport 4 une tribu .A. Avec les
fonctions fi précédentes posons X} = fi(X;), on obtient des v.a. étagées A
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mesurables, pour tout &k et tout i = 1-..n. Pour chaque k, il existe donc une
partition IIj finie : Ay,---, Ap, dépendant de k et formée d’éléments de A telle

n
que sur chaque A;, X}(w) = z¥(j). Notons les lois empiriques p% = 3 %5 Xa(w)
i=1
n
et (gp)e =3, %6 X*(w) - Par hypothése on a 'inégalité :
i=1
n
b(pb((rp)e) < %ZX,-(w)X}‘(w). Le terme de droite tend vers 0 quand
1

n1
k — oo, done b((ku)z) — b(ky)- Or, pour w € 4j, b((kn)7) = b(Zl ~z2 ()
=
et par suite, 'application w — b((xx)¥) est A mesurable. A la limite, b(u¥)

est 0(Xy,...,X,) mesurable.
Remarquons alors que la probabilité x est invariante pour toute permutation

n
T € X(n), en effet ¥ = %21: 86X, (w)- En reprenant le raisonnement précédent,

on en déduit que Y, (w) = b(u¥) est S, mesurable.

Montrons la convergence presque-sire.
De manit¢re classique, par exemple [14] theorem 7.1, on a, presque siirement

n
en w, la convergence en loi des lois empiriques u;, = — 3 8x,(.) vers u. Le
N =1

théoréme de représentation de Skohorod, [16] [4], assure de I’existence, pour
tout w € N, N négligeable, d’une suite (U,",’(-))”l de variables aléatoires définies
sur ’espace canonique ([0, 1}, B, A), de loi u“ et convergeant p.p. vers une v.a.
U% de loi p. Lorsque p est concentrée sur une partie bornée, ce qui est le cas
lorsque p est la loi de X; d’une v.a. bornée, le terme de droite de 1'inégalité :
b(p)b(p) < EA[U#(-)U¥(-)] tend vers 0. Ainsi la premiére assertion du théoréme
est prouvée pour X; bornée.

Le cas général se déduit de I'inégalité :

b(u)b(p2) < b(k)b(ens) + bep)b((kr)2) + b((km)7)b(7) OU s est la loi de X¥.

En effet, b((xu)2)b(py) < ;1;2 X;(w)XF(w) qui tend vers E[X;XF] lorsque
i=1

n — oo, le terme b(u)b(xu) est inférieur & E[X;XF] qui tend vers 0 quand k
infini et enfin, nous venons de le voir, b(xu)b((xu)%) tend vers 0 pour tout k.

Etablissons maintenant ’équivalence.
Comme dans la propriété (P), pour toute permutation 7 € X(n + 1), on établit
P’égalité

(B Blm@)]} = (B (3, 3 )]}

Avec la notation Y¥(w) =b( 3 15 X,(w)) alors, pour tout a € M,
JSn+1,5# T

(*) ES+1[aY,] = ES~+1[aY?].
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Montrons que la condition est nécessaire.
Si (Yn)n est une martingale alors pour tout a € M,

. +1 .
aYni1 < ES*1[aY,] = ES+ [aY?]. D'olt aYypyq < "z: n_Jl;TES"“ [aY?)].
1

L ’g:l 1 v nf:l 1 b( > 1 s ot ] <
a v.ar. ——aY' = a L5 Y stant clai .
T nt+l Sint+l \ g 55un X,) clairement S,

n+l

mesurable, on obtient aYp41 < Y aY?. C'est la relation cherchée en
1

n+1

1 n
prenant p = - 21: Oz,.

Montrons que la condition est suffisante.
ntl 1 n 1
Lava. Yo41 = b( > n—-l-lax") vérifie alors a¥p+1 < 3
1 1

g aY’ p. s. Donc

ntl 1 .
aYpi1 < > n—HES"“[aY’]. Avecla relation (*), il vient a¥; 4 < ES*+[aY;]
1
qui est la propriété de martingale. La preuve du théoréme est donc achevée. []

Comme application nous allons prouver un théoréme ergodique. A cette
fin nous supposerons que |’espace de probabilité est I’espace de Lebesgue et, par
conséquent, pour toute sous tribu C de la tribu borélienne B, il existe une version
réguliere de la probabilité conditionnelle sachant C, i.e. un noyau N défini sur
Q x B tel que P(-) = [ N(w,-)dP(w) et que N(-, B) soit une v.a.r. C-mesurable
pour tout B € B. Ceci permet d’introduire la définition suivante :

Définition

Avec les conditions du théoréme 4, soient X une variable aléatoire intégrable
a valeurs dans M et C une sous tribu. L’espérance conditionnelle de X sachant
C est la variable aléatoire b¢(X)(w) = bN(w,)(X), barycentre de X par rapport
au noyau de conditionnement N relatif & C.

Il est aisé de vérifier que I’application w — b°(X)(w) est C mesurable
et b°(X) € {E€[X]}. De plus pour deux variables X et Y intégrables, on a :
BE(X)(wh(Y)(w) < EC[XY](w) p-s.

Théoréme 5 (Théoréme ergodique)

Soit (X,,) une suite stationnaire de v.a. intégrables d valeurs dans M. Alors,
sous les conditions du théoréme 4 et, en désignant par T la tribu des événements

n
invariants, b(ps = %21:5)&(:»)) converge p.s. vers b*(X1)(w).

Preuve Considérons d’abord le cas ol X; est étagée. Le théoréme de Birkhoff
montre que pour presque tout w et pour toute fonction numérique f continue

bornée %i f(Xi(w)) converge vers ET[f(X1)](w) = [\, f(z) dps(z). Le
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théoréme de représentation de Skohorod assure de l’existence d’une suite de
v.a. UY(-) de loi p¥, convergeant p.s. vers une v.a. U“(-) de loi p.
Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue montre que

BE(X1)(w) ; ~Xi(w) = BU“INUS) < EUSU()] — 0.

Le cas général se fait de manidre similaire avec les fonctions fi. []

II Autres notions d’espérances
Im-1 Sur Pespérance au sens de Herer

Le but de cette partie est d’obtenir des résultats similaires en remplagant
I’espérance au sens de Doss, {E[X]}, par celle de Herer [12], notée Ex(X).
L’espace de probabilité de référence est, ici, I’espace canonique ([0, 1], B, \).

n
Soient ay, - - -, ax des points distincts de M, affectés de masses o, Y o5 = 1. Une
1
suite de points (z1,--,zy), n > k affectés de masses respectives B;,i =1---n
k
est dite issue de p = )" o;8,, si
1

{z1,-+,zn} = {a1, -, ar}, et, pour tout i, oy = IZ Bj; te p= Zﬂ,’&c;
Jlzj=as

A partir d’une suite de points (z;);=1...n, affectés de masses 3;, on construit
un arbre binaire (chaque sommet intermédiaire joint deux points) issu d’un
sommet et dont les extrémités finales sont les z;. En remontant & partir des
extrémités finales, on affecte & chaque sommet intermédiaire la masse somme
des masses de ses deux extrémités (la masse du sommet initial est 1). De la
méme fagon, en remontant, le sommet joignant deux points m; et m, de masses
respectives - et v, est appelé Ny

"t L mt
Le nom du sommet initial dépend de la forme de Parbre et est identifié & un

point de M.

On note H () ’ensemble des points de M, obtenus comme sommets initiaux
d’un arbre binaire du type précédent, lorsque 1’on fait varier les parameétres
suivants : n, la suite (z;,---z,) avec les masses (o;)i=1..., issue de p, et la
forme de l’arbre.

Mp-

L’espérance de i au sens de Herer est, par définition, £y(p) := H(p). On
écrit aussi H(X) et Ex(X) si X est de loi u.

Soient m,,---,m, p points de H(p). Chaque m; est le sommet initial
d’un arbre binaire dont les n; extrémités sont des points que nous notons,
pour simplifier, n, 41, -, ZTn;_,+n;, avec la convention ng = 0. La suite
(Zj)ni—1+1<j<niy+n; affectée de masses (B}); est issue de p. Construisons un
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arbre binaire partant d’un point m et dont les extrémités sont les mi,1<i<p.
On obtient naturellement, par prolongement, un arbre binaire JOlgnant m aux

points z1,---,z, o0 k = En, Affectons chaque m; de la masse v;, 27, =1,

et chaque z;, pour n;_; + 1 <j < ni—1 +ny, est affecté de la masse 7;,3" On
obtient alors une suite issue de u. Le pomt m s’interpréte comme un pomt de

H(p) et aussi comme un point de H( E 7i6m, ). Ceci montre le résultat suivant :
1

“Soient pu une probabilité discréte sur M et v une autre probabilité discréte dont
le support est contenu dans H(p), alors H(v) C H(u).”

Ou encore

“Soient X et Y deuz v.a. élagées, si Y prend ses valeurs dans H(X), alors
H(Y) Cc H(X).”

On obtient alors la propriété suivante qui, grace a la proposition 1, sert de
point de départ de 1’étude du barycentre canonique relatif & I’espérance de Doss.
En adaptant les notations de la partie I-1, posons H1(4)= |J En(p) et

KEP(A)
Ha(A) =H1(H1(A)). Ona: siA={zy,---,2,}, alors Hi(A) = Ha(A).
En effet I'inclusion H;(A) C Ha(A) est triviale en prenant pour v une masse de
Dirac, et 'inclusion inverse est une conséquence des propriétés ci-dessus.

L’adaptation de la proposition 1 permet d’obtenir ’existence de by (z; - - - )
n

comme un point de &y (p = E%&z‘) et, de 13, une version du théoréme 2
1

relative & I’espérance au sens de Herer.

II-2 Sur I’espérance au sens d’Emery et Mokobodzki

Suivant [7] on considere, & la place de I’espace M précédent, un espace V
qui est & courbure négative et est un compact géodésiquement convexe d’une
variété riemanniene.

Un point € V est un barycentre conveze de u probabilité sur V, si pour toute

fonction f convexe définie sur un voisinage de V on a f(z) < u(f), rappelons

que f est convexe si sa restriction & toute géodésique est convexe. On note

{Eg—m[u]} Vensemble des barycentres convexes de p.

L’égalité entre les ensembles &£ (A = {1, -+, zn}) = U( ){EE_ mlu]} et
KEP(A

&(A) = & (&1(A)) résulte de la proposition 1 de [7].

Montrons que le barycentre b(x) appartient & {Eg—_pr[u]}-

k

36z, et
1

| =

Etablissons d’abord la propriété pour une probabilité discréte p =

pour by(p). .
Pour k = 2, exemple d) de [7] montre que by(z,y) € {Ep— M[i(b}p + &)1}
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l
Admettons par récurrence, que f(bi(z1,---,x1)) < =3 f(z:) pour I < k-1
1

o~| -

k k
et k > 2. 11 faut établir f(3_ %:z:,) < 7];2 f(z:). Avec les notations de la
1 1

proposition 1 : z7*! = 3 % 1 la:}‘, on obtient f(z*!) < k—l_l 3 f(=F).
i k= —Ljz

D’ol, en notant S™ = Jé f(=}), "t < lel(kSn —g:lf(m?)) = 8", la suite
(S™) est décroissante. Par continuité, pour tout € > 0, on a pour n suffisament
grand, f(bg(zy, -+, zx)) < %S" <e+ %’él f(z;), c’est la relation cherchée :
br(p) € {Eg-m|ul}-
Le passage & b(-) peut se faire par (voir I-3) : b(u = %2:36,‘.) = li,Iln b (x™).
Nous avons, pour f convexe continue et bornée et n = kp,

£() = lim £6a(x™) < i 3 ) = £ 3° 1 (20).

Ce qui exprime que b(u) € {Eg-nm[p]}. On peut aussi, plus rapidement, utiliser
la fermeture de {Eg_|u]}.
Pour le cas général, considérons une suite (X,,) i.i.d. de loi p intégrable. Le

n
théoréme 2 montre la convergence p.s. de b(;lz- 3 6x;(w)) vers b(u), ce qui donne
1

la relation cherchée. []

Remarquons aussi que les conditions a) et b) de la définition 1.2 de [13] vérifient
la seconde partie du théoré¢me 4.

Pour conclure, examinons le cas d’un exemple simple.

1
On considere la loi uniforme p = ~(6; + 6, + 6,) ol z,y et 2 sont trois points du

plan muni de sa structure euclidienne usuelle. Le barycentre ordinaire coincide
avec le barycentre exponentiel. Si on modifie la structure en introduisant une
perturbation dans un (petit) voisinage d’un point situé par exemple au milieu
du segment [z,y!],y! étant, conformément & nos notations, le milieu de [z, z],
le barycentre exponentiel ne change pas. Par contre le milieu du segment [z, 2]
change et le barycentre canonique de p (pour la nouvelle structure) différe alors
du barycentre exponentiel.
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