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EQUATIONS DE STRUCTURE
POUR DES MARTINGALES VECTORIELLES

S. Attal & M. Emery

Nous remercions G. Taviot pour ses remarques sur une version précédente.

Introduction

Le céleébre théoreme de décomposition en chaos de Wiener fournit un isomor-
phisme entre ’espace de Fock de multiplicité d et I*(W), ou W est l'espace de
Wiener 3 d dimensions. Cette interprétation brownienne de l’espace de Fock est
P’une des clés du calcul stochastique non commutatif. Il est bien connu que I'es-
pace de Fock est aussi susceptible d’une interprétation poissonnienne, dans laquelle
le mouvement brownien est remplacé par un systéme de d processus de Poisson
compensés indépendants (voir Meyer [5] par exemple).

Dans [6], Meyer a remarqué que, plus généralement, toute martingale & d
dimensions X = (X1,...,X%) normale (c’est-a-dire vérifiant (X*,X7), = 6'1)
donne lieu & des intégrales itérées qui s’identifient aux éléments de l’espace de
Fock, fournissant une injection isométrique canonique de ’espace de Fock dans
I?(92). Une question naturelle est celle de la propriété de représentation chaotique :
pour quelles martingales normales cette injection est-elle surjective? Une condition
nécessaire (et d’ailleurs déja nécessaire pour avoir la propriété, plus faible, de
représentation prévisible) est que les d> martingales [X i, X7], — 6"t soient des
intégrales stochastiques par rapport & X. Lorsque d = 1, on est ainsi conduit & une
équation de structure de la forme

t
[X,X]t=t+/ 8, dX,
0

ot & est un processus prévisible; en dimension quelconque, cette équation devient
t ..
(X, X7], = 89t + /o 3 (89), dx§
k

ot les &} sont d® processus prévisibles.
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Sauf dans un cas trés simple, nous n’allons pas ici résoudre de telles équations,
encore moins rechercher quand les solutions ont la propriété de représentation
chaotique; notre but est seulement de comprendre la nature algébrique du systéme
de coefficients ®} figurant dans ces équations. Il est en effet remarqué dans le
chapitre 2, section 1.5.6 de [1] qu’ils sont liés par des relations de symétrie; nous
verrons que ces relations reviennent & dire qu’ils forment un tenseur diagonalisable
dans une base orthonormée. Cette équivalence entre une condition de symétrie et
la diagonalisabilité dans une base orthonormée (théoreme 1 ci-dessous) est bien siir
’analogue, pour ce type de tenseurs, du théoréme classique selon lequel les matrices
symétriques sont exactement celles qui se diagonalisent dans une base orthonormée.
1l serait surprenant que ce théoréme soit nouveau; nous ne sommes cependant pas
parvenus a en trouver trace dans la littérature.

Passant ensuite aux martingales 4 temps discret, nous ferons une étude analogue :
mise en évidence des conditions algébriques de symétrie satisfaites par les tenseurs
figurant dans leurs équations de structure, interprétation géométrique de ces condi-
tions. Comme dans le cas unidimensionnel, en temps discret les trois propriétés de
représentation chaotique, de représentation prévisible et d’existence d’une équation
de structure sont équivalentes.

Nous nous fixons dans toute la suite un espace vectoriel euclidien E (c’est-a-
dire un espace de Hilbert réel de dimension finie); nous appellerons d sa dimension
et nous noterons <z,y> et ||z|| le produit scalaire et la norme euclidiens sur E.
La forme bilinéaire (z,y) — <z,y> sera appelée g; c’est un élément du produit
tensoriel E*®@E* ot E* désigne le dual de E. A tout vecteur z € E on peut associer
la forme linéaire z* € E* définie par z*(y) = <z,y>; cet isomorphisme canonique
de E sur E* permet de munir E* de la forme bilinéaire g* € EQE caractérisée
par g*(z*,y*) = g(z,y). Lorsque nous emploierons des coordonnées sur E, elles
seront notées (z'), ¢;<q et le repére utilisé sera toujours orthonormé. Nous suivrons
la convention de sommation d’Einstein sur les indices croisés.

Préliminaires algébriques

n
® on

Pour n > 1, si T est une forme n-linéaire sur E, c’est-a-dire si T € (E*)
peut définir une forme (2n—2)-linéaire T-T sur E par

T'T(zla ceeyTn—-1,Y1,. . yn—l) = Z T(zl, ceeyTn—1, b) T(b7 Y1,..- yn—l)
beB
ol B est une base orthonormée de E; dans cette formule, le second membre, égal
au produit scalaire dans E* des deux formes linéaires z — T(z1,..  yTp—1,2) €t
z — T(2,41,.--Yn—1), ne dépend pas du choix de B et T-T est simplement le
produit tensoriel contracté de T par lui-méme.

DEFINITION. — Une forme multilinéaire T sur un espace vectoriel euclidien sera dite
doublement symétrique si les deuz formes multilinéaires T et T-T sont syméiriques.

THEOREME 1. — Une forme multilinéaire sur un espace vectoriel euclidien se
diagonalise dans une base orthonormée si et seulement si elle est doublement
symétrique.
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Dire qu’une forme multilinéaire se diagonalise dans une base orthonormée B de
E signifie qu'il existe une famille de réels (\;, b € B) tels que
T=Y X0,
beB
ceci veut simplement dire que T(zy,...,2,) = 2seB M [y <b,7;> ou encore que
toute composante non nulle de 1'écriture de T dans la base B a tous ses n indices
égaux.

Cette condition de diagonalisabilité dans une base orthonormée est toujours
satisfaite pour n = 1; dans ce cas, la forme linéaire T et la forme 0-linéaire 7-T (qui
est un scalaire) sont trivialement symétriques. Pour n = 2, il est bien connu que la
diagonalisabilité dans une base orthonormée équivaut & la symétrie de T seule. Mais
ceci ne met pas le théoréme en défaut, puisque la symétrie d’une forme bilinéaire T
entraine facilement celle de la forme bilinéaire 7-T.

En revanche, dés que n > 3 et que d > 2, la symétrie de T ne suffit plus & entrainer
celle de T-T : le théoréme deviendrait faux si 'on en effagait le mot “doublement”.
Par exemple, le tenseur & n indices

. _J0 sii=j=...=k=1
Tij.k = { 1 sinon
est symétrique mais non doublement symétrique puisque

d
(TT).12.2= Z TiapTpr2=d-1
p=1
alors que

d
(TT)gr10.21 = P Tr1p Tz = d.
r=1

Toujours dans le cas n > 3 et d > 2, ’ensemble des tenseurs doublement
symétriques n’est pas un espace vectoriel, car le tenseur T ci-dessus s’écrit comme la
différence T' — T" de deux tenseurs doublement symétriques, en prenant k=
pour tous ¢, j,. .., k. Cet ensemble est caractérisé, dans ’espace vectoriel des tenseurs
symétriques, par les équations du second degré non dégénérées qui expriment la
symétrie de T-T (ce n’est pas une sous-variété de cet espace vectoriel; sa structure
sera précisée plus loin).

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. — La condition nécessaire est facile. Si, en effet,
T=34eM (5*)™®, T est symétrique (car chaque terme de cette somme Pest); en

outre 1)®
TT =3 3 Mg <b, 8> (5908 g ()
beB BEB

(2n-2)®

devient, puisque la base B est orthonormale, T-T = 3, . 5 A} (b*) et montre

que T'T est symétrique lui aussi.

Pour vérifier la réciproque, nous pouvons, grace aux remarques qui précedent la
démonstration, nous restreindre au cas n > 3.

Supposons donc T doublement symétrique. Si u, vy, ..., v, sont des vecteurs de E,
nous écrirons T'(u™~%,vy,...,v) au lieu de T(u,...,u,vy,...,vq), ott u figure n — £
fois (la notation u("~9?® serait plus rigoureuse que u™~¢, mais typographiquement
plus lourde).
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Pour établir le théoréme, il suffit d’exhiber un vecteur unitaire z € E possédant,
pour tout entier £ € [1,n—1], la propriété (P,) suivante : pour tous les vecteurs
Y1,...,Ye orthogonauz & z, on @ T(z" %, y1,...,y,) = 0.

Si en effet z est un tel vecteur, en écrivant tout vecteur z sous la forme <z, z>z+y
avec y L z, on aura

n
T(z1,...,20) = T(z") [ <2k, 2> + T(y1,.- -, yn)
k=1

car les propriétés (P,) annuleront tous les termes mixtes. Mais, en appelant U la
restriction de T & ’hyperplan z1, (P,_;) entrainera que U-U sera la restriction de
T-T & zt et U sera donc doublement symétrique lui aussi. La formule ci-dessus,
réécrite

T(z1,...,20) = T(z") (*)"®(21, .., 22) + U(¥1,. .., Un)
et jointe & la remarque que le cas d = 1 est trivial, permettra alors d’établir le
théoréme en toute généralité par récurrence sur la dimension de E.

La fonction u +» IT(u")' est continue sur la sphére unité; choisissons un vecteur
unitaire z qui la maximise. Le reste de la démonstration va consister & vérifier que
cet x posséde les propriétés (P,) pour £ allant de 1 & n—1.

S’il se trouve que T(z™) = 0, on a aussi T(y") = 0 pour tout vecteur y par
définition de z. La formule de polarisation (valable pour tout tenseur symétrique)

(D"l Tz, 20) = Y. (D T(Sier2)™)

Ic{1,...,n}

montre que dans ce cas T = 0 et z vérifie les (Py).

Pour montrer que z vérifie les (P;), nous pouvons donc supposer que T(z") # 0
et, quitte & remplacer T par —T, que T(z") > 0. Posons a = T(z™) > 0. Si u est
un vecteur unitaire orthogonal & z, en posant v(6) = z cosf + u siné, la fonction
f(8) = T(v(8)") est maximale pour 6 = 0. Puisque f'(8) = nT(v(6)""",v'(8)) et
que f"(8) = nT (v(8)"™",v"(6)) +n(n—1)T (v(6)"~2, v'(6)?), on obtient, en écrivant
£1(0) =0 et £1(0) <0,

T(z" Y u)=0
(cette formule s’étend & tout vecteur u orthogonal & z et établit donc (P;)) et
1 a
n—2 < — ny _ .
T(z ,u,u)\n_lT(:c ) —]

Soit' B' une base orthonormée de I’hyperplan z1; B = B' U {z} est une base
orthonormée de E. La symétrie de T-T permet d’écrire

D T L0)T(h,2" % y,2) = Y T(z""2,y,5) T(b,z"%,2) .
bEB bEB

Le facteur T(z"~',b) au premier membre est nul pour b € B’ en raison de (P;).
Pour y orthogonal & z, le facteur T((z"~2,y,b) au second membre est nul si b = z
pour la méme raison et il reste

T(z™)T(z"2,y,2) = Z T(z""2,y,b) T(b,z""2,2).
beB’
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En désignant par R la restriction & ’hyperplan z* de la forme bilinéaire symétrique
(y,2) = T(z"2,y, 2), cette formule devient

aR(y,z) = Y R(y,b)R(z,b)
beB'
et Popérateur linéaire symétrique L défini sur = par <L(y),2> = a !R(y,z)
vérifie <L(y),z> = Y uep <L(y),b><L(2),b> = <L(y),L(z)> = <L*(y),2>.
En conséquence, L est un projecteur et il existe donc une base orthogonale de z+
dans laquelle R est représentée par une matrice diagonale

diag(a,...,q,0,...,0).
Mais aucun vecteur unitaire y de z* ne peut vérifier R(y,y) = a puisque nous avons

vu plus haut I'inégalité R(y,y) < n—il—; il en résulte que R = 0, ce qui établit (P2).
Si n = 3, la démonstration est terminée. Si n > 4, il reste & vérifier (P;) pour
3 < £ € n—1. Nous allons pour cela utiliser une seconde fois la symétrie de T-T.

Pour v, ..., ys orthogonaux & z, écrivons

Z T(z" L, b0) T(b," 4 y1,...,40) = E T(z"2,y1,0) T(b, 2", ya, ..., ye) -
beB beB
Le facteur T((z"~!,b) au premier membre est nul pour b € B’ en raison de (P;); le
facteur T(z"2,y;,b) au second membre est nul si b = & cause de (P;) et si b € B’
4 cause de (P2). Il reste
aT(z" % y1,...,4) =0
et (Py) est établie. |

DEFINITION. — Une partie d’un espace vectoriel euclidien est un systéme droit si
ses éléments sont des vecteurs non nuls, deuz-d-deuz orthogonauz.

PROPOSITION 1. — Soit n un nombre impair supérieur d 2. Les formules
T= Z (.«3"‘)”®
€S
S={z€E\{0} T(s,...)=<z,z>(z*)""V®)}
établissent une bijection entre les formes n-linéaires T doublement symétriques sur
E et les systémes droits S de E. Il en va de méme pour les formules

T = Z "0"_2 (U*)n®
cED
L= {zeE\{0} T(z,..)= (x*)("—l)®}
(le systéme droit étant maintenant noté I).

La notation T(z, ...) utilisée dans cet énoncé représente bien siir la forme (n—1)-
linéaire obtenue en fixant la premiére variable a la valeur z.

Comme les équations de structure que nous verrons plus bas ne nécessitent que
le cas n = 3, nous laissons au lecteur I’énohcé analogue pour n pair. Il n’est vrai
que pour n > 4 (pour n = 2, la matrice identité par exemple se diagonalise dans
n’importe quelle base orthonormée, et plusieurs S peuvent donc donner le méme T');
en outre, il fait intervenir des systémes droits, non pas de vecteurs, mais d’éléments
du produit cartésien de {—1,1} par (E—{0})/R, ol R est la relation d’équivalence

gRy < (z=youz=-y) << Rz=yQy.
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1. — La bijection de E\{0} dans lui-méme
définie par
2 2
o=|ls|*Fs ;  s=lofT*0

transforme un systéme droit S en un nouveau systéme droit ¥ (tel que o est
dans ¥ si et seulement si s est dans S) et réciproquement; en outre, on a
T(s,...) = <8,8>(s*)" V% & et seulement si T(s,...) = (6*)" V®. Les deux
parties de ’énoncé se correspondent par cette bijection; il suffit donc de démontrer
la deuxiéme et la premiére s’ensuivra.

Si & est un systéme droit, T =3 .» lloll ™2 (a*)™® est doublement symétrique;
réciproquement, pour T doublement symétrique, le théoréme 1 donne une base
orthonormée B et des coefficients Ay tels que

T=Y X0
beB
et il suffit de poser & = {"¥/A\;b, b€ B} \ {0} pour obtenir un systéme droit tel
que T = ) v llo]l =% (6*)™®. L’application qui & ¥ associe ce tenseur est donc
surjective; pour vérifier qu’elle est injective et d’inverse donnée par la formule
de I’énoncé, il ne nous reste qu’a vérifier que si T est donné & partir de ¥ par
T=3,es llol7* (6*)™®, ensemble
T ={c€ B\{0} T(s,..)=(a")"""®},
qui ne dépend que de T, est égal & .
Il est clair que ' D X. En outre, &' est un systéme droit. En effet, pour z et y

dans ¥', puisque

T(z,y,...) = <z,y> (z*)" D€,

T(y,z,...) = <y,z> (y*) "~ 2®
la symétrie de T donne

<z,y> [P0 - ()P = 0,

d’ol I'on déduit que z et y sont orthogonaux ou égaux. Ainsi, X' est un systéme
droit contenant X. Cela entraine que tout z € &'\ I, étant orthogonal & ¥, vérifie
T(z,...) =0, donc (z‘)("_1)® = 0 par définition de ', donc z = 0, ce qui contredit
la définition de X' et établit par 'absurde £/ = £. |

L’isomorphisme canonique entre l'espace vectoriel euclidien E et son dual E*
s’étend & tous les tenseurs et permet en particulier d’identifier canoniquement avec
les formes n-linéaires les applications linéaires de E dans E("~D® cest-a-dire les
tenseurs une fois covariants et n — 1 fois contravariants T € E* @ E(*~D®_ Nous
dirons qu’un tel tenseur est doublement symétrique si la forme n-linéaire qui lui
est canoniquement associée ’est. Cela permet d’allonger & peu de frais la liste des
énoncés (dans cet ordre d’idées, on pourrait aussi jouer avec les tenseurs £ fois
covariants et n — £ fois contravariants...); voici ce que devient dans ce cadre la
seconde partie de la proposition 1.

COROLLAIRE 1. — Soit m un entier pair non nul. Les formules

T=> |lo|?0*®om®
L2
L ={z € E\{0} T(z)=2"%}
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mettent en bijection les systémes droits ¥ de E avec les applications linéaires
doublement symétriqgues T de E dans E™®,

La proposition qui suit, énoncée pour n impair, subsiste pour n pair plus grand
que 3; comme pour la proposition 1, ce cas est laissé au lecteur.

PROPOSITION 2. — Soit n un nombre impair plus grand que 2. Il eriste une
application borélienne B de l’ensemble des tenseurs T € (E*)"® doublement
symétriques dans l’ensemble des bases orthonormées de E telle que B(T) soit, pour
chaque T, une base dans laquelle T est diagonal. :

[Nous n’aurons pas besoin de plus de régularité que la mesurabilité affirmée ci-
dessus; avec un peu de soin, la démonstration qui suit fournirait une application B
de premiére classe de Baire (limite simple d’applications continues).]

DEMONSTRATION. — Remarquons d’abord que, en utilisant les notations de la
proposition 1, 'application T' +— card S est semi-continue inférieurement (donc
borélienne). En effet, puisque T(z,...) = >, g <s,2>(s # (D8 gl et exacte-
ment l'ensemble des ¢ € E tels que T(z,...) = 0, donc S engendre le méme sous-
espace de E que les d*~! vecteurs Vj & = (Tjj..k), <i<q € card S est égal au rang
de ce systéme de d"~! vecteurs.

Observons ensuite que l’application T' — S est elle aussi borélienne. Plus
précisément, pour chaque £ < d, cette application est un difféomorphisme C* entre
d’une part ’ensemble des tenseurs doublement symétriques tels que card S = ¢,
qui est une sous-variété de ’espace vectoriel (E* )"®, et d’autre part ’ensemble des
systémes droits a £ éléments. Tout ceci résulte facilement du théoréme des fonctions
implicites : la bijection inverse S = T = ) .o (s*)"® est évidemment C* et il
suffit de voir qu’elle est immersive. Fixons pour cela un systéme droit Sy possédant
£ éléments; il suffit de voir que 'application S —» T =) ¢ (s")" "® de l’ensemble
de tous les systémes de £ vecteurs non nuls, orthogonaux ou non, dans (E*) est
une immersion au point Sy. Choisissons un repére orthonormé (ey,...,eq) tel que
So = {\1e1,...,\eer}. Dans ce repére, la formule

4
— P9 r
qu...r = Zsisi .8

i=1

donne au point Sy (pour lequel sf = \;6F)

... -

—_5:1' L =nXP 6ipbjp

a7, -

T =M ub pourpg

et la matrice de I’application linéaire tangente & S +— T, qui contient une matrice
carrée diagonale sans zéros sur la diagonale, est de rang maximal.

L’application T + S étant mesurable, il ne reste plus qu’a normer les éléments
de S et & les compléter par une base orthonormée de S+ dépendant mesurablement
de T pour obtenir une base orthonormée de E, qui dépend mesurablement de T et
qui diagonalise T'. |
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REMARQUE. — Nous appelons bases les parties libres et génératrices de E. Le
méme résultat subsiste pour les repéres, c’est-a-dire les familles (&i)ie [1,d] libres et
génératrices d’éléments de E. Cela se voit immédiatement au moyen d’un relévement
borélien des parties finies de E dans les familles finies d’éléments de E, c’est-a-dire un
choix mesurable d'une numérotation de chacune de ces parties (utiliser par exemple
’ordre lexicographique des coordonnées dans un repére fixé).

Ce distinguo entre bases et repéres pourra paraitre pédantesque; il apparait naturellement
dans les questions d’équations de structure. Nous rencontrerons plus bas, dans le cas des
martingales a4 temps discret, un ensemble aléatoire S(w), mesurable pour Fn_;, qui est
le support de la loi conditionnelle de X, sachant F,_j, c’est-a-dire I’ensemble, connu &
P'instant n—1, des valeurs (futures) possibles de X ; ce que ’on connait est bien un ensemble,
démocratiquement formé de points qui jouent tous le méme réle, et non une famille, dans
laquelle chacun porte un dossard avec un numero différent. L’accroissement d’information
entre les instants n—1 et n résultera précisément du choix d’un point, Xy, dans cet ensemble.

f}quations de structure en temps continu

DEFINITION. — Une martingale X = (X*,...,X%) & valeurs dans ]Rd est dite
normale si Xo = 0 et si, pour tous i et j, le processus X;iX] — 6t est une
martingale.

Cela revient & dire que [X' X j]t — 6"t est une martingale, ou encore que
(X%, X7), = 6't. Il est clair que le groupe orthogonal O(d) opére sur les martingales
normales; plus généralement, si X est une martingale normale dans R? et H
un processus prévisible matriciel & valeurs dans O(d), l'intégrale stochastique
J H dX est encore une martingale normale. Ceci permet de définir intrinséquement
les martingales normales & valeurs dans un espace vectoriel euclidien (E,g) en
demandant que le processus [X, X],—g* ¢, & valeurs dans EQE, soit une martingale.

Dans la suite, nous supposerons implicitement E muni d’un repére orthonormé;
ceci nous permettra de travailler indifféremment dans E ou dans IR?, en mélangeant
sans précautions notations intrinséques et notations en coordonnées.

DEFINITION. — Une martingale normale X = (X!,...,X%) vérifie une équation
de structure si chacune des d* martingales [X',X7], — §'t est une intégrale
stochastique par rapport & X.

L’équation de structure est dans ce cas
t ..
(X, X7], =69t + / (®Y),dxk,
0

ott les @}’ sont des processus prévisibles, bien définis presque partout pour la mesure
dt@IP(dw) sur Ry x Q (car si I = [ HydX* =0, onaaussi [ ||H|*dt = (I, I) = 0).
Pris ensemble, ces coefficients forment les composantes d’un tenseur ® € E*QEQE
(c’est-a-dire une application linéaire de E dans EQE) qui dépend prévisiblement de
(t,w). Intrinséquement, ’équation s’écrit

t
[X,X], =g*t+/ 3,dX, .
0



264

PROPOSITION 3. — Soit X une martingale normale d valeurs dans E, vérifiant une
équation de structure

t
[X,X],=g*t+/ 8, dX, ,
0

o P est un processus prévisible & valeurs dans E*QEQE.

Pour presque tout (t,w), <I>t(w) est doublement symétrique. §i Ty(w) désigne le
systéme droit qui lui est associé par le corollaire 1 et I,(w) la projection orthogonale
sur le sous-espace (Et(w))"' la partie martingale continue de X est

t
X¢ = / I,(dX,) ;
0

les sauts de X ne peuvent avoir lieu qu’d des instants totalement inaccessibles et,
lorsqu’ils ont lieu, doivent vérifier

AXy(w) € Ty(w) -
DEMONSTRATION. — Puisque d[X*, X/] = 6% dt 4+ &{dX*, on doit avoir
d[[X*, X7],X*] = §Yd[t, X*] + 8 d[X*, X*]
=&/ (6%dt + 8% dX™) = dVdt + SV dX™

Comme [[X' X7, X"]t ,<t AXIAXIAXE est symetnque enz, jet ket son
écriture en intégrales par rapport & dX et dt essentlellement unique, les quantités &}
et <I>'J &% dépendent symétriquement de i, j et k. Il en résulte que la derniére depend

symetnquement de i, j, k et m; ceci montre que ® est doublement symétrique.
En posant C = [IIdX,on a

d[C,C] = (IQM) d[X, X] = (IQI) g*dt + (IQM) & dX .

Mais le tenseur (IIQII) @ € E*®(EQE) est identiquement nul, puisque les valeurs
prises par ® sont des combinaisons de c®c ol o décrit . Donc [C, C] est continu
et la martingale C est continue. D’autre part, ®dX = d[X,X] — g*dt est &
variation finie, donc ®dX¢ = 0. Or, en définissant I}(w) : EQE — E par
I'=3% e ol to*®0*®0, on a I-TI = T'od; donc (I— l'I)dXc =T®dX° =0
et la martingale X — C' = [(I-II) dX est purement discontinue. En conséquence, C
est la partie martingale continue de X.
Si T est un temps d’arrét,

AXTQAXT = A[X,X]T =& AXT,

d’ot AX7 € {0} U7 par définition de T; ainsi les sauts, lorsqu'’ils ont lieu, sont
dans X.
Enfin, si T est un temps d’arrét prévisible borné,

E[AXTQAXT|Fr-] = E[®1r AX7|Fr-] = &7 E[AX7|Fr-] =0
donc AX7 =0 et X est quasi-continue & gauche. |

Dans ’énoncé ci-dessous, nous convenons que, dans un espace vectoriel euclidien
de dimension 0 (donc réduit au seul vecteur nul), le processus nul est un mouvement
brownien. (Remarquer que ceci est compatible avec la formule Tr [X, X], = td,
selon laquelle la variation quadratique euclidienne des mouvements browniens est
proportionnelle & la dimension de ’espace!)
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PROPOSITION 4. — Soient ® € E*QEQ®E un tenseur doublement symétrique et ¥
le systéme droit que lui associe le corollaire 1.

Soient B un mouvement brownien ¢ valeurs dans l’espace vectoriel euclidien T+
et, pour chaque o € £, N° un processus de Poisson d’intensité ||o||™2; on suppose
B et tous les N7 indépendants. La martingale

Xe=Bi+) (N7 =llo|*t) o
o€ED

vérifie I’équation de structure d coefficients constants
X, X],=g"t+®X,;

réciproquement, toute martingale vérifiant cette équation a méme loi que X.

L’unicité en loi signifie que, pour des processus de Poisson et des mouvements
browniens, P'orthogonalité implique l'indépendance. C. Stricker et M. Yor nous
ont fait observer que, plus généralement, cette implication a lieu pour toutes les
martingales ayant, chacune dans sa propre filtration, la propriété de représentation
prévisible.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4. — Dans un repére orthonorme de E
formé d’un repére orthonormé de T+ et des vecteurs unitaires ||a|| o, ou o décrit
%, la martingale X = B + Eoez (N° = |lo|I” t) o vérifie [X*, X7] = 0 pour i # j,
[X' ']t =t pour les indices ¢ correspondant & T+ et [X*, X!], = t+||o|| Xt' pour
Iindice ¢ correspondant & un vecteur o € ¥. D’autre part, dans ce méme repére, les
composantes de ® sont toutes nulles sauf les ®!* pour les indices 7 correspondant &
des 0 € 3, qui valent &¥ = ||o|?/||o|| = ||o||. On vérifie ainsi par inspection directe
des coefficients que [X,X] =g¢*t + ® X. ‘

La réciproque (unicité en loi de la solution) est un cas particulier du résultat
d’unicité dans la proposition 5 ci-dessous; plutot que- de répéter deux fois le méme
argument, nous remettons & plus tard la fin de la démonstration, en laissant le
lecteur vérifier I’absence de cercle vicieux.

COROLLAIRE 2. — Dans E*QEQE, le sous-ensemble des tenseurs doublement
symétriques est le seul sous-ensemble D tel que

(i) pour tout ® € D, léquation de structure dans E & coefficients constants
d[X,X], =g*dt + ®dX, a une solution;

(ii) pour toute martingale X d valeurs dans E vérifiant une équation de structure
d[X,X], = g*dt + ®;dX,, le processus prévisible ® (défini a ensemble négligeable
prés pour diQIP(dw) et ¢ valeurs dans E*QEQE) prend ses valeurs dans D.

DEMONSTRATION. — La proposition 3 (respectivement 4) dit que les tenseurs
doublement symétriques vérifient la propriété (ii) (respectivement (i)); il ne reste
qu’a vérifier 'unicité. Si D vérifie (i), la proposition 3 dit que le processus (constant)
® est & valeurs dans les tenseurs doublement symétriques, donc D est inclus dans les
tenseurs doublement symétriques; si D vérifie (ii) et si ® est un tenseur doublement
symétrique, la propriété (ii) appliquée & la martingale construite & partir de & par
la proposition 4 établit que ® € D. [ |
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Terminons par le cas & accroissements indépendants, pour lequel nous plagions
la proposition 4 de [3].

PROPOSITION 5. — Soit & : Ry — E*QEQE une fonction borélienne telle que,
pour chaque t, le tenseur ®(t) soit doublement symétrique. L’équation de structure
dans E

d[X,X], = g*dt + ®(t)dX,
admet une solution.

Cette solution est unique en loi et d accroissements indépendants. De fagon plus
précise, si une martingale X, définie sur un espace filtré (Q,.A,]l’,(]-'t)t}o) est une
solution et si s € Ry, le processus (Xoqt — Xs);50 €st indépendant de F; et sa lot
ne dépend que de la fonction t — P(s+t) sur Ry.

En outre, la solution posséde la propriété de représentation chaotique : en
appelant Cp le cone {(t1,...,t,) EREL : 0 <t <...< tp} et en désignant
par B la sous-tribu de A engendrée par X, les intégrales multiples

Lf(tl,...,tp)dth...dti

forment une gartie totale de l’espace 12(Q2, B,IP) lorsque p décrit IN et que f décrit
2(Cyi (B+Y).

DEMONSTRATION. — Soient U une fonction borélienne de IRy dans les matrices
orthogonales et, pour chaque t > 0, V() la matrice inverse de U(t). Le changement
de variable

t t
Y = [ UP(s)dXi, Xi= / Vi(s)dY?
0 0

transforme I’équation de structure en d[Y,Y], = g*dt+¥(t) dY;, dans laquelle ¥77 =
Urul e V. 1l suffit de démontrer la proposition pour cette nouvelle équation
de structure, car les conclusions (existence, unicité, accroissements indépendants,
représentation chaotique) se transféreront immédiatement de Y & X. Mais la
remarque qui suit la proposition 2 permet de choisir la matrice U(t) telle que les
composantes non diagonales de ¥ soient toutes nulles. Abandonnant dorénavant la
-convention de sommation et réécrivant X au lieu de Y pour I’inconnue, nous sommes
ramenés au cas ot ’équation de structure est du type

d[X7, X7], = dt + ¢;(t)dX]
d[X7/,X¥],=0 pour j # k,
ce que nous supposons dans la suite.

L’assertion d’existence peut se déduire du résultat analogue & une dimension
(proposition 4 de [3]). Il suffit pour cela de construire séparément pour chaque j
une solution de d[X7,X’], = dt + ¢;(t)dX] comme somme d’un terme brownien
et d’un terme poissonnien; en prenant ces ingrédients indépendants, la nullité des
crochets mixtes résultera de ce que [M,N] = 0 si M et N sont deux browniens
indépendants, ou un brownien et une martingale purement discontinue, ou deux
martingales purement discontinues sans temps de sauts communs.

Supposons maintenant que X est une solution. Si u est une fonction borélienne
de Ry dans E*, bornée et & support compact, de composantes u;, introduisons,
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comme dans la démonstration de la proposition 4 de [3], les fonctions complexes,
bornées et & support compact

eiu; (t)ei(t) _ 1

hit) =1 6@ name
iu(2) si ¢;(t) =0,
e 6O 1 —jui(t)g(t) .

j(t) = #5(t)’ nenre
st =0

et k(t) = ZLI k;(t), ainsi que les semimartingales

Z] =expli o uj(s)dXi — Iy ki(s)ds] .

1 est établi en page 75 de [3] que Z7 vérifie ’équation
. t . .
Zl =1 +/ Z]_hj(s)dX].
0

Il en résulte que d[Z7,Z*] est absolument continu par rapport & d[X 7, X*] et en
particulier nul pour j # k. Cette orthogonalité des Z7 entraine, par récurrence sur
d, que le produit R = H:=1 Z? vérifie

d
dR; = Z (Hk;éjztk—) dzi ;

=1

remplacant dZ{ par Z,j_ h;(t)dX t’ et appelant h la forme linéaire sur E ayant pour
composantes les k;, on voit que R est la martingale locale solution de I’équation
exponentielle

t
Ri=1 +/ Ro_ h(s)dX, .
0

Mais par ailleurs Ry = []. Zi = exp [¢ fot u(s)dX, — fot K(s)ds] est borné (c’est
donc une martingale) et d’inverse borné. La démonstration s’achéve comme dans
(3], pp. 75-76 : D’abord, puisque IE[Rs /R, |£]=1,0na

Elexp (i [;°u(t)dX,)|F] =exp [[° x(t)dt] .

Par un choix convenable de u, cette formule permet d’exprimer les fonctions ca-
ractéristiques conditionnelles du processus (Xspt—X s)t;o étant donnée £ comme
des quantités du type exp [, a°° k(t) dt], déterministes et ne dépendant que des fonc-
tions ¢ ¢;(s+t); ceci entraine 1'unicité en loi et I'indépendance des accroissements.
Ensuite, les variables aléatoires exp [ f0°° u(t) dX,] sont proportionnelles aux varia-
bles aléatoires exponentielles Roo = exp [i [y u(t)dX — [;° x(t) dt] et admettent
donc un développement en série d’intégrales multiples; comme elles sont totales dans
L?(B) en raison de l'injectivité de la transformation de Fourier, X a la propriété de
représentation chaotique. |
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Equations de structure en temps discret

Comme lors de I’étude en temps continu, nous allons nous intéresser d’abord aux
aspects algébrico-géométriques de la question, pour introduire seulement ensuite les
probabilités et les équations de structure.

DEFINITION. — Nous dirons qu’une application linéaire T de l’espace vectoriel
euclidien E dans EQE est un tenseur sesqui-symétrique si chacun des deuz tenseurs
T € E*®EQE et T-T+1d®g* € E*QEQEQRE est symétrique (comme plus haut, T-T
désigne le produit contracté obtenu en contractant le dernier argument du premier T'
avec le premier argument du second; les symétries s’entendent par rapport a tous les
arguments, apres identification de E et E*; le tenseur Id € E*QF est ’application
identique de E dans lui-méme).

DEFINITION. — Une partie S de E estun systéme obtus s: elle a ezactement d+1
éléments et si, pour tous r et s de S tels que r # s, on a <r,s>=-1.

Cette définition est analogue & celle des systémes droits qui interviennent en
temps continu; ’analogie serait encore plus frappante si les systémes droits avaient
été définis comme composés d’exactement d vecteurs deux-a-deux orthogonaux, nuls
ou non, le vecteur nul pouvant étre répété plusieurs fois (cela reviendrait bien siir
au méme, au prix d’une modification des énoncés).

Les systémes obtus jouissent de propriétés géométriques; par exemple, tout
vecteur d'un systéme obtus est orthogonal au sous-espace affine engendré par les
autres points; plus généralement, le sous-espace vectoriel engendré par une partie
d’un systéme obtus est orthogonal au sous-espace affine engendré par le reste du
systéme. En particulier, les sous-espaces affines respectivement engendrés par deux
parties disjointes d’'un méme systéme obtus sont orthogonaux.

THEOREME 2. — a) Les systémes obtus de E forment une variété de dimension
d(d+1)/2; tout systéme obtus est un simpleze (ses points sont affinement indépen-
dants).

b) Un sous-ensemble S de E tel que cardS < d+1 est un systéme obtus
si et seulement si il porte une probabilité ©# = ) ops6, de moyenne nulle
(Y ,csPss = 0) et de covariance identité (3 ,copss®s = g*). Lorsque tel est
le cas, m est unique et donnée par p, = 1/(14||s||*). Inversement, étant donnée,
sur un ensemble I a d+1 éléments, une probabilité q = (g;);c; chargeant tous les
éléments de I, il eziste une famille (z;);c; de points de E telle que Uensemble
{z;,1 € I} soit un systéme obtus dont la probabilité = soit donnée par py; = g; pour
chaque 1.

c) Les formules

‘ {S:{méE:z@z:g‘+T(z)}

T= Z Ds 8*R3s®s
8€S
mettent en bijection les tenseurs sesqui-symétriques T et les systémes obtus S de
E. En outre, étant donné un systéme obtus S de E, il existe un unique tenseur
T € E*QEQE tel que 2@z = g* + T(z) pour tout = de S et ce tenseur est le
tenseur sesqui-syméirique lié ¢ S par les formules ci-dessus.
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DEMONSTRATION. — Nous allons agrandir ’espace et plonger isométriquement E
dans un espace vectoriel euclidien E de dimension d+1 dont E sera un hyperplan;
nous appellerons u un vecteur unitaire de E orthogonal & E; tout élément # de
E s'%écrit sous la forme (que nous dirons canonique) & = z+fu, ou z € E et
¢ € R. Le tenseur de EQE induisant la structure euclidienne de E est ¢* + u®u. Le
produit scalaire de deux vecteurs & = z+¢fu et § = y+nu de E donnés sous forme
canonique vaut <%,§> = <z,y>+¢n (comme les deux produits scalaires coincident
sur E, utiliser la méme notation ne créera pas de confusion). Nous appellerons H
l’hyperpla.n affine E + u de E; c’est Pensemble des & € E tels que <3, u> = 1.
Nous désignerons par j l’m]ectlon (affine, mais non linéaire) de E dans E définie
par j(z) = z+u; j(E) n’est autre que H.

a) Puisque <j(z),j(y)> = <z,y> + 1, une partie S de E est un systéme obtus
si et seulement si j(S) est un systéme droit de d+1 points de E, cest-a-dire une
base orthogonale de E. Il en résulte d’une part que les systémes obtus de E se
paramétrent par les systémes de d+1 droites de E non paralléles & H et deux-a-
deux orthogonales, formant ainsi une variété de dimension d(d +1)/2, et d’autre part
que les d+1 points d’un systéme obtus sont affinement indépendants (toute liaison
affine entre ces points se traduirait par une liaison linéaire entre leurs images par j).

b) Si S est un systéme obtus, j(S) est une base orthogonale de E et les coefficients
positifs p, = 1/(1+]|s||*) = ||5(s)||~* vérifient, pour tout r € S,
<Zaesps 3(8),3(r)> = Pr||j('”)||2 =1=<u,j(r)>;

cela entraine ), ¢ p,j(s) = u. Remplagant j(s) par s+u, on obtient ), esPs =1

et 3°,e5Ps s = 0. Enfin, puisque les vecteurs k(s) = ](3)/”](8)" = \/17,](3) forment,
quand s décrit S, une base orthonormée de E on doit avoir

9" +uQu = Z k(3)Qk(s) = Zp, (s+u)®(s+u)

SES SES
=2 Pss®s +u® [T,esPss] + [Toespes] ®u+ [Tesps] udu
8€S
= Zp,s®s+u®u ,
8€ES '

d’olt ), coPs 5®s = g*
Réciproquement, étant donné un systéme S C E tel que card S < d +1 et portant
une probabilité m centrée et de covariance identité, les trois relations

dops=1, D ps=0 et > ps@=g"

€S SES 8€S

entrainent, par le méme calcul, 3, 5P, 7(s)®5(3) = ¢* + u®uj; il en résulte que
les vecteurs ,/p, j(s) sont au nombre de d+1 exactement et forment une base
orthonormée de F; 'orthogonalité de j(S) signifie que S est un systéme obtus et la
condition de norme donne p, = ||5(s)|| 2 = 1/(1+]|s||*), d’ott Punicité de .

Si 'on se donne arbitrairement d-+1 nombres ¢; strictement posmfs et de
somme 1, on peut construire d+1 vecteurs deux-a-deux orthogona.ux v € E de
normes ”v’ | = 1/\/g; et le vecteur unitaire u' = ¥, g; v!; les v} sont dans l’hyperpla.n
H' formé des z tels que <z,u’'> = 1. 1l existe une transforma.txon orthogonale de E
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qui envoie u' sur u, et donc H' sur H ; les images v; des v} par cette transformation
sont un systéme droit inclus dans H ; leurs images inverses par j forment un systéme
obtus de F dont la probabilité = a pour coefficients les ¢;.

c) A tout tenseur T € E*QEQE, on peut associer le tenseur T' € E*QEQE
donné par B
T(z)=T(z)+ zQu+u®z siz€E
T(u) = ¢*+ulu ,
de sorte que, si # = z+€u, § = y+nu et Z = z+Cu sont trois vecteurs de E mis sous
forme canonique, on a
(x) TG §*5) =T(z,y",2*) + (<z,y> + 1<z, 2> + €<y, 2> + €n( .
La clé de la démonstration réside dans les quatre propriétés suivantes de 7.
@) La restriction de T & E*QEQE est T.

Cela se voit immédiatement en prenant £ = n = ( = 0 dans (x).
B) Un vecteur non nul & = z+fu (forme canonique) vérifie T(F) = EQ%F si et
seulement si & € H et zQz = ¢* + T(z).

En effet, 'équation T(Z) = £®% équivaut &

T(z) + z®u + u®c + £(g* +u®u) = 2@z + £(zQu + u®z) + £’uQu .

En identifiant la composante sur EQu, on trouve { = 1 (ou z = 0, mais ceci
impliquerait {g* = 0 donc £ = 0 et # = 0 et est exclu par hypothese), ce qui
entraine zQz = g* + T'(z); la réciproque est immédiate.
v) Le noyau Ker T est nul.

Si en effet un vecteur & = z+¢u annule T, on a

T(z) + zQu + u®z + £(g* +u®u) =

la nullité du coefficient de u®u implique £ = 0 et celle de la composante dans EQu
donne z®u = 0, donc z = 0.
8) Pour que T soit sesqui-symétrique, il faut et il suffit que T soit doublement
symétrique.

La formule (x) montre en effet que T(#,§*,#*) — T(z,y",2*) dépend symétri-
quement des trois arguments Z, § et Z; ceci entra.me que T est symetnque si et
seulement si T l'est. Introduisant un quatrieme vecteur { = t+1u € E, nous allons
vérifier que, lorsque T et T sont symétriques, le tenseur

R(,§,5,8) = TH(E, 7,7, F) - (T-T+1d8g")(@,y", 2", 1")
est symétrique en les quatre arguments; ’assertion sera ainsi établie. En utilisant
une base orthonormée B de E (de sorte que B = BU {u} est une base orthonormée
de E), on peut écrire

T0(&, 5,5, ) = 3 T(, 9,5 T(h, 2, 1)
beB
= T(%,§*,4*) T(4,#*,t*) + Z T(z,§*,5*) T(b, #*,1*)
beB
= (<z,y> + &n) (<z,t> + (1)
+ Z (T(z,y*,b*) + n<z,b> + £<y,b>)
beB (T(d,z*,t*) + (<b,t> + T<b,z>) .
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Effectuant les produits, on obtient 4 termes et 9 sommes sur B. La premiére de ces
9 sommes est T-T'(z,y*,2*,t*); gardons-la en réserve. Les 8 autres se calculent en
remplacant ), <z,b>b par z et se partagent en deux groupes de 4 termes : On a
d’abord

nT(z, 2%, t*) + €T(y, 2%, t*) + (T(z,y*, t*) + 7T(z,y*, 2*)
compte tenu de la symétrie de T, ce groupe est symétrique en (z,y,2,t) et nous
pouvons ’ignorer. On a ensuite les quatre termes

n{<z,t> + (<Y, t> + nr<z, 2> + £T<y, 2>

qui donnent un tenseur symétrique lorsqu’on les regroupe avec les deux termes
§n<z,t> et (T<z,y> provenant de la ligne du dessus. De cette ligne du haut, il nous
reste encore {7(T, que nous écartons aussi, et <z,y><z,t> = (Id®g*)(z,y*, z*,t*),
seul terme, avec T-T, que nous ayons & garder.

Ainsi, modulo les tenseurs symétriques, il y a bien égalité entre T-T et T-T +
Id®g*; ’équivalence §) est établie.

Pour montrer que les formules

{<I>(T)= {c€ E: 2@z =¢" + T(z)}

¥(S) = Zp, $*Qs®s
SES

mettent en correspondance biunivoque les systémes obtus avec les tenseurs sesqui-
symétriques, nous allons vérifier deux choses : premiérement, si ’on part de T sesqui-
symétrique, 'ensemble ®(T') est un systéme obtus, et ¥(®(T)) = T'; deuxiémement,
étant donné un systéme obtus S, ¥(S) est sesqui-symétrique et ®(¥(S)) =S.

Commengons par fixer un tenseur sesqui-symétrique T' et 'ensemble § = (7).
L’équivalence §) entraine que le tenseur 7' construit & I’aide de T est doublement
symétrique. Le corollaire 1 lui associe un systéme droit X; puisque, par la pro-
priété v), KerT = 0, ¥ est formé de d+1 vecteurs, deux-a-deux orthogonaux. La
propriété B) dit que T = j(S); ceci nous apprend que S est un systéme obtus. Le
corollaire 1 donne aussi T = 3. ¢ [1/(s)|™24(s)*®i(5)83(s); puisaue [[i(s)[ 2 = p
et que la restriction de T & E*QEQE est T, on obtient T = ¥(S).

Réciproquement, soient $ un systéme obtus et T = U(S) = Y ,c5Ps 5*Q3Qs.
Puisque p, = ||5(s)]| 7%, le corollaire 1 associe au systéme droit j(S) le tenseur
doublement symétrique Q = Y, <P, j(5)*®j(s)®j(s) € E*QEQ®E. Nous allons
calculer ce tenseur; puisqu’il est symétrique, il suffit de calculer Q(%,%*,%*) pour
F=z+éueE.

Q(3,8%,8%) =) p,<j(s),#>* = 3 p, (<s,2> + £)°

SES €S
= Zp, [<s, 2> + 3¢(s®s)(z*, z*) + 3¢2<s,z> + 63]
s€S

=T(z,z* z*) + 3t<z,z> + £ .

(La derniére ligne a utilisé Y-, .5 ps s®s = g*, YeesPss=0et 3 op, =1)La
comparaison de cette formule avec (*) montre que Q n’est autre que 1'; T est donc
le tenseur doublement symétrique associé au systéme droit j (S). 1l en résulte par
6) que T est sesqui-symétrique. Le corollaire 1, toujours lui, indique que j(.5) est
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’ensemble des vecteurs non nuls & € E qui vérifient T(#) = #®%; la propriété B)
traduit ceci en S = &(T).

Enfin, la derniére assertion de I’énoncé découle de ce qui précéde et de ce que, un
systéme obtus S étant donné, il existe au plus un tenseur T tel que T'(z) = 2@z —g*
pour tout z de S; ceci est une conséquence immédiate de ce que S, qui n’est contenu
dans aucun hyperplan, engendre linéairement E. 1

Si T € E*QEQ®E est sesqui-symétrique, le systéme obtus qui lui correspond par
le théoréme 2 sera appelé S(T') et la loi de probabilité 3 ¢ 51 Ps s que le théoréme
lui associe sera notée 7(T').

En raccourci, on peut retenir du théoréme 2 que les lois des vecteurs aléa-
toires centrés Y & valeurs dans E, prenant au maximum d+1 valeurs et vérifiant
[E[Y®Y] = g* peuvent étre décrites comme les probabilités 7(T'), ot T décrit les
tenseurs sesqui-symétriques.

REMARQUE (non utilisée dans la suite). — Portées par des simplexes, ces probabi-
lités sont exactement celles des lois centrées et réduites qui sont extrémales parmi les
lois centrées. Elles sont a fortiori extrémales dans I’ensemble cr(E) des lois centrées
et de covariance g*, mais ce ne sont pas les seules. Le théoréme de Douglas (théoréme
V.4.4 de [7]) montre en effet facilement que les points extrémaux de cr(E) sont
toutes les lois de cr(E) dont le support est fini et vérifie les deux conditions sui-
vantes : Il est constitué de £ points, ou £ est tel que d+1 < £ < %(d +1)(d+2); et
I’espace (projectif) de toutes les hyperquadriques passant par ces £ points a pour
dimension au plus 1d(d +3) — £ (cet espace doit étre vide si £ = 1(d+1)(d+2)). Par
exemple, si d = 1, ce sont les lois de cr(E) portées par 2 ou 3 points. Si d = 2, ce
sont les lois de cr(E) portées par 3 points, ou 4 points, ou 5 points dont 4 ne sont
jamais alignés, ou enfin 6 points non tous situés sur une méme conique (propre ou
dégénérée).

Pour les équations de structure & temps discret, les tenseurs sesqui-symétriques
vont jouer un réle analogue & celui des tenseurs doublement symétriques pour les
équations de structure & temps continu.

DEFINITION. — Une martingale & temps discret X = (Xq),5, ¢ valeurs dans
Uespace vectoriel euclidien E est dite normale si Xo = 0 et 3, d tout instant
n > 0, Vaccroissement AX, = X — Xn-1 vérifie
E[AX.QAXp|Frna] =g* .
Cette condition est ’analogue de la formule d{X, X}, = g*dt en temps continu;
elle signifie que les processus 3 m_; AXn®AXy, — ng* et Xn®Xn —ng* (tous

deux & valeurs dans EQE) sont des martingales. Dans un repere orthonormé, elle
se traduit par les relations E[AX AX]|Fn—q] = 6Y.

DEFINITION. — Une martingale normale X = (Xp),,5, dans E vérifie une équation
de structure s’il eziste un processus prévisible (®n),5o & valeurs dans E*QEQE tel
que lon ait pour tout n >0

AXQ@AXn = g* + ®n(AX,) .
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Cette équation signifie que la martingale Y _ AXn®AX;, — ng* est une
intégrale stochastique par rapport & X; elle est automatiquement satisfaite dés
lors que X posséde la propriété de représentation prévisible. Nous verrons plus
bas la réciproque : en temps discret, ’équation de structure entraine la propriété de
représentation prévisible, et méme la propriété de représentation chaotique.

PROPOSITION 6. — Si une martingale normale X vérifie une équation de structure
AX,QAX, = g* + (I)n(AXn) )

le processus prévisible ® est d valeurs dans ’ensemble des tenseurs sesqui-syméiri-
ques; on a AX, € S(8,) et la loi conditionnelle de AX, sachant Fnr_y est n(®p)
en ce sens que, pour toute fonction borélienne f sur E,

E[f(AX)|Fa-1] = 7(@a)(f) p. s.

DEMONSTRATION. — L’ensemble A(E) des fonctions affines sur E est un espace
vectoriel & d+1 dimensions. Pour n > 0 fixé, ’ensemble des variables aléatoires de
la forme a(AX,), ol « est une variable aléatoire mesurable pour F;,_; et & valeurs
dans A(E), est stable par multiplication; en effet, vérifier que a'(AX,)a'"(AX,)
est de la forme a(AX,) se raméne facilement au cas ou o' et o sont des formes
linéaires, et il suffit dans ce cas d’écrire

o (AX,)d"(AX,) = (a'®a")(AX®AX,) = (a'®a")(g* + ®n(AX4))

et de remarquer que les tenseurs o', o' et ®,, sont mesurables pour F,_;.

En conséquence, pour £ € E*, il existe pour tout k > 1 une fonction affine A
sur E, aléatoire mais mesurable pour F;,_;, telle que 'on ait £(AX ,.)k = A(AX,);
nous poserons Ay = 1 (fonction constante sur E). Mais d+2 éléments quelconques
de A(E) sont toujours linéairement liés; plus précisément, il existe une application
borélienne de (A(E))'H2 dans R**? \ {0} fournissant les coefficients de cette
liaison linéaire. Nous avons donc des variables aléatoires non simultanément nulles
By,...,B441, mesurables pour F,_;, telles que E::(l, By Ax = 0; ceci entraine que
la variable aléatoire £(AX,) est solution d’une équation de degré au plus d+1, a
coefficients By mesurables pour F,_; et est donc presque siirement & valeurs dans
un ensemble aléatoire S, mesurable pour F,_; et de cardinal au plus d +1. Gardant
n fixé mais faisant varier £ dans une partie D dénombrable dense de E*, on en tire
que AX,, est presque siirement dans 'ensemble aléatoire S = [, p £71(Se), qui est
mesurable pour F,,_; et a au plus d +1 points.

Puisque toute mesure simplement additive sur un ensemble fini est o-additive, la
quantité (définie, par exemple, pour toute f borélienne et bornée)

#w)(f) = E[f(AXa)|Fa1](w)

qui vérifie pu(f)(w) = p(flsw))(w), est, pour presque tout w, une probabilité portée
par S(w); la définition des martingales entraine que pu(w) est centrée et I’équation
de structure que la covariance de u(w) est g*.

~ Le théoréme 2 dit que ®,(w) est sesqui-symétrique, que S(w) a exactement d+1
points et est le systéme obtus S(®,(w)) et que la loi conditionnelle de AX, sachant
Fn-1 est 7r(<I>,,(w)). [ ]
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COROLLAIRE 3. — Soit & € E*QEQE. Pour qu’il eziste (un espace probabilisé
et, défini sur celui-ci,) un vecteur aléatoire Y centré, d valeurs dans E, vérifiant
presque sirement
YRY =¢*+8(Y),
il faut et il suffit que ® soit sesqui-symétrique. Dans ce cas, Y prend ses valeurs
dans le systéme obtus S(P) et a pour loi w(®); en outre, I'équation de structure d
coefficients constants
AX®AX, = g¢* + ®(AX,)

n

a une solution, unique en loi : la martingale X, = > 7 _,

copies indépendantes de Y.

Y, ot les Yy, sont des

DEMONSTRATION. Si ® est sesqui-symétrique, tout vecteur aléatoire Y ayant pour
loi 7(®) est centré et prend ses valeurs dans S(®); d’aprés le théoréme 2, il vérifie
donc presque stirement Y®Y = ¢g* + &(Y).

Si réciproquement un tel Y existe, en appelant Y;, des copies indépendantes de
Y, le processus X, = Y, _, Y;n est une martingale normale vérifiant 1'équation de
structure a coefficients constants; par la proposition précédente, on en déduit que ®
est sesqui-symétrique (mais il serait un peu plus simple de redémontrer ceci direc-
tement, en ce qu’espérances et lois sont plus simples qu’espérances conditionnelles
et lois conditionnelles).

Dans ce cas, toujours d’apres la proposition 6, toute solution X de 1’équation de
structure est telle que la loi conditionnelle de AX,, sachant F,_; est la loi m(®);
comme cette loi est déterministe, AX,, est indépendant de F,_;, avec la méme loi
que Y. ]

COROLLAIRE 4. — Les tenseurs sesqui-syméiriques forment le seul sous-ensemble
S de E*QEQE tel que

(i) pour tout ® € S, léguation de structure dans E d coefficients constants
AX,RAX, = g* + ®(AX,) a une solution;

(ii) pour toute martingale X & valeurs dans E vérifiant une équation de structure
AX,®AX, = g* + ®n(AX,), le processus prévisible (®y),,5, (bien défini p. s. et
d valeurs dans E*QEQE) prend ses valeurs dans S.

DEMONSTRATION. — Les tenseurs sesqui-symétriques vérifient (i) par le corollaire
précédent et (ii) d’aprés la proposition 6. Inversement, soit S un ensemble vérifiant
(i) et (ii). De (i), la proposition 6 permet de déduire que S est inclus dans les
tenseurs sesqui-symétriques; si ® est sesqui-symétrique, (ii) appliqué a la martingale
X construite dans le corollaire 3 montre que ® est dans S. [ |

La proposition qui suit établit I’équivalence entre équation de structure et pro-
priétés de représentation prévisible et chaotique; comme dans le cas unidimension-
nel, c’est un résultat facile que l'on obtient par un petit calcul explicite de dimen-
sions. (La longueur de la démonstration est trompeuse, parce que nous y avons inclus
des rappels sur la construction de ’espace chaotique.)

PROPOSITION 7. — Soit (X,),cn une martingale normale dans E, de filtration
naturelle F = (Fp),ew €t engendrant la tribu A = \/, Fn. Les cing conditions
sutvantes sont équivalentes.
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(i) La multiplicité de la filtration est majorée par d+1 (auz ensembles négligeables
prés, chaque Fy, est finie et chaque atome de F, contient au mazimum d+1 atomes

de fn-{-l)-

(ii) La multiplicité de la filtration est ezactement d+1 (auz ensembles négligeabdles
prés, Fp est finie et chaque atome de F, contient ezactement d+1 atomes, non
négligeables, de Fpny1).

(iii) La martingale X vérifie une égquation de structure
AX,QAX, = g* + ®,(AX,)

ot ® est un processus prévisible d valeurs dans les tenseurs sesqui-symétriques.

(iv) La martingale X a la propriété de représentation prévisible : pour toute variable
aléatoire U € 12(A), il existe un processus prévisible (Hy),so & valeurs dans E*,

tel que 3,50 E[||Hal?] < 00 et
U=E[U]+ ) Hu(AX,).
n>0

(v) La martingale X a la propriété de représentation chaotique : si l’on se donne une
variable aléatoire U € 12(A), il existe, pour tout k > 0 et tous ni,...,ni tels que
0 <ny <...<ng, une forme k-linéaire (déterministe) f¥ . sur E telle que

> Y k<o

k20 0<n1<...<ng

k

et
U=) Y from(BXa,. . AXy,).
E20 0<ny<...<ny
DEMONSTRATION. — Remarquons tout d’abord que, puisque Xy = 0, la tribu Fp
est dégénérée.

(i) & (ii). Les tribus F, étant finies, on peut parler de lois conditionnelles. La
loi conditionnelle de AX,, sachant F,_; est une probabilité (aléatoire) centrée, de
covariance g*; selon le théoréme 2 b), si elle est portée par au plus d+1 points, elle
est portée par exactement d +1 points.

(ii) = (v). Appelons P lensemble des parties & k éléments de IN*. Pour
f € I (Pe; (E*)*®) et g € I?(Py; (E*)®),

E[f(AXmys- o, AXm, )9(AXny, ..., AXn,)]

_ E[(feg)(AXm,y.. s AXmy_,AXpyy. ., AXp, )] simg=ny
0 si mg 76 ng
ou (f.g)(xl,' ey Tk—1,Y15- .- 7?/[—1) = ZbeB f(zl,' .. azk—lrb)g(yla* . 7yl—1,b) est
la forme (k+¢—2)-linéaire obtenue en contractant les derniers arguments de f et
g. Cette formule s’obtient en conditionnant par F,—;, ot p = sup(mg,ne) et en
utilisant la définition des martingales si my # n¢ et celle des martingales normales
si my = ny. En itérant, on obtient

E[f(AXmy,. ,AXm,)9(AXny,. .., AXn,)]

_ { <f,9>12(pye)+e) S (M1,...,mk) = (n1,...,n¢)
0 si (my,...,mk) # (n1,...,ne).
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I en résulte que l'application I qui & f € @y LI (Pr; (E*)k®) associe 1’élément
I(f) = Tiso Locni<..<ny Frr,ne(BXny,...,AXy,) de I2(Q) est une injection
isométrique et a donc une image fermée. Pour montrer que cette isométrie est
surjective, il suffit d’établir que son image est dense; nous allons vérifier que, pour
chaque n, cette image contient I*(F,).

Pour chaque £ < n et chaque k-uple 0 < n; < ... < n; < n, lorsque
f décrit (E*)*®, f(AX,,l,...tAXM) décrit un sous-espace HY . de I}(F,),
de méme dimension que (E*)*® en raison de Iinjectivité, donc de dimension d*.
Quand k et (ni,...,ni) varient, les sous-espaces Hvku,...,m, sont orthogonaux et
leur somme directe, qui est 'image de I dans I?(F,), a donc pour dimension
EZ:O 20<n1<...<nk(n dk = Z;c':o (:) dk = (d+1)n' Mais l’hyp()thése (ii) entraine
que F, est formée d’exactement (d +1)" atomes; (d+1)" est donc aussi la dimension

de I*(F,); par comparaison des dimensions on voit ainsi que l'image de I remplit
tout I2(Fy,).

(v) = (iv). Dans le développement orthogonal de U donné par (v), les termes
correspondant & k # 0 sont orthogonaux aux constantes (k = 0), donc d’espérance
nulle. Le terme constant est donc IE[U], et (iv) s’obtient aussitét en posant

n—1
Hﬂ(m)= E Z ff,:t.l..,m,,n(AXﬂu"')AXﬂhx)'
k=00<n; <...<nx<n

(iv) = (iii). La formule (iv) implique E[U|F,] = IE[U] + Y ;_; HxAX}; pour
n > 0 il en résulte IE[U|F,] = E[U|F-1] + HnAX,. Cette formule s’étend
évidemment aux vecteurs aléatoires & valeurs dans EQ E'; 'appliquant 3 AX,,QAX,,
on obtient 1’équation de structure annoncée; le tenseur y figurant est sesqui-
symétrique d’apres la proposition 6.

(iii) = (ii). Par la proposition 6, la loi conditionnelle de X, sachant F,_; est
portée par un ensemble (aléatoire) obtus, donc de cardinal d+1; ainsi la filtration
a pour multiplicité exactement d +1. |

REMARQUE. — Par analogie avec le temps continu, o1 les propriétés de représenta-
tion prévisible et chaotique sont stables par produit, on pourrait croire que si deux
martingales normales indépendantes X' et X", & valeurs dans des espaces vectoriels
euclidiens E' et E", vérifient toutes deux les cinq propriétés de la proposition 7,
il en va de méme de la martingale normale X = (X',X") dans E'xE". Il n’en
est rien : X! (respectivement X!') prend exactement d'+1 (respectivement d"+1)
valeurs, donc X; en prend (d'+1)(d"+41) et ceci n’est égal & d' +d" +1 que si E' ou
E" est réduit a {0}.

PROPOSITION 8. — Sur (R, A,IP), toute filtration F = (Fp), e ayant ezactement
d+1 pour multiplicité et telle que Fy soit dégénérée est la filiration naturelle d’une
martingale normale d valeurs dans E.

Selon la proposition 7, cette martingale normale a nécessairement la propriété de
représentation chaotique; lorsque F est la filtration naturelle d’une chaine de Markov
pour laquelle chaque point a exactement d+1 successeurs possibles, ce résultat est
di A Biane [2].
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DEMONSTRATION. — Soit n > 0. Si b est un atome de F,,, appelons A(b) 'atome de
Fn—1 qui contient b et posons g(b) = IP[b|A(b)] = IP[b]/IP[A(D)]; si l'on se fixe un
atome a de F,_y, ¢ définit une probabilité sur 'ensemble B(a) des d +1 atomes de
Fn inclus dans a. Le théoréme 2 b) fournit un systéme obtus S® = {s§,b € B(a)} tel
que, pour chaque b € B(a), ¢(b) soit la masse affectée & s§ par x(5*). Il suffit de poser
AXq(w) = sf® si w € b pour avoir un vecteur aléatoire dont la loi conditionnelle
sachant F,_; soit centrée et de covariance g* et charge, quand w varie, tous les
atomes de F,. ']

Dans [4], en dimension 1, une martingale normale & temps continu vérifiant
une équation de structure et ayant certaines propriétés est fabriquée a partir d’une
martingale discréte par interpolation de ses valeurs : étant donnés deux instants %,
et t; de différence At = t;—ty > 0 et des variables aléatoires X, et X}, telles que la
loi conditionnelle de I’accroissement AX = X;, — X, soit portée par deux points et
vérifie E[AX|F,] = 0 et E[AX?|F,] = At, il existe (au prix d’un grossissement
éventuel de Q) une martingale (M), ¢,<,, ayant une équation de structure et telle
que M;, = X, et My, = X,,. La construction de M est possible parce qu’il existe,
pour toute loi centrée, de variance At et portée par deux points a et b, une martingale
normale Z ayant une équation de structure (et méme la propriété de représentation
chaotique) telle que la variable aléatoire Z,: ait cette loi (Z est la “martingale
parabolique” telle que, & tout instant ¢, Zy(w) soit I’'une ou 'autre des solutions de
’équation du second degré 22 = (a+b)z + t; les sauts de Z, d’une branche & ’autre
de la parabole ayant cette équation, ont lieu & des instants formant un processus
ponctuel de Poisson d’intensité dt/(4t + (a+b)2); 'unicité en loi de la martingale
vérifiant Z? = (a+b)Z; +t est établie dans [3]).

La proposition qui suit montre qu’une telle possibilité d’interpolation n’existe
qu’en dimension 1.

PROPOSITION 9. — Soit (Xi)i¢,;; une martingale normale d temps continu, d
valeurs dans un espace vectoriel euclidien E de dimension d. Si la loi de X; est
portée par d+1 points, d =1 et, en appelant a et b les deuz points qui portent la
loi de X1, X est la martingale parabolique vérifiant X? = (a+b)X, +1t.

DEMONSTRATION. — Soit S le support de la loi de Xy, formé de d +1 points. Puisque
cette loi est centrée et réduite, S doit, d’aprés le théoréme 2 b), étre un systeme
obtus. Pour chaque ¢ € ]0,1[, on peut écrire

E[(X;~X)®(X:-Xo)|A] = E[X:0X; - X:@X.|F] = (1-t)¢" .

Ainsi, la loi conditionnelle sachant F; de (X;—X;)/v/1—%, qui est définie pour
presque tout w, qui est portée par les d+1 points (y—X(w))/v/1—t (ot y décrit S)
et qui est centrée, a pour covariance g*. Par le b) du théoréme 2, ces d+1 points
forment donc un systéme obtus; le produit scalaire de deux d’entre eux est —1 et
I'on a donc, pour y et y' distincts et dans S, <y—Xi(w),y' —X¢(w)> = —(1-1),
ou encore <Xy(w),y+y'> = <X¢(w), X¢(w)> — ¢ (car, S étant un systéme obtus,
<y,y'>=-1).

Si 'on avait d 2 2, S aurait au moins trois points; étant donnés deux points
distincts y' et y" de S, il existerait dans S un troisiéme point y distinct des deux
précédents; on aurait <X;(w),y+y'> = <Xy(w),y+y" >, et y' —y" serait orthogonal
3 X(w); en conséquence, X; serait presque siirement orthogonal au sous-espace
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affine engendré par les points de S. Mais ceci est impossible : puisque les covariances
de X; et de X sont des multiples de g*, ni X; ni X, ne peut rester presque siirement
dans un sous-espace affine strict de E; il en résulte que d = 1.

Appelons a et b les deux points de S; ils vérifient ab = —1. La relation vue plus
haut <Xi(w),y+y'> = <X¢(w), X¢(w)> — t dit exactement que X? = (a+b) X, + ¢
et X est la martingale parabolique annoncée. |

REMARQUE. — En toutes dimensions, il existe des martingales normales X a
temps continu telles que la loi de X; ait un support fini. L’exemple le plus
simple est certainement la martingale dont les coordonnées X*, dans un repére
orthonormé, sont des martingales paraboliques unidimensionnelles indépendantes
vérifiant chacune (Xt")2 =t. Ce processus reste sur les 2¢ demi-droites issues de
D'origine vers les 2¢ sommets du cube [—1,1] 4. sa distance & D'origine est déterministe
et vaut || X¢|| = v/dv/%; & des instants formant un processus ponctuel de Poisson
d’intensité (4d) ' dt/t, il saute de la demi-droite ot il se trouve & 'une des d demi-
droites voisines, changeant ainsi le signe de I'une de ses coordonnées.
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