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UNICITÉ ET EXISTENCE DE LA LOI MINIMALE

par J.P. Ansel et C. Stricker

La transformation d’un processus donné en une martingale grâce à un changement de loi

adéquat est devenue un outil très puissant pour l’évaluation des actifs conditionnels dans le
domaine des mathématiques financières. Lorsque le marché est complet, c’est-à-dire lorsque
le processus des prix actualisés possède la propriété de représentation prévisible, il existe
une seule loi de martingale. Une telle situation se rencontre rarement en pratique car même
si le marché traite un grand nombre d’actifs, les moyens limités dont dispose l’investisseur
ne lui permettent pas d’utiliser tous ces actifs pour se couvrir. Ainsi il est confronté au

problème d’un marché incomplet, c’est-à-dire que le nombre de sources d’incertitude est

supérieur à celui des actifs pouvant être détenus par notre investisseur. Comme il existe
alors plusieurs lois de martingale, il s’agit de trouver celle qui est minimale en un certain
sens. L’ob jet de cet article est d’établir l’unicité et d’étudier l’existence d’une telle loi.

Lorsque le processus des prix actualisés est continu, nous montrerons que la loi minimale
existe au moins localement. Par contre, dans le cas discontinu, une telle loi n’existe pas
nécessairement. Deux exemples tirés de [1] illustreront ce fait.

1) Quelques notations et définitions : :

Les vecteurs de Rd seront assimilés à des matrices d x 1 et ~* désignera le vecteur transposé
de x.

Tous les processus sont définis sur un espace probabilisé nitré (0, .~’, (Ft), P) indexé par
[0, 1] et vérifiant les conditions habituelles. Lorsque Y est une semimartingale à valeurs
dans Rd et H un processus prévisible à valeurs dans Rd intégrable par rapport à Y, on
notera H*. Y l’intégrale stochastique de H par rapport à Y. Le lecteur intéressé par cette
notion pourra consulter le livre de Jacod (8). Bien entendu nous omettrons le signe * dans
le cas d == 1. Soit X un processus càdlàg adapté à valeurs dans Rd. Nous dirons qu’une loi Q
équivalente à P est une loi de martingale pour X si X est une martingale sous Q. La v.a.

Zl := ~ est appelée densité de loi de martingale tandis que Z désigne la P martingale
définie par Zt := .~t~ qui est aussi la densité de Qt par rapport à Pt, Qt et Pt
étant les restrictions de Q et P à Nous supposerons dorénavant que le processus des

prix actualisés noté X est une P semimartingale spéciale de décomposition canonique
X = M + A où M est une martingale locale et A un processus à variation finie prévisible.
Une martingale locale réelle L est orthogonale à M si elle est orthogonale à chaque
composante Mi de M, c’est-à-dire [M’, L] est une martingale locale pour tout i = 1,..., , d.

Définition 1.1. Soit Q une loi de martingale. Elle est minimale si toute martingale
locale réelle orthogonale à M sous P est aussi une martingale locale sous Q.
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Cette notion qui fut introduite par Fôllmer et Schweizer [6], a été utilisée implicitement par
Karatzas, Lehoczky, Shreve et Xu dans [9]. D’autres auteurs (voir par exemple [3], [7], [11],
[13]) se sont servis récemment de cette loi. En effet lorsque le marché est incomplet, elle
permet de construire des stratégies de couverture qui minimisent le risque quadratique en
utilisant la décomposition de Kunita-Watanabe d’une martingale locale (voir [2] pour une
étude détaillée de cette décomposition). Avant de démontrer l’unicité de la loi minimale
nous allons rappeler un lemme concernant les densités des lois de martingale. Si U est une
semimartingale, ~(U) désigne la solution de l’équation différentielle dY = Y_dU vérifiant
la condition initiale Yo == 1.

Lemme 1.2. Soit Z le processus densité défini ci-dessus. Il existe une martingale locale
K telle que Z = Zo~(K). -

Démonstration : : D’après le théorème 17 page 85 de [5] nous savons que Z- > 0. La
martingale locale K = ~. Z qui est le logarithme stochastique de Z vérifie trivialement
l’égalité Z = Zo~(K) et le lemme 1 est démontré.

2) Unicité : :

Nous supposerons dorénavant que la tribu est dégénérée. Il faut d’abord préciser la
notion d’unicité. Comme la notion de martingale locale dépend de la loi considérée, il est
clair que la loi minimale est étroitement liée à la loi initiale P si bien que le remplacement
de P par une loi équivalente modifiera aussi la loi minimale.

Théorème 2.1. Pour toute loi initiale P fixée il existe au plus une loi minimale.

Démonstration : L’espace vectoriel des P martingales locales sera noté ,C(P). Soient ~1 
et QZ deux lois minimales de densités respectives Zf et Z. Au moyen du lemme 1.2. on
leur associe les martingales locales L’ = Z, . Z pour i = 1, 2. Rappelons que X est une
semimartingale spéciale sous P de décomposition canonique X = M + A. Pour j = 1,..., , d
et i = 1, 2 la formule d’intégration par parties et l’égalité dZi = entraînent que :

= + + d(Z‘, + + d(L‘, M~)). .
D’autre part les processus [Z’, AJ) et ZiXj sont des martingales locales en vertu du lemme
de Yoeurp ([14]) et de la définition de Q’. Il en résulte que A~ + (L’, M~) est dans ,C(P)
et par différence il en sera de même pour [Z~ - L2, Mj], c’est-à-dire la martingale locale
Z~ - Lz est orthogonale à M. Compte tenu du caractère minimal de Q’, [Ll - L2 Z’) =
Z‘_. (L1 - L2, L’) appartient à ,C(P). On en conclut que (L1 - L2, L‘) E ,C(P) puis que
(L1- L2)2 = (L1- (L1- E ,C(P). Donc la martingale locale Lz est
constante et L~ = Z~, Q~ = Q~.
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3) Existence de la loi minimale : :

Par souci de complétude nous allons reprendre l’étude entreprise dans [1] dans le cas
d = 1. S’il existe une loi de martingale pour X et si de plus E[ sup X:]  +00, alors

01

X = M + a. (M, M) où M est une martingale locale localement de carré intégrable et a
un processus prévisible vérifiant (az. (M, M})1  +oo. On peut alors définir le processus

£(-a. M) et on obtient la

Proposition 3.1. Si 1 - 03B10394M > 0 p.s., alors £(-a. M) est une martingale locale
strictement positive, la loi minimale existe au moins localement et le processus densité
est £(-a. M). En revanche si P[l -  0] > 0, il n’existe pas de loi minimale.

Démonstration : : Soit Z le processus densité associé à une loi de martingale pour X.

D’après le lemme 1.1. . Z = £(K) avec K = ~-. Z si bien que

ZX = Z- M + X-. Z + (Z-a). (M, M) + a. [Z, (M, M)] + Z-. (K, Mj

= Z_. M + X- Z + a. [Z, (M, M)) + (Z_a). {{M, Mj - (M, Mj)

+ Z_. (a. M + K, Mj
Comme ZX est une martingale locale par définition de Z, le processus Z-. (a. M + K, M)
est dans ,C(P). Ainsi (a. M + K, Mj E ~C(P) et la martingale locale L := a. M + K est

orthogonale à M. Si Z est la densité d’une loi minimale, alors L E ~C(Q) et ZL E ~C(P).
On en déduit aisément que Z-. (K, LJ E ~C(P), puis (K, LJ = -a. (M, LJ + (L, LJ E G(P)
et enfin [L, L] E C(P) si bien que L = 0 et Z = £(-a. M). Rappelons que la solution de

l’équation différentielle dY = -Ya_dM vérifiant la condition initiale Yo =1 s’écrit :

£ ( -a. M ) t = exp (1 - 03B1s0394Ms)e03B1,0394M,.

Cette martingale locale sera strictement positive si et seulement si 1- > 0 p.s., ce

qui achève la démonstration de la proposition 3.1. .

Remarque 3.2. On pourrait penser que l’existence d’une loi de martingale entraîne que
1- > 0 mais il n’en est rien comme le montrent les deux exemples suivants tirés de

[1]. Considérons le processus M défini par Mt = 0 pour t  1 et

P[M1 = 2 = = oJ =1 2 P (Ml = - 1J = - 4 1 .

Si (.~’t) est la filtration naturelle de ce processus, on constate que M est 
une (Ft) martingale.

On choisit alors un processus prévisible A tel que Ât = 0 pour t  1 et Ai soit une

constante. Enfin on remarque que (M, M) = 0 pour t  1 et (M, My 1= E[M;] ] = z si bien
que a, = 0 pour t  1 et Lorsque Ai 1= 4 , , 1 - 03B11M1 s’annule et lorsque Ai > >
3 , 1- 03B11M1 prend des valeurs négatives. Cependant la semimartingale 

X = M + A peut

être transformée en une martingale par un changement de loi dès que Xi prend des valeurs

positives et négatives, c’est-à-dire dès que -2  Ai  1. Dans ces conditions X admet une
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loi de martingale mais £(-a. M) n’est pas nécessairement une v.a. strictement positive,
contrairement au cas continu. Voici un deuxième exemple. Considérons un mouvement
brownien (Bt) et un processus de Poisson (Ni) standards indépendants. On note la
filtration naturelle du couple (J9, Nt) et on désigne par a un processus prévisible vérifiant

1003B12sds  +~. Soit T = inf {t : ~(-(203B1). B)t ~ 03B8} où 03B8 est une constante strictement

supérieure à 1. Dans ce cas le processus Xt = BTs + NTs + (203B1 -1)t^T est manifestement
une martingale sous la loi Q de densité £(-(2a). B)T. En reprenant les notations de la
proposition 3.1. on constate que Mt = Br + t"T et (M, M), = Comme la
densité de Q est bornée, on a l’inclusion C si bien que X admet une loi
de martingale mais 03B10394M = 03B10394NT = 03B11{0394NT~0} peut prendre des valeurs quelconques
suivant le choix de a.

Nous allons poursuivre l’étude de l’existence de la loi minimale en supprimant l’hypo-
thèse d === 1 mais nous supposerons en revanche que le processus des prix actualisés X est
continu. Dans [1] nous avions explicité la forme générale des densités de loi de martingale
lorsque X est continu. Toutefois pour pouvoir résoudre le problème qui nous intéresse il
est judicieux de modifier légèrement ces expressions. Rappelons ce dont il s’agit.
Soient des martingales locales réelles continues deux à deux orthogonales telles
que chaque composante Mi de M appartienne localement au sous-espace stable S en-
gendré par (N’). A désigne un processus croissant continu adapté tel que N’} soit
absolument continu par rapport à A pour i = 1, ... , d. On peut alors choisir un proces-
sus prévisible 6 à valeurs dans Rd vérifiant Ns~ = ~’dA. Quitte à remplacer N‘
par â~ . N’ on peut supposer que ~‘ prend ses valeurs dans {0,1} (c’est-à-dire dN’ = 0
sur {b’ = 0}). Il existe une matrice prévisible o d’ordre d telle que pour tout i et j

1 d

on ait 10(03C3ijs)2d(Nj,Nj)  +~ et Mi = 03C3ij,Nj. L’ensemble = 0} n’étant pas

chargé par le processus croissant Nj, Nj> nous imposerons la condition supplémentaire
uij = 0 sur {6j = 0}. Lorsque est la filtration engendrée par un mouvement brown-
ien W, on prendra simplement N’ := W’, dÃt := dt et b’ := 1 (voir par exemple [9]).
Le théorème suivant a été établi dans [1] sous une forme légèrement différente mais la
démonstration est la même, c’est pourquoi nous l’omettrons.

Théorème 3.3. S’il existe une loi de martingale Q pour le processus continu X, on peut
choisir des processus prévisibles 8 et b à valeurs dans Rd vérifiant : dA = bdÃ, b = 08, 9‘ =
0 sur {~’ = 0}, est intégrable par rapport à N pour tout i =1, ... , d et la décomposition
canonique de X est X = u. N + b. A. En outre la densité de Q s’écrit £(-9*. N + L) où L
est une martingale locale orthogonale aux composantes de N. Réciproquement toute loi Q
dont la densité s’écrit sous cette forme avec 0 vérifiant toutes les conditions ci-dessus, est
une loi de martingale locale pour X. 

Remarque 3.4. Un peu plus loin nous préciserons légèrement le théorème 3.3. grâce à
l’introduction de la loi de martingale minimale.
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La proposition suivante qui a été établie par N. El Karoui et M.C. Quenez dans [11] lorsque
N est un mouvement brownien et dÃt = dt, va nous fournir une écriture explicite de la
densité de la loi minimale dans le cas continu. Elle nous permettra aussi d’étudier son
existence.

Proposition 3.5. On a l’équivalence entre :

i) Il existe une loi minimale o.

ii) Il existe un processus prévisible 6 vérifiant b = u 0, 8 E Im u*, = 0 sur {6* = 0}
pour i = 1,..., d, £(-e*. N) et X‘£(-8*. N) i =1, ... , d sont des P martingales.
Dans ce cas ~ = £(-8*. 7V)i et 0 est unique.

Démonstration : : Montrons d’abord l’implication i) ==~ ii). D’après le théorème 3.3. le

processus densité Z s’écrit Z = £(-8*. N + L) avec b = 09 et L orthogonale à chaque
N’, donc à chaque Mi. Comme Q est minimale, il en résulte que (Z, L~ E ~C(P). Or
(Z, L~ = Z-. (-B*. N + L, L~ = Z-. (L, L~ si bien que (L, L~ E G(P) et L = 0. Donc pour
toute martingale locale U orthogonale à M, on a (Z, U) = 0, c’est-à-dire (8*. N, U) = 0.
En d’autres termes 8*. N appartient localement au sous-espace stable engendré par M et
il existe un processus prévisible c~ intégrable par rapport à M (voir Jacod [8]) vérifiant

d

9*. N = M = (o*~o)*. N. On en déduit que ~ l’égalité ayant lieu
j =1

aux ensembles dA négligeables près. Comme 9‘ = 0 et = 0 sur {b~ = 0}, on a 8 = 
et la première implication est démontrée.

Réciproquement soit Z := £(-8*. N) une martingale telle que 8 = et que ZX soit

une P martingale. Alors Z est une densité de loi de martingale et 8*. N = cp*. M si bien
que toute martingale locale U orthogonale à M sous P est aussi orthogonale à 8* N, donc
à Z. Par conséquent la loi Q de densité Zi est la loi minimale et la démonstration de la
proposition 3.5. est achevée.

Quand le processus des prix actualisés est continu, l’existence d’une loi de martingale
découle d’une certaine condition de non arbitrage (voir par exemple [2] pour le cas L’ 1 ~
p  +00 et [4] pour le cas L°°).

Théorème 3.6. Lorsque X est continu et admet une loi de martingale, la loi minimale
existe au moins localement.

Démonstration : Par hypothèse il existe une loi de martingale dont le processus densité
d

s’écrit Z = £(-9*. N + L) d’après le théorème 3.3. De plus o8 = b et (03B8i)2. (N’ N’) =
i=1

((03B8i)203B4i). Ã = ~03B8~2. Ã  +~ car 03B8i03B4i = 03B8i. Soit la projection de 03B8 sur (Ker o)1=
i=l

Im u*. Alors b = 03C3 et  E Im u* si bien que l’équation = b admet au moins

une solution qu’on peut choisir prévisible grâce à la méthode du pivot de Gauss. Nous
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posons 03B8 := o*cp. On observera que B‘ = 0 sur {b’ = 0} car = 0 sur ~b’ = 0} et que
 (~9~~z, c’est-à-dire ~~B~~Z. A  +oo. Ainsi 8 remplit localement les conditions ü) de

la proposition 3.5. et la loi minimale Q existe au moins localement.

Le Théorème 3.6. va nous permettre de préciser un peu le théorème 3.3. en exprimant
les densités des lois de martingale en fonction de la densité minimale et par là même nous
apportons une motivation supplémentaire à l’étude de la loi minimale.

Corollaire 3.7. Si le processus continu X admet une loi de martingale, alors le processus
densité Z s’écrit sous la forme £(-9*. N + L) = E(-9*. N)E(L) où 6 est l’unique pro-
cessus prévisible vérifiant les conditions de la proposition 3.5. et L une martingale locale
orthogonale à N.

Démonstation : : D’après le théorème 3.3. le processus densité Z s’écrit f (2014?*. N +
L) où L est orthogonale à N. On considère alors le processus 9 := défini dans la
démonstration du théorème 3.6. et on remarque que  := 03B8 -  appartient à Ker y tandis

d d

que  ~ (Ker 03C3)|. Donc d03B8*. N, *. N) = iid
puisque i03B4i = i. Il ne reste plus qu’à poser := -*. N+L et une vérification élémentaire
montre que le couple (8, L) répond à la question.

Remarque 3.8. Il serait intéressant d’avoir une existence globale et pas seulement
locale de la loi minimale. Nous ne sommes pas parvenus à répondre à cette question.
Toutefois si on se place par exemple dans le cadre de la modélisation retenue par N. El
Karoui et M.C. Quenez [11], c’est-à-dire l’équation o8 = b admet une solution bornée, Â
est borné et X est une semimartingale dans ?~Z, alors la condition de Novikov entraîne
immédiatement que E(-9. N) est une martingale de carré intégrable et grâce à l’inégalité
de Cauchy-Schwartz N) est une martingale pour tout i = 1, ... , d. Dans le cas
général on retrouve un problème déjà soulevé par Karatzas, Lehoczky, Shreve et Xu [9] : :
si M et N sont deux martingales locales strictement positives sur [0, Ij telles que Mo =
No = 1 et que MN soit une martingale sur [0, l], peut-on en déduire que M et N sont
des martingales sur [0,1] ? Une réponse négative a été fournie par D. Lépingle [12] et
Karatzas, Lehoczky et Shreve [10] dans le cas discret. Toutefois nous ignorons la réponse
dans le cas où M et N sont continues. On peut noter que si Mi et Ni sont indépendantes,
alors la réponse est positive. En effet, M et N étant nécessairement des surmartingales
positives d’après le lemme de Fatou, E(M1J  1 (resp.  1)) l’égalité ayant lieu
si et seulement si M (resp. N) est une martingale sur [0,1]. Or l’indépendance de Ml et
Ni et la propriété de martingale de MN entraînent que 1 = J = si
bien que E(Mi) = E(NiJ = 1, c’est-à-dire M et N sont des martingales. On peut aussi
observer que la réponse à notre question sera positive si M et N possèdent la propriété de
représentation prévisible par rapport à leurs filtrations naturelles respectives. Supposons
en effet que pour toute fonction borélienne bornée f il existe un processus prévisible H
tel que V t E [0,1] E( f (Ml ) |Ft] = E[f(M1)] + 10HsdMs. Comme N est une martingale
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locale sur [0, l], il existe une suite croissante de t.a. (Tn) tendent stationnairement vers 1
tels que sont dans En vertu de l’orthogonalité de M et N et grâce à la bornitude
de f, donc de la martingale H. M, on obtient l’égalité ~ = On
considère alors la suite de fonctions f p définies sur R+ par f p(x) = inf (x, p) et on applique
le lemme de Beppo-Levi à l’égalité précédente si bien que E[Mi NT~) = Grâce au
lemme de Fatou, on obtient : > E(Ml NI] = E(Mo No~ =1. Donc E(Mlj = 1 et
M est une martingale sur [0,1]. Nous remercions M. Yor pour des discussions fructueuses
sur cette question.

Note ajoutée sur les épreuves : : Dans la remarque 3.8 nous avons noté qu’il serait
intéressant d’avoir une existence globale de la loi minimale. W. Schachermayer vient de
trouver un splendide contre-exemple : A counter-example to several problems in the theory
of asset pricing.
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