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Sur la persistance du processus de Dawson-Watanabe stable.
L’interversion de la limite en temps et de la renormalisation.

L.G. Gorostiza, S. Roelly-Coppoletta et A. Wakolbinger

Le temps n’est plus un sablier qui use_son sable,
mais un moissonneur qui noue sa gerbe

Saint-Exupéry, Citadelle
Introduction.

Le processus stable de Dawson-Watanabe (noté dorénavant D-W stable) est un
processus de Markov (XJ à valeurs dans l’espace des mesures de Radon sur Rd dont la
fonctionnelle de Laplace satisfait:

(1) g~) ~ Xo=jLi] = 

pour g : Rd régulière et à support compact, où Utg, semigroupe cumulant, est
l’unique solution de l’équation intégrale

(2) (x) ds (t > 0, x E Rd)
ou encore, de l’ e. d. p.

~ ~t Utg = 039403B1 Utg -03B3 2 (Utg) 1+03B2,
(3) 

Uog = g.

Ici (Tt) est le semigroupe symétrique stable d’indice a E (0,2] sur Rd, de générateur
da:=-(-4)°~2 ; fi E (0,1 ] et ye (0,oo) sont des paramètres fixés.
Ce processus apparait naturellement comme limite, après renormalisation appropriée, de
systèmes de particules se déplaçant dans Rd selon des processus symétriques stables
d’indice a et se reproduisant suivant des lois stables d’indice 1+ fi (cf [DI] pour le cas
fi = 1 et [MRC] quand fi  1 ). Les paramètres a et fi reflètent respectivement la mobilité
et la taille des amas. De plus, la mobilité (resp. la taille des amas) est une fonction
décroissante de a (resp. de Cela explique pourquoi l’extinction en temps infini ou,
au contraire, la persistance du processus de D-W stable sont directement liées au rapport
de la dimension d de l’espace avec le quotient Le théorème 1 explicite ce
comportement en temps infini et le théorème 2 relie ce résultat avec ceux déjà existants
[GW], relatifs au système de particules approximant. (Voir aussi [Dy] pour la structure
des états d’équilibre de certains processus de D-W.)

1. Résultats.

Le cas où la mesure initiale Xo est proportionnelle à la mesure de Lebesgue À est
particulièrement intéressant puisque c’est le seul où l’intensité de X~ , i.e. EXt , estconservée et égale à Xo pour tout temps t positif. Nous nous restreindrons donc au cas
Xo = À. Comme (À, Ttg) = ~~,, g) et que la solution de (2) est positive, il est clair, à la
vue de (1) et (2), que la fonctionnelle de Laplace de X~ est croissante en t et donc que Xt
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converge en loi, quand t tend vers l’infini, vers une mesure aléatoire X~. Une question
naturelle est alors de savoir si l’intensité de Xt est encore préservée en temps infini, i.e.
si EX~ _ ~,. Le théorème suivant y répond.
Théorème 1. (Xt) est persistant (Le. EX~ = 03BB) si et seulement si d > Quand
d  a/fi, (XJ s’éteint, i.e. pour tout compact K, Xt(K) tend vers 0 en probabilité. ,

Dans le cas 03B2 = 1 (le branchement est de variance finie) ce résultat a été obtenu par
Dawson [Da]. Dans le cas a = 2, ~i _ 1 l’extinction de (Xt) quand d  2/fi a été
démontrée par Dawson, Fleischmann, Foley et Peletier [DFFP], Proposition 2.3, par
une méthode analytique.

Nous démontrerons le théorème 1 en utilisant le système de particules, et le processus
(Xt ) associé à valeurs mesures discrètes, suivants: chaque particule, de masse unité,
évolue selon un mouvement symétrique stable d’indice a dans Rd pendant un temps de
vie distribué exponentiellement de paramètre y. Quand elle meurt, chaque particule donne
naissance sur le lieu de sa mort à N nouvelles particules, chacune d’elles suivant alors

indépendamment des autres la dynamique décrite ci-dessus; la loi de la variable aléatoire
N est dans le domaine d’attraction de la loi stable d’indice 1+~3 ; en particulier, nous

prendrons une loi de fonction génératrice s -~ EsN = s + 2 (1-s)t+~. Xl est alors la
mesure de comptage sur Rd associée à ce système de particules au temps t avec comme
condition initiale, Xâ, le processus de Poisson ponctuel d’intensité ~,.
Explicitons maintenant la renormalisation appropriée de X / qui converge vers Xt.

Soit (X~) ~,~ le processus défini comme (X~ ) mais avec les modifications suivantes:
- chaque particule a pour masse 1/n,
- le temps de vie moyen est 
- le champ initial de particules forme un processus de Poisson d’intensité n~,.

Alors, d’après [MRC], théorème 1.3, X~ converge en loi vers Xt pour tout t fixé. De

plus, d’après [GW], pour tout n fixé, X~ converge quand le temps devient infini vers

une certaine mesure aléatoire X~. Le théorème suivant relie ces différents résultats avec

le théorème 1.

Théorème 2. La limite en temps et la renormalisation du processus de branchement

spatial défini ci-dessus peuvent s’intervertir, i.e. le diagramme suivant est commutatif:

Xnt ~ Xn~

~ 

, Xt X~
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2. Démonstrations.

Nous calculons tout d’abord la fonctionnelle génératrice de Xt .
Lemme 1. Pour toute fonction g : Rd -~ (0,1] ] régulière on a:

(4) log g~)] = 

Preuve. D’après [DI] par exemple,
(5) E[exp« Xç ~ log g»] = exp(-~~~ 

où V~g est solution de l’ e.d.p.

(6) ~ ~tVtg = 039403B1Vtg + 03B3 2(1-Vtg)1+03B2,
Vog = g.

En comparant (3) et (6) on en déduit, par l’unicité des solutions, que
(7) = 

d’où le résultat.1

En combinant (4) et ( 1 ), on obtient

(8) E[exp(-( g»] = 

c’est à dire que X; a même loi qu’un processus de Cox ou processus de Poisson
doublement stochastique, dirigé par Xt (cf. [K] p. 16).
Grâce à cette observation, nous voyons que l’existence d’une limite en temps pour Xt
entraîne la convergence pour t infini de X; vers une mesure aléatoire X1. Cette dernière
convergence pourrait aussi se déduire de la monotonie en.temps de la fonctionnelle

génératrice (4). Avec la terminologie de [LMW], X~ est donc un état d’équilibre de type
Poisson, d’intensité ~,. On obtient, par passage à la limite dans (8):

(9) E[exp(-~ xi, g»] = 
i.e. X1 est un processus de Cox dirigé par X~,. En particulier,

(10) EX: = EX~ .
Le théorème 1 découle alors directement de l’égalité ( 10) et de la

Proposition 1 ([GW] théorème 2.2) EX1~ = 03BB si et seulement si d > quand
d  X1 = mesure nulle p.s.
Pour prouver le théorème 2 nous devons analyser plus finement la dépendance du
cumulant de X~ en fonction de n. Soit Ulg la solution de (3); alors, comme au lemme 1,

(11) E[exp(-~ Xr, h))] = exp(-~~,, n U~ ~y (1-é ~’)~) .
Mais un calcul direct montre, par l’unicité des solutions, que Ulg a la propriété
d’invariance suivante

( 12) = 
.

On obtient alors
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(13) E[exp(-~ Xr, h»] = Ui (n(1-é ~n))~) ~
ce qui donne, en utilisant (1), la relation fondamentale

(14) E[exp(-~ Xi, h»] = n(1-é ~n)~)] .
Une fois de plus on utilise la monotonie en t, à n fixé, de la fonctionnelle de Laplace de

X~ , pour en déduire l’existence d’une limite en temps, X~. Faisons tendre t vers l’infini
dans (14). On obtient

(15) E[exp(-~ X~, h))] = n(I-e ~")))] .
On peut alors prouver le

Lemme 2. Pour toute fonction h : Rd -~ [0,1) régulière et à support compact

(16) X~, h»] ~ E[exp(-~ X~, h»] .

Démonstration. Puisque les fonctions sont dominées par la fonction h et

tendent ponctuellement vers h, on peut appliquer le théorème de convergence dominée

pour toute mesure p de Radon sur Rd:

~P~ ~ ~P~ h) .

Cette dernière convergence entraine (16), encore par convergence dominée:
Ce dernier lemme conclut la démonstration du théorème 2.

3. Commentaires.

3.1. Quand a=2, i.e. le déplacement spatial lié à (XJ est un mouvement brownien, on

peut utiliser les résultats purement analytiques de Gmira, Véron [GV], Escobedo et
Kavian [EK] sur le comportement asymptotique de la solution de l’ e.d.p. (3), dite

"équation non linéaire de la chaleur", pour démontrer le théorème 1. De plus il ressort
d’une communication orale avec les auteurs des articles ci-dessus que leur methode

permettrait vraisemblablement de traiter également le cas a  2.

3.1.a: Dimension surcritique: d > 2/03B2
Des résultats de la section 3 de [GV] on déduit le fait suivant:

V ge Ll(Rd), g ~ 0 et g strictement positif sur un voisinage de 0,

~ ~~,~ U~g~ _ ~~,, g) - dx ds > 0 .

Ceci entraine la convergence en loi de Xt vers une limite non triviale X~.

3.1.b: Dimension critique: 
Toujours dans [GV], corollaire 4.1, on lit:

‘d ge lim 03BB, Utg> = 0 .

Ce résultat provient des propriétés d’invariance du cumulant et entraine l’extinction de 
X

en temps infini. 
’

3.1.c: Dimension souscritique: d  2I~i
Dans [EK] théorème 1.12, on trouve le résultat suivant qui permet de comparer la

vitesse de convergence vers 0 de U~g, solution de (3) avec condition initiale g, avec celle
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de Wt, solution auto-similaire de (3) définie uniquement pour t > 0 : :

Proposition 2. Pour toute fonction g telle que il existe kl, k2 > 0, V xE Rd

g(x)  k1e-k2|x|2
on a 0

1~~ x~R

où Wt(x) = t-1/03B2f(x/t) et f est solution de -0394f- x.~f 2 + 03B3 2 f = l 03B2 f.

Iscoe, [1] lemme A.9, en tire la conséquence suivante:

Proposition 3. Pour toute fonction g satisfaisant g(x)  kle k2~"~2, xE Rd; kl, k2 >0,
lim U tg) = ~~~ ~

où f est introduite dans la proposition 2.

Ce dernier résultat donne donc la vitesse d’extinction du processus Xt quand la di-
mension de l’espace est,souscritique.

3.2. Nous donnons ici un résumé d’une autre preuve du théorème 2, plus probabiliste
et qui n’emploie pas les processus de Cox, basée sur les idées suivantes: les trajectoires 

’

du processus Xn peuvent se représenter dans un espace d’arbres ainsi que sa mesure de
Palm. La convergence des processus Xn se lit alors sur les mesures de Palm. Voir [W]
pour les détails.

Soit CK l’ensemble des fonctions continues de Rd dans à support compact. Pour

toute mesure aléatoire ~ infiniment divisible d’intensité la mesure de Radon p, et toute

fonction fe CK telle que > 0, soit f la 
" 

mesure canonique de Palm randomisée

par f " (voir la définition dans [K], , section 10.3). On a le résultat fondamental suivant:

Lemme 3 ([K], théorème 10.4 et lemme 10.8)
Soit ~, ~1, ~2 ... des mesures aléatoires infiniment divisibles ayant pour intensité des
mesures de Radon. Alors deux des assertions suivantes entraînent la troisième:

1) ~k -~ ~ en loi

2) -~ E(~,f~ pour tout f E CK .

3) ~~k)f ~ ~f en loi pour toute f e CK telle que > 0.

Pour démontrer le théorème 2, il suffit de se restreindre au cas d > puisque le cas
d ~ a/fi découle du théorème 1 et de la proposition 1. . Ces résultats entraînent aussi que,
dans le cas d > a/fi, les intensités des mesures X~ non seulement convergent mais sont
invariantes: E X~ = E X~ _ À. Donc, grâce au lemme 3, le théorème 2 sera une
conséquence de:

(17) (X~)f converge en loi, quand vers ,

pour tout f e CK telle que (À,f) > 0.
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Soit donc f fixée telle que (~,f) > 0, et notons pour simplifier, Yt au lieu de et Y~

au lieu de n = 1,2,...) . On a le diagramme suivant, conséquence des

résultats de [MRC] et [GW], et du lemme 3 :

Ynt Yn~

(18) 

Yi -~~ Y~

dans lequel reste à démontrer la dernière convergence.
On a la représentation explicite suivante de Y~ en termes d’arbre généalogique, donnée
dans [GW], théorème 2.3 :

Tronc: trajectoire d’un pro-

cessus symétrique stable (a)

partant d’un point x randomisée

par f(x) ~,(dx) ! ~~,~,

~2 ~ ~3 ~ ~ ~ ~ points d’un

processus de Poisson (nP y).
Ni : nombre aléatoire de par-
ticules (additionnelles) produites
au temps ~~ , de fonction géné-

=1 _ ( 1 _s)~ . °

Y~ est distribué comme la

population de particules au

temps 0, chaque particule ayant
pour masse 1/n.

En utilisant cette représentation de Y~ on peut montrer que Y~ croit vers Y~ quand t tend
vers l’infini, et ce uniformément en n:

V B borné ~ Rd V ~>0 ~ t>0 V n =1,2,... : : P[Yn~(B) - Yç (B) > e]  e.

Cette estimation, démontrée dans le lemme 5 de [W], entraine alors immédiatement la

commutativité du diagramme (18).

Nous remercions Don Dawson pour nous avoir souligné l’importance de l’interprétation
des formules (8) et (9) en termes de processus de Cox.
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