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INTERPRETATION D’UN CALCUL DE H. TANAKA EN THEORIE

GENERALE DES PROCESSUS.

J. AZEMA et M. YOR(*)

1. H. Tanaka [9] prouve l’existence d’une loi asymptotique pour une solution (en loi)

de l’équation :

(1) dXt = dBt - 1 2W’(Xt)dt, Xo = 0

où , si x ~ 0 ; = , si x ~ 0,

S et S désignant deux mouvements browniens réels indépendants, issus de 0, et in-

dépendants de B, autre mouvement brownien réel.

Nous ne discuterons pas ici de l’interprétation à donner à l’équation (1) ; ;
cette Note est uniquement consacrée à l’étude de la loi asymptotique p obtenue

par Tanaka. Cette loi est caractérisée comme suit : :

Théorème (H. Tanaka [ 9] ) : t 1 ) 1 ( Xt converge en lorsque t + ~, vers

une probabilité p symétrique ôun IR, caractérisée pan :

poun toute fonction f : IR+ + borélienne,

(2) 1 f 6(x) dulx) - E[1 l03C3+ 03C30 dlx f(x)]
où o = 0 : |03B2(x)| = 1}, (A x 1 0) I temps local en 0 de 03B2, et 

et  sont les quantités analogues associées à s.

2 ) ) Pe de Laplace de u |IR+ 
eôt

donnée pM : :

1 3 1 C~ ’ ~ dV 1 X > > J 0 I 1 +~ ) (~ + ~2 ~ ( ~2 ~ I )

2. L’objet de ce paragraphe est :

(i) de donner une autre interprétation du membre de droite de (2),

puis : 
’

(ii) d’en déduire une démonstration de l’identité des membres de droite de (2) et

( 3 ) , pour f (x) = e ~‘x. .

Nous notons désormais a = a(a) _ 1.

(*) UNIVERSITE PARIS Laboratoire de Probabilités - 4 Place Jussieu - Tour 56

3ème Etage - 15252 PARIS CEPEX 05
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Le membre de droite de (3) s’écrit alors :

~1 du u2(u+a) = 1 a2
~1/a

du u2(u+1) = 1 a2
a0

x dx x+1 = 1 a2 (a - log(1+a)).
Il s’agira donc de montrer :

(3’) > de e-03BBX)] = 1 a2 (a - 

(2.a) Le lemme suivant explicite la loi conjointe de l et
o

L = : s (x) =0}, qui, comme nous le verrons, joue un rôle central dans
la suite.

Lemme: : 7) ) pour tous 03BD,03BB ~ 0 :

+ xo)] = k~(v~) ) + 4 ~(~))’~
~ ’ 

W
2 ) En :

=~~~ ; =x]=2"~. .

Démonstration : Ces résultats sont bien connus (voir, par exemple, Pitman-Yor [8],

theorem (4.2)).

1) La première partie du lemme peut être obtenue en appliquant le théorème d’arrêt
au temps o à la martingale :

~(~) où ~(x) = ch(B/2Y + -~ sh(B/2Y !xD.
B/2~

2) D’après D. Williams [11], o-L est indépendant de la tribu, engendrée par p des

événements antérieurs a L, et E[exp - = ~~ -. .

La partie 2) du lemme découle maintenant de la partie 1.

(~.~ Remarquons maintenant que pour tout processus (~)-prévisible borné
~, on a :

(4) > ] = d~ Z].
Cette formule peut être démontrée de multiples façons ; elle découle, par exemple,
du théorème d’arrêt, appliqué en 03C3, à la martingale :

(5) {Zgx ; x ~ 0}, > avec gx 
= sup{y ~ x : p(y) = 0}.

(voir [2] où ces martingales sont construites) ; cette formule peut également



264

être obtenue comme cas particulier de la formule de compensat ion de Maisonneuve

dans l’étude des excursions browniennes.

La proposition suivante nous donne une seconde représentation de la loi u.

: 1 ) ) Pour tout processus ( Fx) prévisible borné Z, et f : IR+ ~ R,

borélienne bornée, on a :

(6) 1 ~[ ( d~,x ~ ) ~ (~, 1 ~ _ ~IQ ) j, où P(Q) - eQ )~ g du ~ (u) 1

ainsi que :

(6’) E[  ) § dlx Zxx > i  *j > J = 

L F  * j 66 cr > 1

2) ) En on a, pour toute fonction g : 1R+ ~ IR+, borélienne:

(3 ) ~ (x) Î d u (x) - ~[ ~ (L) Î H(~, ~. +Q~,)l~ ~ aù N(x) - ex 

Démonstration : 1) En utilisant la propriété de Markov, et le fait que l03C3 est

distribuée exponentiellement, on obtient :

E[03C30dlx Z x f(l03C3)] = E[03C30dlx Zx E[f(l03C3)/Fx]]

= E[03C30dlx Z

x ~0 dt e-t f(lx+t)]
- E[03C30 dlx Zx F(lx)] = > d’après (4).

2) La formule jb’) découle de (6) , , car si Fa est la fonction F associée à

fa(Q) = f(a+Q), on a également : Fa(Q) = 

3) Si f(x) = ~, , on a : F(x) = F:(x). La formule (1) découle donc de (2) et (b’).
x

La formule (3’j découle maintenant aisément de (~).

On a, en effet :

~0 e-03BBx d (x) = E[e-03BBLH(l03C3+~03C3) ] = E[e
-al03C3 H(l 03C3+~03C3)]

= ~0 dt e-ta ~t du ~udy y e-y

= r~ dt dy (y_t) ~
o tY

ce qui implique aisément la formule (3’I.

3. En fait, la formule (6) admet l’extension tout à fait générale suivante, dans

laquelle la propriété de Markov n’intervient pas.
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Soit ( x ; x z 0) une filtration satisfaisant les hypothèses habituel-

les, et L un ( x) temps d’arrêt fini, totalement inaccessible ; on note (~,t)
la projection dua e prévisible de 

Alors, d’après Jeulin ([4], proposition (3,28)), on a :

( 8) 1 + 1 (L ~ t) (f-F) (~L) .
En conséquence , pour tout processus (Zx) x-prévisible, positif, et 
borélienne, on a :

E[(L0 dlx Zx) f(lL)] = E[L0 dlx Zx F(lx)]
et donc :

(6rr) > E~( 0 dQx ~x) = 

On déduit de cette formule, en prenant ~ = 1, et en faisant varier f, la loi de

QL dûe à Azéma [1] : ’

I9) F dt) = e t dt.

La transformation : f -~ F jouant un rôle central dans cet article,montrons comment
elle apparaît dans la démonstration (dûe à Jeulin) de la formule (8) :
si g : lR+ -~ IR+ est une fonction borélienne, bornée, le processus

M~ = d(1 s) - Qs)
est une martingale de variable terminale :

M~ = g(~,L) - g(~L), où g(x) = x 0 g(u)du.
Une autre expression de Mg est : ~~g = 1(L  t) ~(~t)’
On peut donc réécrire l’égalité : ] = ~~~ sous la forme :

’) > E[(g-g)(QL)/ ~ t] 1 = 1 
L ~ t .

Soit f : IR+ -~lR+ une fonction borélienne à support compact. La fonction F qui lui
est associée satisfait . F’ = F-f, et donc : ~ z F-F(0) est solution de .

g-g = f-F(O).
On déduit f inalement ( ~ ) de ( 8 ~ ) .

(3.bJ Soit ( X,x > 0) une filtration satisfaisant les hypothèses habituelles,
et L la fin d’un ensemble (Fx) prévisible tel que pour tout (Fx) temps
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d’arrêt T, P(L = T) - 0. Désignons par (lt) la (Ft) projection duale prévisi-
ble de la mesure aléatoire et par 0) la plus petite filtration

qui contienne et fasse de L un temps d’arrêt. Alors, Lest un ( x)
temps d’arrêt totalement inaccessible, et la ( x) projection duale prévisible
de est (Qt) .
La formule (6") est donc encore valable, pour tout processus (~x) prévisible,
positif Z.

(3.c~ Notre solution au problème de Skorokhod ([3j) fournit un exemple de la

situation décrite en (3,b~ (voir également Jeulin-Yor [5] pour un cadre plus géné-
ral). Rappelons les notations de [3] :

soit (~t) la filtration naturelle du mouvement brownien réel 0) issu

de 0, et St = sup Bs, u désigne une probabilité sur R, telle que
s_-t 

s

( du(x)  ~ , et Jx du(x) - 0. On appelle ~u(x) le barycentre de la restric-

tion de u à Alors .

> si Tu = ~u(Bt)}, la loi de est u.

Considérons maintenant L = Lu = Tu : Ss = Bs}, et introduisons :

gt 
= Ss = 

D’après la f ormule de balayage,

 gt (St-Bt) - 11 ~s dss (t ’ C)

avec ~ processus prévisible borné, est une martingale, et on obtient, par appli-
cation du théorème d’arrêt :

(11) > )l i = E~ a ~s dSs].
Or, on a : ST  -BT - où 03C6(x) = x - et fiu est l’inverse con-

tinu à gauche de u
La formule (11) peut alors être réécrite sous la forme :

( 12) E[ZL ] - E ( L Zs 
1 03C6(S) 

dSs],

ce qui signifie, avec les notations de (3.b), que :

(13) lt = v(St ^ T ), où v (x) - x0 dy 03C6(y).
On déduit de (13), et du résultat universel (9), la distribution de ST , et fina-

lement, le résultat (10) . .
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D’autre part, la formule (6"j devient ici : pour tout processus prévisible borné Z,

~~~f(S,)]=E[~F~(S,)]
où F ~ (y) = ~(y)e~ dx e’~ f(x).

Le cas particulier de cette étude (x) = (x+1) est intimement lié à l’étu-

de de la distribution asymptotique de ( ~ ) , lorsque le mouvement broMiien réfléchi

R) est remplacé par un mouvement brownien (cf : Kesten [6] ; Tanaka[10]

pour une extension aux processus stables symétriques) . 
’

4. Compléments.
Revenons au cadre Brownien du paragraphe 2.

~.~; Examinons deux variantes de la formule (6) dans laquelle on remplace :
- ou bien, ~ par A ;

- AA rX
- ou bien, Z 

x 
par e , avec A 

x 
= JQ ds s ~).

- Pour la première variante , on obtient, à l’aide de la propriété de Markov :

(14) E[03C30 dlx Zx f(A03C3)] = E[ZL FZ(AL)]
où FA(a) = ~0 P(AL ~ dt) f(a+t).

- Pour la seconde variante , on se propose d’expliciter autant que possible l ’ex-

pression :

03BDA(03BB,f) = E[ 03C30 dlx e 
-03BBAx f0 )] = Efe -03BBAL FO ) .- ~ x ~ J L o J

Considérons o’ = inf(t : B - 1), et L’ = sup(t  o’ : B - 0).
On a alors, par changement de temps :

% o ds 1(Bs>0) u(Bs) > ; 1 2 l03C3’) (d) (L0 ds u(|Bs|),l03C3).
Dans la suite, Q dénote la loi du pont, pendant l’intervalle de temps [0,1] i,
issu de x, et aboutissant en y, du carré du processus de Bessel de dimension d.

D’après le théorème de Ray-Knight, conditionnellement à l, = x, la loi de

(~, ; 0 ~ a ~ 1) > est Or, on a : 

~0=~0~x~
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De plus, > (Q~,-QL, ; 0  a  1) est independant de ce qui entraîne que,
conditionnellement à Q , = x,

. 0

(i) la loi de (laL’ ; a s 1 ) est Qox~0 ;
(ü) la loi de (~,a, -QL, ; 0 s a s 1 ) est Q~ 0 -~ 0 .
On a donc :

E[e -03BBAL/l03C3 = x] = E[exp - 03BBL’0 ds 1(Bs> 0) u(Bs)/l03C3’ = 2x]

= Qo2X~0(e-
03BB10 dx u(x)X) = exp(- 

x a(03BB)).

L’existence de découle de ce que la famille > 0) est additive.

Voir Pitman-Yor ([7], Proposition (s.10)) pour une détermination explicite de â(~)
en fonction de u.

On a donc :

v A (a,f) _ ~ 0 dx e-x(1+a(a)) F(x) - 0 °° dx e-x â(~) ~ x ds e-s f (s)

- ~ ds e s f(s) s dx e x a(~) d’où finalement :o > 
>

v (a,f) - 
1 ~0ds e-s(1 - e-s a(03BB)) f(s).A 

a(a) 0

Remarquons encore que la mesure P(AL E dt) - qui intervient dans la formule (14) -
est caractérisée par :

E e -~,AL _ dx e_x(1+~(~)) _ 
0 

( 4. b ~ La seconde partie de la proposition exprime 
+ 

comme la lo i de L

relativement à la mesure H(Q +1~).p.
6

Il est naturel d’exprimer la loi f(Q ).P comme celle d’un mouvement brownien avec

drift, donné par le théorème de Girsanov.

Remarquons tout d’abord aue, si Pa désigne la loi du mouvement Brownien réfléchi

issu de a, on a : . 

’

l = + (1-a) F(~,) a s 1 ; Ol’.

On en déduit, par application de la propriété de Markov :

= F(~,t) - sur (t  o~).

Ceci est bien en accord avec la formule de balayage [2] puisque : F’ = F-f.
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Relativement à la mesure f(~ )’P, le mouvement Brownien (B ,t  ~) satisfait

donc, d’après le théorème de Girsanov :

Bt = 03B2t - 
t0 

ds sgn(Bs) 
(F-f)(ls) F(ls)-|Bs|(F-f)(ls)

,

où 0) désigne un nouveau mouvement Brownien.
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