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TEMPS LOCAL ET SUPERCHAMP

Y. LE JAN(*)

L’objet de ce travail est de tenter de clarifier les relations qui apparais-
sent entre les temps locaux des processus de Markov symétriques, certains

champs gaussiens markoviens, et les méthodes de supersymétrie. (on pourra

notamment consulter (~] , [SJ , [L] , [CK] .et [MSJ ) .

Je tiens à remercier A.S. Sznitman pour de nombreuses discussions auxquelles

ce travail doit beaucoup.

1° - Formes différentielles sur un espace de Hilbert :

Soit H un espace réel. Notons ~nH la puissance extérieure

de H, complétée pour la nome hilbertienne ainsi définie :

~u 1 
n u 2 ...n °

Notons H la somme algébrique © AnH (non complétée)
0

* 
*

Notons u + u l’isomorphisme entre H et son dual H Nous conviendrons
* *

de poser (u ) _ u.

On étend * à en posant (u1 039B u2 ...n un) * = * n...n u*1 et à *

en posant (u*1 n... n Un) = un A... A u . Notons F le produit tensoriel

algébrique AH ® AH . On a les isomorphismes à image dense

(*) UNIVERSITE PARIS VI - Laboratoire de Probabilités - 4, place Jussieu

Tour 56 - 3ème Etage - 75252 PARIS CEDEX 05
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(où ~~(K) désigne les opérateurs à trace sur K). .

Définissons une forme linéaire T sur en posant :

* *

n u~ ...n ...n v~ ) - 0 n

= det «u. vj>) si m = n

T se prolonge de manière unique en une forme linéaire continue sur

qui est un ’espace de Banach séparable.

En effet, si j (j*) est l’opérateur borné sur AH (H*), tel que

j (a) = (-1)n(n-1)/2 a si a ~ nH(nH*) .

On vérifie que T (a ® b*) - Tr ® j* (b*) ) _ a,b>

Ainsi, pour tout a T(a) - Tr(aoj) (on utilise ici l’isomorphisme (1)).

(a) ~ ~ ~~ a (~ 
~ ~ ~~ J ~~ ~~ °

On peut munir ~ d’une structure d’algèbre de Grassman (cf. [B]) involutive

en posant :

i) a ~ b * A a’ ~ (b’ ) * = (-1 )~ (a. A a’ ) d (b’ A b) 
*

si a’ E nnH et b E n~i.
* * * 

’

ü) (a®b ) - b0a .

En particulier compte tenu de l’identification naturelle a = a Q 1 et
* * * *

b = 1Qb , ona a©b =aAb.
* *

- si uetvEH, ona u ~ v = -v A u.

- la vérification de l’associativité est laissée au lecteur (elle procède
de l’associativité du produit extérieur).

- vérifions l’identité (a A s)* - s* A a dans le cas où a et s
sont de la forme a ® (b) et a’ p (b’) , avec a’ E nnH et b E 

03B1 ~ 03B2 = (a ~ b*) A (a’ ~ (b’ ) *) - (-1)mn a ~ a’ ~ (b’ ~ b) 
*
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s* A a* = (b’ ® (a’ ) *) A (b ® a*) = (-1 )~ (b’ A b) ~ (a A a’ ) * .

Lemme 1 : ~u1,u2,...,un, v1,v2,...,vn ~ H, ~03B6 ~ C

det(03B4ij + 03B6ui,vj> i,j ~ n) = 03C4(1 + 03B6k k! ( ui~vi)~k)

" 

* nk
- T ( 1 + ~ - (~ ui n vi) ) .

k=1 k! 1 
~ 

En effet, d’après les définitions de T et de A, le deuxième terme égale

1 +  03B6k det(ui03B1, vi03B2 >03B1,03B2 ~ k).

La première égalité se trouve ainsi ramenée à un résultat d’algèbre linéaire

élémentaire.

La deuxième s’obtient en remarquant que tous les termes de degrés supérieur
à n de 1’ "exponentielle" sont nuls.

Soient 03C6u et 03C8v deux copies indépendantes du champ gaussien canonique

indexé par H, définies sur un espace de probabilités 

~,v) = E(~,u ~,v) _ u,v>.

Notons A l’ espace de Banach L1_(s~, ~’) . Tout élément de A se représente

comme une classe de fonctions définies sur 03A9 à valeurs dans ‘1 :

, )!~=f 
n 

~~ ~(W~ ~~ ~~(~) . °

Déplus, ~(~(~(W)))~ ~~(~T(~(~))~) ~~~~~(~)~~~)

et donc ~~~~~~.

En dimension finie, si e. est une base orthonormée de H et si à tout
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élément 03C8 = E F e. n...n e. n e* n...n e* à coefficients C°°
I,J n i 1~ ~ ~ ~ ~m

bornés on associe la forme différentielle sur 

 = 
03A3 FI,J(qipj) 

,

E(03C4(03C8)) = e- 03A3(q2i/2+p2i/2) expe+03A3 dqi ~ dpi/03C0) exp(e+03A3 dqi ~ dpi/03C0)
(la série exp s’ar.rête évidemment à l’ordre n).

2° - Superchamp :

Pour tout u E H posons Z (~) - ~ (~ (c~) + i~y (W)) et
u ~ u u

a (w) - (03C9)|2 - u n u . 0 Nous dirons que a est le "superchamp" associé

à H. Pour tout système et 03B6 E , avec Re(03B6) ~ 0,

n 
- ~ ~~Z 

u. 
I2 

n m 
*

notons exp (-~ ~ a ) l’ élément e 
1 

~ m, ( ~ u. AU.) nn’A 1 ui m=0 i i

- F ~)m(Fa )"
0 

~n. u. i

On définit F(03BBu1 ,...,au ) pour F E par transformation de Fourier.
1 un

Lemme 2 : Pour tout polynôme trigonométrique ou fonction de aRn),

R(X~,..., n),

R(03BBu1,...,03BBun) = R(|Zu1|2...|Zun|2)
n

+ F (-1)n F . -~- ... a. 12)
p=1 j1j2... jn 

* *

uj 1 n uj 1 n...n ujp 
n 

ujp
Il suffit d’appliquer les règles de calcul dans l’algèbre de’

Grassmann et les définitions.
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Pour tout c F ~, avec p~

n
- 

exp (-03B6 F au, ) ) - i

- Pour tout v1,...,vm, w1,...,wm, ~ H

1 ... Zv m Z 1 ... Zwm, 03C4(exp (-03B6  03BBui)))
= 03B4mm, oE 

m 

C(v. 1 ,w Q(1) ) , où ] ‘1b>

Démonstration : On se ramène immëdiatement au cas où H est de dimension

finie. En effet, V H’ c: H, avec u . i F H’ pour tout i, on vérifie aisément

que Cj,(a,b) des que a et b E B’. 

nn n

Par ailleurs (-~ ~ ~u. ) ) - TH, (-~ F ~u . ) . Il suff it donc

de prendre H’ de dimension finie, avec E. H’. La proposition

résulte alors d’un calcul élémentaire d’intégrale gaussienne et du lemme 1

pourvu qu’on ait :

+ ~ F det(M) où M = S~ + ~u.,u.>.
*

Or il est clair que le premier déterminant égal det + ~ ~ ui ® ui)

où V est l’espace engendré par les ui. D’autre part, M est la matrice

*

de I + 03B6 03A3ui ® ui dans la base ui.

Corollaire 1 : - IE(03C4(03BBu1(03C9) ~...~ 03BBun (03C9))) = 0

- (c~)) A...A au 

 v,u03C3(1)> u03C3(1),u03C3(2)> 
... u03C3(n),w>.

Plus généralement ...Zv ZW ... 

1 m 1 m’ 1 n
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~ ’-’ .~j~j~.j~ ~’~~~ ~0153’~2)-.~(j~(i~
~~

~~2’~(j~1)~"~j~j~~(2)~-" ° ~n~(j~j~...~_~1)~"~(n)~T(n)~ °

On obtient ce résultat en remplaçant u. par a. > 0 et donc

X 

~i 
par a. X , 

, puis en exprimant la dérivée n~"~. .

~n ~03B11...~03B1mdes deux membres des identités de la proposition en (a.,...,a n)=(0...0)

(Notons que pour jjajj assez petit, , C(a ,b) s’exprime par la série

a,b> + Z (-1)~ Z ~a_ ...a, . a,u_ . > u,~, . >...u. . ,b>)
m=1 "1 ~m ~1 ~1 ~2 ~m

* * * IY

bis : - IE(03C4(v1  v2... vm  w , ...A w2 A w. exp (-03B6  03BBui))
’ ~ ~ 

m 
"" ~ ~’-’.M’- °

Démonstration : Le cas m ~ m’ est évident. Si m = m’, , choisissons H’ de

dimension finie, , contenant les vecteurs u.,v.,w..
D’après les résultats précédents (démonstration de la proposition 1) et un
calcul d’ intégrale gaussienne élémentaire :

~03B11,...03B1n > 0, Oj 
, vj  w*j - 03B6 r 03BBui)

= det(I +  03B1j vj ~ w*j + 03B6 03A3ui ~ u*i) det(I + 03B6  ui ~ u*i)

= det(I + 3: aj LVj 0 (Wj)* où L = (I + 03B6  u. 0 u*)’B
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En écrivant la matrice de cette transformation dans la base L~. , on
J

*

obtient : (+Faj vj A wj Fau,)) - det(03B4ij 
+ C(vi,wj)). .

On obtient le résultat cherché en prenant la dérivée 
aa1...aan

des deux membres en (0,0,...,0).

On obtient de la même façon un : :

Corollaire I bis :

E(r(v A * A ~ (~)...A ~ (.)) = Z Y~(1)~ ~o(1)~(2)~"~a(n)~03BBui (03C9)... 03BBun (ca)) - 03A3 v,u03C3(1)> u03C3(1)u03C3(2)>...u03C3(n),w>

* *

IE(03C4(v1 ... vm  wn ... w1  03BBu1 ... 03BBun)) =

03B4m’m  ~(03C4) v1,u03C3(1),u03C3(2)>...u03C3(j1),w03C4(1)>
"

3° - Le temps local jusqu’en ~

Considérons, à titre d’exemple, le cas où H est l’espace de

Dirichlet du mouvement brownien sur R, tué à un temps exponentiel de

paramètre a > 0, noté ç.

e(f) - ~ f(f’(x))2 dx + a Jf2(x)dx = e(f) définit le carré de la

La fonction de Green associée est g(x,y) = 1 03B1 e- 03B1 |x-y|
.

C’est une fonction de covariance et H est l’espace auto-reproduisant

associé : Notons k x la fonction y + g(x,y) qui appartient bien sûr à H.

Notons Zk - Zx 03BBkx = 03BBx.
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ZX est alors un processus d’0rnstein Uhlenbeck complexe.

Notons IPa,b la loi du processus issu de a associé au semi-groupe

kb(y)de noyau Pt (x,y), , où Pt(x,y) est le noyau du semi-

groupe du processus initial :

- at 1 - (x-y) 2 ~2t
e 201420142014 e .

203C0t

Ce processus se trouve être identique au mouvement brownien issu de a,

tué à un temps exponentiel de paramètre a et "conditionné à mourir en b".

Posons a,b = g(a,b) JE ,. Pour le processus ainsi construit, notons

lim - 1 03B60 x[x,x+~[(x0(03C9))ds 
le temps local de x 

On a g(a,b) = Ea(Lb).

Le deuxième exemple est fourni par l’espace de Dirichlet étendu (cf. [F])
associé au mouvement brownien sur ]R+ tué au temps d’atteinte de 0. H est

la canplétion de l’espace pour la norme = 
~

La fonction de Green associée est g(x,y) = 2 x A y.

H est l’espace auto-reproduisant associé. Z est alors un mouvement

brownien (multiplié par un facteur 
’

on peut reprendre la construction précédente pour Qt Notons

toutefois que le "h processus" de loi n’est pas obtenu par condi-

tionnement du point de mort du processus initial (ce dernier meurt toujours
en 0). 

’

Plus généralement, on peut considérer le cas où H est l’espace
auto-reprodursant associé à la fonction de Green d’un processus de Markov
transient m~~symétrique défini sur un espace l.c.d. E dont les points sont

d’énergie finie. H est aussi l’espace Dirichlet étendu associé (cf. [F]).

Nous nous plaçerons dorénavant dans cette situation générale.
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Proposition 2 : dx~,..., n E E et pour tout polynôme, polynôme trigono-

métrique au fonction de R(X1, ... ,Xn),

a,b(R(LX1,...,LXn)) = IE(ZaZb 03C4(R(03BBX1 ,...,03BBXn))).
Plus généralement, CE, IE(Za1 Z al ...Z am Z am 1 ...ax n )))

= E jR( F X (03C9j),...,03A3 L (03C9j) IP 
b (dw 1 ) ... H’ b 

Démonstration : Il suffit d’appliquer la proposition 1 et le corollaire 1.

Par exemple, L ) = lim a,b(03B60 03B4~x1 (Xs) 03B6s 03B4~(Xu)du ds)

= gCx2,b) + gCxl,x2) g(x,b).

Corollaire 2 : Pour tout polynôme, polynôme trigonométrique, ou fonction

de 

...L ) xn =1E(Z 
a - Zb [R(|.Z x1 |2,...,|Zxn |2)

+ ~ ~Xj1...~ ~Xjp R(|Zx1|2 ,...,|Zxn|2)(-1)n

det(g(xj ,x. ) 03B1,03B2 ~ p)]) .

Il suffit d’appliquer la proposition précédente et le lemme 2,puis d’expliciter

T.

Remarques :

1) Le corollaire 2 permet de calculer la densité de la loi de

... , L 
x n 

par intégration par partie, t à partir de la loi des ~ Z . ~ xi 2 .
2) On obtient de même une proposition 2 bis à partir de la proposition
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1 bis et du corollaire 1 bis. En particulier

* m 

03BBx1 ... n ax ) _ n Lx2 ... L ’ ) .
On en déduit un corollaire 2 bis :

lE 
x 1 

,L 
x 2 ... Lx n ) - i 

( 2)
n

- ~ Cg(a,b) g(x. x.) - g(a,x.) g(x~,b)) 
a ~Z,...~Z (2) +...)

i=1

4° - Le temps local jusqu’à un temps fixe :

Prenons pour simplifier le cas où E = ~x~ ...xn } est fini et où m

est la mesure de comptage sur E.

Pour tout ~ E F E ~ (~?n ) , a , b E E, on a :

,v *

F(Lx)) = A kb ~(a) F(ax)))

où X = (L 
x 1 ...L ~ ,ç = F L 

xi 
, À ~ , ~x = 

( ax 1 ... ) .

Par ailleurs, 0 du}).

Or a,b(03B6 ~ du) = - d a,b(03B6 ~ u) = -g(a,b) dQu 1 (a)

= - (a) - -d Ps (a,b) - Pu (atb)duU 
u 

S U ’

b) du.

Plus généralement :
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avec Lux = = l...n) et u0
Il suffit de considérer le cas où F(L) = e 

1 
avec 0,

et d’ identifier les ternes du développement en série des deux membres, qui

se trouvent être égaux à (Pû est le semi-groupe de générateur

A-V si A est le générateur de P) .

Le premier terme donne dans les deux membres ; le deuxième

- a,b(u0 V(Xt) 
Xt,b(03B6 + t ~ du) ) dans le premier membre, et

V(Xt)dt dans le deuxième membre.

. 

Ces deux expressions sont égales à F j u etc...

yEE 0 
u

On en déduit l’identité fondamentale suivante :

IEa(F(Ltx)|Xt = b) Pt(a,b) = lim IE(03C4(ka  k*b F(03BBx)03B4~(03BB))

où ôE est une approximation de l’unité dans OR *).

Ces formules s’étendent sans difficulté au cas général envisagé dans le

paragraphe précédent, pourvu que la mesure de dualité m soit d’énergie

finie

q = j kx A kx * m(dx) définit bien un opérateur à trace positif et 

’

~q~ 1(H) = 
g(x,x) m(dx).

Il en est de même des puissances qn associées aux opérateurs j o 

(où désigne le produit tensoriel des opérateurs). . De plus,
m

~qn~ I 
(H) I  1(H) ~ ~q ~n 1 (H) 

. On peut donc définir



187

J~ _ ~ 2 m(dx) - q E 11 et montrer que les expressions considérées ont

bien un sens dans ~1 .

Une formule de ce type est donnée dans [L]. Il en procède une dérivation

formelle d’asymptotique du type "grandes déviations" pour des fonctionnelles

du temps local. Ces résultats nous paraissent encore difficiles à établir

rigoureusement. On va par contre en déduire un calcul de la loi de Lt dans
x

un cas particulièrement simple.

Notons tout d’abord que dans le cas où l’on considère un processus récurrent

symétrique, les résultats précédents s’appliquent au processus tué à un temps

exponentiel de paramètre a > 0 (dont la loi est notée On obtient:

P (a ,b) IEa(F(Ltxi| X - b) = (03B1)a,b (F(Lx)|03B6 = u) P (a,b)

- eat ô£ (J1 (a) )F(a (a) ) )
E ~.0 

a ~~b x

où a(°‘), , T(a) désigne le super champ la trace etc... associés au noyau

potentiel g°‘(a,b) du processus tué.

A titre d’exemple, nous allons calculer la loi de Lt dans le cas du processusx

déf ini sur E = {0,1 } de générateur Af (x) - f (y) - f(x).

On a ga(0,0) - = ga(1,1) - = a a+1 a+2 ~ 
= ga(1,0) = a 1 a+2

P t C0~1) _ ~ 1 (1 _ e_Zt) ~P t (0~0) _ P t (1 ~1) _ 1 (1 + e_2t) .

Le champ gaussien complexe associé à g a pour loi

Ca) _ 1 -1 -~Z -Z ~Z - - ~2 + ~Z (2)g, = 

2n (a (a+2) ) e 
o 1 0 1 

d . 1

On a, E (F(Lt) 1 ) - eat (k(a) n k* (a) F(a (a), + ~ Ca) )) ), 
0 0 {Xt=1 } e~~ 

T 
0 1 o t o 1

pour F F. ~ OR)
- eat lim g (0,1) (2) + 

£~O 
a o t o 1
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d’après le corollaire 2 bis

- 
i 

J F(|Z o I2) 03B4~t(|Zo (2 + IZ, 1 IZ) e 
o 
-Z 

i o |2+|Z 1 i2-t)

d03C6o d03C61 d03C8o d03C81.

Posons Z - pee Z - (u + iv)ei03B8. L’expression précédente s’écrit alors:

4 203C0 lim J F(p ) 2 dt(p E 2+ u 2+ v 2 )e - (p-u) 2-v2-a (u2+p 2+v2-t) 1 du dv¿n P t P {>o}PUP U V

_ n 1 e_( (t_u2_v2)_u)2_v2 F(t-u2 -v ) 2 du dv C ) 1

Posons u = ~â cos e v = ~a sin e

- e 
- t 1 203C0 0 t 203C00 e cos03B8 

F(t-a)da de

- e-t t0 Io (2a t-a) F(t-a)da

- e-t 0 t F(a)da noté dans la suite It(F).

Vérification: La transformée de Laplace en t de la densité s’écrit

e- (p+1 ) a (n+1 ) -1 ea /p+1. ~ double transformée de Laplace en (t,a) s’écrit

donc 1 p2+2p+(p+1)q
. Elle coïncide bien avec la valeur en 0 de la solution

de (-A + p + = 

~1, soit Eo(~0 e 
p t e 

aLt 
e1(Xt)dt).

De la même façon, Eo (F(Lt) 1 ) - lim e°‘t IE(°‘) (T (k nk*)F(a ) sE (a +a ) ) )o o (Xt-0) E~0 
0 0 o t o 1

= e t(lim g03B1(0,0) IE(03B1)(F(|Zo|2)03B4~t(|Zo|2 + |Z1|2))
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- 

d’après le corollaire 2 bis.

= (1 + 03B1)It(F) + e03B1t (203B1 + 03B12 d dt E(F(|Zo|2) 03B4~t(|Zo|2 + |Z1|2))

= (1 + 03B1) It(F) + e03B1td dt (e-03B1t It(F)) = It(F) + d dt It(F)

= f 1 F(a)da

= F(t) + f -~2014 v?) F(a)da.
~0 B/FIa" °

On est satisfait de constater que = t) = e 
-t 

!
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