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SUR LES FERMES ALEATOIRES

J. AZEMA

§1. INTRODUCTION.

Le but primitif de ce travail était de montrer que la 1oi d'un fermé aléatoire
(de mesure de Lebesgue nulle) est déterminée par la donnée d'un noyau optionnel
o-fini. On n'y trouvera pas ce résultat, probablement faux d'ailleurs, en 1'absence
d'hypothéses supplémentaires. Cela explique pourtant que 1'on ait cherché & expri-
mer les caractéristiques du fermé a 1'aide de son "noyau de Lévy" défini au §3.

Le deuxiéme chapitre décrit le cadre général du travail ; i1 est effroyablement
bavard. Mais la pauvreté de la filtration construite ici m'a conduit a penser et a
dire tellement d'dneriesque j'ai préféré tout écrire. Le lecteur branché est invité
a passer directement au chapitre 5. Le §3 est en effet consacré a des rappels sur
les processus ponctuels filtrés, et les deux exemples du chapitre 4 sont bien
connus. (On pourra cependant retenir qu'un ensemble régénératif est caractérisé

par le fait qu'il ne porte qu'une fonctionnelle additive). Au 85, on étudie les
propriétés des extrémités gauches et droites des intervalles contigus au fermé,
suivant les hypotheses faites sur le noyau de Lévy ; les techniques employées s'ins-
pirent de Maisonneuve - Meyer [11] pour ce qui est de la gauche, et de Jacod [8]
pour la droite.

Les choses véritablement sérieusescommencent au chapitre 6, ol 1'on découvre une
sous-martingale simple admettant pour processus croissant le temps Tocal. On appli-
que & des ensembles aléatoires généraux des méthodes de balayage issues de la
théorie des processus de Markov. J'espére, sans trop y croire, que les maniaques
du calcul stochastique ne trouveront pas trop rapidement une autre démonstration.
Ce résultat sera exploité au dernier chapitre pour construire le temps local du
fermé a 1'aide de son noyau de Lévy. Les chapitres 7 et 8 donnent un apercu de ce
que peut apporter la théorie des martingales a 1'étude de cette filtration appa-
remment triviale. L'étude du deuxieme processus ponctuel nous fait entrer dans la
théorie de Jacod [§]. La tentation devient grande de définir un fermé aléatoire
par un "probléme des martingales". Nous y succomberons probablement 1’année pro-
chaine, dans la prochaine livraison du séminaire, ol seront notamment généralisés
les théoremes de représentation déja connus dans le cas discret [4], [51, [6], (8]
et régénératif [13].
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§2, DEFINITIONS ET NOTATIONS,

1) PREMIERES DEFINITIONS.

-+ @ sera 1'ensemble des fermés de R, de mesure de Lebesgue nulle.

« H e sous ensemble de R+ x @ (i.e. le fermé aléatoire) défini par
1'équivalence (t,w)€H e t€ w.

- On posera g,(w) = sup{s ; s<t, s€u}, g;(w) sup{s ; s<t, s€w}

dt(‘”) = inf{s ; s>t, s€uw}, d,;(m) inf{s ; s>t, scw}

On conviendra, comme d'habitude, que inf @ = + «. Pour définir sup o,
nous introduisons un deuxieéme zéro, noté 0 , vérifiant

00<0, t+0 =t-0"=t, Vvt>0...,et 1'n posera
sup @ = 0. Les processus (gt) et (dt) sont croissants ; (gt) est
continu a gauche, (dt) est continu a droite. Comme le suggérent les
notations, (g;) est effectivement le régularisé a droite de (gt),
(d;) le régularisé a gauche de (d,) ; (cela résulte du fait que w

est fermé).

« I1 est facile de montrer les relations

(1) H=(t,w) €R, x 05 g{lu) = t} = {(t,w) €R, x0 ;d;() = t}

[}

]

(2) gs(m) <te S<dt(m) = wn Jt,s[

g;(w) <te S<d;(m) < wn[t,s] =

i
&

2) LA FILTRATION NATURELLE D'UN FERME ALEATOIRE.

- Nous introduirons une famille d'opérateurs de meurtre (kt)t>-0

quant © dans 9, ainsi qu'une famille d'opérateurs d'arrét notée
Par définition

appli-

(ag)t 5o
(3) ki(w) = wn(0,tL, a;(w) = en[0,t]
- On notera les égalités faciles

+ +
(4) kgoky = kg g 3 ag0ap =ag 5 gooky =gg 45 ggody = gg 4



(5)

(6)

(7)
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. Nous définirons alors de la maniére suivante la filtration naturelle

(Eg) : on appellera Ez la o-algébre engendrée par les variables

. 0 =-1/0 .
aléatoires (g,) ; on posera ensuite F. = n k '(E’), ce qui dé-
t't>0 =t ust Y ©

finit une filtration continue a droite. On notera immédiatement les pro-
priétés suivantes :

Une variable aléatoire z est Ez-mesurable si et seulement si
Zo ku =2z, Vu>t.

Les variables aléatoires 94 (teﬁg) sont Ez-mesurables. Le processus
. . + .
(gt)t>-0 est donc prévisible, et le processus (gt)t>-0 optionnel. I1

résulte alors immédiatement de (1) que H est optionnel.

On pourra enfin noter que k0 est une application constante :

ko(w) =® vuw, tandis que 1'application a  prend les deux valeurs {0}

et . La tribu k;1(§2 ) est donc triviale, a;1(§:) comporte deux ato-

mes ; la tribu fg quant a elle, est plus compliquée, puisqu'elle con-

tient 1'information sur le comportement du fermé immédiatement aprés O.

3) GENERATION DE LA TRIBU PREVISIBLE.

(8)

(9)

DEFINITIONS: On notera Jg (resp. 7t ) 1'image réciproque de la
o-algébre ﬁ(ﬂﬁ) ® g par l'application (t,w) >(t,k (w))

(resp. (t,w) > (t,at(w))) deR, x Q dans lui-méme.

On commetra 1'abus de notation usuel consistant & appeler également
et aq; la famille des processus X et #-mesurab]es bornés. Si un

processus (Zt) est dans K , ZO est une variable aléatoire cons-
tante.

bornés (8, ) tels que 5  soit constante.

2) J‘t contient K, et est contenu dans la famille des
processus optionnels bornés.




(10)

(11)

(12)
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Démonstration : 1) Soit (Zt) un processus de J¢ ; nous avons & mon-
trer qu'il est prévisible ; des arguments successifs de classe monotone
permettent de se limiter au cas ol 2, = #(t)go kys puis au cas ol

Z, = ¢(t)gtoo ky = ¢(t)gtoAt : 11 est alors clair que (Z.) est pré-
visible.

Inversement, si (Zt) est un processus prévisible élémentaire :

() =15, (1) 14(0),  (u<veR,, AeE),

on vérifie imnmédiatement que Zt(kt(w)) = Zt(w), ce qui montre que
(2,) e K.
Passons & 1a deuxieme partie ; si (Z,) est dans H , i1 vérifie

Zt[kt(m)] = Zt(w) ; on a donc

Zt[at(m)] = Zt[kt(at(w))] = Zt[kt(w))] = Zt(w),
ce qui prouve que (2,) € 7.
D'autre part, si (Zt) est de la forme ¢(t)Bo a;, et si g est la va-

riable aléatoire 9: » on peut écrire Z, = ¢(t)gz y d'aprés (4), ce
() o’
qui prouve que (Zt) est optionnel.

Dans la suite, les processus de la forme Zg , qui sont constants sur les
t

intervalles contigus a H, joueront un rdle particulier ; i1 nous sera
utile de pouvoir reconstituer la tribu prévisible a 1'aide de processus
de cette forme et de fonctions déterministes. Mais auparavant, il nous
faut définir convenablement les processus (th) (rappelons que 9%

peut prendre la valeur artificielle 07).

CONVENTIONS A L'ORIGINE

On posera, par définition k _=a_=k..
0 0

On remarquera qu'avec cette convention kt = ag , Vt > 0.
t

De plus, kt(“) = kg (w), Vvt>0 siet seulement si w est parfait.
t



(13)
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Enfin, si (Zt) € J& on conviendra que Z _ est la constante Zo(o)
0o

(on remarquera que Z _ =2 si (2) eX).
0

Le processus (Zg ) est alors complétement défini, tout au moins

t
quand (Z,) € A.

On peut alors énoncer

t>0

PROPOSITION : X est engendrée par la classe E (stable pour la multi-

plication) des processus (Zt) powvant s'éerire

Zt = ¢(t-gt)Yg » OU (Yt) est un élément de ;ﬁf et ¢ une fonction
t
borélienne bornée.

Démonstration : Montrons tout d'abord que Z?cz.kg, et, pour cela, don-
nons nous un élément (Zt) de € s'écrivant ¢(t-gt)Yg . 11 est
t

clair que ZO est une constante d'aprés les conventions (12). Il nous

suffit donc de montrer, d'aprés la proposition (g) que (Zt) est pré-
visible. I1 existe une fonction mesurable o telle que

Yi(w) = a(t,a (), ce qui entraine Ygt(w) = algy ki (w)) 5 on a donc
Z, = ¢(t-gt) a(gt,kt), et (Zt) est prévisible d'apres (g).

Montrons maintenant que e engendre K H 2? contient la famille
des processus ¢(t-gt) a(gt,agt) = ¢(t-gt) a(gt,kt) ; en particulier,

pour tout p >0 et toute variable aléatoire gg-mesurab]e g les

-p(t-g,) -pg,

processus e e t

B ok = e so ky sont dans .

argument de classe monotone prouve alors que (& engendre .ﬁc .

CAS DES FERMES PARFAITS. Quand on a a étudier un fermé aléatoire sans
points isolés, on prend naturellement comme espace canonique le sous-
espace Q_de @ formé des fermés parfaits de mesure de Lebesgue nulle.
Tous les objets introduits sur @ ont un sens sur @ (3 1'exception
de la famille d'arrét (at) qui n'opeére pas sur Qp). On notera que la

relation (12) qui caractérise la perfection permettrait de montrer que

ﬂp est universellement mesurable dans Q. Intéressons-nous maintenant




(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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a la proposition (13). L'égalité kt = kg permet de remplacer partout
t

dans la démonstration précédente a, par kt' On a donc le résultat sui-
vant

PROPOSITION : Sur l'espace canonique Qp des fermés parfaits de mesure
nulle, on peut remplacer ;ﬂt par JO dans 1'énoncé de la proposition
(13).

COMPLEMENTS. Faisons la convention §°_ = {¢,0}.
0

dt et d; sont, pour tout t fixé, des temps d'arrét de la filtration

(52)S>_0. (Noter que nous n'avons pas encore complété les tribus).

Eo n {g+<<t} = Eof1{g+~<t}. En particulier, la trace de la g-algébre
=" t =t t

Eg sur 1'ensemble des « ne contenant pas 0 est triviale.

-1,.0
E_ =k (E).
=t t ‘I

(17) est classique et facile, nous laissons la démonstration au lec-
teur ;3 (15) résulte immédiatement de (2). Montrons (14) : donnons-nous

0 . < . . -
un événement A de Et ;on peut écrire, puisque kt kt+€ sur

{t + €<dt}’

A0 {gy<tintt+e<d}=1y0k,, nigi<tin{t+e<d,)
=1y0k, N {gg<tIn{t+e<d).
I1 reste a faire décroitre e vers 0 ; il vient

+ _ + 0 +
un{%<t}-1Aogn{%<t}€§rn{%<th

Rappelons enfin un résultat qui, pratiquement, a déja été vu.

E° est engendrée par les variables aléatoires Zg quand (Zt) décrit
Tt t

JE ; on peut remplacer :ﬂ; p_agJ{, sur 1'espace canonique Qp des

fermés parfaits.
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En effet, les processus (Zg )
t

les variables aléatoires Zg sont Eo_-mesurables ; inversement
t “t

t>0 étant prévisibles d'apreés (13),

une variable aléatoire z EO_-mesurab1e vérifie z=zok =Zo ag
t t

on obtient donc le processus (Zt) cherché en posant Zt = Zoay.

4) L'AUGMENTATION HABITUELLE DE (Eg).

Munissons 1'espace mesurable (Q,Eg) d'une probabilité P ; nous

appellerons (F la filtration obtenue en adjoignant a

-00<t<w
chaque tribu Eg les ensembles P-négligeables de Eg. Pour étre

en régle avec le droit coutumier de la théorie générale des proces-
sus, nous nous devons de poser Eo =F _ 3 E _ n'est donc pas la

(o] o

complétée de Eo_ (qui, rappelons le, est triviale). On devra donc
0

souvent examiner spécialement ce qui se passe a 1'origine, ce qui
rendra la rédaction de cet article encore plus passionnante.

Dans les deux propositions qui suivent, (et plus généralement, chaque

fois qu'interviendront des processus de la forme (Zg ) ou (# +).)
t g
t

i1 devient nécessaire d'adjoindre 0  a 1'ensemble d'indices du

processus (Zt). On fera la convention suivante

(19) + Un processus (Zt)t;_o-progressif (resp. optionnel, prévisible) sera

1a donnée d'un processus (Zt)t>-0 progressif (resp. optionnel,

prévisible) et d'une variable aléatoire Z _ Eo—mesurable.
0

Rappelons que les résultats du cadre algébrique nécessitent la
convention (10) qui est plus contraignante.

(20) PROPOSITION : 1) Supposons (Zt)t>_0—progressif ;s le processus

(8 ) est progressif , (8 , 1 ) est optionnel, (3 1
+'t>0 > est oprronnet,
g; g, lg,<t) 9y (o<t

est prévisible.



(21)
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2) Supposons (Zt)t>0—optionnel (resp. prévisible) ;

(8 ,) (resp. (th)) est optionnel (resp. prévisble)
9t

Démonstration : La premigre partie du 1) résulte immédiatement, par
composition d'applications, de la définition de la tribu progressi-
ve ; elle entraine facilement 2). De plus, les trajectoires du pro-
cessus (2 +) étant constantes sur les intervalles contigus a H,

9%
on a
z .1 = (Tim 2 )1 ;
gz {g:<t} sttt g: (g;<t}
z 1 = (lim 2 .
9 {gt<t} (sth gs) 1{gt<’c}

Les deux processus figurant entre parenthéses étant prévisibles,
cela termine la démonstration.

PROPOSITION : 1) F _N{g <t} = E,n{gi<t} Vt>o0
________ on E-Nlg £ Ntgy v

2) Sur l'événement {g:<t} (resp._{gt<t}),

E, (resp. E _) est engendrée par les variables aléatoires &

t

quand (% t) 20" déerit la famille des processus optionnels bormés.

3) Dans le cas on H est parfait (i.e quand P est

portée par Qp) on peut, dans le point 2) remplacer "optionnel”

par "prévisible".

Démonstration : Pour t = 0, tout est trivial ; supposons t>0 ;
le point 1) n'est alors que le complété du résultat algébrique (16).
Placons«-nous maintenant sur 1'événement {gt< t} et donnons-nous

)

un processus (2 0" optionnel ; Te processus (

t)t> zgs 1{gs<s} s>0

est prévisible d'apres (20), et la variable aléatoire Zg 1

t {gt<t}



5) LES TEMPS D'ARRET DE LA FILTRATION Eo.
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F _-mesurable ; inversement, si z est F _-mesurable, il existe
t t

une variable aléatoire z' presque-siirement égale 3 z,

F _-mesurable, qui d'aprés (18) est de la forme Zg pour un élément
“t t
(Zt) de JE (qui est optionnel).
Cela démontre la partie du point 2) qui concerne F _. Celle qui
“t
concerne (Et) est alors une plaisanterie si 1'on tient compte
du 1). Enfin, dans le cas ol H est parfait, on peut remplacer 72
par J¢ dans ce qui précdéde ; la partie 3) en résulte facilement.

t

(22)

(23)

(24)

On peut reconnaitre si une variable aléatoire T est un temps d'ar-
rét en regardant les trajectoires du processus (To ks)s>0

PROPOSITION : Soit T un temps d'arrét de la filtration (f_‘z) ;

alors
To ks(w)>s, Vs g T(w)
To ks(w) =T(w), Vs >T(w).

Supposons maintenant T prévisible ; on a

To ks(w)>s, Vs < T(w)

To ks(w) =T(w), Vs >» T(w).

En particulier To kT =T

Inversement, toute variable aléatoire ;F: -mesurable vérifiant (23)

(resp. (24)) est un temps d'arrét (resp. un temps d'arrét prévisible
de la filtration (E]).

Démonstration : Soit T wun temps d'arrét de la filtration (Eg) 3

le processus ZS = 1]]T-°II (s) est prévisible et, d'aprés (9), sa-
R ‘

tisfait a la relation 2Zg = Zgo kg.
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Cela s'écrit

s < T(w) = To ks(w) >Ss

s> T(w) = To ks(w) < S.

On a, par conséquent
(25) T(w) = inf{t ; To kt(w)<t} Y w.

Ecrivons alors (25) pour 1'épreuve ks(w) 3 i1 vient
To ks(w) = inf{t 3 Tokg ¢(w)<t}. Supposons alors s > T(u) et

montrons que To ks(w) = T(w). Puisque le processus (Tok_ )

sat’t>0

est 1'arrété @ s du processus (T"kt)t>-0’ on voit tout de suite

que {t; Tok, (w)<t}={t; Tok(w)<t} = IT(u),=[.

sat

IT reste a considérer la borne inférieure de ces ensembles pour
terminer la démonstration. Le cas prévisible se montre de la méme
facon. La réciproque est immédiate puisque {T <t} ={To kf<:t} .

Dellacherie, qui dans [61, a étudié TokJwd

1'espace canonique des fermés réduits a -_—
un seul point, retrouvera ci-contre une
de ses illustrations favorites, qui fi-
gure ici le graphe (pour o fixé),
d'une trajectoire du processus

To ks(m).

- e - - —-

A

W)

Si T est prévisible, ce graphe doit en outre couper la premiére
bissectrice au point T(w) et ne pas la rencontreravant.

v



(26)

(27)

(28)

(29)
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COROLLAIRE : Soit T un temps d’arrét de la filtration (E,). Alors

1) k)P
T
2) zef_';azoku(w)zz(w) vu > Tl

3) 81 T est prévisible, k;,l(EZ) = E_’O_; 2z est F _-mesurable
- - T

si et seulement si 2o ku(w) = z(w), Vu» T(w).

Démonstration : Le point 1) est une conséquence immédiate du fait

que Tes processus (zo k sont prévisibles. Montrons en détail

t)t>0
la partie 2) ; soit z une variable aléatoire E?—mesurable 5

0 ]
z 1{T<t} est Et mesurable, et 1'on a donc

Zo kt+5 1{70 kt+e<t} =, ve>0. Mais la proposition (22) en-

traine facilement 1'équivalence To kt+€(w)<t = t>T(w) ;0na

donc 1'égalité zo kt+e z, ve>0, ce qui est équiva-

Tr<ty ©

lent & la relation cherchée ; réciproquement, i1 n'y a aucune dif-
ficulté a faire le raisonnement en sens inverse pour obtenir 1'é-
quivalence 2). Le cas prévisible se traite encore plus facilement.

Nous allons maintenant examiner comment les résultats sur les tri-
bus (E(t)) ((15) et suivant)se généralisent aux tribus des éveénements

antérieurs a un temps d'arrét T. Les deux points suivants sont
immédiats, la démonstration étant 1a méme que dans le cas ou le
temps d'arrét T est constant.

dp et d; sont des temps d'arrét de la filtration (F%)

=t

=1/g0 + 0 + 0
K (E) N {or<T) = E0 {g7<T) = F7n {o7<T}.

Le résultat (17) ne se généralise qu'aux temps d'arréts prévisibles
(voir (26)).

k;1(§2) n {gr<=} est engendrée par les variables aléatoires
quand (2,) décrit TC.

%9 ap<=)



(30)
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(Ce résultat devient inexact si 1'on remplace k?(Ei) par FO_
- T

excepté quand T prévisible). Supposons en effet z de la forme

)’okT 1{9T<°°} s 2z s'écrit alors ZgT 1{9T<°°} pour Zt =Yo ay.

Inversement, si z s'écrit 2 ») PoUr un élément (Zt)

1

de Jt,ona z-=(2 ok

9, 1{9‘,‘,<w} T 1{gT<T}'

PROPOSITION : Soit T wun temps d'arrét de la filtration (f_t).

1) E_n {g;,<T} = Enn {g;,<T}.

T
2) Sur 1'événement {g; < T}, E,, est engendrée par les variables
aléatoires Zg quand (3 t) t30 déerit la famille des processus

T

optionnels bornés.

3) Supposons T prévisible “; sur l'événement {gT<T}, F _ est
S =

engendrée par la méme famille.

4) Supposons H parfait ; on peut remplacer la famille des proces-—

sus_optionnels bornés par celle des prévisibles bornés dans les

points 2) et 3).

Démonstration : 1) est facile, compte tenu de (2g) ; montrons 3) :
puisque T est prévisible, Eo_ = k;1(Eg) et 1'on peut calquer
. L

la démonstration de (21). Reste & montrer le point 2) : soit

Tn =T +% H Tn est prévisible et, sur 1'événement {g; < T}

les variables aléatoires 97 décroissent vers g, (ou g;) de ma-
n

niere stationnaire. Soit alors A un événement de ET 5 i1 appar-

tient 3 chacune des tribus F _ et 1'on a donc d'aprés 2)
n
n

1 1
91 {91n< L {97<T}

An {g; <Tn}n{g]t<T} = £
n
n

pour un processus (22) optionnel borné (prévisible dans le cas
parfait).
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Considérons alors le processus (%) = lim (22) ; la décroissance
N>

stationnaire des variables aléatoires 97 entraine facilement que
n

.
Anilor<Th =2, 1{9?<T}'

Inversement, il est & peu prés évident qu'une variable aléatoire de

la forme Z_ 1 + est ET-mesurable.
9 (gr<T -

Notons une conséquence facile de la proposition (22) : si SetT
sont deux temps d'arrét de la filtration (Eg),

(31) kso kT = kSAT 5 en particulier kTo kT = kT'
Nous terminerons par unrésultat un peu plus amusant

(32) NOTATIONS : 51 w€Q nous noterons G(w) (resp. D(w)) 1'ensemble

des extrémités gauches (resp. droites) des intervalles contigus d w ;

G (resp. D) sera l'ensemble aléatoire des extrémités gauches

(resp. droites) des intervalles contigus d H.

(33) PROPOSITION : Soit T un temps d'arrét tel que [[TNcH ; T est

accessible ; si, de plus, D est totalement inaccessible, T est

prévisible.

Démonstration : Quitte a remplacer T par une variable aléatoire équiva-

lente, on peut supposer que T est un temps d'arrét de la filtration
(Eg) et que T(w)€u® pour tout o tel que T(w) soit fini. Nous

allons montrer que 1'ensemble aléatoire prévisible
A={s,0; Toky(w) =s}  estmince, et plus précisément qu'il est

inclus dans (Dn{O,TM) UOTID; i1 est clair d'aprés la proposition (22)
que A est inclus dans [[0,TQ1; i1 nous suffit donc de montrer
1'inclusion

(34) An[0,YI<DnQoO,T(.

Soit (so,w) un couple vérifiant Sy < T(w), To kg (w) = S
0
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a) Raisonnons par 1'absurde, et montrons d'abord que Sp€w 3 s'il
n'en était pas ainsi, le processus (To ks) prendrait la valeur So

sur tout 1'intervalle Ilg (w)» dg (w)[ 5 on aurait en particulier
0 0

Tokg(w) = So < S» Vs € s ,d. (u), ce qui entrainerait
0’"s,

T(w) = inf{s ; Toks(uw) < s} <s_, contrairement a 1'hypothese.

b) Montrons maintenant que So€wc U D(w), ce qui acheévera la démons-
tration de (34). Ecrivons que T[kS (w)]e(ks (0))C 5 i1 vient
0 0

S, € (wn (0,9, ()D€ = fu lgg (w),»[ ; Te résultat en découle immé-
0 0

diatement.

I1 reste a montrer que OTD<A, ou encore que To kT = T. D'apres (22)
To ks =T Vvs>T; les processus (To ks) étant constantssur 1'in-
tervalle ]]gT dT[[’ non vide par hypothese, i1 est facile d'en déduire

que To kT = T. Supposons enfin que D soit totalement inaccessible ;
nous avons vu que A était contenu dans DU[TI; d'autre part DnA
est évanescent puisque A est prévisible mince ; on a donc A =[TL
ce qui montre que T est prévisible.
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§3, LE PREMIER PROCESSUS PONCTUEL ASSOCIE A H.

« Rappelons que nous avons appelé respectivement G et D les ensembles
aléatoires formés des extrémités gauches et droites des intervalles
contigus a H.

Les fermés « étant d'intérieur vide, un petit raisonnement topolo-
gique él1émentaire prouve les égalités

G = HulloD ; D = HNnIO0,=[

On peut donc (presque) reconstituer H a 1'aide de G ou D modulo,
c'est une véritable plaie, les ennuis a 1'origine : la connaissance
de G, par exemple, ne permet pas de décider si 0 appartient 3 w.
On peut se consoler en remarquant que, dans les cas usuels, une hy-
pothese supplémentaire a 1'origine (le plus souvent 0€w p.s),
permet d'éviter ces jérémiades au lecteur.

DEFINITIONS : Nous poserons F%(w,dt,dx) = X €(s.d (w)_s)(dt,dx).
s€EG ’

(ea,b désignant la masse de Dirac au point (a,b) de GR+ xﬁa*))
ﬁ;* désigne (GR+ - {0}) U {+=}) ; en fait, pour éviter une débauche

d'astérisques, nous le désignerons dans la suite par E, & désignant
sa tribu borélienne.

Pour w fixé, rb(w,dt,dx) est une mesure, sur R+ x E, somme
dénombrable de massesde Dirac ; ﬂg est donc ce qu'on appelle vul-

gairement un processus ponctuel d'espace d'états R+ x E, La proposi-
tion suivante va, en particulier, nous montrer qu'elle est o finie ;
posons e(s,x) = e >(1-e7X) (S€ER,, x€E).

PROPOSITION :

e(s,x) (ds,dx) = 1.
LF xE Tb

En effet, 1' 1nté?ra]e figurant au premier membre s'écrit
d_-s )
r e S(1-e ) = = J $ e7Udu = J e Udu = 1.
SEG S€G 0
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« Avant de pousuivre, nous avons a rappeler certaines notions classiques
de la théorie des processus filtrés. On doit tout d'abord étendre aux
fonctions a trois arguments ¢ : GR+ x @) x E >R, puis aux mesures et

aux noyaux, les définitions usuelles de la théorie générale des proces-
sus. Rappelons les définitions simples figurant dans [}'] pages 384 a
390 ; nous nous bornerons a traiter le cas optionnel, mais on peut,bien
entendu,remplacer dans ce qui suit Te mot optionnel par accessible ou
prévisible. Appelons 8~ 1a tribu optionnelle usuelle sur R+ x Q.

(38)  DERINITIONS :

- Un processus paramétré ¢ sera une application de R, x Q@ x E >R ;

¢ sera dite optionnelle si elle est mesurable pour les tribus

b~ & . Bm.

¢ sera appelé évanescent si pour P-presque tout w ¢(<,w,*) = 0.

- Une mesure aléatoire intégrable positive est un noyau u(w,dt,dz) _tel

que

(%) Vw€EQ A > ulw,A) est une mesure positive sur GR+ xE,f)f)GRJxE)

(1) VA 6576(15?+) x E w > ulw,4) est gw—mesurable.
(211) E[u(-,ﬂ?+x E)] < =».

On peut associer & u une mesure positive bornée Wy sur

R, xaxE, RR) x E_ x E) en posant

We) = E”R 4t W(+,dt,d0) ]
+

Si le noyau u vérifie (i) et (ii), et si la mesure u est o-finie,
nous dirons que p est une mesure aléatoire positive o-intégrable.
Si, de plus, pour tout w, u(w,+) est somme dénombrable de masses de
Dirac, nous dirons que u est un processus ponctuel.

(39) PROJECTION DUALE D'UNE MESURE ALEATOIRE.




(40)
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(42)
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DEFINITION : Soit w une mesure aléatoire positive intégrable ; nous

dirons que u est optionnelle si, quelque soit K dans é’-_-, le proces-

sus croissant AI; défini Ai((w) = u(w,[0,t] x K) est optionnel.

THEOREME  (Jacod) : Soit u une mesure aléatoire positive intégrable ;

i1l existe une mesure aléatoire A positive intégrable optionnelle uni-

que telle que

E[J 8(t,+,@) A(+,dt,dz) ] = E[J 8(t, ) ul-,dt,dx) |
R xE R xE

quelque soit le processus ¢ optionnel positif

A sera appelée projection duale optionnelle de 1y ; on la notera .

La définiton (40) et le théoreme (41) s'étendent facilement au cas ou
W, au lieu d'étre supposée bornée, est simplement o-finie sur la tribu
optionnelle. En particulier, puisque le processus ponctuel My
vérifie (37), 1a mesure ﬁﬁ est o-finie sur les tribus optionnelle et
prévisible ; on pourra donc parler de la projection duale optionnelle

0 . . p
m o é b1 m d .
9 u prévisible g e ng

NOYAUX OPTIONNELS. Nous dirons qu'un noyau positif N(s,w,dx) de R(E)

dans ,3(]R+) @Ew est optionnel si, pour toute fonction ¢ borélienne

positive le processus J N(w,s,dx) ¢(x) = (N¢)s(w) est optionnel.
E

Pour abréger on notera le noyau (Nt)t > 0°

Un argument de classes monotones prouve que, quelgue soit le processus

paramétré positif u, le processus (Nu)S défini par la formule

Nu () = J N(w,s,dx) u(s,w,x) est optionnel.
E

Désintégration d'une mesure .aléatoire optionnelle. Dans ce paragraphe

(E, t) désignera un sous ensemble universellement mesurable d'un com-
pact métrisable muni de sa tribu borélienne, u(w,dt,dx) une mesure
aléatoire optionnelle sur R, x E ; on désignera par u la "mesure de
Doléans" associée @ u : ce sera une mesure sur R+ x @ x E définie par
la formule W(U) = E[f U(t,w,x) u(m,dt,dx)] si U est un procesus

paramétré > 0. R.xE
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. On supposera que u est o-finie sur la g-algebre optionnelle.

PROPOSITION : Supposons que u soit une mesure optionnelle bornée. Il

existe un couple (zt,IVt) ou (g,t) est un processus croissant optionnel

intégrable, (Nt) un_noyau optionnel markovien vérifiant, quelque soit .

le processus paramétré u.

o0

(u(s,s,x)) u(e,ds,dx) :J d!Ls (Nu)s P-p.s.

'[ﬂ?+xE 0

Démonstration : Supposons d'abord E compact métrisable et définissons,
pour chaque fonction ¢ continue » 0 sur E les processus croissants
optionnels intégrables

o -

= ¢(x) u(.,dt,dx) ; on posera

1
Ly = Ly
J[(),:t]xE t t

La mesure aléatoire dmi est absolument continue par rapport a dzt.

D'aprés un résultat classique de théorie générale des processus, il

existe un processus optionnel Ct vérifiant dxi = C% dzt. D'autre part

si a(dt,dw) désigne la mesure de Doléans associé a (mt), pour tout

couple (¢1,¢2) de fonctions continues positives sur E, les égalités

suivantes ont lieu a-presque partout

batd ¢ ¢
12 c 1 2

Ct t Fh

+C C,. = 1.

Faisons parcourir @ ¢ un espace vectoriel dénombrable sur Q, réticulé,
dense dans C(E) que nous noterons EM[. I1 existe un ensemble optionnel
T tel que les égalités (44) aient lieu en tout point (t,u) de I pour
tout ¢ ejﬁﬂ, et tel que A(r®) = 0. L'application ¢ - C?(m) se prolon-
ge alors en une mesure de probabilité N(t,w.dy) en tout point (t,w) €r.
On définit N(t,w,dy) sur 1C en posant N(t,y,dy) = p(dy), p étant
une probabilité fixée arbitraire sur (E,%E) ; i1 est facile de voir que
le couple (zt,Nt) répond & la question : on peut en effet écrire pour

toute fonction ¢ de IM, et tout processus (ZS)

? (Tae etz =z dgg-
JO dig Noo 2 JO dag Cg % J Zg dig

Ztcb(x) U( M ,dt,dX)
0

J[O’m ]XE
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. Dans le cas général, E est contenu dans un compact métrisable [

appelons v la mesure bornée sur E définie par la formule

u(h) = EU]R Wodt,d) h(x) ] (he &

+xE
et soit J un borélien de E portant v. Pour presque tout w, ulws )
est portée par R_x J, et N(-,-,J%) est nulle »-presque partout. I1
est alors facile de modifier le noyau (Nt) de maniére a ce qu'il soit

porté par J.

(presque) tout w :
Le couple (dﬁt(w),Nt(w,dx)) n'est autre que la désintégration ordinai-

re (pour « fixé) de la mesure bornée u(w,dt,dx). La seule information
nouvelle apportée par (43) est qu'on peut choisir une version option-
nelle de cette désintégration.

Passons au cas ol u n'est plus supposée bornée mais seulement o-finie
sur la tribu optionnelle.

PROPOSITION : Soit u, un processus paramétré optionnel strictement

positif tel que le processus croissant (At) défini par

At = uo(s,~,x) u(e+,ds,dx)

J[0,15]

soit localement intégrable. Il existe alors un couple optionnel (Et,Nt)

vérifiant (44) et tel que 2, soit un processus croissant localement

intégrable vérifiant v, u, = 1.

On dira dans ce cas que le couple (gt,Nt) est_normalisé par u,.

Démonstration : 1) Supposons d'abord que nous ayions choisi Uy de

maniére a ce que le processus croissant (At) soit intéarable. La mesu-
re aléatoire Ugeu satisfait alors aux hypothéses (43) et admet une

désintégration (£t,Nt) vérifiant Nt1 = 1. Définissons le noyau option-
nel Ni en posant Ni¢ = Nt(%;) ; le couple (zt,NE) répond a la

question.
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2) Dans le cas général, on construit d'abord un processus optionnel

(at)t 50 (non paramétré) positif, tel que (g—) soit localement inté-

t
grable et que le processus croissant [ ag dAs soit intégrable. On se
0
raméne alors a la premigre partie en considérant la fonction
ua(s,w,x) = as(m) uo(s,m,x) ; i1 existe une désintégration (Q;,N%)
telle que (z;) soit intégrable et N%(ué) = 1. Le couple (zt,Nt) dé-
fini par les égalités

_1_ n = \
dxt = ™ dzt . Nt oy N%

satisfait aux conditions demandées.

Dans la pratique on se limitera aux désintégrations (mt,Nt) ayant les
propriétés suivantes

4 est un processus croissant optionnel localement intégrable

il existe un processus paramétré optionnel u tel que (Nu)t soit

un processus strictement positif et fini.

DEFINITION : Un couple (lt,Nt) optionnel vérifiant (48) et (44) sera

appelé désintégration optionnelle de wy.

u(s,w,x)

- Nt est normalisée par la fonction uo(s,m,x) = NGT5,0

- Deux désintégrations optionnelles (2,N) et (2',N') de u sont équi-
valentes au sens suivant :

i1 existe un processus optionnel (ut) strictement positif et fini tel
que  def = oy dy, N = Lo

’ t
Supposons enfin que la mesure aléatoire u ne soit plus optionnelle ;
on la suppose simplement mesurable, et telle que 3 soit o-finie sur
la tribu optionnelle. On peut alors désintégrer la projection duale

optionnelle uo de wu, et 1'on obtient le résultat suivant
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PROPOSITION : Il existe un couple (kt,Nt) optionnel et vérifiant (48),

unique d l'équivalence (50) prés tel que

A

Ix’+xE'

uls,«,x)u(+,ds,dz) | = E[J;(Nu)s do_|

quelque soit le processus positif optionnel u.

Désintégrations optionnelles de ng : TEMPS' LOCAL ET NOYAU DE LEVY
D'UN FERME ALEATOIRE.

Revenons au processus ponctuel ng ; une désintégration optionnelle de

cette mesure aléatoire est, par définition, un couple (zt,Nt) option-
nel vérifiant (48) et

r»:[;e:G u(s,+,dg-s | = E[[Odzs (Nu) ]

quelque soit le processus optionnel positif wu.

Le processus croissant (zt) s'appellera le temps local de la désinté-
gration, et (Nt) son noyau de Lévy. Deux désintégrations sont équiva-
lentes au sens de (50). Si a(dt,dw) est la mesure de Doléans du pro-
cessus croissant (zt) la classe des ensembles aléatoires de mesure
nulle pour A est indépendante de la désintégration choisie ; il en

N, u
est de méme des quotients NEV quand i1s ont un sens. Beaucoup des
t

résultats que nous obtiendrons seront indépendants de la désintégration
optionnelle de ng choisie, mais i1 est souvent utile de la fixer par

le choix d'une fonction de normalisation u, comme en (47). Par exemple

nous verrons plus loin que, si le fermé aléatoire est discret,on norma-
lise par la fonction 1 ; si le fermé est réoénératif non discret, on
normalise par la fonction uo(s,w,x) = (1-e7%).

Ce dernier procédé n'est pas toujours le plus naturel (en particulier
quand H a des points isolés), mais i1 présente 1'avantage d'étre
toujours possible (d'aprés (37)), Nous appellerons dans la suite temps
local et noyau de Lévy normalisés ou, plus bridvement temps local et

noyau de Lévy du fermé aléatoire le couple (z:,Ng) normalisé par la

condition

JE N(t,w,dx) [1-e7%] = 1 vt Vo.
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(53) PROPOSITION : ST (2t,1\lt) est une désintégration optionnelle de ng’
le support de la mesure aléatoire dlt est HU[OL}

Démonstration : La relation (52) appliquée a Ta fonction

u(s,w,x) =1 c (s,0) prouve immédiatement que dey est portée
(HulIom

par HU[[0] ;5 le support S de dzt est donc un fermé optionnel contenu
dans Hu[[0]. On peut supposer d'une part que OgH p.s.

(puisque ng est Te méme pour H et HU[[OT), et d'autre part raisonner
uniquement sur la désintégration normalisée (12,N2), puisque la classe
des ensembles négligeables pour la mesure aléatoire dzt ne dépend pas
de la désintégration choisie. Soit T un temps d'arrét, u le proces-
sus paramétré défini par u(s,w,x) = e °(1 - %) 1{s>1? ; la rela-
tion (52) appliquée a3 u nous permet d'écrire

-d d
E[J e™s dzg]= E[ r (e S-e s)]= E[ b J s e-udu]
[Tyl seG seG ’s
s>T SxT
On a donc démontré 1'égalité suivante
-d-
T -s , 0
(54) Ele = E J e~ dge|.
e - of [Tl 5]

Introduisons alors les débuts du support S de (dzt)

Gi(m) = inf{s »t, (s,w) €S}
Fixons t, et considérons le temps d'arrét T = 6; 5 puisque [[TT est

dans S, donc dans H, on a d; =T, et 1a formule (54) permet d'écrire
- i

E[e_at] - E[e-dT] - E[J T E E[J e dsd] = E[e- .

[T,=f [t,=[

Les variables aléatoires 6; et d; étant comparables, elles ne peuvent

étre que presque sidrement égales. Les processus continus a gauches (6;)
et (d;) sont donc indistinguables ; i1 en est de méme des ensembles
aléatoires H = {t,n | d;(w) =t} et S={tw; s(u) =t}

REMARQUE : L'inclusion ScH reste valable pour des fermés aléatoires
quelconques. I1 devient nécessaire d'imposer que H soit de mesure de
Lebesgue nulle pour que le support de dzt soit exactement égal a H.

La “formule de balayage" (54) n'est en effet exacte que sous cette

hypothese.
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§4. EXEMPLES.

1) Le cas discret. Appelons 24 Te sous ensemble de @ formé des fermés discrets

(55)

de R, ; on peut écrire
w€Q e=»gt(w)<t et dt(w)>t, VteR,,

de sorte que Qg appardait comme la projection sur o de 1'ensemble

aléatoire .35(]R+)><§2 mesurable
{(t,w) ; gt(m) =t ou dt(m) = t}.

Qg est donc gg-analytique, et 4 est universellement mesurable
dans (Q,Eg). Appelons alors (TO,T1,...,TK,--.) la suite de temps

d'arrét définis par récurrence de 1la facon suivante

il est clair que,

Tn(w) <me=>Tn(w) <T  ,(w) Vu€ Q.

n+1

D'autre part les variables aléatoires (Tn) sont des temps d'arrét

n>0
de la filtration (gg (voir (27)). La proposition gui suit est une gros-
se surprise

PROPOSITION : Sur Q4 é‘fa (resp. l_j'o) coincide avec la  o-algébre

T
n

engendrée par les variables aléatoires Tp (p > 0) (resp. Tp’ 0<p<n).

Démonstration : Commencons par traiter la partie relative a E: : les
variables aléatoires Tp étant Eg mesurables, on a ¢lairement 1'in-
clusion gzczgg (gg désignant la g-algeébre engendrée par les v.a.

To’T1""’Tn)‘ L'inclusion inverse résulte de 1'égalité suivante,
évidente sur Q4

=T

gy = 1 +0 1
t o N {Tn<t<Tn+1} {0<t<TO}

qui montre que les variables aléatoires (gt) (t>0 sont Qg-mesurables.

(*) Le début de ce paragraphe est parfaitement ridicule : en fait,
Q4 = {sup Tn= »} est trivialement dans la c-alagébre EO
n =00
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De méme, puisque les (Tp) sont des temps d'arrét, chzgo

p>0 = T’

montrons 1'inclusion inverse : soit 2z une variable aléatoire

E? -mesurable.
n

D'aprés la premiére partie, il existe une application ¢, mesurable de

GR+fN dans R telle que

2(w) = ¢(To(m), T1(w),...,Tn(m),...) Va)EQd.

D'autre part, (26) entraine 1'égalité zok; (w) = z(w) Vu € 9y 3
n+1
on a donc

z2(w) = ¢(To(m),T1(m),...,Tn(w),w,w...m) VW€ Qys

ce qui montre le résultat.

Tes inclusions E? n Qdc:ggrlndczfojlﬂd 3 cela entraine évidemment que
“'n - T

n
ces trois g-algébres sont égadles.

Les simplifications du cas discret proviennent du fait que la o-algebre
7t est égale & la tribu optionnelle ; montrons Te rapidement. On peut
d'abord caractériser les temps d'arrét a 1'aide de la formule (at)
d'une maniére analogue a (22).

PROPOSITION : Soit T wun temps d'arrét de la famille (l_ji) et w dans

Qg ;5 alors

Toat(w) = T(w) vt > T(w)
Toat(w)>t Vt < T(w).

Démonstration : Sur Qq ona les deux relations supplémentaires
dt >t et a

= kd s on peut donc écrire, sur Q45

t Ty

t>g{.=dt>T=Toat=Tokdt=T d'apres (22)

t< g; =»Toa, = Tokdt >d, >t ; d'ou le résultat.
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I1 suffit de montrer que tout processus optionnel coincide sur R+><Qd

avec un élément de Jt 5 examinons le cas d'un intervalle stochastique
[[0,TH.

D'aprés la proposition qui précéde, on a

M0, TIn (R, x o4) = {tyw | Toaylw) >tin R, x o)

d'ol le résultat.

Faisons une dernieére remarque : il est clair, par un araument de clas-
se monotone, que vEn ([T ,T [ = (.B(R,r)@(_jﬁ) T Ty I

Cette observation, qui permet de décrire complétement la tribu option-
nelle, est a la base de toutes les études qui ont été faites sur les
filtrations naturelles d'ensembles discrets.

Donnons-nous maintenant une probabilité P sur (Q,Ez) portée par Q4.
Supposons en outre que 0€w p.s. (S'i1 en est ainsi nous dirons pour
aller vite que H est discret et contient 1'origine).

Désignons par Kn(m,dy) les probabilités conditionnelles réguliéres

Kn(w,dy) = P[{Tn< °°} H Tn+1 - Tnedy [ ETn])

et posons

N(t,w,dy) = = 1 K (w,dy)
n>0

{Tn<i<ﬂn+1}

de et (dt).
n

= Z 1
t ns0 {Tn<@}
Le couple (dzt,dNt) constitue alors une désintégration optionnelle
de 1.
g

Le cas semi-discret. Supposons maintenant que P soit portée par 1'é-

veénement {w ; dt(w) >t, vt >0} ; cela revient a dire que, pour
presque tout o, G(w) = wU{0}, ou encore que G(w) est fermé. Le cas
le plus simple rentrant dans cette rubrique est celui ol le fermé aléa-
toire est la fermeture d'une suite croissante de variables aléatoires
éventuellement convergente.
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On peut construire par récurrence transfinie les fonctions définies par
Tigg =4, Ty=sup Ty
i i<j
si i est un ordinal quelconque et j un ordinal limite. I1 existe

un ordinal dénombrable o (dépendant de P) tel que
=T
Ee * =0 ; on a donc P[T = m] = 1.
o i

Appelons a4 1'événement EZ-mesurab]e [Tcl = w]. On vérifiera sans
peine que tout ce qui a été dit sur la filtration du cas discret reste

vrai en remplacant Qq Par @, et la suite (Tn)n>-0 par la famille

de temps d'arréts (Ti)i-<a indexée par les ordinaux i inférieurs

3 a. On ne peut toutefois conserver 1a normalisation simple de la dé-
sintégration (59) si 1'on veut éviter des explosions du temps local.
Posons, si i est un ordinal < a

(T, ,-T.)
ay = 1- E[e DA /ETi]

d!l,t = .Z ET.(dt) ay 1{1-. <o)
<o 1 1

N(tow,dy) = £ P[T; <=} (T,,,-T.) edy|Ep |

1
X —
i<a i %3

1
{Ti<t<Ti+1} B
Le couple (dzt,Nt) constitue une désintégration optionnelle de Mg
Bien entendu, le cas ol le fermé H, tout en restant mince, est égal,
non plus a G, mais @ D, est d'une toute autre nature,

Avant de passer au second exemple, nous devons dévider quelques trivia-

1ités sur les opérateurs de translation

2) Opérateurs de translation et processus homogénes.

(61)

On posera et(m) = (u-t) nR, 3 (et)t>0 est une famille d'applications

mesurablesde (Q,Eg) dans lui-méme vérifiant

600y = Oc,y &°9t'9t°%rt vs,t > 0.

t

On dira qu'un processus (Zt) est homogéne si Zt = Zoo B¢ vt >0,

et qu'un ensemble aléatoire est homogéne si son indicatrice a cette
propriété.
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H 1lui-méme est un ensemble aléatoire homogéne ; les processus (dt)
et (d;), 1'ensemble aléatoire GnH (qui s'écrit {t,wldt>-t}n H) Tle

sont également. (Moter que GnH n'est différent de G qu'ad 1'origine.

PROPOSITION : Plagons-nous dans la filtration ( t_‘;“;)

a) St S et T sont deux temps d'arrét, S + To eS est un temps d'ar-

rét.

b) st (Zt) est un processus optionnel (resp. prévisible), il en est

de méme du processus ( Zé) défini par

gi(w) = B T(y) [6p(w)] 1 (resp. 8, _p(65) 1

{t>T(w)} (e>1y"
Démonstration : Un petit calcul simple montre que la variable aléatoire
S+ Toeg satisfait aux conditions (23) Le b) est une extension du a)

aux processus, et se prouve par un argument de classes monotones.

PROPOSITION : Soit R wune variable aléatoire ljﬁ -mesurable ; on a

l_iﬁ = é’}o?—v e;l(l_j':) s 8%, de plus R est un temps d'arrét (ou, plus géné-

=R+t

ralement une fin d'optionnel), on a P = l;’; v 9;?](1_1'?) pour chaque

t » 0.

Démonstration : Montrons que chaque variable aléatoire 9 est une
fonction de (R,kR,eR) ; cela montrera la premiére partie puisque 1'on

sait (cf. (9)) que le couple (R,kR) engendre la tribu Eg . On peut
écrire -

9 = 9¢o© ku si t<u
=g, 0 k,v u1H(u) u<t<d,
= U+ gy 0 eu t > du

. Posons alors

a(Usw,0') =g (w)ley o+ (gw(m)VU1{d;(w')=0})1{u<t<u+do(w')}

Pl e 0N e (w0
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Ona g, = al(R,kp,6,) ; toute variable aléatoire z f°
t R*"R

=00

-mesurable peut

donc s'écrire z = B(R,kR,eR) ; supposons maintenant que R soit une
fin d'optionnel ; on a Ro kR+t = R vt > 0, ce qui permet d'écrire

Zokp,y = 8(R,kpsky o eR) 5 i1 est facile d'en déduire que

0 -1 .
E(R+t)' = gg-veR (Eg-) pour chaque t >0 ; on obtient le résultat

demandé par régularisation a droite.

PROPOSITION : Soit T un temps d'arrét de la filtration (Fj). La

tribu prévisible associée d la filtration (1_1_'?,+ t) t>0° est engendrée

par_les processus Y, (w) = alw) X, 0 8p(w), quand o déerit la famille

des variables aléatoires l_;j,—mesurables bornées, et (X t) la famille

des processus prévisibles bornés de (é"z_).

Démonstration : Désignons par ?T la tribu de la filtration (E'?+t)’
i1 résulte facilement de (62) que les processus (Yt) sont dans ij
Inversement, :DT est engendrée par la famille des processus

Vi(w) = 8(u) 2, () (8 € F7, (Z,) € JO.

Transformons 1'écriture de Y{: : d'aprés la définition de J et la
proposition (63), i1 existe une fonction h telle que

Z, = h(t,kp,T,07) ok, ce aui permet d'écrire

Y"c =g x h(th,kT,T,kto eT) vt > 0.

On voit donc que la classe des processus qui peuvent s'écrire pour
t>0

B x e—p(t+T) X yo kT X a(T) X Zokto GT
(€, yet zeE,, a e RR,), p>0) engendrent P10,

I1 ne reste plus qu'a remarquerque ces processus sont de la forme
demandée : i1 suffit de poser 2, = e Pt 2, kp o=Bx e PT yokpxa(T).

On traite a part le cas t =0, ce qui ne pose pas de problémes.
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3) Mesures aléatoires homogénes et fonctionnelles additives.

Soit A(w,dt) une mesure aléatoire positive sur R_. Appelons Ty

1'application de [t,»[ dans R définie par Tt(S) = s-t. On dira que
*
A est homogéne (resp. homogéne sur R+)

Aloy(w)se) = tylhpy opeAlu,)[ VEER, VW€ Q
(resp. Aleg(w)se) = relly p - Alw,e)]).

I1 est clair qu'une mesure aléatoire homogéne sur R: ne charge pas
1'origine ; d'autre part, la restriction a8 ]0,o] d'une m.a.h. est
une m.a.h*. Dans le cas ou chaque mesure A(w,-) est de Radon, on in-
troduit les processus croissants At(w) = A(w,[0,t]) aui sont continus
3 droite ; on a At-(w) = Alw,[0,t[) si 1'on a convenu que AO— =0 ;

A est une mesure aléatoire homogéne si et seulement si (At-) est une

fonctionnelle additive (on dira dans ce cas que (A est une fonction

)
*

nelle additive gauche) ; A est homogéne sur R, si et seulement si

(At) est une fonctionnelle additive ordinaire.

Si (zt)t>-0 est un processus homogene positif s§0 ZS es(dt) est une

m.a.h. (qui n'est intéressante que si (ZS) est nulle en dehors d'un

ensemble mince). En particulier, si ¢ est une fonction sur E, la me-

sure aléatoire = ¥ ¢(d_-s) e_(dt) est homogéne, et la fonctionnelle
seGnH S s

additive gauche qui lui est associée quand ¢ n'est pas trop grande

est I ¢(ds-s).
O<s<t
SEGNH

4) Le cas régénératif.

(65)

Nous dirons que la probabilité P est régénérative, (ou, improprement que
H est régénératif) si, quelque soit le temps d'arrét T dont le graphe
est contenu dans H

Elzoor 3 T<=] = E(z) x P[T <=l  vzefo.
Cela entraine facilement que (0€H) p.s. et que la tribu Eo est
presque slrement triviale ; il en est de méme de la tribu 6;1(50) des

que [[TIcH ; appliquant (63), on voit alors que ET = ET’ si [TI<H.
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(Rappelons qu'on a le méme résultat si [[T]]c:HC pour tout ensemble

aléatoire ; on doit résister a la tentation d'en déduire que F; = F..

T I7
pour tout temps d'arrét). On a le résultat suivant, qui est une loi
du (0-1).

PROPOSITION : Soit (Zt) un processus optionnel de la filtration (Et);

il existe un processus de 7 indistinguable de (8,) ; de plus 1

existe un processus (Yt) de K tel que ZJH et Y1, soient indistin—

guables.

Démonstration : On commence par étendre la formule (65) : si ¢ est
une application de ssz+><Q dans R, b/ XJS GR+)-mesurab1e, on a
la formule

E[{T < «} 5 ¢(':T,eT)] = J’ P(dm) J P(dwl) ¢(m,T(w),u)')

{T<} Q

des que [[TIcH.

Introduisons alors les opérateurs de recollement au temps t ; on posera
(w/t/w') = kt(tu)U(w' +t) (wea, teR,, o' €0).

On voit facilement que 1'application (w,t,u') - (w/t/w') est mesurable
de \hﬁ X E: dans E: 5 si z est une variable aléatoire bornée,

(Zt) 1a version continue a droite de la martingale E(zlgt), la "for-

mule magique" de Dawson va nous donner un processus de X indistingua-

ble de (Zt) sur H : posons

Yt(w) = 4[9 2{w/t/w' )P(dw').

La relation (67) appliquée a 1'application (w,t,u') > z(w/t/w') nous
indique que

E[z;T<m]=E[YT;T<w] si [[TI1<H
(Zt) est donc indistinguable de (Yt) sur H, ce qui montre la deuxiéme
partie de la proposition ; il reste a montrer que (Zt) est indistin-

guable d'un élément de Jt sur H® appelons (Zg) un processus op-

tionnel de 1a filtration (Eg) indistinguable de Zt ; on aura si
(t’u’) €Hc

Zla,(0)] =[z‘;{kdt(w)}] =22 (w) puisque dy(v) > t.
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PROPOSITION : 1) Soit T un temps d'arrét tel que [[TIcH-D ; T est
prévisible et ET = ET‘

2) Tout temps d'arrét évitant D est accessible.

3) Supposons D est totalement inaccessible ; un temps

d'arrét est prévisible si et seulement s'il évite D. La filtration (Ep)

est alors quasi-continue d gauche. On a méme un peu plus : Es- = ES

pour tout temps d'arrét S.

Démonstration : 1) Reprenons la démonstration de la proposition précéden-
te et posons H' = H-D ; si (Zt) est une martingale uniformément inté-

grable, i1 existe un processus prévisible (Yt) tel que Z1H. = Y1H. 3
projetons sur la tribu prévisible : il vient
Zt- 1H.(t) = Yt 1H.(t) = Zt 1H.(t).
Soit alors T un temps d'arrét dont le graphe est contenu dans H' ; on
a ZT = ZT_ sur {T < =}, quelque soit Z ; il en résulte que T est
accessible. L'assertion sur les tribus a déja été remarquée au début de
ce paragraphe. I1 existe donc une suite (Tn) de temps d'arréts prévisi-
bles tels que [[T]c U[[Tnﬂ ; quitte a restreindre les Tn, on peut sup-
n

poser [[Tnﬂ<:H'. Posons alors An = {T = Tn < »} 3 1'événement An est

dans ET , donc dans FT‘ ; 11 en résulte que les temps d'arréts
n n
A
Tnn sont prévisibles ainsi que [[T]] qui s'écrit u HTnnD.
n

2) Si T évite D, on peut écrire [[TD=[[TIn HC + [[TDn H.
Les deux termes du second membre sont accessibles d'aprés ce que nous
venons de voir et (33) .

3) Si 1'on suppose en plus D  totalement inaccesible
ITD n HS est prévisible d'aprés (33) et T est prévisible. Soit A un
évenement de ES' H TA est prévisible puisqu'il évite D ; il en résulte
que A€ ET"
Soit maintenant S un temps d'arrét quelconaue ; posons
I =1{ ; (0,S(w))eD} S' = s! , S" = SIC. I71 est la partie totalement
inaccessible de S, c'est donc un événement de ES' ; d'autre part
ES" = ES' (puisque [[S'TcH) et ES" = Esu (puisque S" est prévisi-

ble). On peut écrire Eg-Nn{S<w} = Eqi N {8 <=} + Equn {S" <=} = EN{S<w},

ce qui achéve de montrer la proposition (68).
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REMARQUE : Dans le cas régénératif, on peut compléter la proposition
(64) : 1'énoncé (64) reste vrai quand on remplace le mot prévisible par
optionnel ; i1 suffit de reprendre la démonstration en remplacant les
opérateurs de meurtre par les opérateurs d'arrét.

PROPOSITION : 1) Soit (At) une fonctionnelle additive localement in-—

tégrable continue d droite et (Bt) la projection duale prévisible

(resp. optionnelle) de (At) dans la filtration (Ei). Quelque soit le

temps d'arrét T dont le graphe est contenu dans H, on a, pour pres-

que tout

B(BT(w),dt) =1 x Blw,*)).

7(w) N 1tw) o

2) 81 (A]) est une fonctionnelle additive localement

intégrable continue d gauche sa projection duale optionnelle (Bé)

vérifie, pour presque tout

B'[GT(m),dt] =1 X A (w,)).

(w) T rew), e

Démonstration : Nous nous limiterons a la premiére partie dans le cas

prévisible, qui nous sera la plus utile ; on a pour tout processus pré-
visible de la filtration (E9),

E[j: 2 dn ] - E[J; z, ds]
Appliquons la propriété de régénération ; il vient

[ (T<=) s E 2.0 0; Als(+),ds)] = E[T<= 5 f; 2.0 07 Blog(+),ds)].
Le premier membre de cette égalité peut encore s'écrire

£ (1<) []T’w[ 2 (o) A(-,ds)]=E[(Rw)[ﬂ,m[ZS_T(eT)B(-,ds)],

puisque le processus 1]T ZS_T(eT) est prévisible d'aprés (62).

se[

Appelant g! la mesure aléatoire TT(1]]T mE-B), nous voyons que 1‘on a

E[ 7<= 3 J; 2,007 B! (u,du) ] = ] T 3 J; 2 067 B(or(w),du)}.
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Cette égalité se généralise comme d'habitude par un argument de classes
monotones ; on a pour toute variable aléatoire Y ET-mesurable bornée,

e (1<) s [ 2000Y 8 ()] = [T [ ¥ 2,007 Blog(u) )]

On remarque alors que les mesures aléatoires B! ot B(eT(-),du) sont
prévisibles dans la filtration (§$+t), et 1'on se souvient (prop. (64))
que les processus de la forme Y(w) Zuo eT(w) engendrent la tribu pré-

visible de cette filtration. Les mesures aléatoires B! et B(eT(-),du)
sont donc indistinguables.

On se propose maintenant de montrer que les projections duales conser-
vent 1'homogénéité des mesures aléatoires portées par H' ou H;
(Rappelons que H' = H-D). On a Te résultat suivant :

PROPOSITION : Comservons les notations de la proposition (70) et suppo-

sons en outre que (A,) est portée par H' ; alors

)

1) Il existe un processus croissant (Bi) indistinguable de (B,

vérifiant 1'égalité (71) pour tout temps d'arrét T.

2) 51 (A}) est porté par H, il existe (Bél) indistinguable de (B))

vérifiant (72) pour tout temps d'arrét T.

Démonstration : Montrons par exemple le point 1) : le théoréme est vide
dans le cas discret ; on peut donc supposer 1'ensemble régénératif par-

. . - _ 1. .
fait, ce qui entraine d0 =0 p.s. Posons alors Bt"'Bt-do[edo]1{t>do} 5
i1 est clair que (BL) est indistinguable de (Bt) ; d'autre part, soit
S un temps d'arrét ; on a

1
B,o#6. =B [e, 1M
t- S t-dooeS dS {t>dooes}

et puisque HdSDczH ; cela s'écrit encore (& une indistinguabilité preés)

[Bt+S'BdS]1{t+S>dS} ; mais puisque A est porté par H', B 1'est égale-

ment ; cette derniére expression est donc indistinguable de B

- t+57Bs»
ce qu'il fallait démontrer.
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IT existe, d'gprés les résultats classiques de perfection un processus
croissant (Bt)t>-0 indistinguable de (Bl) tel que pour presque tout w

B§+S(w) = BE + Bgo et(w) quelque soit s et t

On notera que cette version s'obtient par un passage 3 la limite essen-
tielle supérieure et reste donc adaptée a la filtration (Eg).

COROLLAIRE : Plagons-nous dans le cas ou H est parfait ; appelons %

t

le temps local normalisé de H ; il existe un processus 3

" adapté

d la filtration gi, ayant presque toutes ses trajectoirves croissantes

et continues, indistinguable de Ly qui est une fonctionnelle additive

parfaite.

Démonstration : Montrons tout d'abord que les temps d'arréts évitent G ;
soit en effet T wun temps d'arrét dont le graphe est inclus dans H ;
on peut écrire P[dT >T; T<o]= P[dooeT>o 3 T<w] = p[do>0] xP[T<w®]=0.

IT en résulte facilement que ([[TING est évanescent. (zt) est 1a pro-

Jjection duale optionnelle de 1a fonctionnelle additive continue a droite

brute

Ay T E - exp(ds-s)] qui n'a de sauts qu'aux points de G.
O<s<t

s€G
(kt) est donc continue ; (73) et (74) montrent qu'on peut choisir pour

(mt) une fonctionnelle additive continue parfaite.

Nous allons maintenant montrer qu'il n'y a qu'une seule fonctionnelle
additive, a une constante multiplicative prés, qui soit portée par H.
Nous aurons besoin pour cela d'un lemme de retournement du temps sur les
ensembles aléatoires bornés ; on posera vy = g_ eton se donne une pro-
babilité P non nécessairement régénérative portée par {y<«} = Q-

Puisque 1'évenement q, est gg mesurable, stable pour les opérateurs de

meurtre et de translation, i1 n'y a pas d'inconvénient & le prendre
comme espace de probabilités. On définira alors les opérateurs r(w) de
retournement, et rt(m) de retournement a t de la facon suivante

ser(u) e=s < y(u) et y(w)-s€w

SEr‘t(w)4=’S<t et t-s€uw.



(76)

431

On notera les relations ry = rgodys Bpor = r(y_t)+.

On démontre sans peine que, si T est un temps d'arrét de la filtration
(52), = (y-Tor)" est un temps de retour (i.e. est une variable
aléatoire vérifiant identiquement <o by = (t-t)*). Sous ces hypothéses

on peut énoncer :

LEMME : Sotent A et B deux fonctionnelles additives (brutes) intégrables

telles que

- A et B sotlent ij—mesumbles.
00 ——— (-] —00

- Il existe un ensemble Q, E_-mesurable de mesure pleine tel que pour

tout w€Q les trajectoires t + A, (w) et t > B (w) soit croissantes

continues d droites ; on suppose en outre que, pour tout w dans Q,

At+s(w) —‘At(w) +As° et(w), Bt+s(w) =Bt(w) + Bsoet(w), Vs Vt >0

- (At) et (Bt) sont portés par H

E” dAS] = EU dB ] pour tout temps de retour T.
[0,71 J10,71  ®

Alors A et B sont indistinguables.

Démonstration : Posons At =A_o I Bt =B o ry s A% et Bé sont
dans o6 3 i1s sont donc optionnels. D'autre part, on a

Atlw) = A ori(w) = A (r(w)) - A(Y_t)(w)(l"(w)) si t<vylw); (A) a
donc ses trajectoires croissantes et continues a gauche sur [[0,y]] dés

que w€ r'1(no). Examinons ce qui se passe sur Jy,»[ : on a si

u=vy+k, v=y+k+h (h et k> 0)
Rjor, = Aw(eho rv) =A,or, - Aor, =Ao ry (en effet Apor, est
nul puisque h est strictement inférieur au début de rv(w)).

(A%) est donc un processus optionnel, dont les trajectoires t - A%(w)
sont croissantes et continues a gauche sur [[0,vD, constantes sur Ilvy,=[
dés que w€ r'1(no). Soit maintenant T wun temps d'arrét de la filtra-

)+

tion (Eg), T =(y-Tor)", on a la relation
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EU[O,T] dA] = Eor] [J[T,m[ da;].

En effet, le second membre s'écrit

Uy ST a0 -

dA
[Tor,y] S]

[O:T]

I1 en résulte, que pour tout temps d'arrét T,
'1 ] _ -1 '
Eor ” ] = Eor ”[T . a.].

Puisque A' et B' sont optionnels, ils sont indistinguables relativement

3 la probabilité Por '.

[Tyl

A,'co r et Bi:o r sont alors indistinguables pour P ; le résultat cherché
en découle, puisque At° r= Aw"A(y—t) si t<y: (At) et (Bt) sont

indistinguables sur [[0,yl, ce qui nous suffit puisqu'on sait qu'ils
sont portés par H.

PROPOSITION : Soit (At) une fonctionnelle additive continue optionnelle

portée par H telle que EJ e ? dAs k<o A
0

+ est indistinguable

de K.

Démonstration : Considérons 1'expression E” e s Zo6g dAS] 3 on peut
0

remplacer le processus homogéne (zo es) par sa projection optionnelle

qui est égale a la constante E[z] sur H ; cette quantité est donc égale

3 E(z) x k. Le méme raisonnement prouve que E[J

-s
e~ Zobg dzs] =E[z].
0
Posons Bt = kzt ; on a 1'égalité

©

E”O e zoog dA | = E”; e 700, st] vze o,

Introduisons alors la probabilité P, définie par E1(y) =E[J e Y yokudu],
0

0

ona Pl(y<=) = E” e ¥ du] = 1 ; d'autre part, puisque (Ay)

0 1{gu<v°)

est porté par H et prévisible, on a Ato ku = AtAU ; calculons alors
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00

’ Zok,_cobg dA_]= EU: e™ dA, Zos]

Eq [[ zoo, dA_]= EH

ol 1'on a posé 2 = J zok, eV dv.
0

e Y du I

0 0 0

L'égalité (78) entraine donc que

51”

o 00

zoog dA] = E1U0 zoog 8] vzl

0
En particulier, si 1t est un temps de retour, cette dernitdre égalité
appliquée a z = 1{T>_0} prouve que
E J an]-e J a_] ;
il [0, Tl [0, s

on peut remplacer 1'intervalle [0,t[ par [0,t] puisque A et B sont
continues, de sorte que les hypothéses du lemme (76) sont satisfaites ;
A et B sont donc indistinguables relativement a P1 ; on en déduit fa-
cilement que cela reste vrai pour P : on a en effet pour tout processus
prévisible (Yt),

E1[I; v, dA,] =E”: A dAJ:E[E e v, dB].

THEOREME : Supposons H régénératif parfait ; il existe une mesure
* -
o-finie N(dx) sur R _U{+=} intégrant la fonction (I-e %) et une

fonetionnelle additive continue (zt) portée par H telles que

E’[SEG 8 ¢(d3-s)] = LR: i {+w}¢ av x E[J

", a

pour tout processus (ZS) optionnel.

Démonstration : Soit ¢ wune fonction continue > 0 a support compact

inclus dans [e,»] , il existe une constante A telle que
s(x) < A(1-e)™*  wx. Considérons la fonctionnelle additive brute

00 - - '(d 'S)
Az =z ¢(ds-s) s ona E[J0 e”S dAg] <2 x e51-e °

O<s<t seG
s€G

La projection optionnelle duale de (A%) est une fonctionnele additive

) < A.

continue (Li) portée par H vérifiant E{ e s dLZ < ». I1 existe
0

donc une constante, que 1'on notera N(¢), telle que Lt = N(¢).gt_
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L'application ¢ - N(4) convenablement prolongée définit une mesure sur
*
R+l}{+w}. Ecrivons que (Li) est 1a projection duale optionnelle de
(A?) ;i1 vient
ol - el 7z atl - o) e[
E[sge Zs ¢(ds S)] E[JO Zs dLs] N(4) E[JO Zs dls]’
d'ou le résultat.
Pour &tre complet, nous allons démontrer une réciproque au théoréme (78)

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons que, dans la désinté-
gration optionnelle de ng Te noyau de Lévy est déterministe, autrement

dit est une mesure N(dx). Nous ne traiterons que le cas ol NGR+) =

(le cas ou N est une mesure bornée étant vraiment trés facile). En
anticipant un peu sur le chapitre suivant, on sait alors que (1t)t>-0

est un processus croissant continu. Avant d'énoncer la réciproque de (77),
rappelons qu'un ensemble régénératif est presque-siirement borné ou non
borné ; supposons que le noyau de Lévy de H soit déterministe, alors,

PROPOSITION : On a les équivalences sutvantes :

y = p,s_ﬁN{w}:Oﬁng:w p.s.

Y < p.S.%-:N{co}>0<=oE2,m<m.=;g'm

est une variable aléatoire exponentielle de paramétre (=)™,

Démonstration : Commencons par la deuxiéme liane, et supposons N{e} >0 ;
on peut écrire

_ -p(d_-s) d. _
E[SEG ePS (1-e P )] = E[SEG JSS pe PY dq] =1,

de sorte que

1= E[r° e PS 4

0 s LR+U{w} (1-e-pX)N(dX)]

Faisons tendre p vers 0 ; il vient 1 = Eg x N{=}. On a alors
Ply <=l =Ef = 1., (d -s)| = N{=} E J dg
[scG {=} *7s ] 0o S

H est donc presque sirement borné ; de plus, quelque soit le processus

(2,) optionnel E[ZY]= E[SEG Z 1{m}(d5‘5)] = E[JO Z dgs] x N{w}.
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-p£
Appliquant cette égalité a ZS =e °, il vient

- ©  =p2
E[eP%e] = N} E[j e
0
=pg, -
de sorte que E[e ”]: (1 + N%;T) 1, ce qui est la transformée de Lapla-

s - M=} _ e PR
dzs] =3 E(1 -e ),

ce d'une loi exponentielle.

Supposons maintenant N{x} = 0 ; nous allons démontrer que 2, = ® P.S.,
ce qui enfraine évidemment y = » p.s., et cela achévera de montrer la
proposition. Je n'ai pas trouvé mieux que de me ramener au cas borné de
la maniére suivante : considérons la probabilité P9 définie par

£9z2] = E[I; Zo kg qe-qis dzs] + E[ze-qzw].

D'aprés le lemme qui suit, une désintégration prévisible de nﬁ sous P9 est
(dlt,N(dy) + qsw(dy)) 3 le nouveau noyau de Lévy est encore déterministe

et donne 1a masse q au point a 1'infini ; on a donc d'aprés ce qui

précéde (*)

- w  =-(p+q) -(p+q)
Eq[e pi“] = 5%5 = E[JO qe Pralts dzs] + E[e P zm].

-plw
Faisons tendre q vers zéro ; on obtient E[e ] = 0, d'ol le résultat.

La fin de la démonstration repose sur le lemme suivant, qui a son inté-
rét propre et ne fait pas intervenir la régénérativité.

LEMME : Soit (dzt,Nt) une désintégration prévisible de ﬂg ; on suppose

ft continue et 1'on définit la probabilité PP par l'égalité (79). Le

couple (dzt,Nt(dy) + pe_ (dy)) constitue alors une désintégration

prévisible de ng sous la loi FP.

Démonstration : Soit (Zs) un processus prévisible borné, ¢ une fonc-

tion borélienne positive définie sur R_U {+=}. Définissons les quantités

A= Ep[sge 2, 4(d-s)] B - EP[J; deg 2 N + po(=)]].

(*) On remarquera que la démonstration qui précéde est valable sous
1'hypothése plus faible : (dzt,N(dx)) est une désintégration pré-

visible de 1 .
isible de
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Nous avons & montrer que A = B. Transformons d'abord B : on a

E[J; pe-p

A

(e}
n

Y de, IZ 2, da (N ong(=)) ]|+ E[e'lef:zs(Ns +p¢(m))dgs]

E[J; ZS(NS¢+p¢(w)) e-pls dms].

Occupons-nous maintenant de A ; remarquons tout d'abord que si (Tv)

est 1'inverse continu a gauche de Ly ¢ (v, = inf{t ; Ly > v}), on a

v

EP(z) = E Im 2ok pe PV dv],
[ 0 T v ]
de sorte que

A= pePd z_ ¢(d- 1 w
[Io pe V[(SéG s gD + 2 A ol )]
S<1
v

E[[: pe PV av J;V 2o Noo dzs] + po(=) E[j; 2, e-p’Lu dgu]

)

E[JO 2, No e s dag] + po(=) E[I; e dg,] = B.

On est maintenant en mesure d'énoncer une réciproque au théoreme (78).

*
(81) THEOREME : Soit N _une mesure >0 sur lR+l}{m} telle que
[(1~eF)N(dx) < =

- On suppose que le noyau de Lévy de la désintégration optionnelle norma-

liséede ng est la mesure N. H est alors régénératif.

- Dans le cas o N est de masse infinie, la conclusion subsiste en sup-

posant simplement que N est le noyau de Lévy de la désintégration pré-

visible normalisée de ng.

- Nous traiterons uniquement le cas ot N est de masse infinie ; si

(dzt,N) est une désintégration optionnelle de ng, nous allons voir au

chapitre suivant que (lt) est continue et aue G évite tous les temps
d'arrét.
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Dans 1'égalité E[ ?G ZS ¢(ds-s)] = E[JO ZS dzs] x [¢dN on peut rem-
. St

placer (Zs) par sa projection prévisible, ce qui prouve que (dzt,N)
est une désintégration prévisible de ng. Nous allons donc démontrer un

peu mieux que la réciproque a (78) en supposant que (dzt,N) est une
désintégration prévisible de 1 _. Introduisons les inverses continus
a droite (°t) et 3 gauche (Ti) de (zt). Plus précisément :

op = inf{s ; g > t}, Ty = inf{s ; s > t}.
Appelons (gt) la filtration continue a droite (E0 ) et ' le pro-
- t

cessus ponctuel défini par m'(w,dt,dx) = ¢ £(s ) (dt,dx) 1{
s Ts o

>t .}°

20g” s

(Dans Te cas ol y est presque sirement borné , ' charge une fois

R+ x {»}). Les remarques qui suivent sont faciles et classiques :

- Si T est un temps d'arrét de la filtration (gt), oy est un temps
d'arrét dans (gt)

- En particulier Lys &y sont des temps d'arrét de (gt) et gz ‘:Et'
L

- Si S est un temps d'arrét de (gt), og est un temps d'arrét de (gt).

- Si (Yt) est un processus prévisible de (gt), il existe un processus

(Zt) prévisible (Et)-préviSible tel que Ys = ZT sur 1'intervalle
s
stochastique [[0,2 I.

- Si (%) est (E )-prévisible, (2 ) est (6;)-prévisible.
£ Ty &

Soit (Yt) un processus (gt)-prévisible et (Zt) le processus prévisi-
ble qui Tui est associé dans 1'avant derniére remarque ; on a

E[§ ¢(°S-TS)YS 1{aS>-TS}]= E[§ ¢(°S-TS)ZTS 1{os'>Ts}]= E[ng ¢(ds-s)ZS]

= f¢dN x E”; 2, deg]= ¢dN x E[L’:w Y ds].
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Le couple (1[0 . ](s)-ds,N) constitue donc une désintégration prévisible

de T1'. Pour continuer, nous aurons besoin de la réalisation canonique
de m' ; introduisons 1'espace (w,g) des mesures ponctuelles sur
(R, xR,) qui est muni d'une filtration naturelle (gt) et d'une fa-

mille (6&) d'opérateurs de translations. Notons ¢ 1'application mesu-
rable de (q,F) dans (W,H) qui au fermé « associe la mesure

§ E(S,OS'TS)(dt’dX) 1{°s'Ts>0}. Inversement, définissons une application
y de W dans @ de la maniére suivante : au point w de W, on associe
d'abord le processus o(t,w) = Ei(w) = J x w(ds,dx),

= [0,t] xR,
et T'on pose y(w) = ¢0R+,w). IT est facile de voir que vo ¢ = idﬂ,

et que ¢oy est 1'identité sur ¢(Q). Si 1'on munit Y de Ta mesure image
¢(P) =P, on a donc ¢ow(w) = W pour P-presque tout w. Désignons
enfin par K£ le processus sur W qui est 1'inverse continu 3 droite

de (o) ; on a clairement g, =%, 09, d'ol i1 résulte que (%) et

(zto r) sont P-indistinguables. Les espaces filtrés (Q,(E0 ),P) et
t

(w,(gt),r) sont donc isomorphes et le processus ponctuel canonique sur W

admet la désintégration prévisible (dt) N(dx) dans la filtration

"t0,%.1
(gt). On en déduit, de facon classique, que P est la loi d'un processus

de Poisson ponctuel absorbé au temps K;, (pour obtenir ce processus de
Poisson, i1 suffit de récoller une infinité de copies indépendantes de P,
et 1'on peut montrer facilement que 1'on a alors

E[Z 08y, U<7] =E(Z) xPlU<]
pour tout temps d'arrét U de la filtration (Ht)‘

Etablissons la propriété de réaénération : soit T un temps d'arrét de
la filtration (gt) tel que [[TIcH 1la quantité E[zoor, T <]
s'écrit, puisque P = y(P), Elzooroy; Top<=]=E[zopody 3 W<1A_]

ou U est le temps d'arrét Lrov de la filtration (ﬂt). Appliquant
(82), on a donc ’

Elzoep, T<w] Elzoyl x PIU<A_) = E(2) x Plop < 2]

E(z) x P[T<»], C.Q.F.D.
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: Quand le noyau de Lévy de la désintégration optionnelle de

”g est une mesure, il détermine complétement P. Reprenons en effet la
démonstration précédente, et donnons-nous deux probabilités Py et P2

sur o et notons (dzl,N(dx)), (dz%,N(dx)) les désintégrationsoption-
nelles de ng sous P, et P,, (N(dx) étant le méme pour les deux dé-
sintégrations).D'apres ce qui précéde, les probabilités ¢1(P1) et

¢2(P2) sont les mémes (a savoir la Toi d'un processus de Poisson ponc-

tuel absorbé). On a donc Py = w(¢1(P1)) = w(¢2(P2)) = P,.

D'autre part, si 1'on se donne une mesure N(dx) sur'F; intégrant

(1-e7®), on peut construire sur W le processus ponctuel de Poisson
d'intensité dt N(dx), 1'absorber au temps X;, et construire son image
par y : on obtiendra ainsi un fermé aléatoire dont le noyau de Lévy sera
N(dx).

La donnée d'un ensemble régénératif (de mesure nulle) est donc équivalen-
te & la donnée d'une mesure N(dx) sur R intéorant (1-e7%).

Les zéros du mouvement brownien.

n
Désignons par (at,gt,Bt,gt,B) la réalisation canonique du mouvement

Brownien issu de 1'origine, par ¢ 1'application qui, 3 o, fait corres-
pondre le fermé {t ; Bt(a) = 0}. On notera (Lt) le temps local en 0

de Bt : c'est le processus croissant continu optionnel tel que lBtl-Lt
soit une martingale. L'inverse continu 2 droite (rt) de (Lt) est un

subordinateur, et 1'on a les formules usuelles donnant la mesure de Lévy
de (Tt) :

n ToT -
Be b -eV& ./z::J (1-e™**)n(dx)
R
+
avec
_3
n(dx) = —1—-x /2 dx R(x) = n(x,») = /@in
V7 ™
Une application de la loi des grands nombresau processus de Poisson ponc-
tuel associé a (rt) prouve que, P presque tout w,

Tim 1 us ;o >ess<al-a va > 0
€‘*0 ?‘(E) S S~
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Ce résultat, appliqué a a = Lt(w) donne une caractérisation classique

de (Lt)

Lt = 1im

edevn #{u ; ueG du—u >e, U<t}
€ nie

prouvant que (Lt) ne dépend que des zéros de (Bt). Appelons alors P

1'image de S'par ¢ et définissons %y sur @ par
.1
2, = lim

b 0 R(e)
et 1'on montre sans difficultés, passant par 1'intermédiaire de o que,

pour tout (Z,) optionnel

#{ueag ; du-u > e ; u<tj}. Lt et f409 sont indistinguables

Ep[sge Z a(ds-s)] = E[J; 2  dag x LR n(dy) a(y)]
. +

Le couple (2t,n) est donc une désintégration optionnelle de 1 _. On

g
notera, ce qui n'a d'ailleurs aucune importance, que cette désintégra-
tion n'est pas normalisée: [(1-e”X) n(dx) = vZ. La désintégration nor-

malisée de ng est le couple

(—:—(z-ql‘l), Ze,).
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§5. LES EXTREMITES DES INTERVALLES CONTIGUS A H.

1) Quélques définitions relatives a N.

(84)

- Revenons au cas général et considérons une désintéaration optionnelle

(dlt,Nt) de m_. La mesure N(w,5,dy) pouvant donner la masse infinie

g
a tout voisinage de 1'origine, sa fonction de répartition n'est pas trés
utile ; en revanche le processus optionnel

&l(sax) = N(S,]X,m])

est fini pour tout x > 0, continu & droite en x et détermine le noyau
N.
Nous introduisons également le processus optionnel N_(s,x) = N(s,[X,»])

qui est continu a gauche en x, cette notation étant, & 1'évidence, dan-
gereuse.

- Nous aurons besoin de savoir si les mesures N(w,s,-) sont a support
compact ; a cet effet, nous appellerons bS le processus défini par

. N
bs = inf{x ; N(s,x) = 0}.

(bs) est un processus optionnel : pour le voir, on remplace d'abord N

par un noyau N' équivalent a N tel que N'1 =1
(N'(s,dx) = (1-e”*) N(s,dx) dans le cas normalisé) et 1'on remarque que

1/

b = Tim [J XN (s,a0 ] M
n E

- Si ¢ est un processus paramétré borné, nous poserons

Us(s, x) a%—j s(s.y) N(s,dy).
N(s,x) ?1x,2]

Cette formule n'a de sens que si ﬁ(s,x) > 0, c'est-a-dire x < bs‘ Pour

la bonne régle, nous conviendrons que Up = 0 si N(s,x) = 0, mais cette
précaution est largement inutile : le noyau U¢ n'interviendra que pour
construire des processus U¢(g;,t-g;), et nous verrons que, avec proba-

bilité 1 1le processus t-g; reste dans la partie significative de la
définition de U¢. On définira de méme
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[ o(s,y) N(s,dy) si N.(s,x) >0

U_¢(S,X) = _‘1_—
N_(s,x) J[x,]

=0 si ﬁ_(s,x) = 0.

La proposition qui suit, ainsi que sa démonstration est classique dans

1a théorie des excursions ; elle est volée a Weil [{9,] et Maisonneuve [ii].

2) Un lemme de la théorie des excursions.

(85)

(86)

PROPOSITION : Soient ¢ un processus paramétré optionnel borné et T

un temps d'arrét de la filtration (l_;’t).

N
a) La variable aléatoire N(g;,T—g;,) est strictement positive sur 1'é-

vénement {0 < g;, < T <} ; de plus
+ + + _ ot
E[¢(9T’dT—gT) 5 0<gT<T<°°/E:’T] - U¢(9T1T gT)I{O‘g;<T<°°}.

b) Supposons T prévisible ; ?V_(gT,T—gT) est strictement positive sur

1'événement {0 < gp < T} ; de plus ;

E[¢(gT,dT-gT) ; 0<gT<T/§T—] = U—¢(gT’T_gT)1{0<gT<T}'
Démonstration : Si a est un réel positif, on a 1'équivalence
0<s = g+ <ae>s€eEG et s<a<dS ; on peut donc écrire, si (“s) est

a
un processus optionnel borné,

NI - )
ag; olggsdy 97) 1{0<g;<T<m} s}ng ag o(s,dg 5)1{s<T<dS}'

(La somme figurant au second membre ne comporte, en réalité, qu'un terme
non nul).

On peut supposer que T est un temps d'arrét de la filtration (I;'g) 3 on
a alors (T<ds} = {To de< ds} ={Toas<ds}, et 1'espérance du second

membre de (86) peut s'écrire

al

posons alors g(s,y) =1

s ¢(s,d_-s)a. 1 1 _ _ H
€6 S s {s<T} {ToaS s<dS s}]
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E[¢(g;,dT-g;) ; 0<g}L<T<w H ag_T_] = EUO 1saT)%s Ns(¢s)dzs]
En particulier, pour ¢ =1, on a

o

E[ug_'lf ; 0<9;<T<m] = E[JO 1rsemy®s N 2]

Appliquons cette égalité au processus o 0} 3 il vient

s T 1{Nss =
0= E[O < g; < T<w {NB(Q-F) = 0}]

La variable aléatoire NB(g;) est donc strictement positive sur

{0<g-F < T < =} ; mais puisque sur {g; < T},

(975¥) = 8lgy) = 1 =1
B gT:y =8B gTay - {y>~TO kd _gT} = {¥>T'9T}’
T

(N(B)(g;) vaut donc ﬁ(g;,T-g;) sur cet événement, et la premizre partie

du point a) se trouve démontrée. Revenons 2 1'égalité (g7) ; le second
membre s'écrit

[ N (¢8)

f[] 1sames Ng M

SB 1{NS >0} dls]’

et 1'on peut transformer cette quantité a 1'aide de (88) 5 elle s'écrit

+ . N(oB) ( +y . + .
F[0<or<T <o s agr 5 (a7) 5 (e > 0)] 5
on peut supprimer le dernier événement dans cette expression, si bien
que 1'on a établi 1'égalité
E[Mg+d -g3) 3 O<ai<T<o 'a-q =Efa +; 0<gi<T<o -NWB)( +ﬂ
79 gT N 9 s gT [ gT > 97 5 ) gT .

Mais, d'aprés (30) la famille des variables aléatoires “g+ engendre la
T

tribu F; sur 1'événement {g; < T} ; on a donc
E[¢(97sd7-07) 5 O< gl <T<w/F | R N(og) (.t
TR R =11 7 No<gi<T<=} N8 1977
I1 reste a transformer N(¢e)(g;) comme nous 1'avons fait pour Ns(g;)

il y a quelques lignes ; on voit alors que

N(oB) , +y _ + + - .
1{0<g¥<ﬁ<w} —NE——»(QT) = 1{0<g;<1<w} U¢(gT,T-gT), ce qui termine la
démonstration de a).
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Passons au point b), supposons T prévisible et considérons une suite

T, annoncant T. Commencons par montrer que N_(gT,T-gT) est stricte-

ment positive sur 1'événement {0< gT<T}.

Nous distinguerons deux cas, suivant que la mesure N(gT,dy) charge ou

non le point le plus a droite de son support : introduisons les événements
n,

A= {0<ar < Tin{N_(g; bgT) >0} A' = {0<g;<Tin {N_(QT,bgT) = 0}.

Nous avons wu dans la premigre partie que le processus (N(g;,t—g;))

était strictement positif sur HC, ce qui s'écrit encore (t-g;) < bg+
t

sur HS. Par régularisation a gauche, on obtient t-gt < bg sur HCuD H
t

on a donc N (gT, T-gT) > N (gT, b )>0 sur A, Examinons maintenant
- - gT
ce qui se passe sur A'. Pour cela, considérons la quantité

Pld; - gr >b+;0<g+<T<m;{&'(9+,b+)=0}

[Tn Tn gT Tnn -Tn gT ]
n n

Une application de la partie a) au processus paramétré optionnel

o(s,x) =1 montre que cette expression est nulle ; faisons tendre
{x>bg}

n ver$ 1'infini ; puisque g; et dT tendent de maniére stationnaire
n n

respectivement vers g7 et d} sur 1'évenement {0<g;<T}, on a
on a donc
T-gr<dp-9r<b_ surA
T T T
I
d'olu le résultat. Le reste est facile : on applioue ((85),a) & la suite
Tn puis on fait tendre 'n vers 1'infini, on obtient ainsi 1'égalité

((85),b).

Nous allons maintenant montrer brigvement que, dans te cas parfait, on
peut faire le méme calcul avec une désintégration prévisible (dit,Nt)

de my 3 on notera 0 et 0_ les noyaux construits en (84) & 1'aide de R

PROPOSITION : 81 H est parfait, on peut remplacer U et U_ par ] et U_

dans 1'énoncé de la proposition (85).
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Démonstration : On commence cette fois-ci par démontrer le cas prévisi-
ble : on part de 1'équivalence

0<s =ga<ae»s€G et s<a<dS
et 1'on se donne un processus (as) et un temps d'arrét T, tous deux
prévisibles ; on a

E["’("T"’;'QT)“QT ; 0<9y<T] - E[SEG #(s»dg=s)ag o 7qls) 1{dS>T}]'

Puisque H est parfait et T prévisible, on a {T<ds} = {To ks<ds},

et 1'on peut écrire, si B(s,y) = 1{Y>3055'5}

E[¢(9T’dT - gT)“gT i O'<9T'<T] N E[JO 1{s<:'l'}°‘s Ns(d’e)dls]'

<

Le reste du calcul se poursuit comme en (85) . La formule ((85),a) s'cb-
tient alors comme sous produit de la formule prévisible, en approchant un
temps d'arrét quelconque par une suite strictement décroissante de temps
d'arrét prévisibles. (On utilise dans tout cela la remarque ((30),4).

3) La partie prévisible de D.

(90)

(91)

Nous supposerons pour éviter les difficultés de netations a 1'origine,
cue O0€H p.s. Commencons par une trivialité sur les mesures sur ﬂ§+.

%
LEMME : Soit N wune mesure positive sur R, intégrant la fonection

(1-"%). on suppose qu'il existe un point x> 0 et une fonction ¢

strictement croissante > O tels que

. .. 1
N ® 0 — = .
(Z) [z =] > (i7) Wz o] f[x . o(y) N(dy) ¢(x0)
0

Appelons b la borne supérieure du support de N.

Alors x = b et N{b}>o0.

Démonstration : La condition (i) entraine X < b ; (i1) peut s'écrire

#(y) N(dy) = J ¢(x0) N(dy), ce qui entraine Nlx =] =0 puis-
[X,]

J[xowi

que ¢ est strictement croissante ; on a donc X0=b et N{b} = N[Xom] > 0.

PROPOSITION : Soit S wun temps d'arrét prévisible tel que [[STcD ; sur

1'8vénement {gS < o}, IV(gS, {bgs}) est strictement positive et S_gS=b

9s
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Démonstration : Appliquons 1'égalité ((g5),b) au temps d'arrét prévisible
S 5 il vient, si 1'on remarque aue 9 > 0 et dg =S sur {gs<:m},

Tout sort du conditionnement au premier membre, si bien que 1'on a
(S'gs) 1{gs<s} = U_¢(gs5s‘gs) 1{gs<s} 5
il ne reste plus qu'a appliquer le lemme (90) & la mesure N(gs(m),dy)

et au point x; = S(w) - gglw).

THEOREME : L'ensemble aléatoire {t / t-g, =b ﬁ (g,,b ) >0} est
t gt -v¢ gt —_—

le plus grand ensemble prévisible contenu dans D.

Démonstration : Appelons D' cet ensemble aléatoire ; puisque le proces-

sus (bg ) est strictement positif, D' est inclus dans HCuD. D'autre
t

part, on sait ((85),a) que t—g; (ou, ce qui revient au méme t-gt) est
strictement inférieur 3 b_ sur H°. D' est donc inclus dans D. Le
t
N
processus 1{gt<t} N-(gt’bgt) étant prévisible d'aprés ((20),1), D' est

prévisible. I1 résulte immédiatement de (91) que tout ensemble prévisible
inclus dans D est inclus dans D'.

Ainsi, dans le cas régénératif, D ne peut comporter de partie prévisible
que si la mesure de Lévy N est a support compact et charge le point le
plus a droite de son support ; D' est alors 1'ensemble des extrémités
droites des intervalles contigus @ H de longueur b. Simplifions un peu
plus et supposons que N soit une probabilité. Les temps de passages suc-
cessifs dans H ne sont jamais prévisibles, d'aprés (91), a moins que N
ne soit dégénérée. Cela n'empéche pas H (qui dans ce cas est égal a D)
de contenir des temps d'arrét prévisibles, & savoir les temps successifs

de passage du processus (t—gt) dans {b}.

REMARQUE : La formulation du théoreme (92) a le mérite & faire observer
qu'il ne peut y avoir de partie prévisible non évanescente dans D que
si Te noyau N est d'une forme particuliére. Cela dit, il est bon de

remarquer que cet ensemble aléatoire prend tout aussi bien la forme plus
simple -
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{t; t—gt = bgt}.

On peut montrer facilement en effet que

n,
{t; t-gy = bgt}c:{t 3 N_(gt,bgt) > 0}.

Soit S un temps d'arrét prévisible dont le grapheest inclus dans 1'en-
semble aléatoire de gauche ; on a si ¢ est strictement croissante,

E[¢(ng)S < ] = E[¢(S-gg)S<=] < E[¢(dg-gg)S<=] = E[U_s(gg>S-9g)S < «]
< E[¢(b_ )S<w=].
9

Puisque les membres extrémes de ces inégalités sont égaux, on a

E[¢(S-9g)S<=] = E[U_¢(gg»S-95)S < =I.

D'ol 1'on tire ¢(S-gc) = U_¢(gc»S-gc) Pp.s. sur (S < o).
S S S

N
Et 1'on a vu en (g90) que cela impliquait N_(gs,bg ) >0 sur (S<w=).
S

4) La partie accessible de D.

(93)  THEOREME : La partie accessible de D est

on{t / N(gt,{t—gt}) > 0}.

Démonstration : Nous continuons a supposer que H contient 0. La dé-
monstration se décomposera en plusieurs parties :

a) Soit S un temps d'arrét prévisible tel que [[SDc:HClJD ; appelons A
1'évenement {w / (w,S(w)) €D}, K = {S <=} - A,

Sur {S < =}, on a la relation

quelque soit le processus paramétré optionnel borné .

Montrons cette égalité ; on a, en appliquant ((85),b) sur {S <}
E[¢(93,d§'95)/ﬁs'] = U-‘b(gsss'gs)'

Le premier membre peut aussi s'écrire
8(95,S-gg) P(A/Eg-) + El4(dg,dg-0g) 1x/Fs-1.
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Appliquons maintenant ((85),a) ; cette quantité est égale a
¢(9g>S-95) P(A/Eg-) + Us(ag,S-gg) P(A/Eg-).

On a donc établi 1'égalité

d'ol i1 est facile de tirer (94).

b) Intéressons-nous maintenant a 1'événement A' = {P(A/Es') =1} : c'est
le plus grand événement ES' mesurable inclus dans A ; on peut écrire

A' d'une autre facon ; on a
A' = {S< S-g. = b N(g.,{b 03}.
{S < =}n {S-gg gs}n{ (gs{gs}> }

Appelons en effet A' 1'évenement figurant au deuxiéme membre. SA est

un temps d'arrét prévisible dont le graphe est contenu dans D ; d'apres

(91) » A'cA". Inversement, si nous appelons (Zt) 1'indicatrice de 1'en-
semble aléatoire {t / t-g, = bgt H N(gt{bgt} >0}, ona Tpu=2g 1{S.<w}'
Appliquant alors (92), on voit que A" est un événement ES' mesurable

contenu dans A ; on a donc A"cA' ce qui achéve de montrer (95).

c) On peut alors montrer le théoreme (93). Désignons par ¢ 1la fonction
x > (1-e™%) et par A 1'ensemble aléatoire {t ; N(gt,{t-gt}) > 0}.

A est mince, optionnel, contenu dans {t ; 9 < t} ;3 c'est donc un en-

ensemble prévisible mince, et A' = DnA est un candidat a étre la partie
accessible de D. I1 reste a montrer que si S est un temps d'arrét pré-
visible, [[SIn D est contenu dans A ; quitte a restreindre S, on peut
supposer que HSDLJHC D. Placons-nous d'abord sur A', et appliquons

(95) 3 on a N(ge,{S-9c}) = N(ge,{b_  }) >0 sur A' ; regardons ce qui
S S S 9g
se passe sur A-A' : puisque 1'on est sur A 1la variable aléatoire

P(A/ES-) est strictement positive ; d'autre part S-gS est strictement

inférieure a bg (cf remarque (92 bis) ), et U_¢(gS,S-gS) est donc
S :

strictement supérieure a ¢(S-gs). Le premier membre de (94) est donc

strictement positif.
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11 en est de méme du second, ce qui n'est possible que si
N(gg, {S-gg}) > 0, €.Q.F.D.

COROLLAIRE : Si pour presque tout w Les mesures N(t,w,dx) sont diffu-

sas, D est totalement inaccessible.

Rappelons alors ((33) , (68)) que les temps d'arrét qui évitent H sont
prévisibles. Dans le cas régénératif i1 suffit méme qu'ils évitent D, et
la filtration est quasi continue a gauche. Cela permet d'améliorer un

peu les résultats de [10] sur le “processus de 1'dge (t-g:). On sait que
ce processus est fortement markovien sans aucune hypothése sur la mesure
de Lévy N. Si 1'on suppose maintenant que N est diffuse, ce processus
devient quasi continu a gauche (puisque 1'ensemble de ses temps de saut
est D), et sa filtration naturelle est quasi continue a gauche ; c'est

donc un processus de Hunt.

5) Etude des extrémités gauches.

(96)

Commencons par un petit rappel sur les ensembles minces. Placons-nous sur
un espace quelconque satisfaisant aux conditions habituelles et donnons-
nous un ensemble aléatoire mesurable mince r. I1 existe une décomposi-
tion unique T = r+r"der telle que

- % soit contenu dans un ensemble optionnel mince

- " évite tout temps d'arrét.

(On commence par se ramener au cas ol I est le graphe d'une variable
aléatoire, et 1'on procéde, dans ce cas, comme pour décomposer un temps
d'arrét enses partiesaccessible et totalement inaccessible). Supposons
maintenant T progressif, et écrivons ©=rnM ot M est optionnel
mince ; ™ est progressif, contenu dans un optionnel mince, donc option-

nel. De plus on a, pour tout temps d'arrét T, 1ro(T)1{T<m}= 1F(T)1{T<w} 5

il en résulte que r% est la projection de T ; on vient de démontrer
le résultat suivant

Si 1 est progressif mince, la projection optionnelle de T est un en-
semble aléatoire ° contenu dans T et 17 = r-r% évite tous les temps
d'arrét.
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Revenons maintenant au cas ol T est 1'ensemble aléatoire G des extré-
mités gauches des intervalles contigus & un ensemble optionnel H.

-(d,-t)
Posons Z, =e t et appelons (X,) Ta projection optionnelle de
(2,) 5 on a
6% =(tsX <1 nH 6" = Gn it X, = 1.

Montrons cela rapidement.

a) En projetant 1'inégalité Z1G < 1G sur la tribu optionnelle, on

obtient X1 0 =< 1 o> €€ qui montre que (Xt) est strictement inférieur
G G

a1 sur G0,

b) Projetons maintenant 1'égalité Z1H_G=1H_G 3 i1 vient X1 0= 1 o
H-G H-G

IT1 en résulte que (Xt) est égal a 1 sur H-G°. (On a utilisé a deux

reprises le résultat facile suivant de théorie générdle des processus :

si (Zt) est mesurable et (Yt) progressif  °(YZ) = %y x %z).

THEOREME : & = {t; 8,>2.-}={t; N,(B) <=}nG

G ={t; JLt = !Z,t—}nG= {t; Nt(E) = =}NG

Démonstration : Pour démontrer la premigre égalité, nous pouvons supposer

(dey,N.) normalisé ; rappelons la formule (54) : si T est un temps
tt

d'arrét

-d-
Ele 7] - E[f[T’m[ e dr ] 5

par régularisation a droite, on obtient aussi

-d
)l o)

puis par différence

E[e-dT - e-df}gT] =eT ALp.
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Cela peut se transformer en une égalité entre processus ; on a
AL =X o - Xs ; mais les sauts de (zt) étant portés par H, on peut

écrire Ang = 1y Mg = 1H(X - - Xs) = 1H(1 - Xs)’ de sorte que

{t; ARy > 0} = {t; Xt < 1}nH = 6°. Passons a la seconde égalité.

Appliquons la proposition ((85),a)) a ¢(x) =1 - e X ; i1 vient (en sup-
posant toujours que O0€H)

'(dT'Q;)

+ +
ligt<my B0 - e /Er) = Vgt oy VolopT - op)

ce qui peut se transformer en une égalité entre processus
1 (t) 1 - %t g -dt/F)]-1 (t) Us(gy,t - g})
W I o19¢st = 9l
Soit s€G ; faisons décroitre t vers s ; il vient
1.(s) [1-¢° E(e-ds/F )1 = 1.(s) Us(s,0) = 1.(s) (1 - X.)
G ET S A ] s

Remarquons que le second membre est nul si N(s,E) = » et strictement
positif si N(s,E) <= ; on a donc

6° = 6n it ; X, = 13 = {t 3 N(t,E) = =}  C.Q.F.D.

REMARQUE : Supposons H parfait. On peut, compte tenu de (89) remplacer

Nt par Nt dans la seconde partie de la démonstration. On a donc
6" = {teG ; N(t,E) = ).

En particulier, si N(t,E) est infini sur G, G" = G et le temps local
est continu d'aprés (97). I1 en résulte facilement que (dlt,ﬂt) est

une désintégration optionnelle de T_ ; on peut donc choisir Nt prévi-

g
sible.
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§6. UNE SOUS-MARTINGALE REMARQUABLE.

Le moyen le plus rapide de construire le temps local en 0 du mouvement
Brownien (Bt) est d'effectuer 1a décomposition de Doob - Meyer de la
sous-martingale |Bt|. Nous allons, dans ce chapitre, trouver une sous-
martingale locale simple qui tiendra le réle de lBtl 3 rappelons les

notations du §5 et posons bt = inf{x ; ﬁ(t,x) > 03}. Nous noterons Dp

la partie prévisible de D :

Dp = {(t,w) / t-gilu) = bgt(w)} = {t,w / t-gy = b ;N(gt{bgt} > 0}.

9

Nous nous consacrerons, dans ce paragraphe & montrer le résultat suivant

THEOREME : Soit (lt,Nt) une désintégration optionnelle de M

1

Posons Y, = ———— 1 (t)

t TN F -
N(gt,t-gt) i

<

- _ 1

=Y, + ¥y Y-=Y,+ ¥ ———T————
t t ot S t ot N(gs, bgs})
seD ser

(?% - Rt—) est alors une martingale locale.

(Cela signifie que (Yi) est une sous-martingale locale forte réguliére

et que le processus croissant optionnel dans sa décomposition de Doob -

Meyer - Mertens est (zt)).

Sous 1'hypothése supplémentaire N(t,E) = = vt, (Y%) est continue d

t
prévisible de la décomposition de Doob = Meyer de (Y,).

droite, (£t) est continu ; (%,) est alors le processus croissant

Nous ferons quelques commentaires et donnerons des exemples a la fin de
ce paragraphe. Pour 1'instant attachons-nous & montrer ce théoréme, dont
la démonstration est rendue compliquée par le fait que les mesures (Nt)
peuvent avoir des comportements trés différents quand t varie ; dans
le cas régénératif, elle se réduirait & peu de choses. Nous aurons be-
soin de résultats intermédiaires.

PROPOSITION : Soit (St) un processus optionnel borné inférieurement

par une constante h  strictement positive. Définisgons
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8 . +
T:wf'{t;t-gt>8+} T =g
Ie

On_a les égalités suivantes, quand (Zt) est un processus optionnel

positif, S un temps d’arrét

. B -
E[& o5 <] = E”[

v+
. N(gs,eg+)dzs]

6 B
lo,7"0 ° s
v
Nlgg,8 *)
1 8, PIS>1* ; ™ cw p 1 =1 4+ 6. — 95
(s<78) = ag<s<t) jF o T

Démonstration : La condition, "g est bornée inférieurement", est 13
pour assurer que [[TB]]c HC ; elle pourrait étre affaiblie (on pourrait
par exemple se contenter d'exiger que la constante h dépende de ,
puis que cette propriété n'ait lieu que localement). Quoi qu'il en soit,

on a TB=9+8<TB . L'égalité (107) résulte d'une application immeédiate
T

de Ta formule de désintégration (44) au processus paramétré

u(s,x) = Z 1 (s)
[fo,7m

Pour montrer (102), appliquons (g5) au processus paramétré

1
{x>p_+}°
gS

(s,y) = 1 (s) 1 .
[[O,TBII {Y>Sg;}

il vient Ny .
N(gs’(s'gs) v Bg;)

} R+ +

- B - B -
Mgges<d” T <=5 S>2VESY = Tyt
T

Restreignons cette égalité a 1'évenement {S < TB}, sur lequel S-gg

est majoré par sg+, ce qui permet de simplifier le second membre 3 0N a
S

W(9§,89+)

1, + 8. P[TP<o ; S>tP/Ec1 =1, + 8 ——S——.

{gg<S<T"} =5 {9¢<5<T*} N(gg,t-gg)

I1 reste simplement a faire disparaitre 1'évenement {g; < S} du pre-

mier membre ; a cet effet, introduisons la projection optionnelle de
1'ensemble aléatoire [[O,TS]] H # étant une fin d'optionnel, i1 est
classique (cf. [A 1, [ &]) que cette surmartingale forte réguligre prend
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la valeur 1 sur tout ensemble optionnel situé a gauche de TB, en parti-
culier sur Hn[[O,TBD.

I1 en résulte que la variable aléatoire P[S>-TB/ES] est nulle sur 1'éve-
nement {gg =SIn{S< TB}.

Donnons maintenant une interprétation plus ramassée des égalités (101) et
(102). Posons
Y: = N(gle +)Y,, YB =y dBf =1 (t) N(gl,8 +)de,.
LR Y A R eyt

PROPOSITION : On_a, pour tout temps d'arrét S,

E[YS) = BLBE-1.

Démonstration : Remarquons d'abord que Y% est égal a 1 pour t >IB.

On a donc
A"
N(gg,eg;)
By = + 8 B
[Ye] = Ejge < § 5 S<T" 3 ———=—| + P[S>T"].
s N(g;,s-g§>]

Appliquons maintenant (101) et (102); le second membre peut s'écrire
PP <5< T8 3 T8 <] + PS> TP1=PIS > < 5 T8 <o) = ECBE-1.

On a, bien entendu, envie de simplifier (703) en "divisant" les deux mem-
bres par ﬁ(g;,sg+). Cela est possible en reprenant 1'astuce des balayeurs
t

(Azéma - Yor [% 1) adaptée au cas régulier non continu a droite. Posons

o _ . 0 _ 4~
Ys = Mgl ) >00s M T Mgl ,p 0> 00 s
9, S
PROPOSITION : E[Y° | =E[+ |, pour tout temps d'arrst  s.
SAT Gar?)-

Démonstration : Considérons la famille des processus (Zt) optionnels

positifs vérifiant

o] E[J Z+ dBB]

E{Z +
[gsATB SATE 0,7%Asg 9 3

pour tout temps d'arrét S.
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(105) est vérifiée quand Z est 1'indicateur d'un intervalle stochasti-
que [[0,UT ; elle se réduit en effet dans ce cas a 1'égalité
E(Y,7 = E(BE,7 ol 1'on a posé S' = SATEAd.
S! S! ]
Un argument de classe monotone prouve alors que (105) est vérifiée pour

tout (% optionnel positif ; i1 reste a 1'appliquer au processus

t)
1

£, = —1
t N(t,Bt) {N(t,Bt)>-0}

pour obtenir (104).

(104) se généralise d'elle méme en modifiant le processus (et) ; on peut
par exemple énoncer

PROPOSITION : Soit T un ensemble optionnel et (Bt) un_processus op-=

tionnel » 0  satisfaisant aux conditions suivantes

a) (Bt) est strictement borné inférieurement sur T.

b) N(g:’8g+) ne s'annule pas sur T.
t

+
Posons TP = inf{t ; g+€ T ; t-g, > B *+1,

I _ + r _
Y, = Zr(gt)yt dzt = 1.(¢) dmt.
On a 1'égalité E’[YF ] = E[lr ] pour tout temps d’arrét S.
— saTh (snTE)-

C'est la proposition (104) appliquée au processus BE défini par

T
Bt = Bt 1r(t) + m1rc(t).

On y est presque, mais les conditions demandées a) et b) sont antagonis-

tes : pour que b) soit vérifiée, il faut que (Bt) soit strictement

inférieur a (bt) . Or, i1 y a des ensembles aléatoires tout a fait con-

venables, (par exemple un ensemble de Cantor déterministe), pour lesquels
(bt) n'est pas (méme localement) strictement minoré ; i1 est alors im-

possible de prendre pour r R+ x @ tout entier, ou méme un intervalle
stochastique. De plus Te cas ou N(t,-) charge la fin de son support
pose des problémes particuliers. Sérions les difficultés, et énoncons une
moitié du théoreme (99).
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PROPOSITION : Posons T = {(t,w) / bt(w) = o ou N(t,{bt]) = 0}

1 _ + 1 _
Y, = zr(gt)yt dzt = Jr(t)dzt.

Alors (Yi) - (ﬁi—) est une martingale locale.

Démonstration : Introduisons les ensembles aléatoires
rn {(t,n) / by > %} et les processus Y:,zt définis par

- + k_
Y = 1rk(gt)vt dey = 1Fk(t)dzt.

Nous allons, dans une premiére étape, montrer que Yt - mk— est une

t

martingale locale. Introduisons encore quelques notations et posons

n _ 1

B = - b Tp <or * 0 T, <)
k _ . Lo+ k + n

T, = inf{t 5 g, €r (t-gt) > B +}.

9t
. n . . k N + N
IT est clair que Bt est strictement minoré sur T et que (gt,sg+)
t

ne s'annule pas ; on peut donc appliquer la proposition (706), et 1'on a,

pour tout temps d'arrét S, E[Yk ] = E[zk K ]. Notre premieére

SATE (SATH)-
étape sera achevée si 1'on montre que Tk = Tim 4 Tk = », Ecrivons pour
N>
cela
k _n _ 1
Th= 9y =8g, =gy Ty rnly  aye
T k k g g
n T T k k
n n Tn Tn

Le membre de gauche tend vers Tk -9y quand n > « (puisque le pro-
T
cessus (t-gt) est continu a gauche). I1 est clair que, sur {Tk < w}

Tk - ng >-%, d'ol i1 résulte que [[Tkﬂ cHCuD 3 la convergence de

ng vers g, se fait de facon stationnaire, et 1'on peut passer aussi
T

n

a la limite dans le membre de droite de (108) de sorte que, sur {Tk < ©}

k -
T - ng = bg k.
T
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On a donc les inclusions

(et (Tog |l b, <in(Thg  =b Jeib, <=iniN(g (b, }>0)
T 9k T Sk Yk T 9k
T T T T
(La derniere inclusion résultant de la remarque (92 bis)).

Mais le caractére stationnaire de la convergence des g x Prouve égale-
n
ment que g K est dans rk 3 1'évenement d'extréme droite est donc de pro-
T

babilité nulle et Tk presque slrement infini.

I1 reste & montrer que la propriété d'étre une sous-martingale locale est
conservée aprés passage a la limite, quand k »> =,

IT est tout d'abord facile de voir, en appliquant deux fois le lemme de
Fatou, que 1'on a 1'inégalité E[Y;] < E[z;] pour tout temps d'arrét S.

Appelons alors Rp une suite de temps d'arrét tendant vers 1'infini telle

que E[zR ]<~ et posons Sp = inf{t ; Yl > p} A R_. On peut écrire,
p

pour tout temps d'arrét S,

p

1 1 1 1
=Y 1 + Yo 1 <p + Yo .
S/\Sp S {S<Sp} Sp {S>Sp} Sp

Y

Pour p fixé, la famille des variables aléatoires (Y;AS ) est donc
p

majorée par une variable aléatoire intégrable ; on en profite pour appli-
quer le théoréme de Lebesgue en écrivant

k : k . k
E[YSPAS] i r]1—1>2 E[YSPA SA T:] i :112 E[l(SpASATg)-] i E[’L‘((SPAS)-].

Faisons maintenant tendre k vers 1'infini ; en appliquant le théoréme
de convergence monotone aux deux membres, on obtient

E[Y;pAS] - E[zgspAs)_], C.Q.F.D.

Passons a la démonstration de la deuxiéme moitié du théoreme (gg9) .

PROPOSITION : On pose T' = {(t,w) / b,<= et N(t,{b,}) >0} =1°

! - + ! =
Yl = 10,(g,)Y, el = 1,,(£)ds,.
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On_a alors, pour tout temps d'arrét S

E[YS'] + E[séD Ys—] = B[L4-].
2

s<S

Démonstration : Posons, comme précédemment

ko ) 1, . vk _ + . ko

N N Yt = 1r.k(gt)Yt ; dxt = 1Flk(t)dJL,c
n_ 1 ko o+ k + n,

By = (1 - ﬁ)bt Tn =inf{t ; g, €T'" 4t-g, >B8g;}

On commence par recopier la démonstration de (108) et 1'on trouve que,
pour tout temps d'arrét S

e[vk ] =gk ]

1 ‘k
SATn (S/\Tn )

k

Mais, maintenant, les temps d'arrét Tr'] ne tendent plus vers 1'infini

quand n>«~ 3 il est facile de voir qu'ils ont pour limite le temps
d'arrét of défini par

k

o = inf{t ; g:;e F‘k

3 t-gt = bgt}.

Si 1'on veut des renseignements sur ce qui se passe apres ak, il faut
itérer le procédé. Posons donc

ksp _ k,p-1

= Gyeees0 = inf{t>o ik

k,1 +

o’ 3 9. €T t-g, = b}
t t gt

Tz’p inf{t > okap-1 ; gZE ok

+ n

s t-g, > B _+1}

t 9

Et remarquons que  sup ok’p = =, puisque Uk,p - 0k,p-1 >11Z'
P

On est amené a généraliser (110) et 1'on démontre 1'égalité
E[s > oC P vk ] de]
CsaTk Ko(p-1) ¢ kopp  ©
Aln o2 ,SATn’ I

(ce qui peut se faire en remplacant, dans la démonstration de (110), I"k

par 1'ensemble aléatoire 1“'kn[[ck’p-‘I s =)
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On voudrait maintenant faire tendre n vers 1'infini, mais on est géné
pour appliquer le théoréme de Lebesgue dans le membre de gauche ; qu'a
cela ne tienne, la formule du balayage permet de remplacer

k k

(Y%k) par Y% =2+ Yy par Z, dz%k dans la formule (711),

et dg!
gt t

quelque soit le processus optionnel (Zt) positif. Si 1'on prend

2, = N(t,{bf}), les variables aléatoires 1 K

Y sont
{S>0 ,p-‘l} S/\Tr':

Y
majorées par 1, et 1'on est sorti d'affaire. Passons 3 la limite quand

k

n,p croit strictement vers Ok,p

n >« 3 on obtient, puisque T

k,(p-1) ksp + k
E[o <S<0 " N(gg, b 1) [+ E[s> K P NGg , Lib. 3) vik
STgg [ LYY 9 ko Glf,p]

- E J N(s,{b.}) dek].
[ ksp'1 k’P S S ]
[[o s0 ASTT

Puis on "divise" par les termes parasites, la justification étant tou-
Jjours la méme, pour obtenir

E[ok’p_1 <S <P, vek] + E[s>aP 5 vk ] - E[J ds2¥]
o P k,p-1 k,p s
- [[o™* 50 T AST
Sommons en p ; il vient :

k ko7 K
E[YS ]+ E[g 1{S>ok’p} Yof’p] = E”[[O,S[[ dg! ]

Mais, d'aprés la caractérisation (99) de Dp, cela s'écrit aussi bien
k k k
E|lYe 1 +E[ = 1 (g)Y'_|=E J dse!
[ S ] [uer prkSuT ] [ wo,sg ° ]
u<S
I1 ne reste plus qu'a faire tendre k vers 1'infini pour obtenir (109) ; 1la

démonstration du théorzme (99) est donc achevée, ou presque : si (N(t,E))
est infini, on sait déja que (lt) est continue,Ta continuité a droite

de (Yi) en résulte immédiatement.
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(112)  DEFINITION : Nous dirons que ()_’t) est la sous-martingale d'équilibre

de H

(113)  REMARQUES : 1) On notera que (Vi) est continea gauche aux points de

Dp ; on a en effet, si te Dp(w)

Ve-(0) = Ye=(w) + = Ye=(0) = £ Y-(u) = Vilo),
s<t
sEDp seD

la derniére égalité provenant de ce que (Yt) est nulle sur H.

2) Si E[zt] est fini pour tout t, ce qui est le cas de la

désintégration normalisée de ng, (109) nous donne une vraie sous-

martingale. Ce n'est pas le cas pour (107) qui continue & ne fournir
qu'une sous-martingale locale.

(114) EXEMPLES : 1) Le cas déterministe, la formule (99), si elle n'est pas

déraisonnable, doit fournir la trivialité Vi Sl T vérifions le :

Te processus ponctuel 9 est optionnel, sa désintégration optionnelle
fournit donc un temps local Ly purement discontinu, dont les temps de
sauts se trouvent awpointsde G. Appliquant la formule de désintégration
E| = %_¢(d-s)| =E J de_ N_¢
[seG s s ] [ 0 S8 ]

au processus Z_ = 1{t}(s) (te @), on trouve ALy - N(t,dy) = e(dt_t)(dy)

o 1
- En particulier ARy = NEEy Pour tout teG. On a donc

1 1 1
Y, = = 1 (t) + T = ¥ + 5 AR
t g 1540 NGSE) © oop NQgguB) - oq NOS,E) g s

s<t s<t s<t

2. C.Q.F.D.
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2) Le cas régénératif. Appelons N(dx) Ta mesure de Lévy et

supposons N(E) = =,

- Dans le cas ou N ne charge pas la fin de son support, on a

Y, =Y, = 1 (1e terme 1 (t) disparait de Tui-méme dans les cas

bt W(eg]) e

de masse. infinie) et le graphe de t +'Vt prend une allure gentiment

périodique. \7.,-("’)
|
\
'
t J///’/'_—?
\ {
Yy H = 1’

\

o -

[
- Si, au contraire, N charge la fin de son support b, autrement dit
si  N{b} >0, i1 faut remonter le graphe précédent a chaque extrémité
droite of telle que P - g p = b de maniére a effacer la dis-

a
continuité qui serait tentée de s'y produire. Cela est conforme aux ré-

gles de la morale Strasbourgeoise qui interdisent aux processus réguliers,
(en 1'occurence (V;)),de 1L$Q(u9

sauter en des temps d'arrét
prévisibles. Serait-on tenté
d'y désobéir, qu'un coup
d'oeil rétrospectif au cas
déterministe nous

raménerait dans le droit chemin.],

vT

Reportons-nous maintenant a Ta fin de la démonstration de (707) ; et con-

sidérons les temps d'arrét S_ = inf{t ; Yl > P} A p. Supposons que la

p
mesure N(dx) ne soit pas a support compact, et désignons par U 1'in-
verse continue a droite de la fonction 13 On a

N

inf{t 3 Yy >p} = infit 5 (t-g) > u(p)} > u(p).

On a donc

E[Yu(p) A S] = E[Q(U(D) A S)_]

pour tout temps d'arrét S.
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Comme Tes constantes u(p) tendent vers 1'infini, cela signifie que
(Yt) est une vraie sous-martingale. Récapitulons avec (713)-2 : on a
démontré :

La sous-martingale locale d'équilibre (Yt) associée a la mesure de

Lévy N est une vraie sous-martingale dans les deux cas suivants

* N n'est pas a support compact

* N est a support compact et charge la fin de son support.

3) Le cas des zéros du mouvement Brownien correspond a 1'ensem

ble régénératif de mesure de Lévy n(dx) = £

2m
martingale d'équilibre (une vraie sous-martingale d'aprés (115)) est

=3
X /2 dx. La sous-

donc donnée par
Yt = '\4_1—4‘ = /*TZ‘-V t‘g::_:.

n(t-gt)
Donnons une interprétation plus naturelle de cette sous-martingale ; pour
cela nous changerons les notations :
(n,gt,Bt,P) désignera, dans ce paragraphe, la réalisation canonique du
mouvement Brownien issu de 0, H sera {t ; Bt = 0}, et (Et) la fil-
tration naturelle (rendue continue a droite et complete) du processus
(g:) H (Lt) désignera le temps local en 0 du mouvement Brownien. Nous
avons vu précédemment que (Lt) était optionnel dans la filtration

(Et) et que c'était aussi le temps local de 1'ensemble régénératif H.

Récapitulons :
- (|B¢] - L) est une martingale de la filtration (G,)
- (Yt - Lt) est une martingale de la filtration (Et).

11 parait naturel que (Yt) soit la projection optionnelle de (|Bt|)

sur la filtration (gt) ; c'est effectivement ce qui se passe :

PROPOSITION : La projection optionnelle de ( B, ) sur la filtration

- /n _ 7
E, est le processus Y, = /2— (t gt).
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Démonstration : Appelons Yé Ta projection optionnelle de |Bt| 3 pour

tout temps d'arrét borné S de la filtration (E,), on

E[Yg] = E[|Bg|] = E[Lg) = E[Y¥g],
de sorte que le processus uy = Y% - Yt est une martingale continue a
droite dans (Et). Reste a montrer qu’elle est nulle. Projetons 1'égalité
lBtI 1H(t) =0 sur (Et) ; 11 vient Y% 1H(t) =0 ; (“t) est donc en

tout cas nulle sur H. La formule de balayage nous indique alors que pour

tout processus (Zt) prévisible borné, (Zg “t) est encore une martin-
t

gale ; fixons t ; on peut écrire
+
E[th ue] = E[th {9y <t} u] = 0.

'Appliquons alors (21) : on a E[“t 1A] =0 Ae:gt 5wy est donc presque

strement nulle. C.Q.F.D.

Des raisonnements similaires prouvent facilement que les projections
optionnelles sur (Et) de (B:) et (B;) sont égales a %—Yt. La projec-

tion de (Bt) est nulle.

de (116) montre que toute martingale de la filtration (Et) qui s'annule

sur H est identiquement nulle.

I1 est alors facile de répondre par la négative 2 une question de Della-
cherie : on se donne une filtration (¢t) et un fermé optionnel H tel que G

évite les temps d'arrét. Y-a-t-il une martingale continue admettant H
pour ensemble de ses zéros. En fait, dans la filtration (gt), il n'existe

aucune martingale non triviale (continue ou non) s'annulant sur H. On
échappe a cette situation des que 1'on grossit un petit peu la filtration
(Et) (cf. (117)). Nous verrons plus loin que dans des cas trés généraux,

il n'y aucune martingale continue non triviale dans (gt). A la question

un peu plus difficile : “placons-nous dans la situation de Dellacherie ;
y-a-t-il une martingale continue dans la filtration (gt) ™, i1 faudra
répondre également par la négative.
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(117) Une application a la théorie du grossissement ﬂLBe

On peut espérer obtenir une approximation
de (By), et non plus seulement de B, |

en imposant & 1'arche # Vt-g:

d'étre du méme signe que (Bt)'

IT faut naturellement élargir
la filtration (Et). On posera les définitions suivantes

My = signe(B)Y, ; (E{) sera la filtration naturelle satisfaisant aux
conditions habituelles engendrée par (Mt)’ La proposition suivante peut

se montrer par des méthodes analogues a celles qui ont été développées

en (116). La martingale (Mt) peut servir de contre-exemple a d'autrespro-
blémes ; nous donnerons une rédaction plus détaillée dans le compte rendu
de 1'Ecole d'Eté de Saint-Flour (Annales de 1'Université de Clermont-
Ferrand).

(118)  PROPOSITION : 1) (M,) est une martingale dans la filtration (Eé) N

c'est la projection optionnélle de B, sur cette filtration.

2) (MZ) est une sous-martingale et le processus croissant

de sa_décomposition de Meyer dans (Eg) est % Ly s (M;) est la pro-

Jection optionnelle (B;) sur (Eé)'

Démonstration : (Mt) est donc une martingale dans sa propre filtration ;

nous allons montrer maintenant qu'elle n'est méme pas une semi-martingale
dans la filtration (gt). Cela raffine un exemple de Dudley qui donne un

moyen de p1ongef un processus de Poisson dans la filtration Brownienne,
et par conséquent, fournit une martingale pour sa filtration propre ne
restant pas une martingale dans (gt). Montrons tout d'abord que (Yt)

est a variation infinie sur tout intervalle [O,t].

Posons Vi = SEG ﬁzi—:g; 1{ds's>€} Ve = Vg ; Ta variation de (Yt)
s<t  °

sur 1'intervalle [O,dt] est égale a ZVt.
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On peut écrire :

_vE _v€ 1
t S
e =1- % e 1 - exp(- MW
s<t [ &'(ds_s) ] {dS S>¢e}
seG

Le processus (Vi-) n'est pas optionnel puisque ses temps de sauts se

trouvent dans G ; mais i1 coincide sur H-D avec le processus prévisi-

ble V£E =z 1y
seD _ {s-g . >el}’
s<t N(S gs) s

désintégration et écrire

On peut donc utiliser la formule de

-ve o t -V
t 1 s
Efe =1 - {I 1 - exp(- =—)|+N(dy)} E J e dg_|.
e L et g ] was [
Posons af(e) = J [1 - exp(--——l—] N(dy). L'égalité précédente s'écrit
€ N(y)
_v€ _v€

Efe *] +ale) E[J; e Sdr =1,

Faisons tendre ¢ vers zéro ; ale) tend vers 1'infini ; i1 en résulte
facilement que

E[IZ e-vs dzs] =0,

ce qui n'est possible que si Vt est infinie pour tout t > 0. La varia-
tion de (Yt) sur [O,dt] étant presque siirement infinie, i1 en est de

méme de sa variation sur [0,t] qui ne difféere de la précédente que par
une quantité finie. Pour achever 1'étude de cet exemple, nous allons mon-
trer que (Mt) n'est pas une semi-martingale dans la filtration (gt).

Considérons 1'ensemble aléatoire prévisible (dans (G;))

Je = U[[T

€ v TP o R
p p > dTEE ol TE = inf{t > Te 3 t-g, > e}.

p
Raisonnons par 1'absurde, et supposons que (Mt) soit une semi-martinga-
t

le ; les variables aléatoires w; = f 15 (s) signe(BS)dMs tendraient
0 "¢

alors en probabilité, quand ¢ ~ 0 vers la variable aléatoire finie
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t
JO 1HC(S) signe B, dM_.

Mais wi n'est autre que Ta variation de (Yt) sur Jen[O,t], qui tend
presque sdrement vers 1'infini d'aprés ce que nous venons de voir.
En fait, nous avons démontré que (Ms) ne pouvait étre une semi-martin-

gale sur aucun intervalle [0,t]. On voit sur ce calcul que, pour permet-
tre a (Mt) de devenir une semi-martingale, i1 fallait nécessairement
rendre D inaccessible dans 1a petite filtration.
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§7. QUELQUES PROCESSUS SIMPLES A VARIATION FINIE.

Nous nous intéresserons dans ce court paragraphe a des processus paramé-
trés (s,w,x) > F(s,u,x) que 1'on notera plus rapidement F(s,x), qui
auront les propriétés suivantes

(120) F(s,0) =0  wvs.

vs >0 x > F(s,x) est croissante continue a droite.

On notera F_(s,x) Tle processus paramétré défini par

F_(s,x) = 1im F(s,y) si x>0, F_(s,0)=0.
yt4x

On associe a F le processus ZS = F(g;,s-g;) et 1'on va donner des
conditions suffisantes pour que (ZS) soit & variations finies.

Si I est un intervalle ouvert contigu a H, d'extrémités g et d, il
est clair que la variation de 2 sur I est égale a 2F_(g,d-g). De

13, on déduit facilement que la variation de 2 sur [O,dt] est égale

a 2 x F_(s,ds-s). S$i 1'on appelle V, la variation de (Z_) sur
SEG s
s<t

1'intervalle [0,t], on a donc

(121) V, <V, =2 5 F (s,d~-s).
t dt seEG s
s<t

On peut énoncer un premier résultat

(122)  PROPOSITION : Soit F un processus paramétré optionnel véri-

fiant les conditions (120) et tel que le processus (Nt(F—)) soit locale-

ment borné ; (Zt) est alors a variation localement intégrable.

Démonstration : On a, pour tout d'arrét T, en intégrant (121)
T
ElV;] < 25”0 Ng(F_)de ]

IT suffit donc de construire une suite Tn de temps d'arrét tendant vers

1'infini, pour lesquels le second membre est fini, pour conclure.
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(123)  PROPOSTION : Soit F wun processus paramétré vérifiant (120). Supposons

qu'il existe un processus optionnel (as) tel que les processus

(ﬁ(t,at)) et (J F_(t,x) N(t,dx)) soient tous deux localement
[0,a [
7

bornés. (Zt) est alors un processus d variation localement finie.

Démonstration : On peut écrire, si T est un temps d'arrét,

Vo < 2[ ¥ F_(s,d_-s) 1,, _ + ¥ F_(s,d_-s) 1, _
T s€G S dg-sagl g s {dg S>as}]
s<T s<T

Le premier terme du second membre est a variation localement intégrable ;
en effet,

d

Occupons-nous maintenant du second terme ; nous allons montrer qu'il

T

I F_(s,d.-s) 1,, _ =E J dg, J N(s,dy) F_(s,y)|.
se6 " s {dS s<as}] [ o S [O’as] ]

existe une suite Tn tendant vers 1'infini telle que
{s3s< Tn, ds-s>-as} soit fini pour tout n ; cela montrera bien

que le second terme définit un processus a variation finie. Pour cela
formons

E[ng 1{ds-s>-as}] = E[[

n
J, s Ny (ag)]-
s<t

N
L'hypothese faite sur (Ns(as)) entraine immédiatement le résultat.

(124) EXEMPLE : Supposons N(s,E) = =  vs ; le processus --—--_;1——,—:——2
[N(gt,t-gt)]

est a variation localement finie

Posons ag = inf{x ; N(s,x) < 1}. On a N(s,as) < 1 par continuité a

droite. Calculons maintenant
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] 2
[0.a5) N (s.x) (0,00 NV_(s,0) (o)
< . N_(i,as) - N(s,as) . ) -
N_(as) N_(s,as)2 N(s.a )

La proposition (123) donne alors le résultat. o

Allons un peu plus Toin et donnons la décomposition de Ta mesure dZt en

différence de deux mesures aléatoires positives. Cette décomposition est
triviale ; nous introduirons cependant le vocabulaire suivant qui nous

sera utile un peu plus loin.

(125)  DEFINITION : Soit K(s,dx) un noyau mesurable positif de R, x Q@ dans

(£, &). on définit les mesures aléatoires DXiat) et @"K(dt) par les

formules
DXs,)) = = f 3 . Klg,du
T g6 [0,d gt "7
Q'K((zt)) =z J 5, Klg,du).
g€¢ 110,d ~g] g

On dira que °@K(dt) (resp. @’K(dt)) est le développement de K sur

i (resp. sur 2up).

Une interprétation plus imagée de Q)K(dt) est la suivante ; pour g
fixé dans G, on considére 1'image par 1'application x - g + x de la
restriction de 1a mesure K(g,+) a 1'intervalle ]0,dg-g[. On fait

ensuite la somme quand g parcourt G des mesures ainsi obtenues.

Le résultat qui suit est immédiat a partir des définitions.

(126)  PROPOSITION : Soient K'et I deux noyaux mesurables tels que

K(s,x) = ¢(s,x) L(s,dx) pour un processus paramétré mesurable ¢.
X + L L
ators Dae) = o(g7,0-g7) Qar),  H*ta) = o(g,.t-g,) [y (ar)

En particulier, si K(s,x) = ¢(s,x)dx, @K(dt) = ¢(g:,t—g;)dt.
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PROPOSITION : Soit K un noyau positif optionnel.

Q)K(dt) est une mesure aléatoire optionnelle et OD’K(dt) est prévisi-
ble.

Démonstration : On se limitera au cas (qui est le seul que nous utilise-
rons) ol Q} intégre les intervalles [0,t]. Traitons le second point :

on écrit ﬂ) K(dt) =dB, avec B, = X 1[0 t](s+u) K(s,du)
seG [O,ds-s] >

= ¥ J K(s,du) + 1 [ K(g, ,du) 1 (g,+u)
S€EG {O,dS'S] {gt<t} [O’dt-gt] t [0,t] t
s<g;
= T J K(s,du) + 1 R(g,,t-g,)
SEG /10,d -] fgp<td 77Tt
s<g;
ot K(s,x) désigne la primitive J( | K(s,dy) du noyau K.
0,x

Sous cette forme, i1 est clair que 1'on a Bt = Bto kt si 1'on a pris la
précaution de choisir le noyau K vérifiant K(s,k (w),dy) = K(s,w,dy)

pour s < t. Le premier point se montre de maniére analogue.

Revenons au processus Zt = F(g;,t—g;) du début de ce paragraphe ; si ce

processus est a variation localement finie (ce qui est le cas sous les
hypotheses de (123)), on dispose d'une mesure aléatoire u(w,dt) = dZt(w);

on se propose d'expliciter la décomposition w(w,dt) = wH(w,dt) - 1 (w,dt).

PROPOSITION : Soit F un processus paramétré vérifiant les conditions

Y

(120). On_suppose que le processus &, = F(g;,t-g;) est d variation loca-

lement finie. Alors

1) (8,) est continu d droite limité d gauche et %, - = F_(gt,t-gt).

2) u+(dt) est le développement sur F noyau F(s,dx) et

w (dt) = SED F_(gs,s-gs) e (dt).
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3) Oona 8, = X

(s+u) F(s,du) - % F (g_,s-g_).
v sec I[o,ds-s[ 8’ Ys

S€D
O<s<t

Tto,¢]

Démonstration : (Zt) est, par hypothese, différence de deux processus
croissants; i1 est donc réglé. I1 est clair qu'il est continu sur HC v 6.
Si teH-G, t est limite d'une suite tn strictement déccroissante de

points de G, et 1'on peut écrire Zt* = lim Zt =0 = Zt. L'assertion
n n

relative aux limites a gauche se montre de la méme facon.
Appelons alors (Z{) le processus défini par le second membre de (129),
et u'(dt) 1la restriction de u a HSuD. Si I est un intervalle con-

tigu @ H d'extrémités g et d, alors

(*) H/]g,d[ est 1'image par 1'application u > g + u de la restric-

tion de F(g,dx) a 10,d-q[.
) /16,41 = Wagar ~ a F-(9:479).

Sommant sur les intervalles contigus @ H, on obtient

u'(dt) = &)F(dt) - SED F_(gs,s-gs) es(dt)
s>0

et, par conséquent,
u']o,t] = Zt.

I1 nous reste simplement a montrer que u' = yu, autrement dit, que u ne
charge pas H-D. A titre récréatif, montrons cela a 1'aide d'un argument
de balayage : le processus Z; = Zt - Z{ est a variation finie, continu,

nul sur H.

ag; et 1'argument
de balayage usuel (s'agissant de processus & variation finie, nous avons
droit aux processus mesurables et pas seulement aux processus optionnels)
montre que 0 = d(at Z;) = oy dz; H dZ% ne charge donc pas H-G.

Le processus mesurable ay = 1H_G(t) vérifie o, =

C.Q.F.D.
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§8. LE DEUXIEME PROCESSUS PONCTUEL ASSOCIE A H.

(dt,dx).

DEFINITION : On posera Ty(dt,dz) = X e, s-g )
s€p 7 s

Contrairement a ng, ce processus ponctuel est optionnel. Nous nous

intéresserons dans ce paragraphe a sa projection duale prévisible. Nous
retrouverons les résultats connus du cas discret (Jacod [31)

On s'apercevra que, dans 1'expression de cette projection, le temps local
disparait complétement.

Dans la définition (130), 1'intervalle contigu a H de Tongueur infinie
qui existe quand H est borné, n'est pas représenté. I1 sera parfois
utile de poser D'(w) = D(w)U{=} si y(w)<e D'(w)=D(w) si y(w)=w.

n&(dt,dx) = ¥

) (dt,dx) avec g_ = y.
SE

pr “(s,s-gg
On notera la relation
v 8(s,d-s) = £ 8(g.5-9.) + 8(g7,dr-g7) 1
s€G S seD’ s S T°°T °T {dT>-T}
s<T s<I’

ol B est un processus paramétré mesurable positif et T une variable
aléatéire a valeurs dans R_u {+=}.

PROPOSITION : Soit B un processus paramétré optionnel positif tel que

le processus (Nt B) soit localement borné. Le processus

8 + +

I° = £ (g ,s—g.) + (UB)(g,,t-g,) 1 (t) - J N B de

t s€D 8 s t t Hcl]Go [0,%] 8 s
s<t

est une martingale locale.

Démonstration : Soit T un temps d'arrét ; on sait que
Ezs(sd-s=E{ N g dsg_|.
[SEG *"s ] [[O,T] S S]

Le premier membre s'écrit encore, compte tenu de (131) et de (85)

+
el = 8lg_,s-g.)| + E{Ng(g7,T-g7) 1 Mm}.
[seD' S S ] [ T T HCL!GO ]

s<T
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Soit Sn une suite croissante de temps d'arrét tels que

] 05 N di | < w.

B8 o s B _n .
Pour tout n, FSnA'T est intégrable et vérifie E[FSnA'T] =03 le

processus (ri) arrété a Sn est donc une martingale uniformément
intégrable, d'ol le résultat.

On remarquera qu'on peut faire disparaitre le terme inesthétique
1HC(JG°(t) de la filtration de r% dans les deux cas suivants

* H est discret : H°uG® = HCuG = R,

* N(t,E) = o vt : HOuG® = H® ; d'autre part Us(gz,t-g:) est nul
sur H.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme principal de ce paragraphe.
Auparavant, donnons les deux définitions suivantes

DEFINITIONS : 1) Nous noterons V4”;oc L'ensemble des processus paramétrés

positifs optionnels B tels que (NtB) soilt localement borné. On notera

M =W W

oc Lloe loc”®

2) On notera V le noyau défini par

VB(s,x) = B(s,y) —QZfiéli.

J[O,x] N _(s,y)

V est parfaitement défini sur v?ﬁoc

Nous avons renvoyé en appendice(*) n certain nombre de propriétés des
noyaux U et V ; en particulier, nous verrons que pour g 0
NVg = Ng de sorte que V envoie W' dans Jv}oc

.

Toc

(*) L'appendice n'est pas rédigé dans ce volume ; nous nous servons uni-
quement ici des égalités NV =N UW =U+V qui sont des con-
séquences faciles du théoréme de Fubini.
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(134) THEOREME : Soit h un processus paramétré de ‘/V;oc ; le processus

eroissant optionnel X h(gs,s-gs) est localement imtégrable et sa pro-
s€D
s<t

jection duale prévisible est le développement sur HOUD du noyau

N(s,dx)
his,x) = .
N_(s,z)

Démonstration : Puisque h(gs,1—gs) < z h(s,ds-s), 1'intégrabilité
s<t s€G
seD s<t

locale du premier membre est facile & montrer. Posons maintenant

g = h - Vh et considérons 1a martingale locale r% de la proposition

(132) ; puisque Ng = 0, elle s'écrit

B_ + +

ry = = glg..s-g.) + Us(g,,t-g) 1 (t).

t s<t S S t t HcleO
seD

Mais, (voir appendice), Ug = U[h-Vh] = -Vh sur {N > 0}, d'olt i1 ré-
sulte que Ue(g;,t-g;) = - Vh(g;,t-g;) ; on a donc

B _ _ - +_+
(135) ry= = (h - Vh) (gs,s gs) Vh(gt,t gt).
s<t
seD

Posons ¢ = Vh ;(¢(g:,t-gz)) est a variation localement intégrable

d'apres (122) et 1'on peut écrire la décomposition (129) de ce processus

o(gyst-gy) = =

1 (s+u)¢(s,du) - = ¢_(g.»s-g.).
seG J[O,ds-s[ [0,] s s

seD
O<s<t

De sorte que rﬁ devient, quand on a posé A¢ = ¢ - ¢_»

B _

r¥ = 5 h(g.,s-g.) - £ a¢lg.ss-g.) - = j 1 (s+u) ¢(s,du)
bose 5% st % seB J0,dg-sl [0.t]
seD seD
: B
soit encore r® = ¥ h(g_,s-g.) - = I 1 (s+u) ¢(s,du).
L s s se€G ‘[0,d -s] (0.t
seD s<t

Le résultat en découle immédiatement.
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(136)  NOTATIONS : IT est plus naturel de prendre des notations qui font inter-

venir h et non pas g. On posera dans la suite Cg = rf ; récapitulons

h g N(s,du)
(137) C, = * h(g.,s-9.) - = J 1 (s+u) mo2=mt
t s<t s s s€G [O,ds-s] [0,t] N_(s,u)

seD s<t

est une martingale locale que 1'on peut encore écrire (cf. (135)).

h _ _ _ _ +
(138) Cy = SED (h - Vh) (g ,s-g¢) - Vh(gy,t g,:).

s<t

Nous allons voir maintenant que le théoréme (134) reste vrai sous des
hypothéses plus faibles.

loc +

loe s'll existe une suite crois—

(139)  DEFINITION : Nous dirons que h €V

sante (a") de processus optiomnels > 0 tels que,
sanre + p D

(*) ¥n le processus défini par h(ty,y) N(t,dy) soit locale-

J[O,aZ]

ment borné.

(**) La suite de temps d'arrét SZ définie par SZirinf{t N t—gt>-ag}

t
tend vers 1'infini avec n.
(140)  PROPOSITION : Si hEhﬂ”%Zg +, la conclusion du théoréme (134) et la
formule (138) subsistent.
Démonstration : On pose
AE = x h(gg,s-g.) i\g = 3 f 110, ¢7(s*ulh(s,u) M—)
seD S€G “[0,d-s] "7 N_(s,u)
s<t B

Soit T un temps d'arrét ; 1'égalité E[A?] = E[A?] démontrée en (134)
pour h € Aﬂ;oc se prolonge a tout processus paramétré positif, si bien

qu'il suffit de montrer que le processus (Az) est localement intégrable;
s'agissant d'un processus prévisible, cela est équivalent aw fait qu'il
soit fini.
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Considérons alors les processus paramétrés hn(s,y) = h(s,y)1 n
{y<as}

N + N . P .
qui sont dans JVHOC 5 on voit immédiatement que si t <<Sg, on a

.h

s-g. < a" pour tout s <t. On a donc Ah = A" pour tout t < s"
S 9 t t a

d'ol le résultat. Donnons maintenant deux critéres un peu plus commodes

d'appartenance a JV}gE.

(140 bis)PROPOSITION : Soit h un processus paramétré positif ; chacune des deux
loc
loc”

conditions suivantes est suffisante pour que hE€ ,ﬂp

1) Il existe une suite (a;l) vérifiant (139) (*), croissant vers l'infi-

ni et telle que {sfG ; ds—s > ag } soit presque siirement discret ;
s

2) J n h(t,y) N(t,dy) est un processus localement borné, quand Otz
[0,0,]
Tt

est la suite de processus définie par uz = influ ; ,\,i ) >nl.
N(t,u

Montrons le 2) (la démonstration du 1) étant analogue en plus simple) ;

appelons Tn 1'ensemble aléatoire {t ; t-gt>-ug } 5 nous avons a montrer
t

que le début Sz de T tend vers 1'infini avec n. Remarquons d'abord
que 1'ensemble aléatoire {sFG ; ds-s > ag} est presque sidrement discret
puisque N(S,ag) est borné par %u On a

>ol )= {t; t-g, > o" 3 o" <b_}. Considérons mainte-

r. = {t; t- H
{ %t 7 %, L M PR

n
nant la fermeture ?n de T 1T est facile d'établir en tenant compte de

la remarque du début que

- n
T c{t;tg.>a_ , a =<b }I.
n LR A P

I1 suffit alors de montrer que 1'intersection en n des ensembles aléa-
toires figurant au second membre est évanescente (un argument de compaci-
té établissant alors que le début de Tﬁ tend vers 1'infini avec n).

Cela résulte immédiatement de 1'inclusion
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<belt 5 t-gy > by N (b ) =o03.

n n
n{t ; t-g. >a_, «
n t7 g t 9%

%

(140 ter) REMARQUE : Faisons 1'hypothese plus faible :J n h(t,y) N(t,dy) est
[0,

(141)

tl
Tocalement borné. Le processus paramétré h' = hi N - N, estdans

!W}gz, et la proposition (110) appliquée a h' donne le résultat suivant:

z h(gs,s—gs) ~est localement intégrable de projection duale prévisible
seD.
-y

s<t

C
x I 10, ¢;(s*u) h(s,u) N(s.du) D, désigne la partie
seD /[0,d;-s] ’ N_(s,u)

inaccessible de D, et NC 1a partie diffuse de N.

EXEMPLES : 1) La fonction h(s,x) = x satisfait aux hypotheses (140)
pour la désintégration normalisée de n9. Prenons pour processus ag la
constante strictement positive a" racine de 1'équation

h+1) (1-e*) =x.0na

[0

J10,a

x N(s,dx) < (n+1) J (1 - ™) N(s,dx) < (n+1) ;

n

] [0,a"]

il est clair que a" > = et que {s€G ; ds-s > a"} est discret. On

sait donc calculer la projection duale prévisible de g: = I (s-g.).
seD

s<t

Si nous appelons At cette projection, dAt est le développement sur

HCUD du noyau X ﬂiﬁlgﬁl.

_(s,x)
C'est moins rébarbatif qu'il n'y parait dans les cas usuels. Supposons par
exemple que H soit un ensemble régénératif de noyau de Lévy

N(dx) = _E%T dx (0 <a<1), correspondant au subordinateur stable
X

N

—~

dx) o dx
(x) X

|

ﬂLgil = o dx.

Ve s N 1
d'indice o Ona N(x) = —, x
N(x)

ax®

s X

=2
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Si 1'on veut bien se souvenir de la trivialité (126), on en déduit tout
de suite que At = ot. En particulier, si H est 1'ensemble des zéros

. 1
du Brownien, At =5 t.

2) La fonction h(s,x) = fﬁ%fgfiiiz est dans Aﬂ}gg ; ona
en effet

1 (s.dx) 1 N-— N n 2
J[O,a:] Iﬁ:z;j;ggzvN s,dx) < ﬁ_(s,ag) + N? (s50q) <«ﬁ:Z;:;§3 <2n

Le processus croissant X —7—1—————-—
s<t N_(gs,S-gs)
seD

est donc localement intégrable

et sa projection duale prévisible est le développement sur HCuD du

noyau Qéézﬂél- .

N (s,x)

La projection duale prévisible de My

Soit (Zt) un processus prévisible borné ; on peut écrire d'apres (134)
d

quelque soit la fonction positive h sur E. Cette formule peut se prolon-

N(s,du)
r 2 h(s-g_ )| =E = J z h(u) 22—~
sed ° S] [see [0,d.-s1 ™ N_(s,u)]

ger aux processus paramétrés prévisibles positifs ¢ ; on a

s(s+u,u) Miﬁu_)],

E[ x ¢(Sa5'95] = E[ z N_(s,u)

seD seG J[O,ds-s]

On en tire la construction suivante de la projection duale prévisible

ng(dt,du) de my @ Pour chaque $

s de G on considére la mesure

- N(s.dy) 4

= ot
_(s,y)

concentrée sur la verticale d'abscisse s —

¢(s,dy) {y< ds-s}

YEEJL"'
f
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(et qui définit ainsi une mesure sur R, x E). On fait la somme de ces
mesures quand s parcourt G. On prend ensuite 1'image de cette mesure
par 1'application (s,y) » (s+y,y), ce qui fournit une mesure portée par
le graphe du processus (s-gs). C'est 1a projection duale prévisible cher-
chée.

On voit, sur cette interprétation, que les projections duales de ”g et My

n'ont pas beaucoup de rapport (ce sont méme des mesures étrangegres dans
le cas ol les mesures N(s,dy) sont diffuses). Ce n'est qu'a moitié
étonnant : My étant portée par 1'ensemble prévisible (H°uD) x E, i1

en est de méme de sa projection duale prévisible. Cela explique que le
temps local disparaisse des formules relatives a My
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§9. QUELQUES SEMI-MARTINGALES SPECIALES ET

LEUR DECOMPOSITION CANONIQUE.

Revenons a la situation du §7 : F est un processus paramétré vérifiant
(120), (Zt) est le processus F(g;,t-g;). Sous les hypotheses (123),

(Zt) est a variation Tocalement finie et 1'on peut recopier la formule

(129)
Z, = T J 1 (s+u) F(s,du) - = F_(g.,s-g.).
b ose6 10,0 -sp 100 seD TS S
s<t
Commencons par un résultat simple
loc +

(144)  PROPOSITION : Soit F wun processus paramétré de JM vérifiant les

loc

conditions (120). (Zt) est alors une semi-martingale spéciale d varia-

tion localement intégrable, dont la décomposition canonique s'éerit

%, = Z

t I st+u) [F(s,du) - F(s,u) Eﬁﬁiéﬂi] - CF
5€6 10,d 5]

N t

1 (
[0,¢] ¥ (s,u)

Le premier terme du second membre est le développement sur HCuD du
noyau [F(s,du) - F(s,u) 2¥§lgg%]. Le second est une martingale locale
N (s,u

(qui a été définie en (136)).

Démonstration : On commence par ajouter et retrancher au deuxiéme membre
de 1a formule (129) rappelée au début de ce paragraphe la quantité
b AF(gs,s-gs)

s€D
s<t

‘qui est finie (et méme a variation localement intégrable d'apres (139).

On obtient

Z, =

s j 1 (s+u) Fls.du) - = Fla_,s-0.).
b se6 J[0,d-s) (0,t] sép ST S

s<t

Ajoutons et retranchons maintenant la projection duale prévisible du
deuxieme terme ; on obtient le résultat.

La proposition (144) est tout a fait satisfaisantedans le cas ol Te noyau
N diffus, comme le montre 1'étude des exemples suivants
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(145)  EXEMPLES : On suppose N diffus et de masse infinie ; on pose

F(s,x) = [,b ! ]p (p>1)

N(s,x)
Vérifions que F est dans }gg Tiona
(146) I b (s,x) N(s,dx) = '%T ——1_____T:B
0,21 ¥ P iGs,a))

la suite de processus (ag) définie par ag = inf{s ; N(s,x) < n} véri-

fie les conditions (740) relativement a F, de sorte qu'on peut appliquer
la proposition précédente. Désignons par Aﬁp) le processus prévisible

a variation localement intégrable figurant dans la décomposition canoni-
que de (Zt) ; alors (144) nous dit que

N(s,dx) )
Np+|(s,x)

Particularisons un peu plus, et supposons que N(t,dx) = n(t,x)dx soit
absolument continu par rapport a la mesure de Lebesgue ; on peut alors
écrire

(147) dAﬁp) est le développement sur HEUD du noyau (p-1)

t n(gs,S-gS)

—ﬁEITF-—-———— ds.

(148) Agp) = (p-1) J
gS’S-gS

0

On peut, en particulier, considérer les ensembles régénératifs stables
d'ordre o déja étudiés en (141) correspondant a la mesure de Lévy

N(dx) = —géT— 3 on obtient le résultat suivant :
X

(149) Soit H 1'ensemble régénératif stable d'ordre o (0 <o < 1) et soit
. +1q s
q > o 3 le processus (t-gt) est un processus a variation localement

intégrable et
t
(t-gD)% - (g-a) [ (s-9)%"" s
0

est une martingale locale.

(En particulier, pour q =1, on retrouve la martingale locale (g: - at)
déja rencontrée en (141)). On peut avoir une attention particuligre pour

a = % (qui correspond aux zéros du Brownien). Dans ce cas vq > %
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t
g 21 _y9-1
(b9 - (0 - ) [ (0™ as
est une martingale Tocale.

On peut se demander ce qui se passe dans (148) quand p -~ 1. S'il y a une

justice, Aﬁp) va converger vers le processus croissant prévisible de la

décomposition de RT—J———-——, c'est-a-dire Te temps Tocal quand les hypo-
N(g}.t-a})

théses sont raisonnables.

C'est effectivement ce que nous verrons a la fin de ce chapitre.

Les démonstrations précédentes tombent en défaut quand N n'est plus

diffus. Dans les propositions suivantes nous donnons des hypothéses un

peu moins fortes qui permettent d'affirmer que F(gz,t-g:) est une semi-

martingale spéciale. Les résultats obtenus ne sont pas enthousiasmants.
I1 me semble tout de méme que les martingales locales que nous allons
introduire maintenant ne sont pas totalement dénuées d'intérét.

Nous aurons besoin d'un retour en arriére : la réaularité de la sous-mar-
tingale d'équilibre (Vi) entraine 1'existence de martingales un peucurieu-
ses que nous présentons ici. Dans la suite nous noterons, pour plus de
clarté,

aN(s,x) = - aN(s,x) = N(s,{x}).

PROPOSITION : St T est un ensemble aléatoire prévisible mince, (Bt)

un_processus prévisible positif, on a 1'égalité

N AN
E| — (g.,s-g )B | = E| X — (g _,8=g J)B _|.
[sF_DnP v e S] [sechr ¥ e S]

Démonstration : Remarquer que si N est diffus, le second membre est

nul. Par bonheur, le premier 1'est aussi puisque D n I est évanescent.
On peut que supposer que rcHOuD. Soit T un'temps d'arrdt prévisible dontle
graphe est contenu dans H® u D ; écrivons que (Yt) est réguliére ; on

a si (AYf) désigne (7£ - Vi_), ¢(s,x) =

o
1

= E[aV; 3 T<=] = E[AY 1(D )C(T) ; T<w)
p

E[-¢_(9T,T-9T)1D_DP(T) ; T<°°]+E[A¢(9T,T-9T)1HC(T) 3 T<e=l.
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Nous aurons appliqué successivement (99) et (113), et fait semblant de
croire que VT 1{T<m} était intégrable ; i1 faudrait effectuer d'abord

une Tlocalisation dont nous faisons grace au lecteur. On a donc 1'égalité
Elo_(9r5T-g7) 1D_DP(T) 3 T<=] = E[A¢(9T,T-9T)1HC(T) 3 T<e].
Si (at) est un processus prévisible, cela se prolonge en
Elo_(95T-g7) 1D_Dp(T)aT] = Ela¢(gy,T-g7) 1HC(T)aT].
Soit (Tn) une suite de temps d'arrét prévisible telle que z[[T n=r.
Ecrivant 1'égalité précédente pour chaque T et sommant en n, i1 vient

(gs,s-gs)as] = E[ b3 (gg»s- 9, )a ]

1
E| = v
[sE(D-Dp)nr N seHnr m

n
Appliquant ce résultat a ag = N(gs,s-gs)ss, on trouve
N N
E| = — (g.ss-g9_)8_| = E x é‘—»(g »$=9.)B_|.
[SEDnP NoSTS S] [sechr NS TS S]

(Dp ayant disparu du premier membre parce que (N(gs,s—gs)) est nul sur
D
p)
Introduisons maintemant les martingales annoncées ; soit F un processus
paramétré positif vérifiant les conditions suivantes

Vs x> F(s,x) est croissante continue a droite nulle 3 1'origine.
n

F etF TNT sont dans /P}gg
=y ===

Alors

PROPOSITION : Le processus (XF) défini par

’\;

Xi =z (——-AF) (g >89, ) -z (%ﬁ AF) (g _-s~g )
seD N_ sl N_ s s

s<t s<t

est une martingale locale.
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Démonstration : Appliquons la proposition (151) a By = AF(gt,t-gt) et a

1'ensemble prévisible mince T = {t ; aF(gy,t-g;) > 0}n[(0,T]

(T étant un temps d'arrét quelconque) ; on obtient 1'égalité
n
N AN
B[ = N aF(ggusmgg)] = E[ = o (&% aF) (955579 )]
[seDN 578 ] seHS N &7
s<T s<T

Mais, sous les hypothéses (152), le processus croissant z ﬁ AF(g »S= gs)

s€D
est localement intéarable (cf. (140)). Le résultat en découle facilement.

On est maintenant en mesure d'énoncer1'extension suivante de la propo-
sition (144).

THEOREME : Soit F un processus paramétré satisfaisant aux conditions
(152). On pose

A

t SEG J[O,ds—s]

(s+u) [F(s du) - Fls,u) Ms—d—“i]

1
[0, N_(s,u)

Y

(VF) est un processus d variation localement intégrable et

t
F(g) t-g}) = v - (ct + xi).

Le terme 3 variation finie est le méme qu'en (144), mais on n'‘a plus le

droit de calculer séparément les sommes relatives aux noyaux F(s,du) et

F(s,u) %iflggi. En ce qui concerne la partie martingale locale, on n'est
s,u

plus assuré de 1'existence de 1a projection duale prévisible du proces-

sus croissant T F(gs,s 9 ) (qui n'est plus nécessairement localement
s<t
seD

intégrable). La comparaison de (144) et (154) entraine

F
F_r- F : loc
Ct = Ct * Xy si Fe Wﬂ1oc.

Si F satisfait aux hypotheses plus faibles (152), on considérera (155)
comme une définition de CE.

Démonstration du théoreme : Revenons a 1'égalité (129)

Z, =

t s [ (s+u) F(s,du) - £ F_(gs,s—gs).
SEG [O,ds-s[ s€D

10,1
s<t
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Ajoutons et retranchons la projection duale prévisible du deuxiéme terme
du second membre

AN(g_,s-g
L=z f "to, t](s+|)[F(s du) - F_(s, u)Ms d“)] b F_(gs,s-gs)_,\l_.__s_._i)
G “qq, dg-sl N (s,u) zig N_(gg5s-9)

F-

- Ct

Notons It le premier terme du second membre ; ajoutons et retranchons

a It la quantité finie

T oF(g N (ges-g,) = = f ’ (s+u)
seH® N s s€G /[0,d -s[ (0,t]
s<t

AF(s,u) N N(s, du)

N_(s,u)
I1 vient

I, = = I 1 (s+u) |F(s,u) - F(s,u) N(s,du) +
b se6 0,4 (0.t [ ﬁ_(s,u)]

AN
v x (0F N (g ,s-g.)
seHC N ST S
s<t

I1 s'agit maintenant de fermer 1'intervalle [O,ds-s[. Pour cela ajoutons

et retranchons a It la quantité finie

£ F - F Y (gseg) - £ (F N F B (g 5-g,).
seD N seD N_

s<t s<t

It s'écrit alors

—
[ad
"
<
t+
]
><
e
+
™M
-n
—
3
()
-
7]
Q
~

]

+

[l
0]

Fo(F
t = Vg - O+ ) C.Q.F.D.
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Revenons maintenant & la sous-martingale d'équilibre 7; du § 6 et con-
sidérons la martingale locale Hy = 7£ - &4~ 5 nous allons montrer que

(ut) admet un crochet oblique que 1'on peut calculer a 1'aide du noyau

de Lévy.

PROPOSITION : (u,) est purement discontinue et localement de carré in-

tégrable. De plus, <H >y est le développement sur v (p-D3) du

noyau ,\,i (s,u) N(s,du).
N

Démonstration : Montrons d'abord que (u,) est Tocalement de carré inté-
grable. On peut majorer comme au début du § 7 1la variation de (Ys)2
sur [O,t] ; on a

2 1
Var (Y) <2 £ m——r.
[0,t1%'s seD ﬁ_(gs,s—gs)

s<t
Le membre de droite est localement intégrable d'aprés (141). Le processus

(Yt)z est & variation localement intégrable ; i1 est donc Tocalement

intégrable. Intéressons-nous maintenant a

Y,=Y,+ £ Y _=Y_+B
t t o<t S t

D
S€p

t

B% est croissant, prévisible ; i1 est donc localement intégrable ; il
en est de méme pour Vi qui est majoré par 2(Yi + Bi). 11 ne.reste
plus qu'a écrire ui < 2[Y% + z%-],et a remarquer que le processus

(1t-) est localement borné.

(Yi+) est une martingale a variation localement intégrable, elle est

donc purement discontinue (au sens de la théorie des martingales). Un
petit exercice de calcul $tochastique prouve alors qu'il en est de méme
pour (Yt+)’ donc pour (Yt+), et enfin pour (ut). On a donc
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2 1 AN 12
lwonly = £ (ap )" = = A + I " (g.,s-9.).
tos S s<t ﬁ?(gs,s-gs) s<t [ﬁ N_] T 7S
seD-D seH
P

Notons (At) le premier terme du second membre, (Bt) le second ; ces

deux processus croissants sont localement intégrables,et 1'on sait déja
que la projection duale prévisible de A, est égale a (cf. (141)).

N(s,du)

A, = = J 1 (s+u) 1 .
t seG [O,dS-S] [0,t] {U-<bs} ﬁ?(s,u)

Occupons-nous de ét 5 appliquons la formule (1757) a

- . _ _ MN . n,
r= {S B} AN(gS,S gs)>'0} BS ﬁfﬁz (gS:S gs) 1{N(95’5'95)>'0} k[O’TD(S)
ou T est un temps d'arrét. Il vient

E[BT] = E[B+]

AN
quand on a posé B! = & ~3 (g_,s-g.)
t s<t ﬁ; s s
eD-D
S

I1 est alors clair que (B%) est localement intégrable et qu'il a méme

projection prévisible que (Bt) 3 on a donc

N(s ,du)
vy
N NZ(s,u)

Upp>y = At + Bé = 1

: f ! (s+u)
seG [O’ds's] {u<bs} [0,t]

(157)  REMARQUE : On peut noter que <Usu>y est la projection duale prévisible

du processus I Krér-(gs,s-g ).
seD-D, N N s

s<t

(158) EXEMPLES : Etudions le cas des ensembles régénératifs admettant la mesure

de Lévy n(dx) = o x gy on a

=

t 2a-1
(x) = X et <u u>t = [ (S'gs) ds
J0

32

ou encore
1 2a 20
<Hsu>y = = (s-g ) + (t-g.)%]|.
t 2 [seD s t ]
s<t
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En particulier, pour o = %, on trouve Uyw>y = %~t, (%-t si 1'on

tient a 1a normalisation (dﬁt,n(dx)) correspondant au temps local

usuel du Brownien.

(152) 5 on a

S ) F

£ =" . N(gg>s-95) Flggss-g¢)du..
Les deux membres sont des martingales Tocales purement discontinues,
elles sont égales dés qu'elles ont méme sauts, ce qui se vérifie aisément
I1 nous sera utile d'étendre (140) et (154) a des processus paramétrés

prenant des valeurs infinies. Si h est un processus paramétré a valeurs

dans R, u {+=} et appartenant a v 1gc

s la proposition (140) reste vraie

(i1 n'y a rien a changer & la démonstration). Donnons-nous maintenant un

processus paramétré F a valeurs dans R, U {#=} satisfaisant aux con-

ditions (152) ; la remarque que nous venons de faire prouve que le proces-
sus Ct défini par (155) reste une martingale locale. En revanche, on ne

peut pas continuer a énoncer le théoréme (15¢) de cette facon : F(S,bs)
N(s,du)

N;(s,u)

peut en effet &tre infini et le noyau F(s,du - F(s,u) n'a alors

plus de sens pour u = bs‘ Cela prouve que cette formule est mal écrite,

puisqu'on peut remarquer que les conditions (752)d'une part, les valeurs
du processus (F(g:,t-g:)) d'autre part, ne font pas intervenir F(s,bs).

(%)

DEFINITION : Appelons Jg le processus paramétré défini par

7o) = Lo} Tince, 1) >03 T Ttu<b,} Tincs, (b 1) > oy

Soit (K(s,du)) un noyau positif ; la mesure aléatoire qui opére sur

‘les processus mesurables positifs par la formule

3> I I
sSEG [O,ds—s]

sera appelée développement de K sur HCLJ(D—DP)

Js(u)ZS+u K(s,du)

(%) La mesure aléatoire W(dt) définie en (160} n'est pas autre chose
que le développement sur U D du noyau K(s,du) i, <} 3 cette
s

définition ne s'imposait pas.
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La primitive de cette mesure est, quand elle existe donnée par 1l'expres-

ston

W, = X

& J (s+u) Js(u) K(s,du)
s€G [o,ds-s]

Tto,t1

(Wt) est alors un processus croissant prévisible.

(161)  PROPOSITION : Soit F un processus paramétré positif 4 valeurs dans [{+

vérifiant les conditions suivantes

x> F(s,x) est croissante continue d droite nulle d l'origine quelque

soit s
(162) n
(J L F_(t,y) B(t,dy)) et (J L (F X (t,dy) N(t,dy))
[0,a}] (0,01 ¥_

sont des processus localement bornés, quelque soit n (la suite (aZ)

ayant été définie en (140 bis).

Le_processus F(g:,t—g;) est alors une semi-martingale spéciale : on peut

écrire

(163) Flgy,t~g}) =W, - I F.(g,b ) -C}
s<t Is
s€D
p

ou - WF(dt) est le développement sur H u (D—Dp) du_noyau

F(s,du) = F(s,u) %ﬁiLéEi

N_(s,u)

- Ci est la martingale locale définie en (155).

Les trois processus figurant au second membre sont localement intégrables.

Les deux premiers d'entre eux sont prévisibles.

Démonstration : Supposons tout d'abord F finie ; sous les conditions

N

(162) F_et F x %sont dans \/}"}gg et (163) n'est qu'une réécriture
N

de (154). B
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Passons au cas général et posons F(n)(s,x) = F(s,x)1 n. 5 appliquant
{x<a,}

(n) . t
(163) a F*77, i1 vient

(n) (n)
F(“)(g;,t-g;) = wi - szx an)(gs,bgs) - Ci .
SEDp

Réintroduisons maintenant les temps d'arrét Sz = inf{t ; t-gt > ag } qui
t

tendent vers 1'infini avec n ((140 bis)), et supposons t < Sz 3 on peut

(n)

remplacer partout F

wi est fini, et, par suite, que (wi) est localement intégrable. Quant

par F dans (164). I1 en résulte au passage que

a la formule (163), elle devient évidente.

Quelques approximations du temps local.

PROPOSITION : Posons ¢(s,x) = 1 et donnons-nous une suite croissan

N(s,x)

te ¢(n) de processus paramétrés positifs satisfaisant aux conditions

(162) et telle que

zim 6™ (5,2) = ¢(s,2) Vs > 0 Ve > 0.
n->o
(n) (n)
Il existe alors une sous-suite ¢ extraite de la suite ¢ et un

événement QO de probabilité 1 tels que

(n,)

k
Yu € QO vt Wt (w) > Zt_(w).

(n)

Démonstration : Ecrivons la formule (164) pour ¢ ; on a, avec des

notations allégées,

() * -y (n) (n)
¢ " (gt3t'g:) = wtn - SgDp‘b_n (gs’s'gs) - Ctn

s<t
ol . L. \ . t (n)y
Considérons le dernier terme : il s'écrit 0 (¢ N)(gs,s—gs)dus, de
t + C(n) = [t (1 - fﬂ) (g.,s-g.)d Mais le processus
sorte que w, £ c o 3 9g>5-9¢)dug.

¢
(1 - ED) (gs,s-gs)) tend vers 0 sur 1'ensemble aléatoire HCuD
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qui porte (d;p,u>t). I1 existe donc @ de probabilité 1 et une sous-
(

n
suite (¢ k ) tels que pour w dans 2,

(n,)
b(w) + €K (W) 0

uniformément sur tout compact.

. (n,)
I1 est clair d'autre part que les processus (¢ k (gz,t-q:)) et
¢(nk)
(= (ggsb, )) ont des Timites respectivement égalesa Yoetz Y
s<t 9 s€Dp
ser o<t

n
La suite wt k admet donc une limite wt vérifiant

Y = e g =
Y, + sit - wt s il en résulte que wt L C.Q.F.D.

€D
5p

t

Pour 1'application qui va suivre, nous aurons besoin d'une 1égere
extension de (165). Remarquons d'abord que 1'on a, si (Zt) est un
est un processus optionnel borné

t

Y, 2, - J 2 di - r E Y_+| 2. du.
toor Jpo,ep SS s6D, 9 7 Jp 95 S

s<t
Cette formule se démontrant en considérant d'abord le cas ol (Zt) est

1'indicateur d'un intervalle stochastique. En particulier, en appli-

quant ce résultat au processus ZS = 1{N(s,E) = w}s ON peut obtenir

une sous-martingale locale engendrant la partie continue (1%) du

s Yo=Y+ T Y
g{,E)—w} t t ser

s<t

temps local : si 1'on pose Y% = Yt 1{N( é- :
on a
v! C {t

On peut alors énoncer 1'extension annoncée dont la démonstration est

identique a celle de (165).
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PROPOSITION : Soit M un ensemble aléatoire optionnel et ¢(n) une

suite croissante de processus paramétrés ; On suppose que la suite ¢'( /

définie par ¢’ (n) (n)

que l'on a

(s,x) = ¢

JM(s) satisfait aux conditions (162) et

1im ¢'(n)(s,x) = ¢(s,x) VSEM Vx > 0

n-r
On_pose

W,(n):

+ z

1
SEGNM I[O,dS—s] (o,t]

N_(s,u)
t

! -
L = JO JM(s)diLs.

Il existe alors un ensemble Q, de probabilité 1 et une sous-suite

(n,)

M k tels que pour tout w€ Q, et te€R,
(nk)
Lim W, (w) = 2! _(w).
oo ¢

Si 1'on n'aime pas les sous-suites, on peut les supprimer, a condition
d'énoncer (165) et (168) avec la convergence en probabilité.

Nous allons appliquer les résultats précédents a la situation suivante :

M sera 1'ensemble aléatoire {s ; N(s,E) = =}, de sorte que MnG =G
1

N(s,u)

r

.
>'ﬁ},

nous poserons ensuite Sgn) = inf{u ; u< bS

(n)
o' (s,u) = ¢(s,u) 1 .
. {u>6£n)}

Nous désignerons enfin par In 1'ensemble optionnel mince

(n)}

{s + Bs ; c'est 1'ensemble des temps successifs de traversée du

1s€Gr
niveau " par le processus

1

. 1 .
{t-gr<b_ } {N(g,,E)==}

N(gt’t-gt) t gt t

( ( N(s,d
(3+u)1[0’bs[(u)[¢ n)(s,du) -9 ﬂ)(s,u T@.ﬂ]

B
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(On notera en passant une petite subtilité : In n'est pas constructi-
ble avec la seule connaissance du processus (Yt) ; rien ne permet d'af-

firmer qu'il est discret ; ces ennuis disparaissent dans les cas usuels
(N diffus ou H régénératif)).

Voici maintenant un résultat qui permet de reconstituer le temps local
(et donc la projection optionnelle duale du processus ponctuel ng) a

1'aide de la seule donnée du noyau de Lévy.

(168)  THEOREME :

1 . 1
L, = I =7 + lim z ———
t N(s,E) P ~ _
seGo now  SEL, N_(gs,s gé
s<t s<t

limy signifiant limite en probabilité.

Démonstration : On a

(n) 1
o, (s,X) = ———x 1
N (s,x) {X>82}

TR P R B :
N N_(s,x) {Bg<x<b}

I1 est facile de montrer que ces deux processus sont dans yV}gg ; on a

en effet si (t,w)€EM.

(m)]¢£")(t,x)N(t,dx) = J] (n) (m ~—1————-N(t,dx) < mn
B

[ 20 sut ]N_(t,x)
j oMt e Nt iht,5,”) :
»X) a—(t,x ,X) < mn + + mn.
[0,a$cm)] N_ N_(t,st["}) =em
' (n) N(t,du) 1
D'autre part ¢ ‘(t,du) - ¢(t,u) > = e (du).
V(tu)  Fea) Sm

Appliquons la proposition (166) ; i1 en résulte immédiatement que
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C . 1
L, = limp T —m——————
t P ~
o SEIp N_(gs,s-gs)
s<t

d'ol le résultat.

Ces formules sont bien connues dans le cas régénératif ; ce sont alors
des conséquences faciles de la loi des grands nombres.

D'autres approximations de ¢ peuvent &tre amusantes. Supposons, pour
simplifier, que 1e noyau N est diffus et de masse infinie et considé-
rons pour p > 1 1la famille de fonctions

¢(p) _ [

=

p 1
P1dsn Y <y

~— =22

La famille ¢(p tend en croissant vers ¢ quand p décroit vers 1.

loc

On vérifie sans peine que ¢(p) € nﬂloc

; en effet
J ¢(p)(s,x) N(s,dx) <—— + Log n
10,a{"; p-1

¢(p)(s,u) N(s,du)
s,u)

Le noyau ¢(p)(s,du) - est égal a

LT L . |

qd[ﬁ(s,,)] i1

(g désignant 1'exposant conjugué de p) et son développement sur HC
s'écrit

(p) _ 1 1 1

WP Ay ) e a1

t q [seD N(gs,s-g )P ﬁ(g;,t'QZ)p -
S<t S

q tend vers 1'infini quand p + 1 ; on ne change pas la limite de wﬁp)

si 1'on modifie un nombre fini de termes du second membre, de sorte qu‘on
peut énoncer

PROPOSITION :

!Lt = szp

s 1
p¥l &

LY p'
8€D [ﬂ](gs,s—gs)]
s<t

Q|
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Ce résultat est moins classique que le précédent, y compris dans le cas

régénératif ; peut étre méme est-il nouveau.
I1 serait intéressant de le rapprocher des théorémes antérieurs

(Bretagnolle, Claire Dupuis, Taylor) permettant de calculer la dimension

de Hausdorff de H connaissant sa mesure de Lévy.
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