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L'Equation de Zakai et le Probléme .
Séparé du Contrdle Optimal Stochastique.

U. G. HAUSSMANN Lo
University of British Columbia

Abstract The non-linear filtering model which arises in stochastic optimal contro:

theory :
dx = f(t,xt,u(t,y))dt + U(tnxt'u(ty)'))dw

dy = h(t,xt)dt + dv‘zt
is solved and the "separated" control problem is d?rived under mlnlmai.
regularity assumptions and minimal growth restrictions. The method relies

on the robust form of the Zakai equation.

I - INTRODUCTION

Le probléme fondamental de la théorie du contrdle optimal stochastique
avec information partielle est le suivant :
(1.1)  min {J(u): uEu}
avec T
(1.2)  J)=E{J £(t,xt,ut)dt4-c(xt)}
o

(1.3) dxt = f(t,xt,ut)dt-'-U(t,xt,ut)dwt
(1.4) gy, = h(t,x)dt+da,, y = o,
d
(1.5) U - {u:[o,T)x %(o,'l‘; ]Rd) = U, borélien, adapté a {‘)Z)t} tel que
vy,u(.,y) €L%(o,T; U)}.

Ici (w,w) est un mouvement Bnownien,%(o,'f; ]Rd) est 1'espace des fonctions continue
d C . . . .
[0,T]~ R®, ycr™ donné, {jgt} la filtration canonique borélienne sur (@(o,T;]Rd)

)
et L(o,T;U) est 1'espace des fonctions [o0,T] > 1U essentiellement bornées.

Ce travail é&tait fait pendant que 1'auteur é&tait professeur associé au
Laboratoire de Probabilité, Université de Pierre er Marie Curie, Paris, et 3
1'U.E.R. de Mathématiques, Université de Provence, Marseille.
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La difficulté de ce probléme est, c.f.(1.5), que les contrdles admissibles
u€Une peuvent pas dépendre directement de 1'état xtE nf‘, mais seulement de
1'observation ytEZmd. Dans des cas linéaires on a réussi 3 résoudre le probléme
premigrement en remplagant le probléme par un autre avec information compléte,
le probléme séparé, et puis en résolvant ce probléme, [7],[8]. La réduction du
probléme (1.1)-(1.5) au probléme séparé est basée sur la théorie de filtrage non-
lin8aire qui est maintenant bien développée, mais avec des hypoth&ses de régularité
et bornitude qui sont tré&s génantes du point de vue de 1'application au contrdle
stochastique. Le but de ce travail est le développement du filtrage non-linéaire
dans un cadre qui permettra la dérivation du probléme séparé. Nous continuons avec

une présentation formelle de cette dérivation.

Soit {(xt,yt)} la solution de (1.3)(1.4) sur (Q,‘g,l’), et soit

s t 1t 2
Zt=exp(£ h(r,xr).dyr—E{ |h(r,xr)| dr}.

Si P est la probabilité définie par dP = (Z;)_ldP alors {(wt,yt)} est un mouvement
Brownien sur (9,591,13). Soit {{g‘{} la filtration engendrée par {yt} et soit pt(.)
la densité conditionnelle de X, sachant @Z Si E est 1'espérance par rapport 2 P,

on a

S pt(x)dx

Y
. Pr{x €A|GZ]}

E{1,(x) S0}

E(1,(xpzpl 2V /B 122 ]47)

5 oL Yy /5 {20 &Y
E{lA(xt)ztlryt)/a{zt|(§t}

z { p, (x)dx / {1“ P, (x)dx
i.e. pt(x) -pt(x)/<l P> si <.,. > est le produit scalaire dans 12 (]Rn) =H, et si

- oY
[ b (e = 8 {1,205 7Y

i.e. si p, est la densité conditionnelle non-normalisée de x sachant@‘ Z On peut

t

caractériser p, comme la solution de 1'équation de Zakat,

*
(1.6) dpt-Lt Pe dt;4-pt ht' dy , Po=Py*
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*
N.b. p, est la densité initiale du processus Xe» i.e. de X s et Lt est 1'adjoint
de L le générateur de {x }. 11 faut interpréter (1.6) comme équation dans 54, un

espace de Sobolev. Rappelons H] =H (R" et
B (Eh= (o eL2@): o €14, i=1,...,n}

1

oii wx est la dérivée partielle au sens des distributions. On définit les normes

i
10 1y =< 00 > 2= { [loe |2ax) /2

hol = o, +2 |o | .
H i xik{
Rappelons aussi que H—l est le dual de Hl et ch Hc H—l.

L'équation (1.6) définit Pyt v(o T; R )~ H] p.s.(mesure de erner), i.e.
Pe (x,0) =p (x,y(w)) Le fait qu'on peut définir Pe (x,n) Vn€%—(o T; ]R ) découle de

la forme robuste de 1'équation de Zakai :
Soit w: la solution de

dv

d
H-tiv=o, ¥ =p,, Vn€Blo,m;rY

(1.7)

alors
(1.8) pt(x,w)= w:(w)(x) exp[-yt(w). h(t,x)] p.s.

.
Ici £: est 1'adjoint d'un opérateur défini pour chaque n€ ff(o,T{Rd) et 1ié 3
Lt’ c.f.(2.6).

Maintenant on peut récrire (1.2) comme

T
3 =B L2t u) [GTder ELelry [34))

T<l(t,.,ut),pt> <c,pp>
Bl —g st s
o ,Dt sPp
T <l,pt> ° <C,DT>
I ———dt+Z ——l——>}
° l,ot T < P
o y ’pT
=E{J E(2] |<§Y} —-—dt+E{Z |c<§ )——-—-—p
T
T
=E{£<£(t,.,ut),pt>dt+ <c,pT>}

T
=% [ ACt,p, ,u )dt +x(p,)}
(1.9) ° t’'t T

J(u).
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Donc le probléme séparé est
(1.10)  min{J(u): uell

oll J est définit par (1.9) et "1'&tat" p, est définit par (1.6). Dans le probléme
(1.10) les contrdles sont fonctions du mouvement Brownien {yt} donec {pt} est adapté.
Alors on a information compléte mais malheureusement 1'état Pe prend des valeurs

dans Hl.

Le but de ce travail est d'établir 1'existence d'une solution de (1.6) et de
montrer qu'elle est la densité conditionelle non-normalis&e de X, sans exiger trop
de régularité de £, h., Il y a deux fagons d'aborder 1e probl2me dans le cas
régulier,C'est facile 2 voir que la densité conditionelle est une solution
faible de (1.6) et donc s'il y a 1'unicité des solutions le résultat en découle.
De l'autre cdté on peut vérifier directement qu'il y a une solution unique de (1.6)
ou (1.7) et puis on montre,en utilisant une représentation de Feynman-Kac, que
cette solution est la densité conditionelle. De nombreux articles etablissent
1'existence et l'unicité des solutions de(1.7), [11, [2], [6], [12], mais toujours
sans avoir un contrSle u, et avec des hypotheses de régularité qui sont trop
génantes, e.g. contiuité par rapport a t. Bened et Karatzas [3] ont résolu le
probl2me si u est constant, et Bensoussan [4] 1'a fait aussi en trouvant des
conditions nécessaires satisfaites par un controle optimal mais an exigeant la
bornitude de f et h, donc son travail ne s'applique pas aurégulateur linéaire.

En plus dans [4] o n'est pas fonction de u. Nous suivons les idées de Pardoux
[10] en travaillant avec la forme robuste (1.7), mais nous exigeons moins de

régularité.

Dans la section deux on définit le modéle et puis dans la section trois on
commence par le cas borné, i.e. quand les fonctions sont bornées. Le cas non-borné
est traité dans la prochaine section, et dans la section cinq on déduit le probléme

séparé.

2. PRELIMINAIRES :

Pour u€ 2 fixé, 1'état et 1'observation du systéme de contrble satisfont 2
(2.1) dxt= f(t,xt,y)dt-bc(t,xt,y)dwt,
(2.2) dyt=h(t,xt)dt+dﬁt » Y= 0,

(2.3)- X, ~ po(x)dx,



4

avec
£: [0,TIx R x €(0,T; 1Y) » R
o:[o,TIx R® x E(O,T;]Rd) - R g Rn,
h: [o,T Jx R® ->]Rd .

Nous faisons les hypothéses :
(Al) o borélien ; yv— o(t,x,y) mesurable par rapport 4 ,f/gt Vit,x);
lo(t,z,y)- olt,x,y)|< C -2 |
lo(t,x,y) |< Cy : Cy + avee |y|

alt,x,y) =o(t,x,y)d(t,z,y)>al.

A f borélien ; f(t,x,.) mesurable par rapport 4 }}(oit Vit,x);

xv=f(t,x,y) Lipschitzienne, uniformément par rapport a (t,z,y) dans
chaque sous-ensemble compact de [o,T] xR x .D?d 3
I, z,y) |< Cy(1+ EIDR

Ici a>0, I est 1'identité dans R" ® R" et o' est la transposée de o. Avec ces
hypothéses, pour chaque s € [o,T],x€I(n ,NE 8(0,T;]Rd) il y a une solution forte,
unique de

@.n' dxt=f(t,xt,n)dt+o(t,xt,n)dw X =X,

t ’

sur un espace filtré (5,‘;‘ ’{(gt}’T’sx)’ portant le mouvement Brownien standard
{wt} . De plus la loi de {x:}, f’gx, est unique, et
P = [ B () p (0)ax

est 1'unique loi de la solution de (2.1),(2.3) avec y=n. Si P est la mesure de
Wiener sur (C (o,T; IR ) et si on définit P sur 70,1. ® ﬁoT par
B(axB)=f B" (A) B _(dn),
w
B
alors P est la loi (unique) de

2.4 dxt = f(t,xt,y)dt + c(t,xt,y)dwt, X, ~ po(x)dx,

Ye Brownien

i.e. (2.4) a une solution (unique) sur 1'espace (canonique) (Q,(g,ls). Finalement

soient
(2.5) Z: = exp { f h(r,x ) dyr--—I |h(r,x )I dr},
dp = zT d?,
puis ((xt,yt)} est une solution (faible) sur (Q,tg,P) de (2.1),(2.2),(2.3),
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pourvu que E Z':T> = 1, Ceci donne le cadre probabiliste de notye travail. En

général nous travaillons avec les mesures f’, l;gx.

Définissons maintenant les opérateurs différentiels qui vont intervenir,

Pour chaque t, n , L¢ n est le générateur de la solution de (2.4).

L

t x.(x) + fi(t,x,n)vx_(x)

1 ij
lr]v) (x) = za J(t,x,n)v'x‘
i%j i

ol alJ, f' sont les composants de a et f, et oll nous employons la convention de

sommation des indices qui se rép&tent. On définit aussi (n€ %(o,T;IRd) encore)
* 1, 1j i 1 i ij i 1 ij i
Ltnv i(a v)x.x. (t V)x. 72 Vex, (ax. £ )vx. * (i 8. x, fx.)v

(2.6) i7] i i7] h] i i7j i

V00 = Ay MG - (g (), a3 (e,xm)v, (0 +y(tx,m) v

g W) () =(Lg, V) 0+ NGNS (e, 0+ ”‘”t-“:(x»xfﬁ‘“x'")&j

+ v (t,x,n) lv(x)

¥(t,x,n)= %mt.ht(x))xiaij(c,x,n) (11 (0, = 2 (=L (1 ) ()

1 2
- 3 | h(t,X) l
oh

a B e [
vec v = ° atht (x) at:(t,x).

i i

Puisqu'on ne veut pas exiger la régularité des coefficients imposée par
(2.6), on va travailler avec des formes bilinéaires

1 ij i 1.ij
Am(u,v)=<- 72 Jux',vx‘>+ <(f -fax{) LA A

2 i 73 3j i
(2.7)
_ 1 ij i 1 ij
<7Zm(u,V) <-3xa ux',vx'>+<btnuxi,v>+<2(nt.ht)xia MoV, >

2 .
1) ]

i 1, 2
-< [(nt'ht)xi by * N3 h *3 bl Ju,v>
avec

. . s Ui
by () = £1(e,x,m- 5 &t (6,x,m) [ng h(e, 0], = 7 ad (e,x,m).

Ici nous écrivons <f,g> = ] f g dx pourvu que f g € Ll(IRn). Remarquons que u
est une solution faible deocm H=¢ sia?‘tn(u,v) = <p,v> ¥v € b;(IRn) iu Yv € ?é(m
Avec des hypoth@ses supplémentaires, c.f. (3.1), on peut prendre v € H". N.b.
¥ e \:g(m“) si u est a support compact et si p et toutes les dérivées jusqu'a

1'ordre r sont continues.
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On va résoudre 1'équation de Zakai (forme robuste)
du

(2.8) t_ ot 0
. —_ - =0, u=rp ,
dt tn ' t o] o

du
t 1
2.9 (==, 7 (vu)= 0 ,VVEH,
dut
dt ° -
sens. N.b.(p,v) dénote 1'application de QEH

la dérivée au sens des distributions, ait un

! a VEHI. Ecrivons

et ceci dans un espace tel que

-1
W(o,t)={n €L2(o,t ;Hl) : g—‘;ELz(o,t sH )Y g
si pt€W(o,t), alors s -+ g : [o,t] +H est continue et donc Mg s © < s<t, est
bien défini, c.f.[5], chapitre 2, §6. Pour identifier la solution de (2.8) comme
la densité de X, il faut aussi résoudre 1'équation adjointe de (2.8), i.e.

s = =
(2.10) rry + £snus+ F(S)—O N l.lt \%

du
2.1 (52, )+, W+ <F(s),v>=0, vver,

et trouver une représentation probabiliste de la solution, ce que nous pouvons
faire grdce 3 la formule de Feynman-Kac. En fait, il suffirait de traiter seulement
le probléme avec F=0, mais pour le probléme du contrdle, le cas non homogéne est
aussi intéressant.

Nous montrerons maintenant que (A]), (AZ) et la bornitude des coefficients
entraine la coercivité de —Z%n , dont découle 1l'existence et 1'unicité des solutio:
de (2.9),(2.11).

Leme 2.1 : Soient (A,),(A,) vérifids et vn€ € (0,7; R

(t,x) —> bi (x), (t,x) ——>hi (tyx),(t,x) —> 3 hi(t,x)
n xj t

dans L7([o,T1x R"). Alors _‘ain est coercive.
Preuve : Il faut montrer qu'il y a A0 , B>0 tels que
/ 2 2
(2.12) -’%n(v,v)+)\|vlﬂ> g I vl .
Or,

el
LXAY

2
tn(v’v) >% <V, vx:.l > —cilvinHIVLl— colvlﬂ



avec
i Ll ij
¢ = Ibenla +'2-|('1t-ht)x| max max |a™d|
o l("t'ht)xj lebtnlm *Ing-3. |,

si I . |“ est la norme dans L™, Si o<e<a m@n(Zci)-l, alors
i

2,
|V|

n

€
)1: cil"xi|u“’|u < §[7 e vy,

lH 2e

a 2  no 2
<';2|in|}1 + e lvl

) 2

dont découle (2.12).

Corollaire 2.1 : Soient les mémes hypothéses vérifiées et soit h e I”. Pour

2 -1 . o
chaque FeL“{o,t;H ~), veH, il existe une solution unique dans W(o,t) de
(2.11), et de (2.9) st poeH.

Preuve : Le premier résultat n'est que le théoréme 6.10, [5] p. 129. Le deuxi&me

en découle en posant ﬂ"sn(u,v) =7&I'._S,n(v,u).

3 LE CAS BORNE.

Dans cette section nous exigeons toujours (A]),(Az) et Vn€f(o,T;IRd)

G £1nmunt G a0ueE G0, nt G, e o, Tix R)
3

On sait donc que P(2)=1 et qu'il y a une solution unique de (1.7) ou (2.9) si

(a pOEH.

3)
Pour démontrer que cette solution donne via(1l.8) la densité conditionnelle non-
normalisée de X s il nous faut une représentation probabiliste des solutions de .
(2.11), qui découlera de la formule de Feynman-Kac, mais seulement avec plus de

régularité que nous avons. Nous employerons donc la méthode de regularlsatlon.

Ecrivons E ([o T]x]R ) pour 1'ensemble des u dans nt', (lo, T]le ) tel
k
que u et toutes ses dérivées soient bornées. Si n€€(o,T;]R ) , posons
— - _ ij
L.V LV (nt’ht)x. a - (t,x,n)v, .
j i
Puis T est le générateur de la solution de
(3.2) dx = [£(t,x ,n)- a(t,xt,n)vx(nt-ht(xt))]dt+0(t,xt,n)dw,

qui s'obtient de la solution de (2.1)' par ume transformation de Girsanov. Alors

la loi de cette solution, avec la condition initiale X, =x, est
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T T
n ' “Lrg 23¢3a "
dst=exp{—£ [o Vx(n.h)].dw 3 ‘sflo Vx(n.h)l deld Py

Théorzme 3.1 Soient (4,),(A,) vérifids et a(.,.,n), b_ (.), h,n,p,ve‘r;:([o,mx R,

alors
(3.3) usn(x) {v(x )ezp[fy(r, ,n)dr]+fF(r,x )exp[f y(g,x ,n)dc]dr}

est la solution unique de (2.11). Esx est espérance par rapport a Q:x .

Preuve : La solution u du corollaire 2.1 est maintenant réguliére, i.e. une
solution de

dus
F"’t Us"‘F(S)‘O, Ut=\):

donc le résultat découle du théoréme 7.4, [5], page 153.
Observons que (3.3) équivaut

(3.4) Mg (x)= E {v(x )exp[ ][c V(n.h)].dw- fte(r)dr]
s

+] F(r,xr)exp[-f [c'V(n.h)].dw-—Ire(;)dcldr}
s s s
si
e(r)=n_.3 h (x)+L_ (n .h)(x )+ Ih(rx)l

Nous pouvons maintenant obtenir le méme résultat, i.e. (3.4) sans exiger la régu-

larité sauf celle de h (sinon y et e ne sont pas définis).

Théorzme 3. 2 Soient (A,),(Ay) et (3.1) vérifiés. si he (o, 11x "),
Fer?(o,T;H) N L ([0 T]xJR”), VEENLT(FY) et F(t,.), v( ) continues

uni formément par rapport 4 t, alors (3.4) donne la solution de (2.11).

. © -
Preuve : Soient an,fn,nn Fn"&le%ﬁb des régularisations de a(.,.,n), £(.,.,n),
n(.), F(.,.), v(.). Pour chaque n il y a une solution un de (2.11) quand a, etc.
sont utilis&s qui de plus satisfait & (3.3). Soit p la solution unique de (2.11)
qui existe d'aprés le corollaire 2.1. Nous montrerons qu'on peut passer 3 la limit.

dans (3.3).
Ecrivons Q:x pour le ng qui correpond aux an’fn"" . Selon le théoréme

n no., . L n
11.3.4 de [13], Qg * Qg Etroitement pourvu que Vq>€tfo([o,T]xZR )

@ in [Tt e,xm)- at (exm)0ce, 08 dt = o
n o

. . Trrel ij
(1) lim { f[fn(t,x,n)-(nét).h(t,x))xjanJ(t,x,n)
- £e, %, +(n(0) (e, 1), a ke x,mlote, xdxde = o
J
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Soit B = support ©, alors a ij €L (B) et donc a 13‘ -+ a*d dans L2(B) vn , dont
découle (i). Puisque f - f dans L (B) et n, <0 uniformément sur [o0,T] car n est
continu, alors (ii) est vérifié. Donc si wG‘C( ?(s,t;]Rn) ;s R) est borné il découle

que Esxw(x.) - Eﬂ Y(x.) . De plus si {w } est une suite de telles fonctions, bornée

telle que w - y uniformément sur les compactes, le fait que {Q } est une suite

tendue entraine que E +E" .
q x ¥n 7 Egi¥

Interposons le lemme suivant. Notons

Wn(x) = vn(xt)exp[‘ltyn(r)dr]+£tFn(r,xr)exp[Js'ryn(c)dc]dr,
Y, (8)= f n(t) -h(':,xt))xi atilj (t,xt,n) (n (t) -h(t,xt))xj- nn(t) .3th(t,xt)

% J(t x,n) [n (£).h(t,x )] = fi(t,xt,n)[nn(t).h(t,xt)l‘.--%lh(t,xt)
*3x 3j i

Lemme 3.1 {wn}c f’(&(s, t;R') ;IR) est bornée et converge uniformément sur les

compactes.

-

Preuve : C'est facile 3 voir que ‘P € p(u(s t; r" ); R) et que la suite est bornee,
parce que (3.1) et la bornitude de v,Fentrainent des bornes uniformes de a;J, £ o
T\n, Vn, Fn .

Soit TC(’f(s,t;IRn) compact, i.e.
sup { Ixrl : s<r<t, x€T}<w,

et r - x est continu uniformément par rapport 3 x€T.
La continuité de v entraine que vy Vv uniformément sur les compactes de r" , donc
\)n(xt) - v(xt) uniformément par rapport a8 x€T. Le terme ftyn(r)dr est plus diffic
s
t ij
Js'(nn—n)-[hx_ a(n .h)_ldr »o
1 J
uniformément par rapport & x€T, parce que le terme entre les crochets droits est
uniformément borné , et n —>n uniformément. De la méme fagon
fnon, aldin -nyh lar =0
Nefy, 20 MMy Ty
s i j
uniformément. De plus
t .. P t P P
[ ati - atdar<S | ff 1at (,2,m)- 8t (@,x_,mla_(r -2 )8 (x - 2)dr dz]
s ' m s T n n'r

(3.5)
+ |ff ta" g,z m-a ey x o (r-2) B (x - 2)dp dZ | dr

si an(t),Bn(x) sont les noyaux de la régularisation, i.e.

fman(t)dt=l , un>o . an(t)=o si |t|>l/n . an€ /Ew , et Bn pareils. Mais (Al)

-0
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et (3.1) entrainent que x - aij(t,x,n), est continu, uniformément par rapport a
(t,x) dans un compact, Vn, et donc la premidre intégrale du cdté droit de (3.5)
converge vers zéro uniformément.

Soit € > 0. La compacité de T entraine qu'il y a xl,xz,...,xN tels que pour
tout x €T, il y a xk tel que

k
sup | X_ - X_|<g .
|, - k|

: k2
Mais pour chaque xk ilya xkl, xkz,...,kaE R" et des intervalles I s2=1,...,M,

tel que
k ke
X

k2
g "= [s,t] , | X, - |<e

sir € Ikz . Alors

t .. P
ij _Jij _
{ | fla™(z,x ,m)-a™ (r,x ,mlo (r-2)de | dr

t <. -
= i |f1a* (C,x:.n)- alJ(r,xl;,n)]an(r—c)dc +R, |ar

. G
<3 [ flatd g, ny-at e, b (r- 0dz dar + R
2 IkQ n 1

-

oii R, »o sie=o gféce 3 la continuité uniforme par rapport d@ (t,x) dans un
compact, de x - alJ(t,x,n) Vn. Chacune des derniéres intégrales (un nombre fini)
converge vers zéro, donc la deuxiéme intégrale du cdté droit de (3.5) converge
vers zéro uniformément par rapport a x€T.

. t . . t .
On traite le reste de f yndr , qui est en fait -I endr , pareil, pour
s 5

. t t
obtenir que f Yn(r)dr N I Y(r,xr,n)dr
s s

uniformément par rapport @ x€T. D'ailleurs
t r t r t r
£Fn exp[£yn(§)d;]dr = Js'(Fn- F)exp[£ ynd;]dr + gF exp[£ Yo dzldr ,

dont la premiére intégrale du cdté droit converge vers zéro uniformément, parce
que fyn dz est borné uniformément et I|Fn-F|dr ~+ o uniformément par la méme

démonstration que pour a . Maintenant le lemme découle aisément.

Dans la démonstration du théoréme on a donc que le cdté droit de (3.3)
pour ut converge vers la mémeexpression, mais sans n, quand n -+ », Considérons
maintenant le cdté gauche.

Soient qn, o™ définis par
q" ="

(e:,v)=J£:(us,v)~a%n(us,v)+<Fn—F,v>, vven'.

.40 PO . cqs
I1ciA" est défini comme ﬁ% mais utilisant a_,f ,n_ . Alors
s sn n’ n’ n
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dq:‘
S qs)+ (q »q %)+ (6 ,q) o, p.p.(s)

qt=vn-v .

En outre on a (avec A du théoréme 2.1)

4n, n 2 2
—/us(qs, llq l —||q: ", vn,

donc

2 2t
né_ | nc_ g, nn n n
lagly = lagl, = [2 Gy, ad+ (o], aD) Jar
2 ot 2 2
> n + g n,“_ n - n n
gl + S Fhagi -2 fa7l 2070 _ i 0 dr

2 t
n
>lagl =20 J Iq‘;! ar-2 16" ,
H s L(s 58
L'inégalité de Gronwall entraine que
2
ol

ol <KIlv- v! Tk u

la ) 1

L%s,t;H )
n. 2
Nous montrerons que ll6" |l g >0 carv - vEH déja.
L n
. 2 n 2 -1
Mais F - Fdans L ([o,T]x R"), donc dans L“(s,t3H ).

Considérons

18, 0= Rl
L (s,t; H )

t t . . 2
< k{J ;[[a;J—a”]ux | dr+f [ =bhu | ar
53 i s i
t Py P 2
+ f Z|[nn.h)x a;J-(n.h) alJ]ulﬂdr
5] i X
t . . 2 t 2
1 1
+£ ][nn.h)xi b (n.h)xi b ]ulHdr+£ |(nn-n).3thuk’dr }.

Puisque y, My € L2(s,t;H), il ne faut que démontrer que les différences qui
i

multiplient soit u soit M, convergent vers zéro p.p. Or n, >N ponctuellement et
i

a:J -+ a'J dans Lz([s t]xB) VB borné i.e. quitte 3 extraire une sous-suite
a;J - a'd p-p.(t,x), et pareil pour f . I1 en découle que Vs<t p - u si on

prend une sous-suite. Ce résultat entralne le théoréme.

Corollaire 3 1 Soient (A7), (A,) et (3.1) vérifiés. Si he g> 3 (o, TIxR"),
FEL (0, T;H)NL([o, T]x}?) vEENI™(R"), alors la solutzon de (2.11)
satisfait 4 (3.4).

. n . . . . P p
Preuve : Soient vn, F des approximations continues,uniformément bornées de v, F
telles que v > v dans H, F® > F dans L2(0,T;H).
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Si u® est la solution correspondante 2 vn, Fn, alors (3.3) est vérifié
pour G, F). De plus u: + Mg par la méme démonstration que dans le théoréme.
Par contre sur le c6té droit de (3.3), E:x est en fait indépendant de n. Comme

auparavant, quitte 3 extraire une sous-suite vy, Fn(r,.) + F(r,.) p.p.(x)
pour presque tout r, donc p.s. (Q:x), car la solution de (3.2) a une densité.
Le théoréme de Lebesgue entraine le résultat.

Nous voulons maintenant supprimer la régularité de h. C'est possible si

nous posons

V(x) = g(x)exp[nt.ht(x)]

F(t,x) = G(t,x)exp[nt.ht(x)]

Théoréme 3. 3 Soient (A1), (A,), (3.1) vérifiés et g eH nI°(R'),

cer(o,T;H)NL ([o T]xI?") Alors la soZutwn unique de (2.11) est
h_(x)
Mg (x):)?“x{ g(xt)zt + f G{r,x )stz:}e &'"s p.pls,x), p.s.(n)

oi le p.s.(n) est par rapport d la mesure de Wiener.

Preuve : Soient h™ des approximations de h telles que "€ E:([O,T]x r"Y,

In"(t,%) |+ b} (: 2x) [+]3 h7(E,x) [< K, et B, by ,0 h‘“ +h, h_,dnh dans
1

12 ([o, T]xB)VBC]R , B borné. Soit @€ ’6(6(5 t; ]R) R) . Définissons f,sx sur
e ¢d
< sT vaoT par

~ - ..n -~
B, (AxB) —IBPSX(A) P (dn)

et si em(t) est défini comme e(t) sauf que h" remplace h,
t t
£, = nt.hT(xt) - flo'v(n.h™].dw~- [ e"(z)dc .
s s

Puis £ . £
B, o) vi, () =E {0 (mlglx)e "+ [Gr,x e arl).

La formule de ItS appliquée a nr.hm(r,xr) entraine que (n.b. la loi de er,nr)}
est P__)
sX

t t 2
m m 1
£, =nghl(0)+ ,L' W (r,x ) -dnr-7£ In®(r,x )| ar ,

ainsi
- m ng .7 s (X)
(3.6) Eww(n)usn(x)=E {o(n) [g(x,) Z +IG(r x ) Z drle }

i mZi est défini par (2.5) avec h™ au lieu de h, (n.b. y = n).

Nous voulons passer & la limite, m + . Pour n € supp ¢, i.e. borné, on peut

prendre la constante A du lemme 2.1 indépendant de n,dont découle que

2
[u® <x{|v|§+urn

l 1<K
sn 'H Lz(s,t;H 1 [¢)

. 2
m = . <
l.e. Iusan est bornée uniformément par rapport 3 n€ supp ©.
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D'ailleurs comme dans la démonstration du théoréme 3.2, |um -y

8n san +0 Vn. Alors

quitte 3 extraire une sous-suite
E,0mug ) ~E omu, ) pop. ().

Quant au c6té droit de (3.6), h ->hs P.p.(x) (pour une sous-suite) et d'ailleurs
m,s ~
Zr > Z en probabilité Vr car I-lsxlgr(hm-h).dnl2 +o0. En outre la borne ]hm[<K

entraine qu'il y a p > 1 tel que
= m,s,P
sup Esx{( Z ) }J<w
m,Tr
De cette intégrabilité uniforme découle maintenant la convergence du c6té droit de
(3.6) et donc le théoréme.

Corollary 3.2. Soient (A;) (Ag), (3.1) verifies avec C s Cetg ¢ 8, G e 2to, ),
lgtz)| + |G(t,z)| < k(1 + |x|T), ¢ 20

alors la conclusion du théoreme 3.3 est encore correcte.

Preuve: Donnons la démonstration seulement pour le cas G = 0. Il exist g, > 8

ponctuellement, 8, borné, Ignl < K(1 + lxlq). En outre
BRI -t ff -
donc sx{gn(x )Z } > g(x )7 } p.s.

La corollaire découle du fait que
2
n w

hig, =

2
< Klgn - ng + 0,

gi u™ est la solution de (2.11) avec A

Théoréme 3.4 Soient (Az)"(Ag) et (3.1) vérifids. Soit y" la solution unique de
(2.9) et
pl(z) =y} (z) expln,.h(x)],

+ sachant ﬁd

alors Dt est la densité conditiomnelle non-normalisée de x
est la densité sachant’fy) et py(“’)vémfze vo € B

(i.e. py(w)

(3.7) d<°t’ v>= Aty(w)(v’pt)dt+<pt ht,v >.dyt

Po T Pp +

Preuve : selon le corollaire 2.1 wn existe, unique.
Grace a l'unicits, lP ne dﬁpend que de {n to<s<t}. Soit p n la solution de
(2.11) avec F=0, v=ge "t t,g€HﬂL (R™).
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Grace au théoréme 3.3

t
n n = (4 N
S Vpaken > Voo > = L ge vy >ds
- [ F - eMds
o &n Ysn*¥s sn sn’’s
=0
i.e.
n,.h
n t t =N o
< Wt, g e >=<p.» on{g(xt)zt} > p.s.
_ =N o
=E { g(xt)Zt}
_ = o rd
= E{g(x)) ztl < ot)
- frd & .01 d
E{g(xt)lJot}E{Ztlvot} .
Alors

(3.8) <pz“2g>=mgutnéz}ﬁ{zzkéz} pes.s

dont il découle que p}t’(wzx)>0 pP.s. On prend une suite gm 4+ 1 telle que

ngHan(an) . Puis (3.8) et la convergence monotone entrainent que
< p{(w)’ 1>=E{ Zz I(g)t’} p.s.

(w) 1

+ N n n -
et alors < pz , g>=E{g(xt) IQZ} si pt(x)=pt(x)< pt,l> .
y (w)

t est la densité conditionnelle de X, sachantcsi‘z .

Donc p

I1 ne reste que la preuve de (3.7). Soit b(t,w,y)=<\bexp(y.ht),v> ,

(t,¥,y) € [0,T]xHx R™. Le processus Y, = (t,\bt,yt)' satisfait a
dy, = B, dt + D dy,
si B;: = (1,.7éty(.,¢>t’), 0), D'=(0,0,1). Observens que < pz , v>=<1>(t,w}t',yt) et

appliquons la formule de Itd établie dans la partie(a)de la démonstration du

théoréme 1.2,[11], pour déduire
N yt.h
(l9)d<p¥,v>=b% (e

t 1
ty v,wz)+<p{yt.3 h v>+§<|htlzpz, v>] dt

tte’
y
+< > . .
Pt ht Y dyt
Nous vérifions aisément que

., y.h y 1,2 - y.h
:'t‘ty(ve W)+ < pt(y.ath-r > |h | ),v> Aty(v,e V)

dont découle (3.7). Remarquons que la formule de Itd exige que t - 3.h, soit

continue mais on peut quand méme &tablir (3.9) en régularisant h (dans la défini-

tion de ¢ , mais pas dans igty) et puis en passant 3 la limite dans (3.9).



52

4 LE CAS NON-BORNE

Nous voulons maintenant remplacer (3.1) par
2
[a, h(t,x) | <R+ [x]7), |h  (t,x) I<KR( + |x|)
i
)
4 vs€lo,T], xER"

= s
Esx ZT 1

Observons que les bornes dans (Aa) entrainent
2
(4.1)  |h(t,x)| < K (1+ 1x]%).

et que nous donnons une condition, indépendente de h, qui entralne Ez =12 la

fin de 1'article.
Pour le probléme

dy
(4.2) —+£snu+ F=0

3 R o<s<t,
s

utg\)’

on sait déja dans le cas régulier, i.e. solutions dans C]’2 , que les solutions
S s s - . a . 2
ne sont pas @ priori bornées, mais plutdt elles satisfont Iut(x) |<exp(8|x]|7).

Alors on ne peut plus souhaiter que p€W(o,t). Posons
2 1 2 1
Ly oo (ot = 3L (o,t;H (D))
od 1'intersection est sur tout O ¢ ", borné, ouvert. Puils si v € f:((o,w)x rY
2 1 -
et si p e Lloc(o’t;ﬂ ) on a (.(‘sn Hos Vg ) = (u ,,C *v) =-44 (u ,v) puisque

BV, € L1 (]Rn) . Donc on dit que u € L2 (o t;H ) est une solution de (4.2) ou

(2.11) si Y v e? ((o,tn)x RY), u vérifie

(4.3) <v,v >+f&f;n(ur,v )dr+f <F(r), v, >dr—f<u ,Bv >dr.

Avec d>0, £ 21, 8§>0 définissons

d & T(s x)= exp{(d+£|xl ) d(T_s)}
d -1 2 + 1
S, -{u€L (o t;H ) (o ) u€L"(t=68) ,t;H ),V1=t,t—6,t—26,.;.,1 >0}

+ s - é
Rappelons que T =max(r,o}. Ici on a fixé n encore et on a posé c=max{sxsxp|ns|l(h,l}

Lemme 4.1 Soient t,n fixés. Il y a d,8>o0 tels que (4.3) n'a qu'une solution

dans 5?’6 .

. . 9 - .
Preuve : Soient His u2 deux solutions dans Sctl’ . Posons u=u] -u, et fixons & > .

2
Soit
dgt

-1 —
A =077 (%) (%)
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Alors (1+ IxIA)AELz(t-G t'Hl) parce que

dgt d(t-S)]

(s,30= 0355 (s, ) expl (£-0) || %e
et (1+ |x| )exp[-(E—?;)lxl ] est borné.
Soit v€f°((t-6,m)x R"), puis (4.3) entralne

t t
I Govdr=[* <io, 3,V >dar=f* <A3 (@v)>dr=[ <X, v 5> dr
t-$ t-§ t-8 t-6 t

En posant v(r,x) = 1(r,x)%(x)t(r) avec ¥ ¢ :(]Rn), e :(t—s’m) on obtient (avec
% une fonctionelle surcm(]Rn))
<gl,v >+ <), \P dwv>*fﬂ'(lﬂp,m =0
i.e. ds ds
=+ A D=0
(4.4) rahd As()\ s o)
oil | o
AW =<\, 0 d“’v>+¢77’ (e,0 V)
s
(t S) i'j A ’V >

=<A,—(d+g|x|2)de v>-7<8

ed(t_s); >+-l—< a*dh ,2x.Ee
X. 2 X, 3
i i
2d(t-s)

1 ij
—5<aJ)‘,ZEx

l s 2 _ . -
+5<a13 A, 4E xixje V>+<b1)‘xi’V>
d(t—s);>

i 1 ij, —
+ <b1>\, ZExie + 7 <(n.h)x.a JA,vx>

i 3
Py . 2 -
- 5 <(n.b) N A (LT N SR TGRSR b PV
1 1

d(t-s) do d(t—s)w

2
parce que g—$=-(d+£|x| )de cp,d =2£x e

Puisque (I + |x|4)>\€L2(t-6,t;H]) on peut prolonger Ks()\,.) a 1-1l et donc (4.4)
entraine que g% € L2(t—6,t;H-l), i.e. AEW(t-8,t). Alors si t-§<s<t et si

€or s cz sont des constantes convenables on a

d 2 s
EIAS| BT A >

N —

a 1 2
>-A 0,0 5< [h]"a,n >

2 Zd(t S)le d(t—s)

2 2 2
>70 | -<le £ +e (L +|x| e +e(1+]x]7) -

- a@+e|x|D 4 s

a 2
>Thxl
si d£>co£2ed6+cl£+c2 et d2>c1£+c

5 -
Un tel choix de (d,68) est toujours possible - e.g. on pose d > max{f,c £+cl+c }

et puis on pose §=d llog[d—c: -c )/c £]>d ]10g1= 0.



Remarquons que nous avons utilisé 2|<Bu,v>|< e |ul2+e_l <82 V,v> .

Mais )\t=0 et dis'l}‘s|2> 03 il découle que ASEO sur [t-§,t], i.e. 'u_sEO
sur [t-8,t]. Répétons 1'argument sur [t-§,t-28]. Puisque c,» €p» C, sont uniforme
par rapport i t, alors d,8 le sont aussi , i.e. (4.5) est encore vérifié et y = 0
sur [t-26,t-8].

On continue jusqu'a 0 i.e. y = O sur [o,t]. C.Q.F.D.

Observons que d,8 dépend seulement de Cos Cps Cos i.e. seulement des cons-—
tantes dans (Al) (AZ) (Al‘) - et de n fixé. On choisit d,6 tel que le résultat est

vrai quand on a dans (Al‘):[hx |SK (1+3]|x|). On verra tout de suite pourquoi le 3.
i

. ds
Soit St=St .

Théoréme 4.1 Soient (Al)_(A4) vérifiés et n, g, G fixés tel que

lg(x) |+ |G(s,z) | <K(1+ |2|D) g<e

Alors il y a une solution p n’ unique dans S de
n,.h t n_.h
t't s s _
(4.6)<ge ’vt>+'o[‘7gén(us’vs)ds+'o[<a(s")e sVg>ds =
t ©
= £< ug» 9,0 >ds, vE éo((o,w)xmn) .
De plus :
_zN ] s

4.7) usn(x) -Esx{g(xt)zt+£ G(r,xr)zrdr}exp[ns.hs(x)].

Preuve : Soient gm(x)=g(x) 1{|xl<m}(x)’ Gm(t,x)=G(t,x)JI{le<m}(x) et gI:, Gl:: des
régularisations par rapport a x de gm et G". Soient

h(s,x) si |x|<n

]-&n2

hn(s,x) = g

h(s,x)(

) sinon
1+|x

n £(s,x,n) si |x| €n
£ (s,x,n)=

£(s,%,n) (-2

1 +|x]|

) sinon .

Alors g €L” (]R )NH , continue, G eL” (o, t)x]R )ﬂL (o,t;H) continue par rapport a
Ihn(s x)|<K(l+n R |B n" (s, x)|<K(1+n ) lh (s,%) |<K (1+3]|x|) : observons

1'apparence du 3! Aussi |f (t,x,n)|< Cn(l+ |x|).

n
’

Soit u" 1a solution de (2.11) (c.f. Théoréme 3.3) correspondante a fn, h

. Gl::l Soit k —un (pdlt(s,.)—] sur [t-8,t]. Comme dans la démonstration du lemme

mais avec £=7, h= n" , £= f? on obtient

d (.n 2 a,n2 m -1 .n
_dsl)‘l >7|)\XIH—2<FEQ) , A >

n
mey.h

avec Fm =G . Alors
€ €
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a t ni2_ .02 2 ot
LR NN Y L R I

et aussi 2
d|,n _ 1 _ . n2
aghsllf ¥ . |>\s|H

n2g)

.e. |2
S'H

[y

2
-1,2 r-g
)‘tIH s f |F IH e dr

<[} | +IE"g n 1€l
L (s,t;H)

si t-§<s<t. Il découle que

[
j nx“u ds<(—+ Be_, 5eby (27| +||p"‘w i g )
t-6 L9t-6,t;H)

et
Ing %, (1+ x| 2 )e..(d+;|x| )2 dx <

4.8) IA | <j|1<(l+|x|q)e

2
- In & O ]x|%) _ 2
IF" g III22<J't I|K(l+|x|q)e e e (@szx| )|2dxdr <w ,
€ L% t-s

Alors 2 2
(4.9)  sup f ™ yds <=, sup l)\:| <w,
n,m,e t-§ H n,m,e,s€E[t=6,t] H

Donc A" est contenu dans un ensemble borné de L2(t—6,t;Hl) et Al:_d dans un

ensemble borné de H. Alors, quitte 3 extrairﬁ une sous-suite, il y a ) tel que
-h(t,. -
A" > A faiblement. D'ailleurs )\: - gxz et ’ o(t,.) ]€H par convergence

dominée. Soit V€ 8:((o,m) an). Selon le corollaire 2.1.

t
>+I 7‘@; (us,v )ds+I <F Ve >ds=f <u:,av:>ds

(4.10) <ul,v > -<up_ v X
t-§ t-§ t-§8

t t-8’"t-¢

i.e. <).:,«.pv>—< 6,wv>+j -% (x 0,V )ds+I <Fmv >ds-f <\t 03,V >ds.
t-8 t-5 t-§

Maisﬁ:n(lngp,v)=1f;n(>\ncp,v) si supp ve{x: ]x|< n} x (o,®).

Donc la convergence s'obtient dans (4.10) sin -+ =, i.e. u: > Ap = usn et

t
UV 2TV s +I 6(/7‘/ (v )ds+{ 5<F ,vs>ds={_6< Hg»d v >ds .

On peut continuer sur [t-25, t-6] [t-36,t-26], ... pour &ventuellement

obtenir Mg, SuT [o,t] qui satisfait a (n.b. vo=o)

nt.ht

m t t m t
(4.11) <gee s vt>+ ({./(rn(ur,vr)dr +£ <F€ ,vr>dr= £< ul_,atvr >dr

Comme au dessus on a convergence faible des A quand ¢ -+ 0, m + « 3 cause de (4.9).
De plus g':: - g, F': +F p.p. et donc on peut passer 3 la limite dans(4.11),i.e.

(4.6) est vérifié.
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Vérifions maintenant (4.7). Fixons s € [o,t]. Selon le thé&oréme 3.3.
t
n 0N o om n,s m n,s n
g (x) Esx{ge(xt) z, + i G (r,x) zrdr}exp[ys.h (s,x)]
~ N=n ~
oll Esx est 1'espérance par rapport 2 anx, la loi de la solution de

(4.12) dx = £% dt + odw , x =x .

Avec p € %"(]Rn) s, P=0, Inpdx- 1 posons
R
“f»;“gA) =f ox) "F] (A)ax,

n

alors nf?sp est la loi de la solution de (4.12) avec distribution initiale, i.e.

distribution dexs, p(x)dx. Définissons f’g de la méme fagon, et nP:p,Pl;p par

r, _Dn,5 NN .z
a(“psp) 2, a(F aP
r
d P =25 a@" )ab
sp Zr d(Ps )de ,
donc nPsp est la loi de la solution de

dx = fn(t,x,y)dt+o(t,x,y)dw t s,

dy = h"(t,x)dt + dw r2t>s,
y mouvement Brownien t > r

avec la loi initiale p(x)dx x N(o,sI), oii N(o,sI) est la 1lo6i de Y si y est un
mouvement Brownien standard.
. & {c d . ,tfd
Soit Y€ € ( . (0,T;IR") ; R) borné , st mesurable.

Alors -n .h"

t
N n_ s°'s = n-n, m n,s m n,s
(4.13) E {¥(n)<u_e 0> }=E{¥(n) "B { g (x ) 2, + £ 6l (r,x )z dr}
n_t m tnr m r
= Esp{\lf(n)ge(xt)} + £ l-"l-:sp{‘l'(l'\)Ge(r,x )}dr
mais f'=£, h"=h si |x|<n , alors nP:p > P:p stroitement, [13], Théor2me II.3.4,
et ainsi on peut passer 3 la limite dans le cdté droit de (4.13) car ‘}',g‘:, Gl: sont

bornés, continus.

Quant au c6té gauche, pour n suffisamment grand on a

n
-n_. -n_.h
<P enshs>=<un pens s
Ug s P )
-n_.h
=<2",0pe >
$ -n_.h
T<A s 0pe >
i e-ns.hs)
h Ygp» P
-n .
Vn parce que Yp e 8 S¢n et )\: > )‘s faiblement. De plus

n —ns.hs(x) <|PE" (2P )25 + ftGm(r x )Pz5%ar)
|us(x)e l | sxgs tt Tt g€ e A

<x".
€
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La convergence dominée entraine qu'on peut passer 3 la limite dans le cbté gauche.

Puisque <usn s P exp(—ns.hs)> est st mesurable et p est arbitraire, il découle
(.14) (0= B (g0 (x )28 + [F60(r,x )"2%ar}  pp x,n.
: Ugn ¥ sx € t't s € r r

Maintenant on fait tendre ¢ + o et puis m + . Comme nous avons déj3 remar-
qué , le cOté gauche converge, et de méme pour le cdté droit quand € + o grdce a

la convergence dominée. Si P = P avec la mesure de Dirac concentrée 3 x, alors

q d
E_{ sup |x| I‘(J -E {suplx 19} <
ol e Y

grace a (Al)’(AZ)' Donc

n " Sar| ft E _{|e(r,x)]|2z5| 4 }ar
Esxli G(r,xr)Zr r - L C ﬁsr

t d yxn .8
[ E_{ |G| I%tzsr}xsx(zr Ydr

s t
k() [ ﬁ:x(Z:)dr
s

IA

Selon (Aé)

= sy _ = Sy_5 (3N (.8
= Esx{ZT} Esx{zt} Esx{Esx(zt)}’

donc ftfzx(zi)dr < @ p.s. (n), et on peut passer 2 la limite (m + ») dans (4.14)
gracesa la convergence dominée.
Corollaire 4.1 Soient (Al)-(A4) vérifiés. Alors il y a une solution wnique dans Sp
de
(4.15) <p0,vo>+ofgén{vt,wt)dt+c{t< Vs 3,0,>dE =0 ,VVE s/c’ (-=,T)xR").

Preuve : En faisant un retournement du temps on retombe sur le théoréme 4.1 avec
éﬂén(u,v) remplacé par;ﬂ%;s’n(v,u). On peut méme poser = 1. La premidre partie
de la démonstration du théor&me donne le résultat, en observant que la borne dans
(4.8) peut &tre remplacée par

2 2 4,1,T.-1,.2
b S I R W

2
n
Irgl, = Ipgl 1™ 5 <lpgl,

oo
qui est borné uniformément par rapport 3 n car p > P, dans H. Remarquons que la
deuxiéme partie de la démonstration, i.e. la représentation, ne marcherait plus

parce que y n'est plus un mouvement Brownien.

Corollaire 4.2 Sotient (AJ)-(A4) vérifids et soit Y" la solution unique de (4.15).
Alors

Dy(.r) Ewy(x) exply,.h(t,z))

est Za densité conditionnelle non-normalisée de x, sachant(S{ 22 et
Vv € C (E )
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t t
(4.16) < pg,v >=<p_,v >+£Asy(v,pz)ds +ch <pZ; hosv > dy .

Preuve : Soit u" la solution de (2.11) correspondante 3 fn, hn, g€ ceo(m“),c=o R
c.f. la démonstration du théoréme 4.1, et soit wn la solution correspondante de
(2.9). Alors, c.f. la démonstration du théoréme 3.4,

n .ho(t,.)

t

(4.17) <yl,ge >="E"(g(x,)"2;)

avec "p"="p" , c.f. (4.12) et suivant. Mais
°P, n
n, .h

t 't -1 "
<ip,ge >=<yl@ , gge' >
e n -1 .h
S<ure, wge >
n,.h
t t
=<plge’ O

parce que w: w-'l - w}t'(.p_] faiblement dans H et h"= h sur support g si n suffisa-
ment grand. Pour le c6té droit de (4.17) on a, pour Y€ 6(%(0,T;]Rd);]R) borné,
gt mesurable, que
- n-=n n,o,,_n.t
E {y(n) E{g(x) 2 }}= Eopo{w(n)g(xt)}

t . n o
> Eopo{‘l’(n)g(xt) }=Ew{‘¥(n)E {g(x)z 1}

comme dans la démonstration de (4.14). Alors
y, -h(t,.)
y t _ Ry 0, _= 0|1y
(4.18) <Y, ge > = Pig(x)20) = Elgx 220G} .
Le reste de la démonstration que p est la densité se fait comme pour le théoréme
3.4,
Grace 3 (3.7) on a

t t
n n n n
(4.19) <PV =<p LV >+£Asy(v,p:)ds¢£<psh ,v>.dy.

Posons tout de suite n suffisament grand que hn=h, f2=f sur le support de v.

Prenons o< t<§ pourqu'on n'ait qu'un . Le cas plus général se fait en répétant
la démarche suivante. A" + A faiblement dans Lz(o,t;Hl), alors il y a une combi-
naison convexe telle que la convergence est forte. Parce que (4.19) est linZaire

par rapport a pn on a donc, méme pour les combinaisons convexes, que
y,.h t y_.h t y_.h
n ‘t’t s s n n s"'s
= >+ + )<y ,h e v>d
<‘Jlt,e v>=< PO’V J;Asy(v’e ‘ps)ds 2)' WS, s y

y,.h y. .h
On a déja vu que <w:,e vty o <, e totys , c.f. (4.17). La convergence (méme

faible) de wncp_l=)‘n —>)\=\pyw_ldans L2(o,t;Hl) entraine que

t y.-h t
s"'s n
gAsy(v,e xps)ds -gAsy(v,e

y&_‘.hS y
ws)ds p.S.

-1 -1
c.f. (2.7). Finalement la convergence forte de wn ¢ - wytp et

2 . 2
|o n ey’hv| <K, eIYIk <K, e¢|¥|



59

et 2 2
n
DSl < ®ylpg Ly

entrainent, par convergence dominée, que

y.hv > dy

t n y.h t y
£<ws,he v >dy ->£<\J;s,he
dans L2(§ ). Donc (4.16) est vérifié.
’ 40,7 (arclxfred® | elxl2 Lo
Remarque Observons que [#92>2T(s,x)| < e <Ke et meme
2
|Wi.’c’T(s,x)|<K SIxT g K, B suffisament large.

i
Notons

2
- 2
H ={f:R"-+R, | |f(x)|2 e 281x |4y = [£]) <=}
8 = 8

el =
g™ lElg T 15 1

Puis u T'GLZ(o,t;H;) parce que

_ d,z,T
lugnlg = g @™ o< gl &
Donc .
t 2 t-148
I IIBds<K2}:I I 1% ds < =
o ®n it-(i+1)s ©

I1 faut se rendre compte que B dépend de z, alors den .

Par contre pour wn nous avons posé ¢ = 1, alors wr'€1?(o,t;Hé) avec B indé&pendant
de n.

5. LE PROBLEME SEPARE

Nous pouvons déduire facilement le probléme séparé qui correspond au probléme
de contrdle optimal stochastique avec information partielle, (1.1)-(1.5). Faisons
les hypothéses suivantes :

(Bl) 0:[0,TIxR* xU » R" @ R® , borélien,
[o(t,x,u) - o(t,X,u)| < Cp k=X, v]ul<g,
lo(t,x,u) |< K
a(t,x,u) = o(t,x,u)o(t,x,u)'>al, a>o

On pourrait, en fait,remplacer la derniére inégalité par :

a(t,x,u)> uRI, V[ul <R, ag>o

(BZ) f:lo,TIxR" x U - ]Rn, borélien
[£(t,x,u) | <SR(1+ |x] + Jul),
x - f(t,x,u) Lipschitzien uniformément par rapport % (t,x,u) dans chaque
sous-ensemble compact de [o,T]xR" x U .



60

(B3) Py €H
n d .
(Bl.) h:[o,T]x R - R borélien
|n(t,x) |+|hx_ (t,x) [< K(1 + |x])
i
|3,h(t,x) | <K+ [x])
(BS) ¢ : [o,T] x R xU »R borélien
c: R® - R borélien

[eCt,xu) |+ Je@) <K+ x|V, g>o0

Lemme 5.1 Soient (Bl)’ (32), (B4) vérifiés et soit
(5.1) |ult,y)|<K(1+ sup |y.|)
o<s<t

alors E__ 20 = 1.
s

x 't

Ce résultat est bien connu. Le théoréme suivant nous donne le probléme séparé.

Théoréme 5.1 Soient (Bl)_(BS) vérifiés. Alors vu€ U tet que (5.1) soit satis-
fait,
B (L y y
J(u)= E{f < R.(t,.,ut)_, pt>dt+<c,pt> }.
o

Preuve : Grace 3 (4.18)
J(u)= E { Zg [{Tl(t,xt,ut)dt + c(xT)]}

T
= E EY o EY o
E{£ E'{z, 2(t,x ,u ) e + BV {z, c(xT)}}
. T
=E £<pz,£(t,.,ut)> dt+<p¥ ,c>)

si nous observons que (4.18) est satisfait si g =c ou g = k(t,.,ut). En fait le
théortme de convergence monotone entraine que (4.18) est vrai avec g borné soit
au-dessus soit au-dessous. Sans cette bornitude on observe que |h| < R + |x]), 5.1)
et (Bg) entralnent, comme dans la corollaire 3.2, que p.s. iy|g(xtilzz < = (g=c ou %);

donc on peut appliquer la convergence monotone 2 g+ et g- sig=g -8.

Corollaire 5.1 Avec les hypothéses du théoréme,

J(u) = E < Hoy*Po

Preuve : Le résultat découle de (4.7).

Remarque 5.1 On peut remplacer (BA) (Bs) et (5.1) par

B h: [o,t] x r" > ]Rd borélien

6
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In (t x)| <KL+ |x|)

|a h(t x)] <R + |x| )
L: [o,t] X ]R x U + IR borélien
c: R+ R borélien
£, c borné unilatéralement
[£(t,x,u)| < KA + |x]), 0 = o(t,x).
On voit tout de suite que la démonstration du théoréume 5.1 est encore correct
parce que on a le premier cas discuté pour (4.18), i.e. on n'a plus besoin du
|h] < K + |x|). N.b. J(u) n'est plus forcément fini. Mais cette condition est
aussi utilisée dans le lemme 5.1 gour démontrer que Esxz: = 1; néanmois ce résultat
découle du calcul suivant. Soit P la loi de (X,Y) si
X, = o(t,xt)dv“zt, X =x
(Q,Y) mouvement Brownien.
Alors
dX = o dw, X = x
dY = h dt + dw
ou (@, w) est un mouvement Brownien sous dP = Z; d;. L'indépendence de(X,Y) sous
P entraine que E ZT = E E{Z fo} = E 1=1.
En plus
dX = f dt + o dw

ou (w,Y) est un mouvement Brownien sous d;sx Z dP
Zp = exp{ f I —-f lo7 g | %4t}

s
Encore E Z E E{Z |j¥} . Finalement (X,Y) satisfont (2.1) (2.2), X = x avec

(w, w) un mouvement Brownien sous dP = Z dP. Observons que E ZT 1, et donc

=A~= =~ s
1=Ez E zT zT E_Z1

N.b. par 1'unicité (méme forte) on sait que P défini ici est egal au ﬁsx du §2.

On peut maintenant &tablir des conditions nécessaires, c.f.[4], ou des
conditions suffisantes, c.f. [3], pour ce probléme, ce que nous ferons ailleurs.
Probablement il est également posssible d'établir des liens entre la solution faible

de 1'équation de "Zakai" pour le cas "white noise" et le notre, c.f. [9] .



[2]

(3]

[4]

[5]

[6]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

62
REFERENCES

J.S. BARAS, G.L. BLANKENSHIP et W.E. HOPKINS.

Existence, uniqueness and asymptotic behavior of solutions to a class of
Zakai equations with unbounded coefficients, IEEE Trans. A.C., 28(1983),

203-214.

J.S. BARAS, G.L. BLANKENSHIP et S.K. MITTER.

Non linear filtering of diffusion processes, Proc. IFAC Congr., Kyoto, Japan,
1981.

V.E. BENES et I. KARATZAS.

On the relation of Zakai's equation and Mortensen's equation, SIAM J. Control
and Optimization, 21 (1983), 472 - 489,

A. BENSOUSSAN.

Maximum principle and dynamic programming approaches of the optimal control
of partially observed diffusions, Stochastics, 9 (1983), 169 - 222.

A. BENSOUSSAN et J.L. LIONS.

Applications des Inéquations Variationnelles en Contrdle Stochastique,

Dunod, Paris, 1978.

G.S. FERREYRA.

The robust equation of non linear filtering, preprint, Dept. of Mathematics,
Louisiana State University.

W.H. FLEMING et R.W. RISHEL.

Deterministic and Stochastic Optimal Control, Springer-Verlag, New York,
1975.

U.G. HAUSSMANN. Optimal control of partially observed diffusions via the sepa-
ration principle,Stochastic Differential Systems,Lecture Notes in Control and

Information Sciences, Vol. 43 (1982), 302-311 .
G. KALLIANPUR et R.L. KARANDIKAR.

A finitely additive white noise approach to nonlinear filtering, Appl.Math.
Optim, 10 (1983), 159 - 185.

E. PARDOUX.

Equation du filtrage non linéaire de la pré&diction et du lissage, Stochastics,
6 (1982), 193 - 231.

E. PARDOUX.
Stochastic partial differential equations and filtering of diffusion processes,

Stochastics, 3 (1979), 127 - 167.

S.J. SHEU.

Solutions of certain parabolic equations with unbounded coefficients and its
application to nonlinear filtering, Stochastics, 10 (1983), 31 - 46.

D. STROOCK et S.R.S. VARADHAN.

Multidimensional Diffusion Processes, Springer - Verlag, 1979.



