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SUR LE TEMPS LOCAL D'INTERSECTION DU

MOUVEMENT BROWNIEN PLAN ET LA METHODE

DE RENORMALISATION DE VARADHAN.

J.F. LE GALL.

0. Introduction :

Soit W un mouvement brownien plan. Une fagon d'étudier les recoupements

de la trajectoire de W avec elle-méme consiste d introduire 1'intégrale formelle :

1A
(0-a) JO J, saHsHpss at.

Ici 60 désigne la mesure de Dirac au point O du plan. L'expression for-
melle (0-a) joue un réle important dans 1'approche par Symanzik [8 1 de 1a théorie
quantique des champs. Dans son appendice au livre de Symanzik, Varadhan [9 ] décrit
une méthode qui permet de donner un sens a 1'intégrale formelle (0-a) ; soit

(gk, k > 1) 1la suite de fonctions sur le plan définies par :
9¢(x) = (k/2m) exp(-k [x1/2)

La suite (gk) converge, au sens de la convergence étroite des mesures,
vers 60. 11 est alors tentant de définir 1'intégrale (0-a) comme la limite, quand

k tend vers 1'infini des intégrales :
1.1
(0-b) fo JO gk(ws-wt)ds dt.
Varadhan [ 9 ] observe que cette limite est presque surement infinie mais

qu'on peut obtenir une convergence vers une variable aléatoire finie, & condition

de "renormaliser" la suite des intégrales (0-b) ; plus précisément il existe une
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suite de constantes (ck, k> 1) telle que :

11
(0-c) fo [0 g, (H W )ds dt - c, — . dans L2(P).

k—>oc

L'un des buts de ce travail est de retrouver sans calculs le résultat de
Varadhan. Pour cela nous utiliserons la notion de temps local d'intersection intro-
duite par Geman, Horowitz et Rosen [2 ] (voir aussi Wolpert [11]) pour deux mou-
vements browniens plans indépendants, et étendue par Rosen [5 ] au cas d'un seul
mouvement brownien plan. Décrivons briévement notre méthode ; si B est une partie
borélienne de [0,1 ]2, le temps local d'intersection (a(y,B), y € Rz- {o})

satisfait, pour toute fonction g borélienne bornée :

(
(0-d) g(W -W, )ds dt = g(y)a(y,B)dy.
JBJ St LRZ

On peut choisir une "bonne" version de a(y,B) qui soit continue en la
variable d'espace y, sur RZ- {0}. La difficulté vient de ce qu'il n'est pas en

2

général possible d'étendre a(y,B) & R" tout entier (c'est possible si B est

"loin de la diagonale"). En particulier on a :
(0-6) Ot(.V, [0,1 ]2)——9 e P p.S.
y~>0

La renormalisation de Varadhan suggére d'introduire, pour y # 0 :

Y(.Y:B) = OL(_Y,B) -E [a(y,B) 1.

Nous montrons dans la partie 2 que +y(y,B) se prolonge en une fonction

continue sur RZ. On déduit alors de (0-d) :
(1l 1.1
JOJO gk(ws-wt)ds dt - E [fOJO gk(ws-wt)ds dt ]

= J 9 (Y)v(y, 10,1 19)dy.
R2



316

Il[l 1.1
g, (W_-W )ds dt - E [I J g, (W _-W, )ds dt ]
0o k''s Tt 0o k''s 't

—3 (0, 10,1 ]2) p.s. et dans LZ(P).

k-0

On retrouve ainsi le résultat de Varadhan (0-c). Signalons que 1'idée
d'appliquer 1a notion de temps Tocal d'intersection & la renormalisation de
Varadhan a déja été utilisée par Rosen [6 ] mais avec des méthodes trés différentes
des notres.

Dans la partie 1 nous reprenons les résultats de Geman, Horowitz et Rosen
[2 1 pour construire le temps local d'intersection a(y,B). Notre but est 1a sur-
tout pédagogique ; nous montrons comment a partir du cas plus simple de deux mou-
vements browniens plans indépendants on construit le temps local d'intersection pour
un seul mouvement brownien, et surtout on met en évidence les difficultés inhérentes
i ce cas. La partie 2 est consacrée & 1'étude de la version "renormalisée" y(y,B).
Enfin dans 1a partie 3 nous donnons une interprétation de v{0,[0,1 ]2) lige a 1'e-
tude asymptotique de la saucisse de Wiener. Pour e > 0 la saucisse de Wiener de

rayon e associée 8 W est définie par :
sE= {y € R2 5 inf(|ws-y| 3 s<1)< €}

I1 est intuitivement clair que plus la trajectoire de W se recoupe elle-
méme, plus la mesure de Lebesgue de S€ sera petite. Nous montrons que si m de-

signe la mesure de Lebesgue sur Rz, i1 existe une constante K telle que :
1 1 € HZ 2
(Tog ) ((Tog LIm(S )-1) —— K - > v(0, [0511%)
>0
avec convergence dans LZ(P).

1. Rappels sur le temps local d'intersection du mouvement brownien plan :

Nous commencerons par rappeler, sous une forme adaptée a nos applications,
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certains résultats de Geman, Horowitz et Rosen [2 ] relatifs au temps Tocal d'in-
tersection pour deux mouvements browniens plans indépendants. Soient donc W,W'
deux mouvements browniens plans indépendants. Le temps local d'intersection de W
et W' est la famille (B(y,.) 5y €|R2) de mesures (aléatoires) positives bornées
sur [0,1 ]2 qui satisfait P p.s. les deux propriétés suivantes :

(i)  Pour toute partie borélienne B de [0,1 ]2 et toute fonction

g :IR2 - R borélienne bornée :

(1-a) g(W-W)ds dt = 9(y)B(y,B)dy.
JBI st LRZ

(ii) L'application y > B(y,.) est étroitement continue.

Remarquons que (i) et (ii) assurent 1'unicité de B (a indistingabilité
prés). On a de plus la propriété suivante :
pour tout p=>1 et tout e >0 91 existe une constante C(p,e) telle que, pour

tous y,z EIR2 et toute partie borélienne B de T :
(1-b) EL1B(y.B)-8(2,B)[P 1 < C(p.e) |y-z|P7°.

Si maintenant nous nous intéressons aux intersections de 1a trajectoire
d'un seul mouvement brownien plan W avec elle-méme, nous chercherons a construire
une famille de mesures (a(y,.), y € Rz) qui satisfasse la propriété (0-d) a la
place de (1-a). Pour des raisons de symétrie évidentes on peut se limiter & une

étude sur le triangle
T={(s,t) ; 0<s< t<1}.

I1 est alors facile de se ramener i la situation ci-dessus. On pose pour

tout entier n>1 et 1<k < 2! .

Ap = [(2k-2)2™" 5 (2k-1)27" [ x | (2k-1)2"" ; (2k)2™" .
-1
) 2n
On remarque que : T=U (v A:).
n=1 k=1
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De plus les AE sont deux & deux disjoints. Sur chaque carré A: on est
ramené & la situation de deux mouvements browniens indépendants issus du méme point.
Les résultats rappelés plus haut entrainent donc 1'existence pour chaque couple
(n,k) d'une famille (BE(y,.), y eIRz) de mesures positives finies sur AE telles

que :

(i)  Pour toute partie borélienne B de AE et toute fonction

g :IR2 + R borélienne bornée :

[jgwgmwsdt=ﬂzgwm&yxww
B R

(ii) L'application y ~» Bz(y,.) est étroitement continue.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette partie :

Théoréme 1.1 :

I1 existe une famille, unique a indistingabilité prés, (o(y,.).y € Rz-[O})

de mesures (aléatoires) positives finies sur le triangle T qui satisfait les deux

propriétés suivantes :

(i) Pour toute partie borélienne B de T et toute fonction

g : RZ -+ IR borélienne bornée :

[ [otiguas et = [ oty
B R%4{0)

(i1) L'application y - a(y,.) est étroitement continue.

Preyve :
n-1

On pose : a(y,.) = L B: (ys-)-

n

MmN

k=1

La propriété (i) est évidente. Pour montrer (ii) on choisit e >0 et on

remarque que P p.s. il existe un entier N(w) tel que :
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pour tout couple (s,t) € T avec t-s < p"N(w)

[W W | < e

On en déduit, si |y| > e :
N(w) 2"1

(1-c) alys) =3 I Bylyse).
n=1 k=1

La finitude des mesures oa(y,.), et la continuité étroite de 1'application
y + a(y,.) résultent alors de (1-c) et des propriétés correspondantes pour les
By- o

On aurait pu aussi définir :

- 2n-1

a(0,.) I 8y(05).
k=1

n=1

a(0,.) ainsi définie est une mesure positive o-finie sur T. La diffi-
culté vient de ce que, & la différence des a(y,.) pour y # 0, a(0,.) n'est pas

finie.

Proposition 1.2 :

a(0,T) = +o P p.s.

Preuve :
Zn‘l

On note pour simplifier ﬁz = u(O,AE) et " =13 RE. Pour n fixé les &
k=1 k

(1<ks< Zn_l) sont indépendantes et équidistribuées. Un changement d'échelle

montre :

On en déduit 1'existence de constantes K1 et K2 telles que :

By =k et Er@™ER" 1P =K, 27",
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La série I (Q"-E [ln 1) converge p.s. Finalement :
n=1

8

a(,T) =2 2" =zE "1+ (AE1R"]) = 4=, O
n=1 n=1 n=1

Remarque :

L'ensemble des résultats de cette partie reste valable pour le mouvement brow-

. 3 . .
nien & valeurs dans R™. I1 n'en sera pas de méme pour la partie suivante.

2. La renormalisation de Varadhan :

Le résultat de Varadhan [9 ] et la preuve de la proposition 1.2 suggérent
d'étudier une forme "renormalisée" du temps local d'intersection. On pose pour

y € Re- {0} et pour toute partie borélienne B de T :
¥(y>B) = a(y.B) - E [a(y,B) 1.

Pour y=0" on adopte la méme définition, a ceci prés qu'il faut se res-
treindre aux parties B telles que E [a(0,B) ] < .

Remarquons qu'on a, pour tout y € R2 et toute partie B :

2
(2-a) Ela(y,B) 1 = %‘EJ I di-gt exp (- 7 {-s )
B

La formule (2-a) s'obtient facilement 3 1'aide de la formule de densité

de temps d'occupation (formule (i) du théoréme 1.1).

Proposition 8.1 :

L'application B + v(0,B) définie pour les parties B "telles que

E[a(0,B) 1 < « admet un unique prolongement & la tribu borélienne de T qui

satisfait la condition suivante : si B est réunion d'une suite croissante

(Bn, n=>1), alors

v(Q,B) = 1im Y(O,Bn) avec convergence dans LZ(P).

n->co
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Preyve :

On reprend les notations de la partie précédente et on pose, pour tout entier

n=>1:

Alors, pour toute partie borélienne B de T :

E [ (@(0,8 N A")-E [a(0,8 n A") 1)2 ]
n-1

2
=3 E[mwﬁnAb{[MmBnQ)nzl
k=1

<" 22 g (a(0,A1))f
< Cst. 27",

Ceci permet de définir :

v(0,B) = = (a(0,B n A")-E [a(0,B N A™) ).
n=1

La série converge dans L2 uniformément quand B décrit la tribu boré-
lienne de T. Si E [a(0,B) J<» 11 est clair que les deux définitions de v(0,B)
coincident. Pour vérifier la condition de 1'énoncé on utilise le fait que la série
définissant y(0,B) converge uniformément en B. Enfin 1'unicité du prolongement

est évidente. O

Remarque :

Posons pour e > 0 : T.={(sst) €T 5 t-s > e},

La proposition entraine :
2
y(O,TE)____qy(O,T) avec convergence dans L“(P).
>0
D'autre part, (2-a) montre que :

E[awﬂé)]=%ﬁ(wg%+lw)
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On a donc :

(2-b) a(0,T,) - 4= Tog 1 —3v(0.T) - =  dans LE(P).
€

(2-b) fournit une nouvelle illustration du fait que la mesure a(0,.) est

de masse totale infinie.

Théoréme 2.2 :

Pour toute partie borélienne B de T 1'application y - y(y,B) est

continue de R2 dans L2(P).

Plus précisément, pour tout entier p pair et tout e > 0 i1 existe une
2

constante K(p,e) telle que, pour tous y,z € R™ et toute partie B :

E [(v(y:B)-v(2,B))P 1 < K(p.e) |y-z|P™E.

En particulier, pour toute partie borélienne B de T, il existe une

version continue de 1'application y »> y(y,B).

Preuve :

On a :

Y(y,B) = & (a(y,B nA")-E [(a(y,B N A") 1).
n=>1

Les arguments de la preuve de la proposition 2.1 montrent que la série

2

converge dans LZ(P) uniformément quand y décrit R® et B la tribu borélienne

de T. D'autre part chacun des termes est une fonction continue de y & valeurs
dans L2(P). Ceci suffit a prouver la premiére assertion du théoréme.

On écrit ensuite : .

E L (v(y-B)-v(z,B))P 1P < I E[(v(y,B nA")-v(z,B n A"))P 1P
n= n-1

Pour n fixé on a : y(y,B n An)-y(z,B n An) =

~
n ™A
—

Xy
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a condition de poser :

X, = v(y,B 0 AD)-y(z,B N AY).

n-l)

Les variables Xk (1<k<2 sont indépendantes. Un changement

d'échelle montre :
n-1 n-1
2

T.Ys Bk)'Y(Z Z, Bk))

pour une certaine partie Bk de Ai.

d
X, D e

(1-b) entraine alors :
n-1 n-1
ELxP1 <P Epe)j2 T ye2 7 2P
1-n

+e) ( > )

_ (p -
< T(p,e)2 ly-z|P7€.

Le fait que les Xk soient indépendantes et centrées entraine pour une

certaine constante C'(p) ne dépendant pas de n :
n-1 n-1
2y < gy PO D . n-1
EC(z X )P <c'(p) 2 sup(E [X 1 3 1<k<2 7).
k=1

On en deduit :

1-n
€

_ ( .
E [ (v(y.B 0 A" y(z,B nA"))P 1 <C'(p) Tlpoe) 2 2 |y-z|PE.

(1;!‘!?8 1- %

Iy'zl . s

On trouve finalement :
1

E [(v(y»B)-y(z,B))" 1P < (C'(p) T(p.e))

o=

2

T e
g8

d'ol la deuxiéme assertion du théoréme.
Le Temme de Kolmogorov (voir par exemple Ikeda et Watanabe [3 ] p. 20)
entraine alors 1'existence d'une version continue en y de v(y,B). 0

Corollaire 2.3 :

Soit C 1la constante d'Euler. On a :

1

(2-¢) a(y,T) - L 1og
T ly|

—ﬁo v(0,T) + -2—11; (Tog 2-1-C).
Y
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la convergence ayant lieu p.s. et dans LZ(P).

Preuve.

On applique le théoréme aprés avoir remarqué que :

2
ds dt
E lalyT) 1 = 5 | [ expl- oy ) S
T
_2_
7
_ (W uly)? _1ydu
p ) et
d'ol i E [a(y,) ] - = log —— — o (log 2-1-C). O
lyl  y0

Corollaire 2.4 :

Soient B une partie borélienne de T et (gn ; n>1) une suite de

fonctions bornées définies sur R2 telle que la suite de mesures gn(y)dy converge

étroitement vers 60. Alors :

[
- - - 0,
IBI g, (W W,)ds dt-E [{BJ gn(wS W, )ds dt ].;:;Tg v(0,B)

la convergence ayant lieu p.s. et dans LZ(P).

Dans le cas particulier B=T on a :

f 1 1
[ [ gptugtes ot - 1| a0 103 gy

T R vl

=

—37(0.T)* 5 (log 2-1-C)

| et

Preuve :
On écrit :
(
[ [ gn(ws-wt)ds dt - E [J I gn(NS-wt)ds dt ]
B B

= j 9,(¥)v(y,B)dy.
R2
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Ensuite on applique le théoréme 2.2. La convergence presque sire résulte
de 1'existence d'une version continue en y de v(ysB). Pour le cas particulier

B=T on utilise le corollaire 2.3. ]

Remarques :

a) L'expression +y(0,T) apparait de fagon naturelle dans 1'étude des
"mesures de polyméres" (voir Edwards [1 ] ou Westwater [10 }1). On appelle mesure de
polyméres en dimension d toute probabilité v sur 1'espace des fonctions con-

tinues de [0;1 ] dans Rd qui s'écrit formellement :

1,1

(2-d)  v(dw) = L1 exp(-c J(o Jrodo(w(s)-w(t))ds dt)n(dw)

ol p est la mesure de Wiener en dimension d, c une constante positive
et L wune constante de normalisation.

La formule (2-d) doit &tre interprétée de la maniére suivante. On choisit
une suite (gn) convergeant étroitement vers 60 et on définit les probabilités

ar
\)n p

d L1 e ds dt)u(d
= - - t .
vy (dw) =L exp(-c Jo Jogn(w(S) w(t))ds dt)u(dw)

Les valeurs d'adhérence de la suite Y4 sont appelées mesures de poly-
méres. Le corollaire 2.4 montre que toutes les mesures de polyméres en dimension
deux sont de la forme :

-1

v =1L7" exp(-cy(0,T)).n

On peut vérifier que ¥(0,T) posséde des moments exponentiels de tous

ordres.

b) I1 n'existe pas a notre connaissance d'analogue de la renormali-
sation de Varadhan en dimensign trois. Cependant Westwater [ 10 ]| a montré 1'exis-

tence de mesures de polyméres non triviales en dimension trois. A la différence du
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cas de la dimension deux, les mesures construites par Westwater sont étrangéres a

la mesure de Wiener.

3. Une autre interprétation de y(0,T) :

Pour ¢ >0 on note S® 1la "saucisse de Wiener" de rayon ¢ associée

a W sur 1'intervalle [031]
€ _ 2 . .
S ={yeR ; 1nf(|NS-y| ; s<1)< ¢}

Pour y # 0 on peut interpréter a(y,T) & 1'aide de S€ et de sa trans-
Jatée par y ; m désignant la mesure de Lebesgue sur R2 on a le résultat sui-

vant ([41) :

(3-2) (1og £ )° m(s® n (1+5)) — w2 (a(y,T)+a(-ysT))
€

avec convergence dans- LZ(P).

Pour y=0 Te résultat de convergence (3-a) n'est plus vérifié. On sait

(voir [4 1) que :

(3-b) (log %») mst) —y p.s. et dans L2(P).
e~0

11 est cependant possible de faire intervenir v(0,T) & condition d'aller

"au second ordre".

Théoréme 3.1 :

(3-c)  (log £ )((tog L) m(s¥)-m— F (14¢-Tog 2)-r’¥(0,T)
7
€ € E"O

oa C désigne toujours la constante d'Euler et la convergence a lieu dans

L™(P).
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Lemme 3.2 :

Soit, pour € > 0 : HE = (log % )((log L) m(s%)-m).
La famille (H®, 0< e< %—) est bornée dans L2(P).

Preuve :
Spitzer ([7 ] théoréme 2) a montré, dans un cadre bien plus général :

(3-d) E [H° ] — 7 (14C-Tog 2)
e+0

La famille (E[H®], 0< e< %—) est donc bornée.
Pour 0<u< v<1 soit $¥(u,v) 1la saucisse de Wiener de rayon ¢

associée a W sur 1'intervalle [uj;v ] ; on a :

+

(3-¢) HE = HS + K - (log 22 m(s5(0, 3) N s5( 3,1)

1 = (log —-)((109 —-)m(Se( )) -7 )

[=]
<
=
™
n

pm =4
™
n

5 = (log < )((Tog L )m(s*( 1 ,1)) - 7).

Hi et Hg sont indépendantes de méme loi. Un changement d'échelle montre:

(d)
K= 1 (tog L )((l0g L )n(s?) - m)

d — -

;. 1H72 4 2 (10g f)((log )m(se"z) - m)
+ 1 (109 L ) (10g /2)m(s™?)

En utilisant (3-b) on voit qu'il existe une constante K telle que :
1 1

(3-f) E [ ()2 1% re 22 1% k.

D'aprés [4 ] la famille des variables (log ) m(SE(O ) N S&( % ,1))

est bornée dans L2(P). (3-e), (3-f) et (3-d) entrainent alors, pour une certaine
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1 1
constante k' : E[(H)? 1% < L [(He'fz-)2 12 + k.
V2
Cela suffit a établir le résultat du lemme. O

Preuve du théoréme 3.1 :

Pour tout entier n>1 ona :

Zn
(3-9) m(s€) = = m(s®((k-1)27",k2™"))
k=1
2i-1 . . o
-z kz m(SE((2k-2)2",(2k-1)27") n sE((2k-1)2"" ,2k2" "))
i=1 k=1

D'autre part les résultats de [4 ] entrainent, pour tout couple (i,k) :
1

s » s s 2 .
(Tog = )2m(sE((2k-2)277, (2k-1)277) n sE((2k-1)27 7 ,2k2 ‘));?n a(o,Al‘()
avec convergence dans L2(P).
On déduit alors de (3-g) :
1.2 € 2" € -n , ,-n 2l i
(Tog = )(m(s%)- = m(s%((k-1)2"",k2™"))) —> -1° £ a(0.A")
€ k=1 0 i=1
avec convergence dans L2(P).
On calcule facilement E [a(O,Ai) 1 = log 2/2w, d'oi
(3-h) (Tog )2 (m(s%)- %nm(Se((k-l)Z_n K2y 11992y 2 (0.4
e k=1 ’ 2 v

avec convergence dans LZ(P).
Soit, pour 0<a<l: H(a) = (log < )((log < )m(s%(0,2))-ma).
Le méme changement d'échelle que dans la preuve du lemme montre que :

€

d
(3-1) He(a)(=)a Wa R€(a)

ol le "reste" R®(a) verifie :

(3-3) RE(a) + ma log a/2 —=3 0 dans L2(P).
€
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n étant fixé on a, pour 1 <k< 2" .

1

(Tog = )2m(s¥((k-1)2" k2 ™))=nr2 ™" Tog £ + HE(2™")

ol les variables Hi(z'") sont indépendantes et de méme loi que He(z_n).

(3-1) permet maintenant d'écrire, pour 1<k < 2" .

n/2
g2
(Tog 2 )2m(sE((k-1)27" k2 ™™))=n2 ™ Tog L 427" 1+ RE(2)
€ € k
eZn/2
ol les variables Hk (respectivement Ri(Z_n)) sont indépendantes de méme loi

n/2 _
que H82 (resp. R€(2 n)).

On obtient ainsi :
2n
(3-k)  (log 1)2(m(s®)- & m(s%((k-1)2" k2 ™))+ T8 2 p -
k=1

2" "2 "
=H-2" 1 W -1 R (M) T2,
k=1 k=1
(3-3) entraine :
n

2
(3-1) DRE(™- T892 50 dans LZ(P)
k=1 e->0

En regroupant (3-h), (3-k) et (3-1) on trouve :

2" _n/2 n oL
(3-m) K2z HEZT —3 ny(0, U AT
k=1 €0 k=1

avec convergence dans L2(P).
I1 suffit alors d'utiliser la proposition 2.1, le résultat de Spitzer (3-d)

ainsi que Te Zemme 3.2 pour déduire de (3-m) le théoréme. O

Remarques :
I1 serait intéressant d'obtenir un analogue du thdoréme 3.1 pour le mouvement
brownien en dimension trois. On sait que, W &tant maintenant un mouvement brownien

= 3 . . fo s
a valeurs dans R° et S® 1a "saucisse de Wiener" de rayon ¢ associée a W sur
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1'intervalle [031], on a :

el m(s®) —y 2n p.s. et dans L2(P).
€

Spitzer [7 ] a montré que :

e [e-l m(S€)-2m l— VZm.
>0
Peut-on renforcer le résultat de Spitzer en montrant la convergence des
variables aléatoires e"l(e'l m($€)-2m) ? Ce probléme semble trés 1ié & 1'existence
d'une "bonne renormalisation" pour le temps local d'intersection en dimension trois

(voir les remarques de la fin de la partie 2).

Je voudnais icd nemerncien Mare Yor pour de nombreuses et gructueuses

discussions .

Laboratoire de Probabilités
4, Place Jussieu - Tour 56

75230 PARIS CEDEX 05
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