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SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES MULTIPLES

par J. Ruiz de Chavez

Les intégrales stochastiques multiples de Wiener et Ito sont un

outil important dans la théorie du mouvement brownien. Elles ont été

utilisées aussi pour la représentation des v.a. de la tribu engendrée

par un processus de Poisson. Dans la théorie classique, il s’agit tou-

jours d’i.s. multiples de fonctions déterministes par rapport à une

martingale de carré intégrable. Mais dans le Séminaire de Probabilités

X, p. 325-331, P.A. Meyer a introduit la notion de processus prévisible

à n dimensions, et d’i.s. d’un tel processus par rapport à une martin-

gale de carré intégrable (Mt) dont le crochet oblique est t :

~0t1...tn~t f(03C9,t1,...,tn)dMt1dMt2...dMtn
Dans ce travail, nous nous proposons de faire mieux comprendre le

rôle joué par la condition d’étendre la théorie traitée par

Meyer au cas où l’on considère n martingales différentes, ou même n

semi-martingales différentes satisfaisant à certaines conditions assez

restrictives. Toutefois, il est nécessaire d’imposer, sinon nos restric-

tions, du moins certaines restrictions : Ed. Perkins vient en effet de

donner un exemple de martingale de carré intégrable (M t ), telle que

l’intégrale double 0t1t2 f(t1,t2)dMt1 dMt2 ne puisse pas être prolon-

gée comme mesure stochastique en probabilité sur la tribu des processus

prévisibles à deux dimensions.

Nous nous bornerons la plupart du temps à l’étude de l’intégrale

double, afin d’alléger les notations.

NOTATIONS GENERALES

On désigne par espace probabilisé filtré satisfaisan

aux conditions habituelles.

1. Dans ce volume.
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On désigne par Cn le cône dans ~* formé des points 

tels que 0u 
1 ... ~ et par C~ l’ensemble analogue défini par les

inégalités 0ul... nt . On appelle rocessus n-dimensionnel une fonc-

tion X(û,w) - X(u 1 ,...,u n ,W) définie sur Cn~ . Un processus 

est dit prévisible élémentaire s’il est de la forme suivante

(1) H(u,03C9) = h(03C9)I]a1,b1](u1)...I]an,bn](un)
avec et h(.) étant -mesurable. Une combinai-

son linéaire finie de processus prévisibles élémentai-

res est un processus dit prévisible simple. Enfin, la

tribu prévisible Pn est engendrée sur Cn 03A9 par

les processus prévisibles élémentaires. Un processus

prévisible est adapté en un sens très restric-

tif : H(u1,u2,.) est Fu1-mesurable. Comme dans la
théorie à une dimension, on vérifie que la tribu pré-

visible est engendrée par les processus adaptés continus à gauche.

Soient n semimartingales, continues à droite et nulles

en 0. Nous définissons pour tout processus prévisible élémentaire H

de la forme (1)

(2) J(H)=J~(H)=CnH(u1,...,un)dX1u1...dXnun

= h(.)(X1b1-X1a1 )...(Xnbn-Xnan) .
Plus généralement, le processus est élémentaire, et pour

ce processus l’intégrale multiple précédente vaut

(3) 

= h(.) (X
1b1-X 1a1)...(X n-1bn-1-X n-1an-1)(X nt^bn-X nt^an)

D’autre part, on vérifie immédiatement que l’on peut prolonger l’appli-

cation définie, à valeurs dans Z~ pour (2) et â valeurs dans l’espace
S des semimartingales pour (3), en une application linéaire sur l’espa-

ce des processus prévisibles simples.
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Le problème de l’intégrale stochastique multiple consiste à étendre

cette application à tous les processus prévisibles bornés, comme mesure

à valeurs dans LO ( dans SO ), en analogie avec la théorie de l’i.s.

à une dimension. Un trait fondamental de la théorie n-dimensionnelle est

l’idée de calculer l’intégrale multiple comme intégrale itérée : si

H(û,.) est le processus élémentaire (1), l’intégrale stochastique

H’(u2,...,un,.) = ~0~H(u1,...,un,.)dX1u1
( en réalité étendue de 0 à u2 ) vaut

h(.)(X1b1-X1a1)I]a2,b2](u2)...I]an,bn](un),

le premier facteur étant -mesurable puisque Autrement dit,

on retombe ici sur un processus prévisible élémentaire, et l’on obtient

l’i.s. multiple en itérant cette opération n fois de la gauche vers la

droite. Par combinaison linéaire, le résultat s’étend aux processus pré-

visibles simples.

CONSTRUCTION DE L’INTEGRALE DOUBLE. I.

Nous allons étudier ici le cas de deux martingales de carré intégra-

ble M et N . Meyer a étudié le cas où M=N et Une exten-

sion presque évidente concerne le cas où M et N peuvent être différen-

tes, mais ont des crochets obliques déterministes (t) et v(t). Nous nous

intéresserons à une autre extension, très facile, mais plus intéressante,

dans laquelle les crochets obliques ont des densités bornées 

mtdt , avec 9, ( nt ~  9 . °

THEOREME 1. Soit H(u,v,w) un processus prévisible simple . Alors la

v.a. appartient à L2, avec une norme majorée
par

(4) E[ uv~t H2uvdudv]1/2

En conséquence, l’i.s. double ( sur peut être étendue aux proces-

sus prévisibles H pour lesquels l’expression (4) est finie.
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En effet, nous pouvons calculer l’i.s. double d’un processus simple

comme intégrale itérée :

Jt (H) = t0 Kv dNv avec Kv = ~0 Huv dMu

Par conséquent nous avons, d’après la théorie des intégrales à une

dimension

E[Jt(H)2] = E[ t0K2vdN,N>v] = E[t0 K2vnvdv] ~ CE[t0K2Vdv]
= CtE[K2v]dv = CtE[~H2uv dM,M>s ]dv

0 
~ v~ 00 uv ’ s~

= CE[ H2uvdM,M>udv].

Nous nous arrêtons un instant pour remarquer’que cette formule suffit à

prolonger l’intégrale aux processus prévisibles bornés, sans supposer

que Pour une intégrale n-uple, il faudrait cependant sup-

poser que tous les crochets obliques sauf le premier ont des densités

bornées, et cette condition n’a aucun intérêt.

Si l’on suppose maintenant que le théorème en résulte

immédiatement.

REMARQUE. Il n’y a aucune difficulté à étendre à cette situation le théo-

rème 49 du Sém. Prob. X, p. 329, sur le calcul d’intégrales doubles ( en

fait quadruples dans cet énoncé... ) comme intégrales itérées, sous la

condition E[/ H2 Nous y renverrons le lecteur.
uvt v

DIGRESSION .

Cette section ne contient que des remarques sur le cas particulier où

les crochets et sont déterministes, considéré par Meyer dans
le Sém. Prob. X . Elle peut être omise sans inconvénient.

Dans ce cas, on a non seulement une majoration de la norme L2, mais
une isométrie

(5) E[ 1 H2 ]t 
uv uv u v~

ce qui offre l’avantage de permettre le calcul, par « polarisation »
d’un produit scalaire 
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En réalité, le cas traité dans le théorème 1 se ramène à celui du

Sém. Prob. X par un raisonnement purement probabiliste, qui peut être

généralisé à toutes les dimensions. Pour simplifier, supposons que 0=1.

Soit (Q~.) un processus de Poisson compensé de paramètre À, indépendant

de la filtration (Fj-), et soit (?.) la filtration obtenue en adjoignant

(Qi-) ~L celle-ci. Alors on a et par conséquent les processus

~s
sont des (Ft)-martingales avec M’,M’>.=N’,N*>. = t . Par conséquent,
si (Huv) est prévisible simple pour (Ft), on peut définir l’i.s. double

uv~t H
uv dM’udN’v = J’t(H), qui satisfait à

E[J’t(H)2] = E[ ~uv~tH2uvdudv] .

Nous faisons tendre À vers 0 : la différence vaut

~ ~ ~Ss - ~ 
et elle tend vers 0 en probabilité. Comme H est un processus simple,

ce résultat et le résultat analogue pour N montrent que tend

vers Jt(H) en probabilité. Alors le lemme de Fatou entraîne la majora-

tion de par (4).

CONSTRUCTION DE L’INTEGRALE DOUBLE. II ( SEMIMARTINGALES ).

Ayant traité le cas des martingales, nous passons au cas de deux

semimartingales nulles en 0 X et Y , admettant des décompositions

X=M+A ;Y=N+B

sur lesquelles nous ferons les hypothèses

= mtdt , = ntdt , dAt = atdt , dB~ = btdt
(6) 

avec 0 m.,n.  C ,  C . °

Ces hypothèses peuvent sembler très fortes, mais nous verrons plus tard

qu’elles peuvent être élargies par localisation.
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THEOREME 2. Soit (Hst) un processus prévisible simple. On a sous les

conditions précédentes

(7) E[(st HstdXsdYt)2] ~ 16C2E[ st H2st dsdt ] .

En effet, tout se ramène ~ vérifier que les quatre intégrales suivantes

sont majorées par C2E[st H2st dsdt ]

i) EL( j HstdMsdNt)2] ü) EL( j HstdAsdNt)2]
iii) EL( HstdMsdBt)2] iv) EL(j HstdAsdBt)2] .

Pour i), le travail a déjà été fait dans le théorème 2.

Pour ü), nous l’interprétons comme une intégrale stochastique itérée,
â laquelle nous appliquons le calcul usuel:

ii) = E[ ~0dN,N>t (t0HstdAs)2] ~ CE[~0 dt (t0Hst dAs)
2
]

Nous écrivons que dAs=asds , et l’inégalité de Schwarz
(t0 Hstasds )2 ~ (t0tH2stds)(t0a2sds ) ~ Ct0 H2stds0 s s - 

0 s 0 0
et aussitôt l’ i.négalité cherchée.

Pour üi), nous écrivons d’abord l’inégalité de Schwarz

iii) = st dM s)dt)2] ~ E[(~0b2tdt)(~0 dt(tHstdMs)2)]o t 
s s - 

o 
t 

o 0 s s

 C dM )2]dt  C2 ~0E[tH2stds]dt= 

0 0 st s = 

0 L 0 st

et aussitôt l’inégalité cherchée.

Enfin, iv) résulte immédiatement du théorème de fubini. il

Bien entendu, le théorème 2 permet l’extension de l’intégrale double
aux processus prévisibles (Hst) tels que le côté droit de (7) soit fini.
Ici encore, il existe une version du calcul de l’intégrale multiple comme

intégrale itérée, que nous laisserons de côté.

Le problème est maintenant, comme dans le cas de l’intégrale stochas-

tique ordinaire, de remplacer les conditions d’intégrabilité par des con-
ditions locales, si possible invariantes par changement de loi.
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L’idée la plus naturelle consiste à utiliser l’outil des changements

de temps, très fructueuse pour les intégrales stochastiques simples :

si Xt = Mt+At est une semimartingale telle que et A soient

continus, il existe un changement de temps (Tt) continu et strictement

croissant tel que la semimartingale Xt’ = X t = +N t = Mt+At de la

filtration satisfasse à

dt , dA,~  dt . °

et il n’y a aucune difficulté à faire cela simultanément pour un nombre

fini de semimartingales. Mais cette méthode ne peut être utilisée, car

si (Hst) est un processus prévisible , le processus (H T~T~ ) n’est pas
prévisible par rapport à (F’st) en général ( Hst 

n’est pas Fs -mesu-

rable ).

On va donc se borner à une simple localisation. Soit T un temps d’ar-

rêt : si X et Y satisfont aux hypothèses (6), il en est évidemment de même

des semimartingales arrêtées XT,YT. Soit (Huv) un processus prévisible
simple ; introduisons les deux processus, manifestement continus à droite

et adaptés

(8) Jt(H) = ~uv~t HuvdXudYv , J(T)t(H) = ~uv~t HuvdXTudYTv
On a évidemment pour t5T , et Toutefois, le second ne

peut s’interpréter comme l’intégrale stochastique double, par rapport à

dxudYv , du processus effet, ce processus n’est pas

prévisible.

Si l’on considère un processus prévisible (H v) non nécessairement sim-

ple, mais tel que E[~uv H2uv dudv]  ~, on peut définir simultanément les

deux processus continus à droite Jt(H) et J(T)t(H), et il est très fa-

cile de vérifier, à partir des remarques précédentes, que l’on a encore

j =J(T) pour tT . Nous allons utiliser cette propriété pour localisert t =

l’intégrale stochastique double.
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DEFINITION. Nous disons qu’une semimartingale X , nulle en 0, appartient

à la classe (S) ( ou classe de Stricker, qui a étudié ces processus dans

le cas continu ) si X est spéciale, et admet une décomposition canonique

X=M+A , avec

mtdt où (mt) est prévisible localement borné,

dAt = atdt , où (at) est prévisible localement dans L2.

Stricker a établi dans le cas continu le résultat ( nullement évident

sur les formules de changement de loi ) que cette classe est invariante

par changement de loi. En effet, pour une semimartingale continue, l’ap-

partenance à la classe (S) signifie que l’intégrale stochastique généra-
lisée H.X a un sens pour tout processus prévisible (Ht) qui est locale-
ment de carré intégrable par rapport à la mesure dt.

THEOREME 3. Si les semimartingales X et Y appartiennent à la classe (S),
l’intégrale stochastique double / H dX dY peut être définie par~ 

° 

2014

localisation, pour tout processus prévisible tel que la v.a.

/ H2 dudv
uv 

uv

soit p.s. finie.

La démonstration est à peu prés évidente : il suffit de construire

une suite croissante de temps d’arrêt T , telle que
P{Tn~} ~ 0 , ~uv~TnH2uv dudv ~ n

sup esst~Tn mt ~ n , sup ess
t~Tn nt ~ n

~Tn a2t dt ~ n , ~Tn b2t dt ~ n
0 " " 0 " =

où l’on a posé x=M+A, dAt = atdt , et de même Y=N+B...

On définit l’ i. s. par recollement des i. s.

Jnt( H) = ~uv~t HuvdX
Tnu dY Tnv

qui existent d’après le théorème 2, et qui sont compatibles en ce sens que

t = J~ pour t Nous laissons les détails au lecteur.
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LE CONTRE-EXEMPLE DE PERKINS ( FORME ELEMENTAIRE )

Nous remercions M. E. Perkins de nous avoir communiqué ce contre-exem-

ple, et autorisé à le reproduire ici.

Nous nous donnons sur un espace probabilisé n une suite cl,...,~n. "

E~ de v.a. de Bernoulli indépendantes. Nous nous donnons aussi une suite

0s~s~... d’éléments de [0,1[ , telle que limn sn= 1 . Nous définissons
une filtration (Ft), d’abord pour 

pour tsl , Ft est triviale ;
pour Ft est engendrée par s-. ;
pour Ft est engendrée par etc.

Notre première martingale de carré intégrable sera

Mt = 03A3sn ~t sn/n pour teR .

Pour définir la filtration au delà de 1, et la seconde martingale, nous

posons x = (1+~n)/2 ( à valeurs dans {0,1{ ) et

T = 1+ E. x.2 ( aussi = 1+E . in x . 1 2 1 )
Cette v.a. est F1-mesurable, à valeurs dans l’intervalle [1,2] avec une

répartition uniforme. Nous posons pour tout t

Nt = {

On a donc Nt=0 pour t~l, pour t>2 , et nous désignons Par Ft pour
t>1 la filtration continue à droite engendrée par Fl et par le processus

(Nt). Il est facile de voir que (Nt) est une martingale de carré intégra-
ble, avec 

Considérons un processus de la forme

Huv(~~ - n> (u~I > T n-1 (c~) ’ T 
Il est très facile de vérifier que ce processus est adapté et continu à

gauche, donc prévisible ( est Fsn-1-mesurable ; Hnuv n’est pas un
processus prévisible élémentaire , mais simple ) . On a

HnuvdMudNv = (Msn-Msn-1 )(NTn-1+2-n - NTn-1 )

= le . . I{xn=0} J p.s.
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( p.s., car il faut exclure l’ensemble de mesure nulle ).

Cela vaut simplement lE (p.s.), et l’on voit que, bien que la série

03A3n Hnuv converge vers l’indicatrice d’un ensemble prévisible, la série

des v.a. HnuvdMudNv ne converge pas en probabilité. Il n’existe donc

pas de définition raisonnable de l’intégrale double, ni en moyenne qua-

dratique ni en aucun autre sensl.
On trouvera dans ce volume une forme plus élaborée de ce contre-exemple,

dans laquelle la martingale (Mt) qui ne permet pas la construction .d’inté-
grales stochastiques doubles est une intégrale stochastique brownienne.

1. On remarquera que (Nt) est à variation totale égale à 1, donc l’exemple
montre aussi les difficultés à construire des i.s. doubles mixtes ( mar-

tingale x processus à variation intégrable ). Dans ce cas e est inutile.


