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SUR LA CONTIGUITE RELATIVE

DE DEUX SUITES DE MESURES

COMPLEMENTS

J. Mémin (*)

La lecture de l’article [4 ]de Liptser-Pukelcheim-Shiryayev, qui donne des conditions

nécessaires et suffisantes de contiguité pour une suite (P , Q ) de couples de pro-

babilités définies sur une suite (03A9n,Fn) d’espaces mesurables munis d’une filtration
discrète (Fnk)k~IN, permet de compléter les résultats donnés dans le séminaire 16 [ 1] .

On en profitera également pour préciser certaines démonstrations ou rectifier des

erreurs. Les notations sont celles de [ 1] .

A) Quelques propriétés relatives au processus densité : :

On c.onsidère (03A9,F,(Ft) t~IR+) un espace filtré, P et Q deux probabilit és sur (03A9,F)
telles que si II = ~S-, (K ) est 11-complète, v~ =T~ et (~ ) est continue à droite.~ u t t t

On note Z le processus densit é (de Lebesgue ) de Q par rapport à P (cf. par ex : [2]

p. 212-214), pour p ~N, R 
P 

est le temps d’arrêt R = inf {t : Zt ~ 1/p},
R = inf{t : Zt = 0} et on note E = Up O,Rp .
On considère la (P,E) surmartingale locale M défi.nie par M = Z _ d ; enfin Z

désigne comme le processus défini Z = sup st Z . °

LEMME 1 : ([~ ] pour une filtration discrète )

Pour tout L, N appartenant à IR+, on a les inégalités :

: P [Z~ > N] _~ P [Z~ > N ]~ 1~
(2) : ~ Q Z~ ~ L ]~ L

(3) : Q [Z~ L/N + Q [Z~ L] )

(4) : Q M~ ~ N~] ~ 1~ + Q [ Z~ N] . °

Démonstration :

L’ inégalit é (1) est élémentaire, Z étant une P-sur martingale avec E [ZJ ]  1.
p 0 2014

(*) : Département de Mathématiques, Univer s it é de Re nne s , 35042 RENNES c édex .
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Pour (2 ), soit T = inf {t : Z t -  L}
Q [i nft Zt  L ] = ZT dP ~ L.~ ~’ 

’~L} }
Montrons ( 3 ) :

]Q [Zoo.?:. N ] + Q [ Z~ ~ N, Zoo = 00 ]

= 
{Z~ >N}

~ Z~ dP + L P [ Z*~ ~ N] + Q[Z~ = ~]

 Q[Z~ ~ L ] + L/N.

Pour l’inégalité ( 4 ) on note maintenant T le temps d’arrêt :

T = i nf {t . > Rp, pour un p E lN .

{Supt ~Rp 
N2 } = If }

mais : > N2 } = {ZT - 1 > N2 } _ > N2 + 1 }

p 

c > N2 + 1 }
~ - p

C { ZR ? (’ + 1) > {i nf t R 1/N } .

C (N2 + 1 }
p -P

C {z~ > (N2 + 1 )/N} ~ {inft Z t -  1I~}

On a donc obtenu :

Q [U P (sup.- ~Mt ~N2}] ] 11 N ]

d’où le résultat en utilisant (2 ).

On supposera à partir de maintenant que Q est localement absolument continue par

rapport à P, c’est-à-dire que pour tout t E JR +, la restriction de Q à Ft est abso-

lument continue par rapport à la restriction de P à ; Z (resp : M) est alors une

P (resp : (P,E)) martingale locale.

Soit C(M) le processus croissant défini sur E par

(5) : : C(M) - t = + 1 /2 ( 1 - ( 1 + )1/2) > 2.
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C(M) est (P,E ) localement intégrable, de sorte que l’on peut définir son (P,E ) compen-
sateur prévisible not é ÙP(M ) (voir [ 1] ). Soit M’ défini sur E par :

(6 ) : M’ = - Mt + + i (- fl j j ) et U le P-compensateur prévi-

du processus 

N = M’ + U est ([ 1] , lemme 1-Ù ) une (Q,E ) martingale locale, donc une Q-martingale
locale puisque Ec est Q-évanescent. Le lemme suivant complète le lemme 1-8 de [ 1] et

les processus?! (M ) et Ù~(M’ ).

LEMME 2 :

Le processus c(M’ ) défini pan :

c 
~ (M’ ) 

= 

~ 
+ 1/~ ( 1 - ( 1 + ÔM’s )~~~ )~

est Q-localement intégrable et son Q-compensateur prévisible noté CQ(M’) est te£
qUC £ ’ 0 Yl a l’égalité :

~ ~ ~ ’ ~~ ~ ~ ~ = ~t ~ °

Démonstration :

0n commence par remarquer que est Q-localement int égrable. Maintenant soit

p OE X, t ~ IR+, et Y un processus prévisible positif tel que E [ ts Y d  ce .
Q’ s s s

On négligera dans les calculs la partie Mc ,Mc> commune à c(M ) et c(M’ ),

2 Eç~ [ ~° ~ Y S d É~(M)~P] S = 2 E P [ ~O ~ Z~ Y~ d 
= 2 E Z Y d É7(M = 2 E Z Y’ B d C (M )~P]

p O S~ S S p O S~ S S

= Ep Ys zs-  i -  i + AMs )1/2 )2] + Ep zs- = R = oii
(car sur (s = Rp = R) ) + 0394Ms = 0 )

= Ep Ys zs-  i  i + 0394M’ S )1 /2)2  i + + Ep [tRpoYs Zs- dUs ]

ÇR
P

= 2 E p [ Zs Y S d Cs (M’ )] + E p z S y s d Us]

= 2 Eq i )fl ~P Ys d cs M’ >i + E~i Y~ 

* 

EQ[tRpo Ys d (2 CQs (M’ ) + Us )1 d’où le résultat. (Dans la démonstration on a
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montré que Y d C ( M’ ) était égrabl e dès que Y d C ( M ) l’était, d’où l’existence
du processus 

Le lemme suivant fait partie de la démonstration du théorème 2-7 de [ 1] ; le début

(p. 330 ) de cette dernière démonstration étant insuffisant, elle est reprise ici com-

plètement .

LEMME 3 :

POUlt tout N > 1 an :

(8) : : Q  2N + Q [ ~~(M ) 4 8 log 2 N2]

Démonstration :

Soit Z’ 1 défini par Z’ = (~/ )1/2 sur QO,RQ
= 0 sur ![R,o .

On vérifie immédiatement que sur tO,Rf[ on a :

Z’ = (03BE(M))-1/2 = (03BE(M’))1/2 ; et comme est Q-évanescent, on la Q-indistin-

guabil it é prè s Z’ = (03BE(M’))1/2, c’est-à-dire :
Z’ = exp [ 1/ 2 M’ - 1/ ~c ~ Mc >j ~[ s ( 1 + exp (- 1/2 

Un calcul élémentaire montre que ceci peut encore s’écrire :

Z’ = ~(1/2 N - V) où N est la Q-martingale locale M’ + U et

V = 118 + 1;2 L (1 - ( 1 + )1~ )2 + ~ U.
s

Ainsi V a pour Q-compensateur prévisible A où A = CQ(M’) + 1/2 U - 7/8 Mc ,Mc> c’est-à-

dire compte-tenu du lemme 2 : A = 7/8 M 

Soit L : ° 1/2 N - V + A ; ’ alors Z’ = 03BE(L-A). On va commencer par montrer que 0394A1 Q-p.s.

Soit T un temps d’arrêt prévisible ; on a la succession d’égalités :

= EQ [-AA~ 
= E Q [ ’~ ~(1/ 2 N - V)T ( T )1/2- 1} 

> - 1 Q. ps

Ce qui montre que {(t,0)) : : 1 } est Q-évanescent.

On peut alors écrire ([ 3J , prop II-1 ) :
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Z’ = = ~(L)t ë(-A) avec L = 0 1-AA d Ls, et E(L)est une martingale loca-
le positive donc une surmartingale positive.

Soit N> 1.

Q[Z,~]= Q~(L)~(-A),~~] ]
~ Q~(L)~(-A)~/N,~(-A),~~2] ]

+ Q [~(L)~~(-A)~ ? 1’N~ ~(-A)~~~I2N2 ]

Q [~(-A )~ ~ 1~2N2 ] + Q [~(L )~> 2N ] .

Mais Q [~(L ^ )~ > 2N ]  ~N E Q [~(L ) o ]  
Donc Q[Z’~~] ~~+Q[~(-A)~~~] ]

~ 1/2N + Q [ ]

- ~ + Q [Aoo  log 

Ce qui donne le résultat, car 8 (M).

B) Conditions nécessaires et suffisantes de contiguité :

On considère ~, (’~t )t E~+) nE~~ une suite d’espaces filtrés, ’ 
n EIN

suite de couples de probabilités sur (S~n,~n), (~) vérifiant les conditions habituelles
relativement à la probabilit é ; on suppose que Qn est localement absolument
continue par rapport à P, et on considère pour chaque n les processus M, Z, C(M~),
définis comme M, Z, C(M) de la partie A.
On dira qu’une suite (Xn) de variables aléatoires à valeurs dans IR, définie sur
( ~ , ~ , Q ) est Q -t e ndue si on a la propriété suivante :

lim (lim supn Qn > K]) > = 0.

(Qn) est contigue à (pn) si et seulement si (Z~) est Qn-tendue (lemme 2-1 de [ 1] ) ;
(Pn) et (Qn) sont complètement séparables si et seulement si on a la propriété :

pourt tcut K >0, lim sup Qn ( Z~ > K] = 1 (lemme 2-2 de [ 1] ).

On déduit alors immédiatement de la partie A les résultats suivants :

LEMME ~ : : ( dans le cas d’une filtration discrète).

al (Qn) est contigue à (Pn) si et seulement si (Zn*~ ) est Qn-tendue.
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b) S-i lim lim Supn Qn [CPn~ (Mn) > K] = 1 alons (Pn) et (Qn) complètement
~ .

cl S-i (Qn) contigue à (Pn ), ((Mn)) et (supt Qn-tendues.

Démonstration :

L’inégalité (3) du lemme 1 montre que l’on a l’ équivalence .

(Z ~ ) est Qn-tendue =~ (Z ~~ ) est Qn-tendue.

Le b) et la première partie du C) découlent directement du lemme 3 ; enfin la seconde

partie du C.) découle de l’inégalité (4) du lemme 1.

Compte-tenu du lemme 4 et du corollaire 2-8 de [ 1] on obtient le critère de contiguité

suivant :

THEOREME :

(Qn) contigue à (Pn) et .6-i : (Mn) ) et (sup 
sont Qn-tendues.
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Errata de l’article [ 1 ):

p. 335 1. 2 Qn n - P n n
o Jo

p. 336 1. 20 et 1. 3 . remplacer cn~ par !° )2 d cns
1. 6 . remplacer c . 

t par t o (p ) 2 de s


