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PETITES PERTURBATIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES AVEC REFLEXION

PAR HALIM DOSS ET PIERRE PRIOURET.

Laboratoire de Probabilités, 4, Place Jussieu, Tour 56, 75005 PARIS

Soient D un ouvert connexe régulier de RP et v(x) un champ de vecteurs non

tangents sur 3D ; on considère la solution de :

xt = X+E j o + 0 
avec x~ E 0 et a~ processus croissant continu ne croissant que sur {s ; xsE aD}.
On suppose de plus que bc tend vers b lorsque e tend vers 0. Il s’agit d’ob-
tenir pour A C Cx([ O,T], 0), une évaluation asymptotique de P(x~ E A). Pour cela,
on construit une fonction 6 (x,v) sur D x RP (voir le th. 4.2), telle que si :

03C6 ~ A, 03BB(03C6) = T003B8*(03C6t,t-b(03C6t))dt et (A) = inf(03BB(03C6), 03C6 ~ A),

on ait :

(0.1) -(A)  lim ~2log P(x E A)  lim ~2log P(x E A)  -A(A).
Ce résultat donne immédiatement une évaluation asymptotique, lorsque t ~ 0, de

r) où est une diffusion réfléchie sur D dont le générateur

coïncide, sur les fonctions h de classe C~ telles que 0 sur 3D, avec
un opérateur semi-elliptique L.

On suppose que a et b~ sont lipschitziens bornés mais on ne suppose pas o

non dégénérée. Lorsque a est inversible, ce problème a été étudié par Anderson et
Orey. [1 ] .

La méthode de ces auteurs consiste à étendre les estimations de Ventcel-

Freidlin [5 ] à des E.D.S. dépendant du passé puis à en déduire le résultat. Notre

approche, qui permet de traiter le cas où a est dégénérée, est différente. Elle

est directement inspirée d’Azencott [2 ].

Elle consiste à montrer que si le mouvement brownien B est près d’une fonction
régulière f, le processus x~ est près de g, solution d’une équation différen-
tielle déterministe avec réflexion, ceci avec une grande probabilité ; et, à partir
de là, à transporter le résultat classique de grandes déviations pour le mouvement
brownien. En particulier si D = Rd et donc 3D = ~, on retrouve le cas des E.D.S.
ordinaires.

1. CM du 

On note l’ensemble des (xl,...,x P ), x 1 > 0 ; e 1 = (1,0,...,0).
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On se donne sur R un champ de matrices p x d a(x) et des champs de vec-

teurs b (x), b(x) vérifiant :

(1,1) 
!o(x)! 1 M,!b (x)! 1 M,!a(x)-o(y)! 1  (y)! 1  K~x-y~ B

b (x) tend uniformément vers b(x) lorsque e tend vers 0.

Enfin désigne un mouvement brownien issu de 0 à valeurs R .

On considère l’équation :

(1.2) x~t = + + > 0

et a~t processus continu, croissant, = 0 et a~t = Jo ) 1 (x~s)da~s.

Il est bien connu que, sous les hypothèses (1.1), il y a existence et uni-

cité des solutions de (1.2). Rappelons la construction donnée par Anderson et Orey

[1 ] : pour (jû=((jj.,...,Lj ) e C(R~,R"), on note ~ = (j~ et r~=((j~+(j~,~,...,(~)
où = - inf ((joi(s) A 0). Alors r vérifie sup 1  2 sup 

~ 
st st 

~ " 

st

- et si y~ est solution de :

(1.3) y~t = x + + 

on a = rt y~ et = ~~ y~.

Maintenant, soit f ~ absolument continue avec  + oo pour

tout T > 0, et soient h. et a. les uniques solutions de :

(1.4) ht= Z + j + 3 (ht)1  0

et a.. processus croissant, continu, a = 0 et 1 = 

a..

On a encore h(t) = r k et a(t) = ~.k où k est solution de : 
’

(1.5) k(t) = z + b(r k)}ds.

Le but de ce paragraphe est de montrer (on note = sup !f(s)~, .

’ 
u~sv

Il = T > 0 étant fixé :

Théorème 7. 1 : Pour tout A,R, p > 0, il existe ~0,03B1, r > 0 tels que si
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r,ona:

dém : Compte tenu du caractère lipschitzien des applications r et 03BE, il suffit

d’évaluer Posons,

(1.6) 

et supposons que y~ et k vérifient :

(1.7) y~t = x+e f + ! t0c~(s,0393sy~)ds, B~ de même loi que B ;

(1.8) k " = z + ~0 
alors,

Lemme L2 : : Pour tout A,R, p > 0, il existe tels que si

o s o

dém : On omettra le e dans B~ les calculs étant des calculs de lois, e fixé,
et aussi les barres sur y et k ainsi que T dans H.H-r’

Lemme L 3 : Pour tout A,R, p > 0, il existe a > 0 tel que si  A et

E’;; 1, on a E log p(1 *0~03C3(0393sy~)dB " Il > p, 1 |~B| 1  ex) .;; -R.

dém : On introduit le partage de tO,T ] , de pas T n : t = 0, t..= 1 ,...,t = T,
et on définit par Si t~  t  t~~. Notons que l’application r

s’étend au fonctions c.a.d. l.a.g. donc, en particulier, au processus avec ta
même propriété : r,~’ ~  2) ~-co’ ~ ~. .

Alors, pour tout n et y > 0, 1 > p, ~~B~ 1  a} c E. u E2~ E3

avec E1= {~y~-y~,n~ >y}, E2= {~y~- y~,n~ 1 Y, 

> 03C1 2 }, Il > 03C1 2 ,~~B~ 1 a}
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Majoration de P(E2): Comme sur 1  y , 

4~2K2y2, l’inégalité exponentielle entraîne que, pour tout e  1,

P(E2)  2p exp ( - 03C12 16T~203B32K2p2)  1 2 exp (-R ~2) si y est bien choi.si.

Majoration de P{E1): 1 > y) = P > y)

n-1 P(!! 
. ~03C3(0393sy~)dBs 

Iltk > 03B3 2 ) >

Mais |tE t s s + tE M ( n 1/2 + M n
donc le premier terme est nul si n  ni(y). Par ailleurs, toujours par l’inégalité
exponentielle,

E > -~ ) ~ 2pn exp (- 2) 1 exp (- ~ )

si n ~ n2(y) et pour tout E ~ 1.

On fixe y puis n comme ci-dessus, alors,

Majoration de P(E~) : : on remarque que est constant (en s) sur [tK’ [ ,

égal par exemple à rt 
k 

D’où, sur ~~B~  a

|t0~03C3(0393sy~,n)dBs 1 - 

Btkt |  2Mna et P ( E 3) = 0

si a  

Revenons au lemme 1.2. On a,

kt= x-z + t0(b~(0393sy~)-b~(0393sk)ds + t0(b~(0393sk)-b(0393sk))ds + t003C3(0393sy~)-03C3(0393sk))
fsds + Ut

avec Ut = D’où,
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~(1+!~! 
Par Gronwall , en posant  si et |x-z| r,

> P, ! ~~B~  a)  > 03C1 2 e-B, ~~B~  a) et on conclut 

lement par le L 3.

Montrons maintenant le théorème.

On définit P~ sur (03A9,FT) par :

(1.9) dP~ dP = f (fs,dBs) - f 
o~ ej~ s s 

2e ~0 ~

alors B~t = S. - - f est un (03A9,P~) mouvement brownien et,

(1.10) = x+e JQ f + t0{03C3(0393sy~)fs+ b~(0393sy~}ds, P~ p.s.

Soit p, a}, V~= ~- - alors

P(E)  > exp 2014 ) ) + P(E n (V~  exp ~- )  2 exp(- -~, )
e" e 2Ae

+ E~( -~ ; § E n (V~ exp -~ ))  2 exp(- ~ ) > + exp( > 2014 ) xdP e 2Ae 2e" e’-

On choisit alors À pour que 2 exp(- -~2014~ )  ~- exp(- -~ ) puis e ,r,a
2~- 

" e" ~

grâce au L~ pour que le 2~~ terme so-it  ~ exp(- ~- ).

: le théorème 7. ? J et sa démonstration sont aussi vrais (avec des modifi-
cations d’écriture évidentes) lorsque x~ est une diffusion sur R~ (cas sans
bord). On retrouve alors le théorème 2. 4 d’Azencott [2 ] . La démonstration ci-dessus
est une adaptation de celle du théorème d’Azencott qu’on trouve dans Priouret [31.

Notons (A) l’ensemble des f de C ([0,T ] ,Rd) telles que  A ;

alors, pour tout (z,f) de R+p x lÙ(A) les solutions et a t de (1 ’ ’ 4) 
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existent. De plus,

Phoposition 1. 4 : L’application (z,f)  (h,a) E C([ 0,T ] , RP x .R+) est

continue sur R+P x ~(A), ~(A) étant muni de la topologie de la convergence uni-

forme sur [ 0,T ] . 
’

dém : Soient zn  z et fn,f E ~(A) telles que 0. Notons ktn
la solution de (1.5) relative à z et f .

 1 + f + 1 fn)dsl

ds)  !z-zJ ( + K f sup + 

+ par Gronwall,

1 + K(T+(TA) 1/2 j où pn(T) = sup 
’ ’’ tT 0 

s s

9

Remarquons que kt est a.c. de dérivée p.p. kt= 6(rsk)fs+ b(rsk), donc, pour

0  u  v  T, Kir k- 2K sup 2K 
V U V U 

usv ’’ u s

et donc la variation totale de sur [O,T ] est majorée par

2K donc par une constante C=C(K,T,A).

Alors |f003C3(0393sk)(fs-fns)ds|  |03C3(0393tk)(ft-fnt|+|t0(fs-fns)d(03C3(0393sk))|

 (M+C) et donc pn(T) tend vers 0 avec n.

2. Cas d’un ouvert de RP.

Soit D un ouvert connexe de RP. On suppose qu’il existe une fonction u de

classe C2 (bornée ainsi que ses deux premières dérivées) telle que :

(2.1) D={u > 0}, aD={u=O}, Vu (x) * 0 pour tout x E aD.

On considère, sur aD, un champ de vecteurs v(x) de classe C2, vérifiant
(2.2)  vu(x), v(x) > > S > 0, pour tout x E aD.
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Sous ces hypothèses, il existe, pour tout x e 30 une carte locale 

contenant x avec de classe C2 et = {~ ~ 0} et

v = ~ ~03C61/03C6(x). Une telle carte sera dite canonique au bord.

On se donne sur 0 des champs de matrices pxd a(x) et de vecteurs b(x)
et b~(x) vérifiant, pour tout x,y 

(2.3) 
|03C3(x)|  M, |b(x)|  M, |03C3(x)-03C3(y)|  K|x-y|, |b~(x)-b~(y))|  K|x-y|
b tend vers b uniformément sur D.

On condidère alors l’équation :

xi = x+e + t b + t avec x~t E 0
(2.4) 

a~t processus croissant continu, aô = 0 et a= 
Sous les hypothèses (2.3), il y a existence et unicité des solutions (x~,a~)

de (2.4) et elles sont définies sur R+ (il n’y a pas d’explosion). Ceci se montre

en recouvrant D par un système de cartes et en construisant de proche en proche
la solution de (2.4) jusqu’à un temps d’explosion T. Mais on a lim ~xt~ - +00

p.s. d’où on déduit facilement, les coefficients étant bornés, la non-explosion.
L’important pour les calculs est le point suivant. Soit (V)p) une carte cano-

nique au bord et U un ouvert de D tel que on définit sur RP,
Q(Y) - ~(Y))~ jacobien 

b (Y) = Le ~’(~’1(Y)), Y L~ ~’_ ~ 2 ~2(0~.)*~ b~
qu’on prolonge sur tout RP en des fonctions lipschitziennes bornées.

On note alors les solutions de :

xEt = xo+ ~tt0(~s)dBs+ tt0~(~s)ds + e1 a~s t > t0 ; (x~t)1  0

a~t processus croissant continu, ~t0 = 0, tt01(x1=0) (~s = ~t.

Alors pour u  v, on a p.s. sur {x~ E U pour tout s E [u,v ]},

’~~(~xs) - = â~ s-u (u~~(x~)) u pour s OE [ u,v ) ,

Pour f E C([O,T ~,Rd), a,c, avec A, on définit (h t ,a ) t comme
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comme solution de : :

(2.5) h.= z+ + avec ht ~ D, a. processus

croissant continu, ao= 0 et a..

Sous (2.3), on établit facilement l’existence sur tout R et l’unicité des
~ ’

solutions de (2.5). On a donc, en posant g - 

(2.6) = t0~u(hs).gs ds +t0~u(hs).03BD(hs)das .

Remarquons que si t0,t1 
sont tels que o ° 

OE 3D, 1 OE àD et ht OE D si

t  t  t., on a Ît ds = 0 puisque a~ est plate sur [.

o

Fixons t, et soit A = {s ; h e 3D} et t - inf(s  t, s e A), t~= sup(s  t,

s e A) ; évidemment a - 0 si s  t et a - a si t.  s  t. De plus,

0 

car = 0 puisque c’est une somme dénombrable sur des in-

o

cursions dans D. On en déduit les formules :

(2.7) Ct= 

(2.8) a,=-t / 
( 

’ Jo ~ ~ s s s s

Compte tenu de (2.2), on en déduit facilement :

Lemme 2. 7 : Soient T,A > 0 et K un compact et soient les solutions

de (2.5) avec z ~ K et J alors :
o S

(i) h. et a. sont absolument continues avec h~ et at dans ] ) >

(n) il existe des constantes et telles que: i

sup f 
KT 

" ~ JO ~
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On a alors, et (h,a) désignant les solutions de (2.4) et (2.5),

Théorème 2.2 : Pour tout T,A,R, p > 0 et K compact de D, il existe Eo,a,

r > 0 tels que si T0|f
. 

|2ds  A, ~  ~o, |x-z|  r, z E K, on a :
o 

s o

E2 log P + 03C1, ~~B-f~  a)  -R.

D’après le lemme 2. 1, sup |ht|  C=C(T,A,K). On peut construire
t~T

ô > 0, 0  â  S et des cartes (Ul,~l),...,(Uq,~q) telles que:

1) Les Ui l sont soit des ouverts de Rp, soit des cartes canoniques
au bord.

2) Les (Ui) recouvrent ~(o,C) (boule fermée de centre 0, de rayon C)

3) Pour tout x ~ D ~ B(O,C), 
... Ui l pour un certain i,

4) pour tout i et x,y EU., _ a  
(x)-~i (y) l’ 

 S ,
l 

Soient xl,...,x ~ D ~ B(o,C) tels que les boules B(x., s ) recouvrent

D n et soit V.= ). Fixons A,T,R, alors pour tout p, il existe
J J c.

r(p), ~o(p), a(p) telles que si f E ~(A), si 0 ~ s  t  T et si, pour un

certain i, h([s,t ]) c Vi, on a, pour tout E  ~o(p)’
P(~x~-h~ st + ~a~-a~ It’ 03C1, |x~s-hs|+|a~s-as|  r(03C1), ~~B-f ~T  1 exp(- R+1 .

Ceci résulte du théorème 1. 1 car compte tenu de 3) et 4) ci-dessus, une telle
probabilité s’évalue dans une carte dès que p 

x 
Définissons to= 0, tl= inf(t > to; > 03B4 4 ),...,t. inf(t > t.; 

> s 4 ),... 
t 

~.+1 ~ t ti

Comme |thu du|  |t-s|1/2 C1/22(T,A) lemme 2. 1a, on construit ainsi
s

une suite to= 0 ... tm= T avec m . N=N(T,A,K) et ti+1 ]-)~V’=B(x’, a )o m l 1+ - J J c.

pour un certain j. Alors, > p, T  a)

.;; P( Il ~~B-f~T  03B1)  P [~ |x~-h|+|a~-a| ~0t1 > m
a ]

m-1 t.

+  P(II ~t1i+1 > pm_i l -a |  p -.  a ],
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où pj+1 
Donc posant 

si ~  ~0, |x-z|  r,

03C1(~x~-h~T + ~a~-a~T > 03C1 ; * 03B1)  N exp (_ R+1 ).
, E

Il suffit alors de choisir ~  ~1 pour que N exp (- -~ )  exp(- -~ ).
e e

Etendons maintenant la proposition 1. 4.

2. 3 : Pour tout A > 0, l’application de D x ~(A) dans’ C([O,T ]_,

D x R+) qui à (z,f) associe (h,a) solution de (2.6) est continue, ~(A) étant

muni de la topologie de la convergence uniforme.

dem : on conserve les notations de la démonstration du théorème 2.2. Soit alors

to= 0 ... tn= T tels que h([t.,t. i i+1 ] ) c V.= B(x., a ) pour un certain j.

On note les solutions de (2.5) relatives à zn et fn et on suppose

zn  z, 0 en restant dans ~(A) . Comme C Vn, tout un voi -

sinage d’ordre § de ]) est inclus dans une carte (U." 03C6j’), on a

1. 4), tend vers h t et at tend vers at uniformément sur ] ;

alors h(tl) et ]) ~ et on recommence...

3. Thanspont des estimations de Ventcel-Freidlin

Dans ce paragraphe nous présentons des résultats d’Azencott [2 ~ sous une forme

synthétique et bien adaptée à notre situation.

T > 0 est fixé, ’ on note  o l’ensemble des applications continues de [O,T ]

dans Rd nulles en 0, muni de la topologie de la convergence uniforme. On définit

pour f 

(3.1) = 1 2 ’ si f est a.c,; +~ sinon.

Rappelons que 03BB est s.c.i. sur Co et 03A6(A) = {f E â(f)  A} compact.

étant un brownien à valeurs Rk issu de 0, nous utiliserons les

deux estimations classiques suivantes :
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(i) pour tout f a > 0, lim ~2 log  a) > -â(f) unifor-

mément sur ~(A).

(ii) pour tout fermé F de ~o, lim e~ log P(eB OE F) ~°h(F) - 
~~0

f E F).

Soit (S,6) un espace métrique, C=C([0,T ],S), d la distance usuelle sur C,

Cx = C, go= x} ; on suppose donnés :

1) pour tout x ~ S, des processus continus, Ft adaptés avec 

2) une application S : (z,f) -~ de S x U ~(A) dans C , continue sur~ 
A 

S x ~(A) telle que : pour tout compact K de S, tout A,R, p > 0, il existe

~1,03B1, r > 0 tels que si f vérifie z ~ K, si ô(x,z)  r on ait,
pour 

On pose alors, pour g OE C,

(3.2) X(g) = = a(9) ~ A}.

On a alors,

3. 1 : a est s.c.i sur C ; ~(A) n {go OE compact} est compact ;

si À(g)  -K~, l’inf est atteint dans (3.2).

3.2 : Pour tout compact K de S, A,p,n > 0, il existe e , r > 0

tels que si x tel que ô(x,z)  r et

ee, : i

l ~ -a(g)-n~

3. 3 : Soit ~x(A) = lg ; a(g) ~ A, g~= x}. Alors pour tout K com-

pact de > 0, il existe ~0 tel que, si e  ~0, x e K, A  Â, ’ on ait : °

e2 log > p)  -A+n.

Théonème 3. 4 : : Pour tout borélien E de Cx, on a,
- A(E)  lim ~2 1og OE E)  lim e" 1og P(y~(x) e E)  -(E).

e~O )
La démonstration de la 3. 1 est facile.
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Démonstration de la prop. 3.2 :

Il existe f E ~Co telle que ~(f) ~ A et = g. On applique 2) ci-dessus

à K,A,p et ’on en tire De plus, vu (i), il existe E2 tel que

si E  E , E2 log [ ~  a) ’ -â(f)-n/2. Soit ~lA E2 tel que

E2 0 log 2  ’~ 2 ~ , alors pour E ~ Eo, )  r : 
’ P (~~ EB-f  a ) ~ P (~~ EB-f ex ; 

.

 p) ~ exp(- R ) ) +  p). Donc -a(g)-~I2=2
- â(f)-r~/2  E2 log 2 + Max(-R, ~2 log  p) ; mais, vu le choix de R,

- a(g)- 2 > -R donc le max ne peut être atteint pour R d’où le résultat.

Démonstration de la prop. 3. 3 :

Soit M=M(x,A) = d(h,g) ~ p pour tout g tel que go= x, a(g)  A}

alors d(h,~x(A)) > p équivaut à h E M(x,A). On applique 2) ci-dessus à K, A,p

et R = A-r~+1 ; on en tire ~l,a. Il existe E tels que ~(A) ~
N ~ 

N

U 1 
= U ; alors, puisque Sx(fi} {EB E {yE(x) E U

 a ; E U 1 
 a, Pi et donc,

p(EB E U, E M)  N exp(- R ) si E ~ E1 et x E K. Par ailleurs Uc étant
e

fermé, pour E ~ E , E2 log P(EB E Uc)  + ~  -A + ~ . D’où pour E  El~lE2’
M)  N )  A + ’~ ) + N E2 ~ 2e E

exp(- A + ~ ).(exp(- ’~ ) + N exp(- 1 )) - Vu le choix de R-  exp(- A + ~ )~
e e 2e e e E

Si ~  Eo. Ici Eo dépend de A ; mais soit k tel que in  Â  (k+1)p ; on

peut choisir eo tel que E M(x,kn))  ex p(- + ~n 2) , k=1,2,...,k. Alors

pour kn  A  (k+1)n, M(x,A) C M(x,kn) et E M(x,A)) ~ E M(x,kp))

c exp( - k’~ + ’~ )  exp( - A 2 + 2’~ ). °
E E E E

Démonstration du théorème 3. 4 :

La 3.2 entraîne immédiatement l’inégalité de gauche. Supposons donc E

fermé et soit 0  A  inf(a(g) ; g E E) - si A(E) = 0, il n’y a rien à montrer.

Alors E et  x (A) sont disjoints et  x (A) compact donc il existe p > 0 tel

que (A)) ~ p si y~(x) E E donc 3. 3) 1 m E2 log E E)~-A.
x
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4. Identification de 03BB.

1er). On considère l’application, définie pour f ~ C0 ~ (U 03A6 (A)), f = (h,a)
solutions de (2.5) et on se propose de calculer définie par (3.2).

On peut supposer que h et a sont absolument continues avec des dérivées

dans sinon, compte tenu des résultats du n°2, À(h,a) = ~o. Il existe

donc ( po p. 3. ?), f avec ~(f)  -~ telle que :

(4,1) ks avec k~= 
Posons, pour x ~ D, v ~ RP,

(4.2) q*(x,v) = Inf a(x)w=v} ; = +co si {...} = 0.

On montre facilement (on omet x qui est fixé dans le lemme),

Lemme : Soit q(v) =  v,ooB > et q*(v) = sup { 2t,v > - q(tv)}. Alors

q (v)  -~ s.s.i v e Im o et, pour v e Im 

? a, -~ soit w = w ~ tend

vers w lorsque p -~ 0 et on a aw=v et q*(v) = inf {~w’~ , ow’=v}.
Soit r = {(x,v) ; ; X e D, v e R ; q*(x,v)  +~}, r est boré1ien ainsi que

la fonction, définie pour (x,v) e r, = lim o~(x) et
p-~0

on a J(x)w(x,v) = v et o(x)w = v entraîne 

Remarquons enfin que est s.c.-i du couple et que si est

inversible q*(x,v) =  >.

~ 

Vu (4.1), pp en t. Soit donc, Ut telle que u = 0 et p.p.
et soit v~ tel que (h,a) = on a k~= et

donc |vt| pp en t. En particulier pour v=f ce qui entraîne que

 +~ et 03BB(u)  donc (h,a) = 1 2 T0|ut|2dt = 1 2 10q*(ht,kt)dt. En

résumé,

4. 7 : La fonctionnelle de Cramer relative à (xE,aE) solution de

(2.3) est

(4.3) ~(h,a) = ~ 
Il suffit alors d’appliquer le ~ 3. 4 pour avoir le résultat de grandes dé-

viations cherché.

2 ) Déterminons maintenant la fonctionnelle A définie par (3.2) et l’application
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f + 03B2x(f) = h solution de (2.5). Si h(h)  +co, il existe f avec À(f)  +m et

a ne croissant que sur ls ; h s ~ 3D) et vérifiant T0as 21~D(h s)ds  +m,

tels qu’on ait (2.6) - voir le n°2. Donc:

(4.4) 03BB(h) = inf{( h,a ) ,a =003B1s1~D(h s) ds ; 03B1s mesurable  0, T003B1s21~D(hs)ds +~}

où Â(h,a) est donnée par (4.3).
Pour x OE 3D et v OE RP, on définit:

(4.5) 8*(x,v) = inf q*(x,v-v(x)a).
a50

Soit D+(x,v) la demi-droite {v-03BD(x)03B1,03B1  0) et posons A=((x,v) ; x OE 3D,

v OE RP, fl Im J(x) # j3). Alors 8*(x,v)  +m ssi (x,v) ~ 0394 et deux cas

sont possibles:

(1) rencontre Im J(x) en un seul point donc pour une seule valeur

de a.

(ii) c Im J(x) ce qui entraine que v et v(x) appartiennent à

Im J(x) et alors a + /(x,v-v(x)a) est un polynôme du second degré en a.

Il existe donc une application borélienne (unique) &#x26;(x,v) de 0394 dans R+
telle que, pour tout (x,v) é A, /(x,v-v(x)&#x26;(x,v)) = Î(x,v). Puisque h(h)  +m,

, ~ .

~ 0394 PP Sur lt ; ht OE 3Dl ; pour de tels t, soit, Yt=&#x26;(ht,ht-b(ht))
qui est positive. ° Posant kt= on voit immédiatement que,

pp en t, q  q pour tout 03B1t intervenant

dans (4.4) ; en particulier T0q*(ht,kt)dt  +~.

Mais, utilisant le 1er et la fonction mesurable w, si ut est telle que u0 = 0,

ut= 03C6(ht,kt), T0|us|2ds  +~ et Si Ct= o Ys 1~D(hs)ds, le triplet (U,h,C) vérifie

(2.5) et le raisonnement du n°2 montre alors que 
 +m. L’inf dans

(4.4) est bien atteint pour y. Donc,

Théorème 4.2 : La fonctionnelle de Cramer relative à x~ solution de (2.3) est:

Àh> = % ou :
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(4.6) 8*(x,v) = inf q * (x,v-v(x)a1aD(x}) , x E D, 

Le théonème 3.4 donne alors le résultat annoncé dans l’introduction (0.1).

Remanque. : Le théonème 4.2 généralise les cas suivants :

(i) x E D, a matrice carrée inversible, e*(x,v) - (6-1(x)(v)~2 ; ; on retrouve

le résultat de Ventcel-Freidlin [5 ].

(ii) x E D, o~ quelconque, e*(x,v) = q*(x,v), c’est le résultat d’Azencott
[2 ].

(iii) x E 3D, a matrice carré inversible ; q*(x,v) = ~0 1(x)v~2 et on voit

immédiatement que q*(x,v-aw) ) est minimum pour ~, =  a 1(x)v,o 1(x)w > lorsque a

parcourt R et donc : (Q-1(x)w~2

( 4.7 ) = ~ ofl (X)v~ 2-  Q 1(x)v,o 1(x)v(x) >2 .1R ( a-1(x)v,a-1(x)v(x) »
+

C’est le résultat de Anderson-Orey [1 ].

5. Considérons pour D,a,b vérifiant (2.1), (2.2), (2.3) la solution xt(x) de :

t t t

(5.1) xt= + 

~0 
avec xt OE ~,

at processus croissant continu, ao= 0, ne croissant que sur {s ; xs E aD}.

Soit Px la loi de xo(x) sur l’espace canonique W=C(R+,D),
= w(t), alors est un processus de Markov dont le générateur coin-

cide sur les fonctions ~ de classe C2 vérifiant  > = 0 sur aD avec

L03C6 = 1 
* 

03C303C3*(~03C6) + Il est bien connu qu’un résultat comme le théorème 4.2

permet d’estimer, lorsuqe t -~ 0, E A).

En effet, posant 

(5.2) x+/e avec x~t E D et ac t
processus croissant continu ne croissant que sur {s ; xs E aD}. On peut donc appli-

quer le théorème 4.2 en observant que E A) = P(xt1 E X) où A={03C6 ; 03C6o= x,
A}. Donc si on pose :
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(5.3) S(x,y) = inf { 1 2 1003B8*(03C6t,03C6t)dt ; 03C60 = x, 03C61= y}

où 03B8* est défini par (4.6) ; on a :

Proposition 5.1 : -inf S(x,y)  lim t tog A)  Tîm t 1og Px(03BEt = A)201420142014201420142014201420142014 

yeA 
~ 

~J ~ ’

 -inf S(x,y).
y~A

P ~ ~B
Exemple : : On choisit D = {(x,,x,) ; 3 x. > 0} ; 3 o(x) =) 

0 0 
) ’ ~ =) 

p 

) et on
2014201420142014 121 ~ ~ ~~
suppose p > 0 (par symétrie, on a le cas où p  0).

Alors q*(x,(v1,v2)) = v. si v2= 0, 
= +~ si v2 ~ 0 et

v12 si x1 ~ 0, v2 = 0

(5.4) 03B8*((x1,x2),(v1,v2))= (v1-v2/03C1)2si x1 = 0, v2  0
+~ sinon.

Donc si  +~, on a, p,p, 3 =0 sur {s ; ~ =~ 0} et ~~ > 0
sur ts ; ~ = 0} et alors,

(5.5) ~)4j~~~l~/~-~s~~l~~ds
Une trajectoire ~ allant de (x~.x~) à (y~y~) avec  -~ ne se

déplace donc que parallèlement à x~= 0 tant que x~ > 0 et dans te sens des x~

croissant lorsque x.= 0. Mais une incursion à l’intérieur avec un minimal

va aller de (x~x~) à (0,x~) pendant [0,t~] ; ; puis de (0,x~) a (0,y~)

pendant [t.,t~ ] - avec nécessairement y~ x~ - enfin de (0,y~) à (y~y~)
pendant [t?,l ] et sur chacun de ces -intervalles ce sera la trajectoire a vitesse

constante qui 1 aura un ~) mi nimum vu la forme (5.5) de ~). Cette trajectoire

sera donc de la forme :

03C6s1 = x1 t1 (t1-s)’,’ - ’2 ’ (ti-S) 
, 0  s  t.

03C6s
2 

= x2
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03C6s1 = 0

s > 1 = = 0 t)t1 (x2( t2-s) - Y2( t1-s) , t1" s " t2

03C6s1 = 
1 

Y(s-t)s s 
= 

1-t2 1 2 
t2s1.

03C6s2 = y2
Pour une telle trajectoire,

03BB(03C6) = 1 2 { 1 t1 ( x 1)
2 

+ 
1 t2-t1 ( y2-x2 03C1)2 + 1 1-t2 (y1) 2}

Comme pour a,b,c > 0, inf a > O,S > O,Y > 0, 1 + 1 + 1 = 1}

= (la + ~ + ~)2, on a,

1[x+1 (y-,x )+y ]2 si y 2 >x .

(5.6) S( (xl ,x2),(y1,y2) )= 1 [ x 1 -Y 1 12 si y - 2 = 

x 2
° si i y2  x2 .

6. Une autre application de ces résultats est la suivante. On se place toujours
sous les hypothèses du n°2. Pour x E ~6, on note g(x) = Q(x)Q (x) _ (g..(x) ;
1  i,j  p). Soit une famille d’applications continues de D dans R

telle que V£ ~ Vo uniformément et V+ E L~(D).
c-~0

Supposons que, pour tout c > 0, il existe une fonction 03C8~(t,x) continue

sur [ O,T ] X D, de classe C1’2 sur ] O,T [ x D et vérifiant:

I 
E at 03C8(t,x)= ~2 2 : - gij( ) bj (x) ax. 

(6.1) 
i,j=l lJ xi 

(t,x) E ] O,T ] X D oXj £

 
> = 

0 , (t,x) E ] O,T ) X aD

~(o,x) = f(x) , x E D ;

ceci pour une donnée initiale f continue et bornée sur D.

On la solution de (6.1). Evidemment l’existence d’une telle
fonction demande certaines hypothèses de non dégénérescence de a et éventuellement
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de compacité sur D. On montre alors facilement, grâce à la Formule de Itô, que :

(6.2) 03C8~f(t,x) = E t01 ~ V~(x~,xs)ds)} ;

étant la solution de (2.4) où on a remplacé e par le.

On définit une application 8 x de C x ([0,T ] ,0) dans R par la formule

8 (h) = Soit :

(6.3) S(T,x) = sup ~8x(h)-~(h) ; h E ] ),D)}

où À est la fonctionnelle de Cramer donnée par le théorème 4.2.

Les résultats de Varadhan [4 ] joints aux estimations de grandes déviations

(0.1) montrent alors que :

(i) lim E log ~ 1(T,x) - S(T,x)
E~0 

~

(ii) si dans (6.3) le sup est atteint en un point unique alors

. 
03C8~f(T,x) 03C8~1(T,x) 

= 
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