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SUR CERTAINES INEGALITES DE THEORIE DES MARTINGALES
par C.S. CHOU

Dans cette note, nous indiquons une généralisation des inégalités de
théorie de martingales dues & Chevalier. Cette généralisation s'applique
en particulier aux fonctionnelles introduites par Barlow-Yor en théorie
des martingales. Elle est aussi valeble en présence d'un poids.

NOTATIONS. Nous ne travaillons ici que sur des martingales locales
. . 3
continues. ILa notation Mt
<1VI>t au lieu de <M’M>t . On désigne par L%(M) le temps local de M

en a , donc on choisit toujours une version continue en (t,a) - ce qui

(N * _ a
et on pose Lt = sup, Lt’

a son sens habituel, on écrit simplement

est possible d'aprds les travaux de Yor
Les constantes c,c'... figurant dans les inégalités ( et dont la
valeur explicite est sans importance ) peuvent varier de place en place.
Elles ne dépendent pas du choix des processus ou de l'espace probabilisé.
Une relation écrite anb entre deux nombres signifie que l'on a une
inégalité du type ca < b <c'a, c et c' étant comme ci-dessus.

Rappelons un lemme fondamental de l'article [4], p. 29 :

LEMME 1. Soient A, B deux processus croissants continus, adaptés, posi-
tifs. On convient que Ao_=BO_ = 0, et que EO- est la tribu dégénérée.
On suppose que pour tout couple (S,T) de temps d'arrét bornés tels que
O_<5<T omn a pour un ¢>0 :

¢)) E[|ap-A51%] < B[BJT 5 qy]

Alors pour toute fonction F sur R+ , nulle en O, croissante, modérée
( non nécessairement convexe ) on a

(2) E[F(A, )] s cB[F(B, )] .

SUR UNE INEGALITE DE CHEVALIER
Avec les notations introduites ci-dessus, les inégalités de Burkhol-
der-Davis-Gundy pour les martingales locales continues peuvent s'écrire

(3) B[F(¥)] ~ B[F(a>/2)] .

Chevalier [2] a eu 1'idée ( lorsque F(x)=xP : 1le cas général est 4l &
Lenglart-Lépingle-Pratelli [4] ) de renforcer cette inégalité en mon-

trant 1l'équivalence de E[F(M§A<M>i/2)] et E[F(MtV<M>i/2)]. Nous al-
lons modifier la démonstration de [3] de telle sorte, qu'elle nous

1. Ou simplement d'aprés le théoréme de Trotter.
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donnera par exemple 1l'équivalence de

() B[FA>L/2ATXM)) ] et BIPQEvasL/ 2vi¥(n)) ]

Considérons une application M~ U(M) qui associe & toute martingale
continue bornée M ( sur un espace probabilisé donné (Q,E,P, (Et) )
satisfaisant aux conditions habituelles ) un processus croissant U(M),
adapté & la méme filtration, continu, positif ( on convient que U(M)O_
est nul ). Nous faisons les hypoth&ses suivantes :

. %

i) U(M)oozo sur {Ma)=0} 3 U(M)T = U(MT) pour tout t. d'a. T .
Cette hypothdse permet de définir U(M) pour une martingale locale
continue M , mais nous laisserons au lecteur cette extension.

ii) E[MX] . E[UQD)_] .

Pour la troisiéme condition, nous considérons deux temps d'arrét S,T
tels que O_ <S<T<o , et nous introduisons la martingale N_I]S T]'M
Nous falsons 1'hypothése

‘s *

111)a E[U(M)T—U(M)S] < cE[N_]

iii)b U(N) < cU(M)T .
On remarquera que 111) , pour S=0- et T=o, entralne la moitié > de
1'équivalence ii) . D'autre part, si AEFS on peut remplacer S,T
par SA,TA et en déduire

*
E[U(M)T-U(M)Sllsz‘s] < B[N IgS] .

En pratique, on obtient iii)a en vérifiant d'abord la moitié > de
1'équivalence ii) ( donc E[Nﬁ] > cE[U(N)_] ), et d'autre part que

iv) U(M)T - U(M)S < cU(N)a) .

Par exemple, U(M):M)'E satisfait & 4iv) avec c=1 , et iii)b avec c=2 3
u(M) <M> satisfait & 1iv) avec c=1 et & 111) avec c=1, 1l'équiva-
lence en ii) étant 1'inégalité de Davis. Enfln, U(M)_L (M) satisfait

a4 1'équivalence en ii) d'aprds les inégalités de Barlow-Yor, et 2
iii)a et iv) avec c=1 d'aprés la formule

(5) 2 = 1dany + s .

L'application du lemme 1 va nous donner :

THEOREME 1. Pour toute fonction modérée F on a E[F(U(M)w] .,E[F(Mi)].
Démonstration. Pour montrer 1'inégalité dans le sens < on applique

le lemme 1 avec A=U(M), B-cM*, g=1 3 la relation (1) est fournie par
111)a , en se rappelant que N < 21VI)'E . Pour montrer 1'inégalité dans

le sens < on prend A=M* , B-cU(M), q=1, la relation (1) étant
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* oK *
E[MT'MS] < E[Na>] < cE[U(N)a)] < C'EFU(M)TI{S<T}] .
(ii) iii)y, 1)
Voici notre résultat principal, qui contient le théor&me de Cheva-
lier. Nous ne saurions pas le démontrer en remplagant iii)a par iv).

THEOREME 2. Soient Mw«> U(M), V(M) deux applications satisfaisant 2
i), ii), iii). Alors I(M) = UM)AV(M) et SM) = U(M)vVV(M) y satis-
font aussi.

COROLLAIRE. Si Ul,..,Un satisfont & i), ii), iii), on a pour F
modérée
B[F(ULM) Ae. . AURAD) )] ~ B[FQX)] ~ B[FUIQ), V... 0P )]
Démonstration. Il est évident que i), iii)b passent au sup et 3 1'inf.
Pour iii)a , cela résulte des inégalités évidentes

I(M)p-I(M)g
S8, $ TDEUD+(VADY-TADG) 3

et on a remarqué plus haut que iii)a entraine la moitié > de l'équi-
valence ii). Reste donc seulement la moitié < ¢ celle-ci est évidente
pour le sup S(M), pour laquelle le théor2me 2 est établi ( et donc aus-
si le théordme 1 ). Reste la partie délicate

*
B[MY ] < cE[I(W) ],
pour laquelle nous allons suivre le raisonnement de [§]. Nous écrivons
( en omettant la mention de M lorsqu'il n'y a pas d'ambigulté )
x
B[Up-Ug] g oB[N'] < ¢'BV(N,] < e"B[VON),T g gy ]
iii),  ii) idi)y, 1)

ce qui nous donne, en remplagant S,T par SA’TA puis en faisant T=c

E[UG)_USIES] < cE[VOO|ES]
Alors 2 0 0
E[Ucn] = ZE[(]) (U00 —US)dUs] < cE[(j) Vm dUs] = OE[U(D Voo]
D'autre part, on a d'aprds le théoréme 1

2 2
E[Ve ] < cE[US ] .
D'aprés le théorédme 1 aussi, M étant bornée, toutes ces espérances
sont finies, et 1'inégalité de [}4] p. 39 montre que
B[US VS ] < cB[UZ AVZ]
Appliquant ceci & la martingale N:I]S T}'M , nous en déduisons
9,

B[ (MX-M5)7] < cB[M*2] < cB[S(N)2] < oB[I(M2] < cE[I(M)%IiS<T}]

Alors le lemme 1, avec =2, nous donne pour F modérée
E[F(My)] < cE[F(I_)]
On prend F(x)=x, et la démonstration est achevée.
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APPLICATION AUX INEGALITHS AVEC'POIDS

Considérons maintenant une seconde loi de probabilité P = ZQ)P sur
l'espace Q , équivalente & P , telle que la martingale (Zt) =
E[Zoolgt] satisfasse 3 la condition (AP) pour un p>1 '

p
Nous continuons & considérer l'application Mes> U(M) définie sur la
classe des P-martingales continues, mais nous modifions les conditions
ii) et iii)a en reTplaqant partout 1fs espérances E par rapport & P,
par des espérances E par rapport & P . La nouvelle classe d'applica-
tions U ainsi définie contient encore U(M):M)lE ou <1\ll>1/2 ( Kazamaki )
et U(M):L*(M) ( Barlow-Yor ). Nous avons

7, EZ2PHE DYP <

THEOREME 3. La classe des applications U(M) satisfaisant 2 i),ii),iii)
pour les P-martingales continues, mais relativement & P , est encore
stable pour V et A .

Démonstration. Remplacer E par E dans la démonstration du th. 2 ,

En particulier, nous retrouvons ainsi les inégalités de Chevalier
avec poids, que nous avons établies dans [3] par une autre méthode.

Nous remercions P.A. Meyer pour ses commentaires sur une premidre
version du manuscrit.
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