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LES SEMI-MARTINGALES FORMELLES

par Laurent SCHWARTZ

INTRODUCTION

Ce n'est gue récemment que les semi-martingales ont été systématiquement
considérées comme définissant (ou définies par) des mesures sur la tribu prévisi-
ble, a valeurs dans 1'espace L° des fonctions mesurables (espace non localement
convexe !). On trouve sans doute cette idée pour la premiere fois dans J. Pellau-
mail [1], en 1973, puis dans de nombreux travaux de Métivier et Pellaumail, par

ex. Métivier-Pellaumail [1], et Kiissmaul [1]. Un théoreme de Dellacherie de 1977,

voir P.A. Meyer [2], acheve de caractériser les semi-martingales comme mesures.
Cependant, beaucoup d'articles ont redémontré des théorémes sur ces semi-martin-
gales-mesures, comme s'il n'existait pas de théorie générale antérieure des
mesures a valeurs vectorielles. I1 y a 1a une rencontre bien intéressante. Il
existe une quantité de publicationssur les mesures a valeurs banachiques, les
premieres sans doute dues a Bartle-Dunford-Schwartz, voir Dunford-Schwartz (1],
on trouve d'importants résultats dans Erik Thomas [1], puis dans Erik Thomas
[2] pour les mesures a valeurs dans un espace vectoriel topologique non loca-
lement convexe (comme 1l'est 1'espace L°1). Mais ces mesures vectorielles
pouvaient souvent apparaitre comme un peu gratuites, dans la mesure ou il
n'existait pas tellement d'exemples non fabriqués ad hoc. I1 y avait bien la
mesure spectrale (décomposition spectrale d'un opérateur self-adjoint, borné

ou non), a valeurs dans 1'espace L(H;H) des opérateurs d'un Hilbert H, c'est
bien une vraie mesure a valeurs dans un espace de Banach, et qui a donné lieu

a de nombreux travaux ; mais £(H;H) a une structure d'ordre (les opérateurs
hermitiens > 0), et c'est une mesure > 0, donc pas encore générale. Et voila

que l'intégrale stochastique par rapport a une semi-martingale est '""découverte',
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apres plusieurs décennies d'utilisation, comme une '"vraie" mesure, completement
originale, a valeurs dans LO, avec tous les traits difficiles que donnent la
non locale convexité de L d'une part, la non positivité due a la martingale
d'autre part. Et quand cette intégrale stochastique apparait, elle met un
temps tres long a étre reconnue et traitée comme mesure 3 la rencontre de la
théorie générale de 1'intégration vectorielle et de la théorie de 1'intégrale
stochastique reste difficile. (J'ai 1'air de faire la une critique, mais alors
je n'y échappe pas moi-méme ! c'est plutdt la constatation, une fois de plus,
d'un fait tres général.) C'est sans doute K. Bichteler [1] le premier qui ait
fait un exposé systématique de la théorie des semi-martingales a partir de la
notion de mesure vectorielle.

La rencontre difficile n'est sans doute pas encore terminée. Le but
du présent article y ajoute un aspect supplémentaire. Les mesures = O sur un
ensemble muni d'une tribu,a valeurs finies ou non, ont été traitées des le
début de la théorie de 1l'intégration ; la mesure de Lebesgue sur R n'est pas
finie ! La théorie des mesures de Radon sur un espace localement compact,
donne des mesures non finies, non partout définies, a valeurs ou banachiques
ou vectorielles topologiques ; 1'espace est réunion, disons dénombrable en
prenant des mesures o-finies pour simplifier, de compacts, sur chacun desquels
la mesure est partout définie et bornée. Mais la théorie des mesures abstrai-
tes, méme a valeurs réelles, non partout définies, ne semble jamais avoir été
écrite ; sans exemple probant, elle ne paraissait pas en valoir la peine ;
ces mesures n'ont d'ailleurs pas de propriétés extraordinaires, tout est con-
tenu dans les mesures partout définies. Par exemple, si f est une fonction
réelle borélienne quelconque sur R, f(s)ds est une telle mesure ; =R est
une réunion dénombrable @ = U]\] ﬂk ’ ﬁk= [~k,+k] N { [ £] sk}, et la mesure est
partout définie, et bornée,kiur chaque nk. Unettelle mesure n'a pas de primi-
tive, pas de fonction de répartition F, F(t)::f f(s)ds, parce que peut-étre
aucun intervalle de R n'est intégrable pour cette mesure. J'appellerai

mesures formelles de telles mesures. Si f est borélienne et si p est une

mesure formelle, n(f) n'a pas toujours un sens, parce que f n'est pas forcément
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p-intégrable, mais le produit fu a toujours un sens,comme mesure formelle ; et
d'ailleurs toute mesure formelle est un produit fu d'une vraie mesure 1, bor-
née, par une fonction f non nécessairement p-intégrable. Puisque maintenant

une semi-martingale X définit une mesure dX sur la tribu prévisible, par 1'in-

tégrale stochastique, f#of ~f_dX_, on va aussi pouvoir parler de semi-
Jo,4e] % °
martingales formelles. Mais elles ne définiront pas de processus, car X est la
t

primitive ou fonction de répartition de dX, Xt::I dXS, et que 1'ensemble preé-
0

visible JO,t] xQ n'est peut-&tre dX-intégrable pour aucune valeur de t. L'inté-

grale f « X est un produit, d(f*X)=fdX; si X est une semi-martingale formelle,

et f une fonction révisible, f dX n'aura pas de sens si f n'est pas
P s s
]09 t]

dX-intégrable, mais f ¢ X aura toujours un sens comme semi-martingale formelle ;
et d'ailleurs toute semi-martingale formelle est une intégrale stochastique
f+X, ou X est une vraie semi-martingale, et f une fonction prévisible non né-
cessairement dX-intégrable.

La possibilité d'écrire f ¢ X, sans s'astreindre a vérifier si f est dX-
intégrable, grace aux semi-martingales formelles, apporte une incontestable
"libération" dans la démonstration de nombreuses propriétés. Par exemple, si
X= (X1,X2,...,Xm) est un systeme de m semi-martingales réelles,
f= ij’fz,...,fm) un systeéme de m fonctions prévisibles, on sait qu'on peut

s oe s m . . : N
déefinir Y f °Xk comme vrai semi-martingale, f * X, dans des cas ou méme au-

k=1 k
cune des fk n'est ka-intégrable. Cette difficulté disparait ici fk 'Xk exis~
m
te toujours comme semi-martingale formelle, et la somme ¥ fk 'Xk est une
k=1

semi-martingale formelle, qui peut treés bien en étre une vraie ! Bien des faits
étranges trouvés ces derniéres années pour les semi-martingales,deviennent

pPlus clairs avec des semi-martingales formelles. Beaucoup de résultats donnés
ici sont déja bien connus, ou sont des compléments nouveaux a des résultats
connus, nécessaires a une certaine cohésion de 1'ensemble. J'utilise systéma-
tiquement les notations de "Strasbourg" ; je réfererai a P.A. Meyer [1] comme

a M[1], et a L. Schwartz [1], comme a S[1]. Chaque § contient, au début, un

résumé de son contenu
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§ 1. RAPPELS SUR LES MESURES A VALEURS VECTORIELLES(l)

Résumé du § 1. (1.1), page 5, donne la définition d'une mesure sur un ensem-
ble f}, muni d'une tribu @,a valeurs dansun espace vectoriel topologique E sur R
(non nécessairement localement convexe) métrisable complet. (1.1 bis) définit
les jauges | Ia’ qui remplacent la norme absente (propriétés (1.2), page 6 ).
La théorie de 1'intégration utilise les intégrales supérieures (1.5), (1.6),
pp- 7-8. On définit alors les ensembles négligeables, les fonctions mesurables
et intégrables, 1'espace L1, (1.8 bis), page 8 . Viennent ensuite deux énoncés
plus délicats : 1'intégrabilité a partir de la mesurabilité et des intégrales
supérieures (1.8 ter), page 9 ; et le théoreme de convergence dominée de Lebes-
gue. Ici s'introduit naturellement la notion des C-espaces E, pour lesquels
ces deux théoremes deviennent plus faciles ; les espaces Lp, O0<p<+o, sont des
C-espaces. (1.8 quarto), page 11, définit 1'éspace vectoriel topologique des
mesures, Mes(N,B;E), et (1.9), page 12, la multiplication hp d'une mesure 1
par une fonction borélienne h.

Aucun des résultats de ce paragraphe n'est vraiment nouveau. Mais ils
seront indispensables dans la suite ; en outre, l'intégration par rapport a
une mesure vectorielle, et la notion de C-espaces, ne sont pas, en fait, si

bien connus, et valent la peine d'é&tre rappelées.

(1.0) On définit habituellement une mesure a valeurs dans un Banach comme

une fonction dénombrablement additive d'ensembles ; elle est alors automatique-
ment bornée. Mais, pour une mesure a valeurs dans un espace vectoriel topolo-
gioue séparé non localement convexe, il faut des hypotheses supplémentaires
pour avoir des théoremes intéressants : par exemple, 1'ensemble des valeurs de
la mesure n'est plus automatiquement borné, et, méme s'il 1l'est, on a besoin
que son enveloppe convexe soit bornée. Comme on en déduit un théoreme de con-
vergence dominée de Lebesgue, pourquoi ne pas tout simplifier en partant d'une

définition fonctionnelle de la mesure, ou les fonctions bornées remplaceront
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les sous-ensembles, la boule unité de 1'ensemble des fonctions bornées étant
alors convexe et ayant donc automatiquement une image convexe ? L'additivité
dénombrable sera alors remplacée par la continuité pour la convergence simple
bornée, qui est un morceau du théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

Nous nous bornerons aux espaces vectoriels topologiques métrisables complets,

suffisants pour ce qui nous intéresse.

Définition (1.1) : Scient M un ensemble, ® une tribu sur @ ; @ désignera in-

différemment 1'ensemble des parties de @ éléments de ® ou 1'ensemble des fonc-

tions réelles O-mesurables (qu'on appellera aussi les fonctions boréliennes) ;

BO sera 1'espace vectoriel des fonctions bornées @®-mesurables, muni de la nor-
P

me ”wum= Sup |®] : c'est un Banach. Soit E un espace vectoriel topologique mé-

trisable complet (non nécessairement localement convexe). On appellera mesure

sur (,0) a valeurs dans E une application 1 de BO dans E, linéaire, continue

pour la convergence simple bornée des suites : si (‘Pn)nEN est une suite de

fonctions de B®, “¢nums 1, convergeant simplement vers O, u(¢n) converge vers

0 dans E. A fortiori 1 est continue de B® (muni de la topologie de la norme)

dans E.

L'espace £(BO;E) des applications linéaires continues de B dans E est

classiquement muni de la topologie £b(B@;E) de la convergence uniforme sur la

boule unité de B, qui le rend métrisable complet. L'espace Mes(,0;E) en est

évidemment un sous-espace vectoriel fermé, donc il est lui aussi métrisable

complet. La topologie de Mes, induite par £b(BO§E), donnera exactement la topo-

logie d'Emery [1] pour les semi-martingales.

(1.1 bis) Pour compléter la mesure, on peut utiliser les distances, mais il
est plus commode sans doute d'utiliser les jauges (la fonction distance peut,
par exemple, étre bornée, alors qu'une jauge est positivement homogéne, donc

, (@)

non bornée On appelle jauge sur E une fonction | l, a valeurs finies
20 , homogeéne (IRel = IRl lel, R€ R) , semi-continue inférieurement,

continue a l'origine ; alors 1'ensemble Vl | = {e€E; lel <1} est un voisinage



418

6
de O équilibré fermé, appelé la boule unité cde la jauge ; va | o O0<R< +», est

la boule de rayon R de la jauge ; équilibré veut dire qu'il ne peut contenir
e € E sans contenir Re, pour IRl <1. Inversement, si V est un voisinage de O
équilibré fermé, la fonction ek Min {RE€ R+; e € RV} est une jauge | IV , et

1'ensemble {e€E; lel <1} est V 3 on dit que |

v est la jauge de V. Une

\

semi-norme continue n'est autre qu'une jauge convexe, ou sous-additive, ou a

boules convexes. On a | IVI = | I, Vl | =V. Il existe alors un systeme fonda-
I v

mental de voisinages de O qui sont les boules de rayons > O d'une famille de

jauges (! Ia)(x>0’ ayant les propriétés suivantes

(1.2) { 1) pour e,f€E, a, B réels > 0, |e+f|a+Bs |e|a+ lflB 3

2) pour tout e€E, ar |e|a est décroissante et continue a droite.

11 suffit en effet d'appeler d la distance a l'origine pour une métrique

définissant la topologie,invariante par translation et telle que d(Re) < d(e)

pour IRl <1, et a'appeler I Ia la jauge de la d-boule de rayon a,
|e|a=Min {R20; d(e/R) <al}. L'inégalité 1) est évidente ; si |e|a=a, |f|B=b,
et c=awvb, dle/a)<a, d(£/b) <B, donc d((e+ f)/c) <o+ B, d'ou le résultat

et méme |e + f'oc+BS Ie'aVI”B . La propriété 2) aussi est évidente ; car, si
efO0, |e|a=R>0, et, si R*"<R, il existe 1> 0 tel que d(";—,)>a+”{|, sans quoi

on aurait d(Re—,)Sa contrairement a la définition de R j alors lel >R', ce

a+T
qui est la continuité a droite de 2). Si E est normé, on peut prendre

| Ia: I IE pour tout a ; c'est ce que nous appellerons le cas normé. Inverse-
ment, si (| Ia)cx>0 est une famille de fonctions réelles = O sur un espace vec-
toriel E, homogenes , vérifiant (1.2), et si, pour tout e#£0, il
existe a> 0 tel cue |e|a;é 0, les boules {e€E; lelasR}, indexées par R et

o> 0, sont un systéme fondamental de voisinages de O équilibrés fermés d'une
d'une topologie métrisable compatible avec la structure vectorielle, et les

| la sont les jauges des boules unités. [Les deux seuls choses a montrer sont

sont d'une part le fait que, si V={e€Ej; le|aSR}, il existe

W={e€E; IeIBsS} tel que W+ WcCV : il suffit de prendre ﬁ:%, S:% ; et
d'autre part le fait que V soit fermée pour cette topologie, ou chaque | loc

semi-continue inférieurement : si (en)n converge vers e pour cette topolo-

€N
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gie et 'en'as 1 pour tout n, alors, pour £>0 donné, on chosit N> 0 tel que
€ . €
|e|as le,a+1’|+§' puis n tel que le—en T]SE’ alors
€ € N
< —-= - £ . s ' :
lela |e|a+n+ 5 'en|a+ le enl,n+ 251+ € 3 donc lelas 1 aussi, d'ou la semi

continuité inférieure.]

Si Q est un ensemble muni d'une tribu O et d'une probabilité A sur (Q,O),

on_appelle LO(Q,OJ\) l'espace des A-classes de fonctions réelles A-megurables,

et on le munit de la topologie métrisable complete de la convergence en proba-

bilité ; on peut prendre pour jauges ayant les propriétés ci-dessus les

(1.3) J () = Min {R20 5 A{I£l>R} = a)

Ja A est nulle pour a > 1. Alors Ja }\(f) <Re |f| <R sauf sur un ensemble de

9 9

A-probabilité < a. Cet espace ne dépend pas de A, toute mesure A' équivalente
a A donne le méme espace L° (mais avec des jauges Ja différentes) ; on peut

donc parler de LO(O,O;A), ou A est une classe d'équivalence de mesures sur

(Q,0) 3 le choix d'une A€ A détermine des jauges Ja

A"
9
Bien entendu, (1.2) 1) s'étend a une série convergenté T e
nEN
(1.4) | = el < = le !l .
n I a n o
neEN nel n nelN n

Si E est muni des jauges | Ia ’ £b(BO;E) donc Mes(N,0;E) est muni des jauges

(1.4 bis) Iwll, = sup  lue)l
PEB®
llell =1

vérifiant (1.2).

La théorie de 1'intégration se fait alors comme suit. Pour toute f boré-

lienne > 0, a valeurs finies ou non, on pose

*
(1.5) v, (£) =  Sup lu(w)la
PEBO
lel<t
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et, pour f=>0 quelconque, a valeurs finies ou non,

¥* +*
(1.6) ua(f): Inf ua(g) .
gew
+o2g>f

#*
Ces semi-variations L ont les propriétés suivantes :

* * *
B, est > 0, croissante (f<g entraine pa(f)S‘u (g)) 3 on a la sous-additivité
— a

dénombrable : si (f ) est une suite de fonctions > O, finies ou non,

(1.7) B (g f£)s % u: (fn) H

n nEN n néN n

* ~
si f est borélienne > O, akoua(f) est décroissante et continue a droite ; si

f n'est pas borélienne, elle est encore décroissante, mais je ne sais pas si

“elle est continue a droite ;

si (fn)nEN est une suite croissante de fonctions boréliennes > 0, finies ou

non,

(1.8) lim u:(fn) - u: (lim £)

n—+® n-e

on ne sait pas si ce résultat subsiste pour des fn non boréliennes (méme pour

le cas normé).

On notera que ”u”a (1.4 bis)::uZ(l). On appelle négligeable un ensemble ACQ
tel que uZ(A): 0 pour tout a. Il est alors contenu dans un borélien négligea-
ble. Si (f)nEN est une suite de fonctions > 0 telles que uz(fn) tende vers O,

il existe une suite partielle qui converge u-pp. vers O.

(1.8 bis) Une fonction f réelle est p-intégrable si, pour tout o >0 et tout

*
€>0, il existe ¥ borélienne bornée telle gque ua(|f-‘P|)s € 3 ou encore s'il

existe une suite (¢n) de fonctions boréliennes bornées telle que

neEN

#* - .
ua(lf-‘Pnl) tende vers O pour tout o. On en déduit aussitot 1'intégrale

#(f) €E pour f réelle p-intégrable ; si f est p-intégrable, |f| aussi. L'en-

semble £1(n,0,u) des fonctions réelles p-intégrables est un espace vectoriel,
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dont on prend le quotient habituel (Q,0,un). On munit Ll(ﬂ,d},u) de la topologie

vectorielle ou un systeme fondamental de voisinages de O est formé des boules
*

de rayon > O des jauges fh u(x(lfl) ;3 il est métrisable complet (Fischer-Riesz).

L'intégrale est une application linéaire continue de 51(1),0,u) dans E, avec

3*
lu(f)lasua(lfl).

Un ensemble ACM est p-mesurable s'il est compris entre deux ensem-

bles boréliens dont la différence est p-négligeable. Les parties p-mesurables

A
forment une tribu 011’ engendrée par ® et les parties u-négligeables. Une fonc-

A
tion réelle est p-mesurable ssi elle est d)u-mesurable ; donc ssi_elle est

p-pp. égale a une fonction borélienne, ou ssi elle est comprise entre deux

fonctions a valeurs dans ]_2, u-pp. égales ; (1.8) est aussi vrai pour des fn

mesurables, et alors lim fn est mesurable (et on a d'ailleurs le théoreme
n-o

d'Egoroff sur la mesurabilité de la limite simple d'une suite de fonctions

mesurables).

(1.8 ter) Il y a ensuite deux théoremes qui sont plus délicats que pour des
mesures a valeurs réelles ; Erik Thomas a beaucoup insisté sur la délicatesse
de 1'énoncé, qui se rencontre déja dans les cas normés les plus simples. Si f

*
réelle est p-intégrable, elle est p-mesurable, et ua(lf|)<+°° pour tout a ;

mais ces conditions ne sont pas suffisantes pour gue f soit intégrable. Par

#*
exemple une fonction f=>0 borélienne telle que ua(f) <+ pour tout a n'est

pas forcément p-intégrable. Un contre-exemple simple est le suivant : E= cy

espace des suites tendant vers 0, =N, ®=FPN; soit (ak)kEJN une suite > 0

tendant vers O ; on considere la mesure a valeurs dans ¢_: = I a, e b ,
o kew kK (k)

ou e, est le n-ieme vecteur de base de o c-a-d. e = (0,0,...,0,1,0,0,0,...),

ou 1 occupe la place k. Si ¢ est une fonction bornée sur N,

w(e) = keZ]N akek‘P(k) = (ak‘P(k))kE]NGCO . On vérifie aussitdt que, pour toute
*
f>0, finie ou non, nécessairement borélienne, p (f) = Supa, f(k) . Si alors f

k
1 k€N

) * , .
est la fonction f(k) =5, ¥ (f) = 1. Cependant f n'est pas intégrable ; si en
effet f est définie par fn(k) =al pour k<sn, =0 pour k>n, f converge par-

tout vers f pour n- +», le théoreme de convergence dominée de Lebesgue donne-
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rait, si f était intégrable, u(f) = lim u(fn) ; or u(fn)z by est la suite
n-+® k<n

(1,1,...,1,0,0,...,0,...) € co, qui n'a pas de limite dans <, pour n-— +®.

ek,

Par contre, ce qui est toujours vrai, c'est qu'une fonction f réelle mesurable,

(3)

majorée en module par une fonction g=> 0 intégrable, est intégrable De méme

on a le théoreme de convergence dominée de Lebesgue suivant : si (fn)nEW est

une suite de fonctions réelles, admettant une majoration lfnls g, £20 intégra-

ble, alors f est intégrable, et les fn convergent vers f dans £1(u), donc

u(fn) converge vers u(f) dans E. Par contre la condition "g intégrable" ne

peut pas en général étre remplacée par la condition plus faible "u:(g)<1+m
pour tout a'" . C'est encore la méme mesure 1 que ci-dessus, avec E= <, qui
donne un contre-exemple. Si fn est la fonction sur N, fn(k)= 1/ak pour k<n,
0 pour k> n, elles sont intégrables, et convergent en croissant vers la fonc-
tion f ci-dessus, avec u*(f)z 1, et leur limite f n'est pas intégrable. Du
théoreme de convergence dominée de Lebesgue on déduit un nouveau critere d'in-
tégrabilité, qui est commode, quoiqu'il puisse difficilement étre pris comme
définition puisqu'il ne permet pas de voir immédiatement que la somme de deux
fonctions intégrables est intégrable : f est intégrable ssi elle est p-mesura-
ble (c-a-d. p-pp. égale a une fonction borélienne) et si u;(lfl 1|f‘>n) tend
vers O pour n- +o, pour tout a [c'est nécessaire, puisque f 1|f|>n tend vers O
en restant majorée par |f|, et suffisant parce qu'alors p:('f- f 1|f|sJ) tend
vers O pour tout o], et alors n(f) est la limite de n(f 1|f|Sn ).

La situation se simplifie si on introduit les espaces appelés par Erik Thomas
faiblement T-complets dans le cas normé, et C-espaces dans le cas général.

On peut en donner un grand nombre de définitions équivalentes, nous ne le fe-
rons pas ici. E est un C-espace si toute application linéaire continue de <,

(4)

dans E est compacte . Si E est normé, il est un C-espace si et seulement

s'il ne contient aucun sous-espace isomorphe a ¢y Dans le cas général, comme
<, n'est pas un C-espace, il y a la toujours une condition nécessaire, mais

peut-étre pas suffisante, le probléme reste ouvert. Alors, si E _est un C-espace,

*
une fonction f réelle mesurable, telle que ua('fl)‘<+w pour tout a (pour f

borélienne, cela veut simplement dire que 1'ensemble des u(®), pour ?€ BB,
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¢l < |£fl, est borné dans E), est intégrable ; et si des fn intégrables conver-

*
gent pu-pp. vers f, et sont majorées en module par g>0 telle que ua(g)<i+m

pour tout a, f est intégrable, et les fn convergent vers f dans £1 (5). Inver-

sement, si l'une de ces deux propriétés est vraie pour toute mesure a valeurs
dans E sur tout (R,0), E est un C-espace. On voit pourquoi les contre-exemples

. On notera que tous les Lp(Q,G,K),
(6)

précédents sont choisis avec E= c,
. . o AP
0<p<+w, sont des C-espaces, en particulier L~ est un C-espace Mais evi-

@ . . s . . . :
demment L ne 1'est pas si sa dimension est infinie, puisqu'il contient cy "

(1.8 guarto) Soient p, v, deux mesures, alors p+v est une mesure. Si ACQ®
est p-négligeable et v-négligeable, il est (p+v)-négligeable ; s'il est u-

#* #* *
mesurable et v-mesurable, il est (u+v)-mesurable ; (p+v)a+B(f)S‘ua(f)+ vB(f)
pour £>20 ; si f est p-intégrable et v-intégrable, elle est (un+v)-intégrable,
et (p+v)(£f) = n(f) + v(f) (parce que
) tend vers O pour n=- +®).

¥ * *
(11+V)a(|f| 1|f|>n)S‘ua/2(|fI )+Va/2(lf,

Y ¢l>n Y tl>n

(1.8 cuinto) Deux familles de jauges sur E, vérifiant les conditions (1.2),
sont équivalentes dans un sens évident. Changer de famille, c'est aussi chan-
ger de jauges || Ha sur Mes(f,0;E) et sur chaque L1(ﬂ,®,u), mais cela ne change
ni ces espaces ni leurs topologie. Il est utile d'en avoir des définitions indé-
pendantes des | la' Pour Mes(®,0;E), nous 1'avons vu, c'est la topologie in-
duite par £b(B®;E). Une partie A de @ est n-négligeable ssi elle est contenue
dans un borélien p-négligeable, et un borélien est p-négligeable ssi toutes
ses parties boréliennes ont la mesure O. La tribu mesurable est engendrée par
0 et les parties p-négligeables. Pour 1'intégrabilité, on pourra dire ceci.
Une fonction f réelle est p-intégrable, si et seulement s'il existe une suite
(wn)nem de fonctions boréliennes bornées, convergeant u-pp. vers f, telle que
u((¢m-¢n)v) converge vers O dans E pour n- +», uniformément pour V€ B@,

Hwnms 1 (et ce sera alors vrai pour toute suite de @n u-mesurables tendant vers

) 5 (¢)

b, Lo ps ; - f
f p-pp., et veérifiant |¢nls |f|, par exemple pour ¢n n’new

Yfl<n

est en effet une suite de Cauchy dans 51 complet, et sa limite ne peut étre
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que f puisque ‘Pn converge p-pp. vers f. C'est la une définition de L1 ne fai-
sant intervenir que E mais pas les jauges | loc . Et la topologie de .tl sera

définie de la méme maniere : (fn) converge vers O dans .!31 si et seulement

neN

si u(fn V) converge vers O dans E, uniformément pour V€ BO, H\y“ws 1.

(1.9) On comprendra mieux comme suit. Si h est une fonction réelle u-inté-

grable, elle définit une nouvelle mesure sur (R,0) a valeurs dans E, la mesure

produit hu, par (hp)(®) = p(h?). On montre les égalités

# *
(1.9) (hu)a(f) = ua(lhlf) pour £>0, finie ou non ;

(1.10) Ac@ est hu-négligeable ssi AN{h# 0} est p-négligeable, p-mesurable
ssi AN{h#0} est p-mesurable ; f réelle est hu-intégrable ssi hf est p-inté-
grable, et (hp)(f) = n(hf), et alors f(hp) = (fh)p. En particulier

(fll):(i) =u:(|f|). pour f p-intégrable ; donc f u-intégrable définit la mesure
fp € Mes(R,0;E), et fn converge vers O dans £1(ﬁ,d},u) ssi fp converge vers O
dans Mes(,P;E), ce qui est bien une définition de la topologie de .El ou ! qui
dépend seulement de E. D'ailleurs Mes(R,B;E) ne dépend que de E, vectorielle-
ment et topologiquement, et fi fu est un isomorphisme de .21(0,0,11) sur son
image dans Mes(,0;E).

(1.11) On peut encore dire que 1, mesure a valeurs dans E, définit ;, mesu-
re a valeurs dans Mes(N,0;E) par @ p(®) =9u ; ACQ est Tl—négligeable (resp.
:—mesurable) ssi il est p-négligeable (resp. p-mesurable) ; f réelle est ?1-
intégrable ssi elle est p-intégrable, et ;(f): fu ;3 si £20, ;:(f):u:(f) 3
fr fv.:;(f) est un isomorphisme vectoriel topologique de .\31(02,0,11) sur son
image, qu'on peut donc noter ;(£1(ﬁ,®,u)) ou £1(ﬂ),®,u)u, sous-espace vectoriel

fermé de Mes(N,0;E), 1'espace des mesures ''de base u".

(1.12) L'application bilinéaire (f,p)br p(f) (resp- (f,n)r fp) est bilinéai-

re continue de B®x Mes(,B3;E) dans E (resp. Mes(R,0;E)). Et méme si (fn)nél‘l
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converge simplement vers f en restant bornée dans BQ®, et un vers | dans

Mes(N,0;E), un(fn) converge vers 1(f) dans E, et fnun vers fp dans Mes(f,0;E).

§ 2. MESURES NON BORNEES, OU MESURES FORMELLES

Résumé du § 2. C'est la notion fondamentale de cet article. (2.0), page 13,
donne la définition des mesures formelles ; et leurs intégrales supérieures
(2.1), (2.2), page 14. Les principales propriétés sont étudiées ensuite a
(2.3), page 14; (2.4), page 15, définit la somme p+ v et le produit hu, puis
une nouvelle définition tensorielle, page 16, de 1'espace des mesures formel-
les comme module sur 1'anneau @ des fonctions boréliennes ; cette propriété

de module sera essentielle dans la suite (1'espace des semi-martingales for-
melles sera un module sur 1'anneau des fonctions prévisibles, la multiplication
étant 1'intégration stochastique).(2.5), page 16, donne la convergence des
mesures formelles. (2.6), page 18 , étudie des sous-modules du module. (2.8)

a (2. 9), pages 19-24, étudie les familles boréliennes de sous-espaces vecto-
riels de RN , et les sous-modules libres de @N 3 cela paralt ici un peu abs-
trait et inutile, mais c'est bienici que cela doit figurer, et ce sera fonda-
mental dans 1'étude, par la géométrie différentielle, des semi-martingales

sur les variétés (article ultérieur), avec les idées des semi-martingales for-

melles.

(2.0) 11 est tres habituel de considérer des mesures = O a valeurs finies

ou non, mais pas treés habituel de considérer des mesures analogues réelles

ou vectorielles, donc non partout définies ; plutot gue de les appeler mesures
non partout définies ou mesures non bornées (ce qu'on fait pour des mesures

2 0 ; non partout définies voulant dire non nécessairement partout définies,

non bornées voulant cire non nécessairement bornées) je les appellerai mesures
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formelles ; un des seuls exemples vraiment intéressants rencontrés jusqu'a
présent en analyse est celui des mesures de Radon sur un espace non compact.
Provisoirement, une telle mesure 1 formelle sur (R,0), a valeurs dans E métri-
sable complet, sera la donnée d'une suite croissante (Qk)kEN de parties boré-
liennes de @, de réunion @, et d'une suite (uk)kEN s ¥ mesure bornée sur Ny

LW induisant W, sur ﬁk (ce qui veut dire que nous nous bornons au cas o-fini).

On posera alors :

(2.1) u:(f) = Sup luk(wm 1 F

pour f borélienne > O, finie ou non,

* *
(2.2) n (f) = Inf v (g) ,
a PR a
g borélienne
g=f

pour f quelconque > 0, finie ou non.

(2.3) Les propriétés seront les mémes que pour une mesure bornée. On dira

que f réelle est n-intégrable s'il existe une suite (‘Pn)naN de fonctions boré-
liennes bornées,; chaque Wn portée par 1l'un des Qk, telle que uZlf—‘PnD tende
vers O pour tout a, et tout le reste s'en suit. Chaque ﬂk est p-intégrable.

Si E est un C-espace, f est p-intégrable ssi elle est p-mesurable, et

u:(|f|)< +o pour tout a. Il y a un espace Ll(ﬁ,w,u) et une topologie définie
par des jauges fh‘u:(|f|) (mais pour 1'instant 1'espace des mesures formelles
n'a pas de topologie naturelle).

La définition précédente n'était que provisoire, car, telle quelle, elle dé-
pend de la suite des . Si alors (Qk)kem , (“&)kew sont deux autres suites,
on dira que les mesures formelles n, 1', définies respectivement par (Qk)kem ’
(uk)kGN . (nl'()kE]N , (ul'()kEN , sont égales, p=1yu', si Py et uk, induisent la
méme mesure sur nkrwm&, ; ou encore si tout Dk est p'-intégrable, et si la

mesure vraie induite par ' sur nk est uk ;3 alors bien entendu n& sera p-inté-

grable, et 1 induira sur ﬁé la mesure ui ; on pourra d'ailleurs définir p et
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u' par les ((ﬂkﬂﬂ)’) )

(w, ) = (u') .

, 1 1

- k' kEN ‘ k lnkrmk k Imkrmk KEN

[La seule chose pas tout-a-fait triviale est que, si uk et ul'( induisent la

méme mesure sur Dknﬂl'(, , . est p'-intégrable. Soit ¢ € BO, ”(P“ms 1, ¢ portée

k
par (nk\n;&) na, m>4 3 alors u'*(kP) = ul'n(LP) = uk(ﬁP) ; en prenant le sup des
|u'(‘~P)|a pour toutes ces ¥ et tous les m=>4, uZ(ﬂk\ﬁé)Su:,a(ﬂk\ﬁ)}l) ; mais
les nknmz convergent vers nk pour £ - +o, alors le théoreme de convergence
dominée de Lebesgue dit gue u:,a(ﬁk\ﬂ)i) tend vers O pour £ - +®, donc aussi
u&*(mk\ﬁé), donc snk est u'-intégrable.]
Ensuite u::u&* pour tout a ; les parties p-négligeables et 1'-négligeables,
L-mesurables et yu'-mesurables, les fonctions réelles p-intégrables et p'-inté-
grables seront les mémes, etc. Si 1 est une mesure vraie, elle pourra étre
définie par nk=n pour tout k ; une mesure formelle est vraie ssi €2, ou 1,
est intégrable. (Rappelons que, si E n'est pas un C-espace, il ne suffit pas,
pour que 1 soit p-intégrable, que u:(1)<+m pour tout a ; il faut et il suffit
que lim u:( CQk) = 0 pour tout o). Une mesure p formelle pourra étre définie
par ﬁ-";:porte quelle suite, de réunion f2, de parties boréliennes p-intégrables.
Des exemples simples de telles mesures sont, sur R, ou dx est la mesure de
Lebesgue : p= f(x)dx, f fonction borélienne non localement dx-intégrable, avec
0 = [-k,+kIn{lfl <k}, ou p= ¥ n! 6{1‘ } o ou (rn)nG]N est une suite dense
nEN n
de points deux a deux disjoints, avec 0 = {rn}nsku c{rn}nE]N .

(2.4) On définit la somme de deux mesures formelles, p+ ', par

, , . P
(nknnk)kelN y ((uk+uk)|n ﬂﬁ') . 8i 1 est une mesure formelle définie par

les ﬂk N uk , et h une foﬁctli(oﬁef—mesurable réelle, on définit hp comme mesure
formelle par ((G)k n{lnl sk}),huk)kem; toutes les propriétés qu'on espere
sont vraies. En particulier, f est hu-intégrable ssi fh est p-intégrable ;

h est p-intégrable ssi 1 est hp-intégrable, i.e. ssi hp est une mesure vraie ;
hp =0 ssi h est p-négligeable. Si P est une mesure, vraie ou formelle, f une
fonction borélienne, nu(f) n'a pas toujours un sens, mais fy en a toujours un

comme mesure formelle. On peut d'ailleurs définir toute mesure formelle comme

une hy, avec 1 mesure vraie et h borélienne réelle, qu'on peut choisir partout
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> 0. Ou encore, si p est une mesure formelle, il existe y borélienne bornée

partout > O telle que Y} soit une mesure vraie : si u est définie par les ﬂ)k N

* 1
B (n )<— , et Y =c, dans
ko1, K1 oK k

x

ﬂk+1\ﬂk 3 Y est p-intégrable, donc Yp est une mesure vraie ; et u:—yi— (yn).

¥ o On choisit ¢, réelle > O par ¢

k k

On remarque aussi que, si (Ak)kEIN est une suite de parties boréliennes deux

a deux disjointes, et v, une mesure, vraie ou formelle, portée par A

k Kk

T Vk est une mesure formelle. Enfin, quelles que soient u, f, g, f et g bo-
keN
réliennes, on a toujours f(gp) = (fg)u ; Mes(Q,B;E) est un BO-module, 1'espace

des mesures formelles est un @-module. Plus spécialement il est exactement
(et on pourrait le définir ainsi au lieu de définir une mesure non bornée par

des suites (ﬁk) ) 1l'extension du B®-module Mes (Q,B3;E) par 1'ex-

ke ' (M kew

tension BO~® de 1'anneau de base, c-a-d. O, . Mes(R,0;E) (voir Nicolas Bour-

BO
baki, Eléments de Mathématique, Algebre I, chap. II, § 5). En effet, 1'appli-

cation BB-bilinéaire (h,u) ~ hp de ©x Mes(R,0;E), dans 1'espace des mesures for-
melles, définit une application @-linéaire unique de {D®B® Mes(R,0;E) dans 1'es-
pace des mesures formelles, ou l'image de h®u, h€ O, L€ Mes(R,B0;E) est la
mesure formelle hu. Cette application B@-linéaire est surjective, puisque toute
mesure formelle est de la forme hu, h borélienne, p mesure vraie ; et elle est
injective, car si 1'image Z hi ui de E hi®ui, hied), uie Mes(R,0;E), est nulle,
et si v est une fonction b;rélienne b:rnée > 0 telle que les Yhi soient bornées,
£ (yhi)uizo, donc aussi O= 1®; (Yhi) =Z vh, @, (parce que ® est ici ®B®)

i 1 1

. 1
_yf hi®ui , et aussi }1: hi®ui_7

[Nous avons utilisé le fait que ®=®

Y = hi®ui=0 ; elle est donc bijective.
i

BG ; si on partait de 1}®]R Mes, ce ne

serait pas injectif !] L'espace des mesures formelles sera noté

® ®,. Mes(Q,0;E), ou plus briévement § Mes(N,H;E), ou méme ® Mes.
B®

(2.5) On peut définir une topologie sur © Mes, mais c'est une limite induc-

tive, pas drole ! On se bornera a définir des convergences de suites. On dira

que (un)nEIN tend vers 1 dans ® Mes, s'il existe une fonction y borélienne
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bornée, partout > 0, telle que (Yun) tende vers YU dans Mes. Si la limite

nEN

existe, elle est unique. Si en effet (un) converge dans © Mes vers 1 et

neN

vers u', il existe vy, Y', boréliennes bornées > O telles que YR, ,y'un conver-
gent respectivement vers vyu, vy'jp',dans Mes. Mais alors YY'un converge dans
Mes a la fois vers yY'p et vers yy'n', donc yy'u=vYy'n' et par suite p=1n'.

Si alors (hn) est une suite de fonctions boréliennes, tendant simplement

néN

vers h (sans aucune condition de majoration), et si By tend vers 1 dans @ Mes,

hnun tend vers hy dans ®Mes. En effet, si Y est une fonction borélienne bornée

partout > O telle que Vun tende vers Yp dans Mes, et Y' une fonction borélien-
ne bornée partout > O telle que Hv'hnnms 1 pour tout n (y' =< G‘Tﬁ:T , gui est
> 0 puisque hn tené vers h), alors y'hn tend simplement vers Yh en restant
bornée en module par 1, YB, vers yu dans Mes, donc YY'hnun vers YY'hp dans
Mes, donc hnun vers hpy dans @ Mes. Cette propriété de convergence, pour une
convergence non dominée des hn’ est au premier abord assez étonnante ! Un
exemple dissipera les malentendus. Sur R, la suite des 5(1/n)’ n entier 2 1,
tend vaguement vers 6 = & 3 dans Mes(R,R3;IR) (R tribu borélienne de R) , elle
n'a pas de limite, mais dans R Mes elle tend vers 0. En effet, si v est la
fonction égale a % aux points %, n21, a 1 ailleurs, Yé(l/n) tend vers O dans
Mes. Quelles que soient les constantes ch Cné(l/n) tend aussi vers O dans

R Mes. Si (wn)nem est une suite de fonctions continues = 0 sur R, support

de QnC:[_%" +%J , f ¢n(x)dx= +1, @n(x)dx converge vaguement vers 5, mais con-
verge vers O dans R Mes : en effet, si o est une fonction continue, nulle en

0 et > 0 partout ailleurs, et ¥ la fonction égale a a sur C {o}, a 1 en O,
v¢ndx tend vers O dans Mes. La convergence vague vers 6(0) est liée a la struc-
ture topologique de R, alors que les mesures ne sont liées ici qu'a la struc-
ture borélienne ; un automorphisme borélien de R, consistant a échanger le
point O et le point 1, sans rien changer ailleurs, ne peut pas changer les
limites précédentes dans R Mes, puisqu'il respecte ces mesures ; or 6(0) de-
vient 6(1) ! Inversement, si (hnk)nE]N converge vers O dans @ Mes, on peut

extraire une suite partielle pour laquelle (hn) converge vers O A-pp. ;

neEN

si en effet y> 0 borélienne bornée est telle que th} converge vers O dans
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Mes, donc Yhn vers 0 dans £1(Q,®,?\), on peut extraire une suite partielle pour

laquelle Yhn, donc hn converge A-pp. vers O.

(2.6) Soit Nt un sous-BM-module de Mes(®,B;E) ; on notera ON le sous-O-

module engendré par % dans ® Mes, ensemble des hp, €N, h€ ®. On a aussi

ON=O®pe - On a RCR! =N N MedC N, adhérence de N dans Mes. En effet, si

/g
LEN', #=hA, AEM, h A-intégrable puisque hA € Mes, alors h 1|hlsnxem conver-
ge vers hA dans Mes par Lebesgue, donc p= hA € M. Mais on notera que % peut
étre strictement plus petit que %' ; le cas typique est M= BOA, le sous-BO-
module formé des hA, h€ B ; ®= 0O\ est 1'ensemble des hA, he ®, et R' =OAN Mes
est 1'ensemble des hA, h A-intégrable ; bien entendu ®A est fermé dans © Mes
car, si hnk, hnE(D, converge vers | dans @ Mes, et si YE®O, v> O, bornée est
telle que thh converge vers Yl dans Mes, yhn est une suite de Cauchy dans
£1(ﬁ,®,7\), donc a une limite k A-intégrable, donc Yhnl converge vers kA dans

Mes, donc vu=kA, u:%— A, LE L. Nous venons donc de montrer que, dans B Mes

(mais non dans Mes), un module a un générateur est fermé. On notera aussi que

N' peut eétre strictement plus petit que M. Par exemple, sur (R,R), soit M

le sous-BR-module de Mes(R,R;R) engendré par les 6(n) , n€N; c'est 1'ensem-
ble des mesures T cy 5(n) , sommes finies ; M est l'ensemble des mesures

E <, 6(n) N somm2s infinies, '}i |cn| < +o, et ON =N, donc N' :mgﬁ. Puisque
RCR'CR, N' =N si N est fermé dans Mes, et N est toujours dense dans N' ;

% est aussi toujours dense dans OR. Si N est fermé dans Mes, ON est fermé
dans © Mes, et M=ONN Mes est donc fermé dans Mes, méme pour la convergence
de ©® Mes ; en effet, si unéfb‘ﬁ converge vers 1 dans ® Mes, si Y > 0 borélienne
bornée est telle que YH, converge vers Yu dans Mes, YunE ON N Mes =N, supposé
fermé, donc YREN, et pEOR. On considere aussi des B(DJ(—modules et D+—modu-

les ; par exemple, pour E= R, Mes+ est le B®+—modu1e des mesures bornées 2 O,

0+ Mes+ le ®+—module des mesures non bornées o-finies > O.

(2.7) On dit qu'une mesure v sur ((2,0) a valeurs dans F domine une mesure

1 sur (Q,0) a valeurs dans E, si toute partie borélienne v-négligeable est
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p-négligeable ; c'est alors aussi vrai pour une partie quelconque de Q, et
toute fonction réelle v-mesurable est p-mesurable. Si alors (fn)nem est une
suite de fonctions réelles p-mesurables, |fn|s g, £20 u-intégrable, et si
v:(lfnl) tend vers O pour tout a, ua(lfnl) aussi tend vers O pour tout a. En
effet, on peut extraire des £ une suite partielle convergeant v-pp. vers 0, donc
u-pp-, et on peut appliquer aux fn le théoreme de convergence dominée de Lebes-

gue pour j. Si par exemple les Q; sont des parties p-mesurables de @, si p est

* *
bornée, si va(Qa) tend vers O pour tout o, alors ua(mﬁ) aussi.

(2.8) Modules de fonctions boréliennes et familles boréliennes de sous-espaces.

Nous allons donner ici un certain nombre de résultats faciles, mais
que nous utiliserons dans certaines circonstances, sur les fonctions borélien-

s N . N
nes sur Q a valeurs dans R ; ces fonctions forment le ®-module @ .

s s a1z . N

Nous aurons a considérer des champs de sous-espaces vectoriels de R , dont la
dimension pourra étre variable, comme dans la théorie des sommes hilbertiennes
d'espaces hilbertiens. Pour ne pas nous canuler inutilement, si (Fl) est un

k" keK

systéme fini d'éléments de @N, nous dirons qu'il est libre si, pour tout wé€N,

s . . N
certains des vecteurs, (Fk(w))kEK'(w)cK’ forment un systeme libre dans R ,

les autres étant nuls (pas toujours lesmémes lorsque w varie, K'(w) dépend

de w). Si F¢ @N, nous dirons gue F= % o Fk, akE ®, est une décomposition
unique en ce sens que ak(w) est uniqﬁiKpour k€ K'(w). Le mot base sera enten-
du dans le méme sens.

Une famille de sous-espaces vectoriels de RN sera une application
de f2 dans 1'ensemble des sous-espaces vectoriels de RN ; si T est une telle

famille, T(w) est un sous-espace vectoriel de RN , pour w€MN . Nous dirons

que T est borélienne si elle admet une base borélienne (base au sens abusif

ci-dessus), (Fk)kEK : le systeme des Fk est libre, et, pour tout w, T(w) est

le sous-espace vectoriel de PN engendré par les Fk(w), k€ K. Si % est un sous-

©-module de @N, nous dirons qu'il est libre, s'il est ®-engendré par un syste-

me libre (Fk)kEK'

Si T est borélienne, de base (Fk) le sous-module N(7t) des sec-

k€K ?
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tions boréliennes de 1 (FER(t) si F est borélienne et F(w) € t(w) pour tout w)
est libre, de base (Fk)kEK ; mais M(t) peut étre libre méme si T n'est pas
borélienne.

Si M est un sous-module libre de DN, de base (Fk) la famille t(N) des

k€K ?
sous-espaces de %, T(M)(w) = sous-espace vectoriel de RN constitué par les

F(w), FEM), est borélienne, de base (Fk) mais T(M) peut étre borélienne

k€K ?
méme si M n'est pas libre. Si M est libre, M(t(N)) =MN; si T est borélienne,
t(M(t)) =T. On a aussi une correspondance bijective entre familles boréliennes
T et sous-f-modules libres N .

Le théoréme d'échange joue un role essentiel. Si (Jk)kEK est un sys-
teme libre de @N, on peut le compléter en un systeme libre (Jk|)k'EK" choisi
dans la base canonique de @N, de manieére a obtenir une base borélienne de @N
(cela se fait en chaque w ; un calcul explicite de déterminants affirme que

ce systeme est borélien). Un sous-@-module libre de @N est séquentiellement

fermé pour la convergence simple sur Q.

(2.8 bis) Une famille T engendrée par un nombre fini de fonctions Fk<E®N

est borélienne, un sous-®-module % de type fini de @N est libre. [On peut

partager @ en un nombre fini de parties boréliennes disjointes, dans chacune
desquelles une partie des Fk est libre et les autres en sont dépendantes ; on

remplace les dépendantes par O.]

(2.8 ter) L'orthogonalité des RN est relative au produit scalaire euclidien
canonique. Si T est une famille de sous-espaces de RN , on construit sa famille
orthogonale t¥ ¢ t"(w) est 1'orthogonal de t(w) dans RN . Trivialement T %=1}

+ P . . . . PO
t* est borélienne si et seulement si T est borélienne [si T est borélienne,

soit (F ) une base, (Fk ) construite par le théoréme d'échange, de

k k€K '"k'ek!'

s . N .
maniere que (FkL)Fk')k€K,k'EK' soit une base de R en chaque point 3 on cons-

truit sa base duale (EkLJE )

k' VkeK,k'€K' ? qui est aussi borélienne par des cal-
9

s . +
culs de déterminants ; T a pour base (Ek')k'GK"]
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(2.8 quarto) Soient Tyr Toy deux familles boréliennes de sous-espaces. Trivia-
lement T, + 7, est borélienne (nombre fini de générateursE(DN), donc aussi
+ +4+
= . i ) i i éli = .
1:101:2 (1:1+1:2) Si TP Ty il existe Ts borélienne telle que T =T, T,

(2.8 quinto) Soit % un sous-®-module de tDN- On dit que, F, G& O sont orthogo-

nales si (F(w)lG(w)) N =0 en tout point w ; 1'ensemble des éléments de (DN or-
R

thogonaux a % est son orthogonal m*. Si M est libre, M aussi et = altmNT)

(méme démonstration que (2.8 ter)) ; mais M peut étre libre sans que N le

soit ; si M est libre, n" =M. Si T est borélienne, trat((e)h). si ml ,

T sont deux sous-f-modules libres de (DN, ‘ﬁ1+§n2 est libre (de type fini !),

21
. + ko . . .
donc aussi !n1ﬂflt2= (m1+m2) 3 si m13m2, il existe ‘ﬁ3 libre tel que

§R1= ﬂt2®m3 .

Si T T sont boréliennes, ER(T1+172)=5R(T1) +ER(12) , Ut(‘fln‘lf2)=9l(’fl)ﬂfﬂ(’52);

1' "2
si @, T, sont libres, r(m1+m2)=r(m1)+r(m2), r(mlnmz)ﬂ(ml)nt(mz). (On

T, formée d'un systeme libre engen-

peut former une base borélienne de Tyt Ty

drant ‘L’lﬂ T d'un systéme libre engendrant un supplémentaire de T ﬂr2 dans

et d'un systeéme libre engendrant un supplémentaire de 1:101' dans T, .)

T
2 2

1 1)

un systeme de mesures formelles
k=1,2,...,N

formelle
sur (,0), a valeurs dans E ; elles définissent une mesure?u a valeurs dans

Proposition (2.9) : Soit (uk)

EN - RN®E . On suppose qu'il existe un systeme (v ,) , O-engendrant
N k''k'=1,2,...,N

les By orthogonal au sens suivant : si kz A Vi =0, Ty € ®, chacune des
|=1

v Vi est nulle (i.e. chaque Ay est Vi1 “PP- nulle), [nous définirons 1'or-

thogonalité en un sens plus strict au § 7 ; c'est sans grand inconvénient]

et que chaque v, , admet une mesure Ak' >0 équivalente. Alors 1 admet une

mesure v>0 équivalente. I1 existe un sous-G-module libre % de (DN, et une

famille borélienne T de sous-espaces vectoriels de RN indexée par @, N =n(t),

t=1(N), uniques a un ensemble p- ou v-négligeable pres, tels que : si

N
o= (‘"k)kﬂ,z,...,[ve‘D ’ “‘”kfl «

a un élément de M, ou ssi o prend u- ou v-pp. ses valeurs dans T. Il existe

est nulle, ssi_o est p- ou v-pp. égale

k Yk

une infinité de systémes (v,7) d'une mesure v>0 et d'une famille borélienne
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N

T de sous-espaces vectoriels, tels que, pour aEd}N, T o W soit nulle ssi a
k=1
prend v-pp. ses valeurs dans T ; a une équivalence pres, v est la plus petite

de toutes ces v (autrement dit, toute v domine v, v est de base ;), et v est

équivalente a vssi elle est T-minimale, i.e. ne charge pas 1l'ensemble {7 = RN}

des wEM tels que T(w) = RN. On peut prendre pour v n'importe quelle mesure

> O dominant v ; T est toujours déterminée a un ensemble v-négligeable pres

(en particulier T est unique a un ensemble v-négligeable pres) ; si Vv domine
N

v, (V,T) convient ssi T=1 v-pp- (de sorte que (v,T) convient aussi),et T=R

V-pp. sur tout ensemble v-négligeable ; donc ;—pp. T=1 ﬂ?: RN .

Remarque : Il est commode de savoir que A€ED® est p-négligeable ssi, pour

N
toute aE(DN portée par A, T a1, _=0.
k "k
k=1
N
Démonstration : Soit u = T ] , Ve, s Z oo, p= & oa B V.
e K™ ey kel k2 T T S Tk Tkt Tk

- - N | B '.
P;sons CE (Bk,k')k:1,2,---,N)’ B =@® pour tout k'=1,2,...,N'. Alors
L o, B '
ko1 k "k,k!

nalité des Vi implique que Io

J
= (alek,), pour le produit scalaire canonique sur Rl\; 1'orthogo-

K pk:O ssi chaque (oc|9k,), k'=1,2,...,N', est

vk,-pp. nulle ; ou ?\k pp-nulle puisque szo est équivalente a Vper Soit v
n'importe quelle mesure > O dominant les Kk' N hk' = Pk, v, Pk, borélienne.
N
Alors T a
k=1
B-module libre engendré par les 6

K uk=0 ssi chaque (alek, Pk,) est v-pp. nulle. Soit W' le sous-

k'pk' s T son sous-module libre orthogonal.

Alors le systeme d'égalités (cxlek,Pk, )= 0o v-pp. signifie que a est v-pp. égale

~ , ’, . v — 1 - '—
a un élément de M. [Soit (Ck)kEK une G-base de ', (Gk')k'EK une (B-base supplé

mentaire ; soit (Fk)kEKU (Fk')k'GK' la base duale. Alors a est v-pp. égale a

R

Nous avons ainsi montré 1'existence d'un couple (T,v) tel que ap=0

T (alG ,)F
k'€K!'
ssi a est v-pp. a valeurs dans 7 =t(M). D'aprés la construction de v, on peut
toujours trouver un autre couple, en remplagant v par une mesure dominant v H
il est donc intéressant de chercher une v minima. Sur [?: RN} ; on peut rem-
placer v par une mesure arbitraire j; car, si aE(DN est portée par {?: RN} N

ap =0, cet ensemble est p-négligeable, et aussi aE?, presque partout pour



435

23

toute mesure portée par cet ensemble ; il y a donc intérét a remplacer Vv par 0
sur {T= RN} , donc a supposer que v ne charge pas {7 = RN} , Ce que nous avons
appelé T-minimale ; supposons-le désormais, et appelons (T,v) un tel systéme
minimal . Soit alors A borélien c {1 £ RN} ; soit aEON a valeurs dans CT
dans {‘r;éRN} , nulle sur {7= RN} ; alors, si A est p-négligeable, voir la
remarque, op= 0, donc a est v-pp. dans T, et comme elle n'y est jamais sur A,
A est v-négligeable, et A v-négligeable entraine Bp =0 pour toute BE@N portée
par A donc A p-négligeable. Comme {T = RN} est a la fois p-négligeable et
v-négligeable, 1 et v ont les mémes parties négligeables. Donc 1 admet une
mesure v=0 équivalente, et toute v T-minimale est équivalente a p, et réci-
proquement bien siir, puisque {7 = RN} est p-négligeable ; en particulier, une
v T-minimale est unique a une équivalence pres. Il existe donc un systeme mi-
nimal (t,v) ou (t,n). Pour tout couple (V,T), T est unique a un ensemble
V—négligeable prés (en particulier, T est unique a un ensemble p-négligeable
prés). Soient en effet (Vv,T),(V',T') deux couples. Soit aEGN, portée par

{T' #¢7}, a valeurs dans T' \T ; puisque a€7', ap=0 3 donc a €T v-pp. ; or
afT sur {T'#7T}, donc cet ensemble est v-négligeable. Donc v-pp., T'CT, et
aussi TCT' , donc Tt =T.

Toute v domine v, puisque, si A est -\-;-négligeable, ap = 0 pour toute aE@N por-
tée par A, donc A est p-négligeable ou v-négligeable. Inversement, soit v
dominant v. On peut faire une partition SD:SI)IUQZ, !)1 et ﬁ2 boréliennes dis-
arbitraire

jointes, ﬁl portant v, @ v-négligeable, vV équivalente a v sur

2 1

sur m2 . Nécessairement T = t, v et, V-pp. sur !21 . Sur Qz , T est arbitraire

puisque ﬂ)z est v-négligeable ; mais 7 =T= RN répond a la question pour v et
7, car, pour a arbitraire € (DN portée par !22, ap=0, et a est aussi v et v-
presque partout a valeurs dans RN . Donc, pour toute vV dominant v, il existe

—_—— — —_ N - e v = .
un couple (v,T) : T=71 sur a)l, 7=R sur 9}2, peut etre associé a v. Puisque

T est unique a un ensemble v-négligeable prés, (Vv,7) convient, ssi T=1 v-pp.

sur @, donc v-pp- (et alors (v,T) convient aussi), et T = Rr" V-pp. sur a,,

N

ou v-pp. sur tout ensemble v-négligeable. Et alors v-pp., T=7T ou T= R
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Remarque : Le plus simple est presque toujours de prendre'C: v. Mais, si on
a a comparer plusieurs mesures telles que 1, soit u(1),u(2),...,u(n), il est

indispensable de prendre une méme mesure vV dominant toutes les u(l)

=(i)

sire comparer les T associées.

, si on dé-

§ 3. LES SEMI-MARTINGALES COMME MESURES SUR LA TRIBU PREVISIBLE (7

Résumé du § 3. (3.0 bis), page 26, introduit les mesures sur la tribu prévi-
sible ®=Pré de Q= i; xQ , a valeurs dans E= LO(Q,O,K)- Les semi-martingales
sont de telles mesures, par 1'intégrale stochastique, page 27, vérifiant les
propriétés (3.1), page 27 ; inversement, (3.2), page 27, ces propriétés
caractérisent les semi-martingales (théoreme de Dellacherie). La suite montre
comment les propriétés des semi-martingales sont liées aux mesures qu'elles
définissent ¢ intégrabilité (3.4 bis), page 29 , topologie sur l'espace 7N
des semi-martingales (Emery) a (3.7), page 31. On étudie ensuite les sous-
espaces importante de M ; 7, e, m, mé, m¢, (3.8 bis), page 32, les opéra-
tions X+ XS, XF‘XT (arrét), le crochet [ , ], a (3.10), page 34. Retour a
1'intégrabilité (3.11), p. 35, avec critéres; cas de ¥, 7, des semi-martingales
spéciales (3.14), page 37 . Cas des espaces P, (3.17), page 38 .

Tout ce qui est traité dans ce paragraphe est connu, et le lien
avec la théorie de la mesure vectorielle a déja été fait par Bichteler [1].
Mais il est indispensable de rappeler tout cela pour bien comprendre ensuite
les semi-martingales formelles. Sauf mention expresse du contraire, toutes les
semi-martingales considérées seront supposées nulles au temps O.

(3.0) On prend le plus souvent comme échelle du temps [0,+=[ ; par exemple

le mouvement brownien n'est défini que pour O0< t< +». On peut considérer soit
des temps d'arrét parout définis, variables aléatoires a valeurs dans [0,+=[ ,

soit non partout définis, c-a-d. a valeurs dans [0,+~]. Par exemple, si A est
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une partie optionnelle de R+ xQ, son début T a la valeur T(w) = +», si
Alw) = {t; (t,0) €A} est vide. L'épigraphe fermé de T est alors 1l'intervalle
stochastigue [T,+»[ = {(t,w) ; T(w) < t< +o}, son éprigraphe ouvert est
1T,+o[ = {t,0) ;3 T(w) < t< +=}, son graphe est {(tyw) 5 t=T(w) <+o}. Je préfere

prendre partout ici [0,+®] = i&_ comme échelle des temps. Dans ce cas, il y

aura des temps d'arrét partout définis, a valeurs dans [0,+»], et d'autres non
partout définis, a valeurs dans [0,+=], ol +» est un temps rajouté, > +w,
[0,+0] = [0,+=] U {Fo}. Si Ac l_2+ XQ, le début de A sera, ou bien partout défini,
alors on prend T(w) = +» si A(yw) est vide, ou bien non partout défini,

T(w) = = si A(w) est vide ; sauf mention expresse du contraire, les temps

d'arrét seront a valeurs dans [0,+=], c-a-d. partout définis. L'épigraphe

fermé est toujours [T,+»], 1'épigraphe ouvert toujours [T,+=[ , le graphe est
toujours {(t,w) ; T(w) <t<+=}. Pour définir des propriétés locales (martingale
locale, etc.), on considére une suite croissante (Tn)nEN de temps d'arrét,
qui, pour une échelle de temps [0,+=[ , sont en général non partout définis,
et tendent vers +», non nécessairement stationnairement. Pour une échelle de
temps [0,+»], que nous prendrons toujours ici, les temps d'arrét seront, sauf
mention expresse du contraire, partout définis et convergeront stationnaire-
ment vers +® (pour presque tout W, Tn(w)z +© pour n assez grand). Dans cer-
tains cas, qui seront explicitement spécifiés, les Tn sont a valeurs dans
[0,+=], et tendent stationnairement vers @ pour n- +o. Voici un cas on +®
est utile : une proposition de P.A. Meyer, M [1], citée dans S [1],(8), avec
des temps d'arrét partout définis, s'énonce de fagan meilleure avec [O,:;] :
si X est un processus, si (Tn)nEN est une suite croissante de temps d'arrét
a valeurs dans [0,+®], tendant stationnairement vers ¥®, et si, dans chaque
[O,Tn[, X est restriction d'une semi-martingale, X est une semi-martingale
(sans 1'hypothese "X est ‘Um-mesurable" faite dans S [1], avec Tn:;+W).

De méme, dans S [1], lemme (2.3), page 10, S pourra avantageusement étre pris
a valeurs dans [s,+®] ; alors [s,Snl est toujours [s,Sn[, ce qui simplifie

la démonstration.
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(3.0 bis) Ainsi Q sera un ensemble muni d'une tribu (%, d'une probabilité A

1 i H —
sur O, et d'une filtration (Tt)t€R+

A-complétes, croissante et continue a droite j; on pourra prendre ?.'+—m= T+m.

=[0,+e] famille de tribu A-mesurables,
- 1]

La tribu optionnelle (resp. prévisible) de ]_1+ x() est définie par les épigraphes
fermés (resp. ouverts) des temps d'arrét, et les parties A-négligeables (ou
A-évanescentes) ; E:LO(Q,OJ\) sera 1'espace des fonctions réelles sur Q, me-
surables, muni de la topologie de la convergence en probabilité. Une fois

pour toutes, ) sera 1'ensemble ]0,+»] xQ, ® le tribu prévisible Pré sur €, et
Mes désignera 1'ensemble Mes(R,0,E) des mesures sur (®,0), a valeurs dans E.

La raison pour laguelle nous prenons ]O,+®] au lieu de [0,+»] est la suivante:
les intégrales stochastiques seront Jrjo,t] ; 1'intégrale stochastique est nulle
au temps O ; elle est égale a f o (X- Xo), on a donc toujours avantage a supposer
Xo= 0. Au lieu de se donner A, on peut se donner seulement une classe A de pro-
babilités (ou de mesures > O finies) deux a deux équivalentes sur (Q,0) ; 1l'es-
pace E= LO(Q,O,A) est bien déterminé (vectoriellement et topologiquement),
ainsi que les tribus optionnelles et prévisibles. Mais les jauges JOL sur E
dépendent du choix de A€ A, ainsi que les espaces LP(a,s,0).

[On peut partout remplacer 1'intervalle stochastique §+ xQ par [S,T], S et T
temps d'arrét, S<T. Comme [S,T] est optionnel, la tribu optionnelle sur [s,T]
est évidente. La tribu prévisible, nécessaire pour 1'intégration, a été prise
sur Q= ]0,+®] xQ, pour éviter le temps O ; elle sera alors prise sur }S,T],
qui est prévisible. Les semi-martingales réelles ou vectorielles, étaient tou-
jours, sur i+ xQ , nulles au temps O ; elles seront ici nulles en S ; on pourra

prolonger X par X, semi-martingale sur I_!+ xQ , par O dans [0,S[, X, sur [T,+=];

T

si X est continue, nulle en S, X sera continue, nulle en 0. Les intégrales sto-

chastiques seront prises a partir de S, (he X)t=‘]‘ h dXx et heX est

1]

1s,t] ¢ %

encore une semi-martingale sur [S,T], nulle en S. Tout ce qui a été énoncé sur

l—2+ xQ est alors vrai sur [S,T]. Par exemple, au § 3, Pré 7M[S,T] sera l'espa-
ce des semi-martingales formelles X sur [S,T], nulles en S, ou 1'espace des

semi-martingales formelles X sur [0,+®] xQ, nulles sur [0,S], arrétées en T ;

X est continue, ssi X 1'est. Ceci dit, revenons a l—2+ xQ .]
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Si alors X est, par rapport a ce systeme, avec A€ A, une semi-martingale réel-

le, ou plus généralement une A-classe de semi-martingales (classe pour 1'éga~-

lité A-presque-partout), nulle au temps O, elle définit une intégrale stochas-

tique ; si ¢ est une fonction sur ]0,+®] xQ, prévisible bornée, on définit

1'intégrale stochastique ? + X, (¢ o X)t=f ¢ dX_, qui est elle-méme une

Jo,t]
A-classe de semi-martingales ; donc une application linéaire
. o . s
By Pk (X X)m=‘r]o ] P, dX_ de BPré dans E= L ; et on sait que, si (‘Iﬂ’n)new
9

est une suite de fonctions prévisibles bornée, H*Pnnms 1, convergeant simplement

vers O, ((Pn * X) converge vers O dans L° (et méme Sup l(‘Pn . X)tl converge vers

tER
+

. Donc Pk (@ e X)m est une mesure bornée ux sur

©

0 dans Lo)(g)

(]0,+=] xQ,Pré) = (0,6), a valeurs dans E = L°, By € Mes(RN,0;E) = Mes. Cette mesure

posséde les deux propriétés fondamentales suivantes :

(1) Elle est adaptée (ou progressive) : si ¢ est portée par ]0,t] xQ

(c-a-d. si_elle est nulle sur son complémentaire), ux(‘P) est

(3.1) < ?t-—mesurable 5
2) Elle est localisable : si ¢ est portée par Jo,+=] xQ', Q' <Q,
L ux(‘P) est portée par Q' (10)

Elle a méme bien des propriétés beaucoup plus fortes, mais nous ne les consi-

dérons pas ici. On sait aussi que X reste une semi-martingale pour toute

A' € A (Girsanov) et oue 1l'intégrale stochastique ne dépend pas de A'. On peut
(11)

donc ne pas spécifier A€ A . Ce qui est essentiel, c'est que la réciproque

est vraie :

Théoreme (3.2) : Si 1 est une mesure € Mes, adaptée et localisable, il exis-

te une A-classe de semi-martingales X unigue (nulle au temps 0), telle que = By -

Esquisse de la démonstration : L'idée de ce type de propriétés vient, je

crois, de Pellaumail [1], puis de nombreux travaux de Pellaumail et Métivier.

Cette réciproque est die a Dellacherie (12). Le principe est le suivant. On
remarque que, si 1'on pose thu(]O,t]xO), XtGZ‘t et th )(t est continue a droite

de i+ dans L°. Ensuite, par une technique de temps d'arrét, Sup |th e
te@
+
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A-ps ; on a donc la une variable M partout finie, et il existe A € A pour la-

quelle cette variable aléatoire est intégrable. Alors, encore par continuité

a droite, Iths M pour tout t, donc X est de la classe D pour A, lorsqu'on se
borne aux temps d'arrét a nombre fini de valeurs. Ensuite, si I' est 1'espace

vectoriel des fonctions, combinaisons linéaires finies de fonctions caracté-

risticues d'ensembles de la forme Q' x ]s,t], Q'€ ’fs, et si on munit T’ de la

topologie de la convergence uniforme sur ]0,»] xQ, c-a-d. de la norme H H+m,
1 est une application linéaire continue de ' dans Lo, mais 2(I') est contenue
dans L1(Q,O,A)- La démonstration de Dellacherie utilise alors un théoréme de
Maurey, de géométrie des Banach, qui prouve qu'il existe une nouvelle mesure

A' € A, majorée par un multiple de A, par rapport a laquelle X est une quasi-
martingale, donc une D-quasi-martingale ; elle admet donc, par Pellaumail (13),

une version semi-martingale cadlag X. Alors 1 et B, co¥ncident sur [, mais
g X

sont toutes les deux des mesures sur Pré, donc elles co¥ncident sur Bfré,

cqfd.
Remarcue : La démonstration de ce théoréme dépend du théoreme de Girsanov,
car on trouve que X est une semi-martingale relativement a une certaine \' €A,

donc, par Girsanov, pour toute mesure A€ A.

(3.3) I1 est donc bien évident qu'il devient intéressant de changer la

définition des semi-martingales (et méme il faudrait changer leur nom) : une

(A-classe de) semi-martingale(s) est une mesure 1€ Mes, adaptée et localisable,

c-a-d. vérifiant (3.1). On en déduit tout de suite bien des propriétés des

semi-martingales (14). Ce n'est que tres lentement que les probabilistes ont

adopté cette définition (y compris moi-méme), on s'en apergoit par exemple
au temps qu'il a fallu a la topologie d'Emery pour étre adoptée. Voici des

corollaires immédiats :

Corollaire (3.3) (Girsanov généralisé) : Si A' est une classe de mesures

équivalentes sur (2, de base A, une semi-martingale X relative a A l'est a for-
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tiori relativement a A'.

Démonstration : La tribu Pré(A') est engendrée par la tribu Pré(A) et les
parties A'-négligeables. Soit ¢' prévisible (A') ; il existe @ prévisible (A),
A'-pp. égale a ?'. On peut donc considérer ux(¢)€ L°(Q,8,A) et prendre sa
classe dans LO(Q,O,A’), qui ne dépend pas du choix de ¥, a cause de la locali-
sation (3.1), 2 ; on définit ainsi une application linéaire de BPré(A') dans
L°(Q,3,A"'), qui vérifie évidemment (3.1), donc définit une mesure

€ Mes(]0,+»] xQ,Pré(A'), L°(Q,0,A')), donc une semi-martingale X' relative

aA' ; on a X! :ux(]O,t]xQ):X

% donc X est bien une semi-martingale pour

,t ]
A'y cqfd.
On démontre de la méme maniére le théoreme de remplacement de la famille

(T )t61_2 par une famille plus petite (F ) ,si X est adaptée pour cette
+

t t'teR,
famille (15), le théoreme d'adjonction aux ?"t des ensembles d'une partition
, (15) L S (16) .
dénombrable de Q , le théoreme de convexité de Jacod , qui sont tous

des théoremes spécialement adaptés a la définition des semi-martingales comme

mesures sur la tribu prévisible.

(3.4) Parfois on confondra X et Pyos parfois on les distinguera soigneu-
sement, car X est une "primitive" de Yy (comme une fonction a variation finie
F sur R est la primitive de la mesure dF =1 qu'elle définit) :

Xt=ux(]0,T] x Q). On écrira aussi dX au lieu de By -

(3.4 bis) On a beaucoup écrit sur 1l'intégrabilité d'une fonction f sur

JO,+»=] xQ par rapport a une semi-martingale. En réalité, on n'a pas le choix,

puisque dX est une mesure sur (]0,+»] xQ,Pré) a valeurs dans L%(Q,3,A) ; on
appliquera (1.8 bis) ou (1.10).

On démontre facilement gue f est slirement dX-intégrable si d'une part elle
est dX-mesurable, si d'autre part, pour une A€ A choisie, il existe une décom-
position X=V + M, V processus acapté a variation finie, M A-martingale locale,

tels que
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( I]o’m] lfsl ldVSI < +® ps.
(3.5) ¢ j lle d[M,M]S < +o ps. et (£2 -[M,M])1/2
Jo,+=]
. est localement intégrable.

Alors on calcule f ¢V, pour chague w, comme une intégrale de Stieltjes, et

f eV est adaptée a variation finie ; et f *M est une martingale locale. On
remarquera que L°=E est un C-espace (1.8 ter), donc f est dX-intégrable, ssi
elle est dX-mesurable, et, pour A€ A choisie, (ux):(|f|)<+w pour tout a ;
pour f prévisible, cela veut simplement dire que 1'ensemble des (¥ X)oo )

9 € BPré, lol <Ifl, est borné dans E=1°.

(3.6) I1 peut étre plus agréable de considérer partout ¢ X plutot que

(¢+X)_. La mesure ;X (voir (1.11)) est définie par ;x(q’) = Puy c'est la
mesure Y- (@ux)(w) = ux((P\y) =(Py e X)_= (Yo (9+X)) =1, 4,4 donc ;x(‘P) = Vpux
mesure cette fois sur (]0,+»] xQ,Pré) a valeurs dans Mes, mais en fait dans
le sous-espace ¥ M des semi-martingales (muni de la topologie induite par
Mes). On pourra donc toujours, au lieu de considérer By Pw (peX) € L°, con-
sidérer ;X : P9 eXEe PM. Comme 1'intégrabilité est la méme pour Py et pour

¥y o oD voit que f fs dXS a un sens si et seulement si f e+ X a un sens,
10, +] ~

si et seulement si f est Ry ou ux—intégrable- Le fait que,si h est dX-intégra-
ble, f est da(h* X)-intégrable ssi fh est dX-intégrable, et qu'alors
he(feX)=hfsX, est simplement la propriété générale (1.10). On ne sait pas
si Mes(Q,03E) est un C-espace quand E est un C-espace. Mais de toute fagon,
puisque f est ;x-intégrable ssi elle est ux—intégrable, et que ;Z(lf'): u:(lf'),
on peut dire aussi que, pour f prévisible, f est ux—intégrable ssi 1'ensemble

des ¢ o X, pour Bfré, le| < £, est borné dans P Me Mes.

(3.6 bis) Notons que dX admet une mesure p >0 éguivalente : si AEA est
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choisie de maniere que X soit une semi-martingale H2, X=V+M, verPT® M¢ m,

alors Ac l_?+ xQ1 prévisible est dX-négligeable ssi 1, ¢V =0, et le M ou

A
1, [(M,M] =0, ou p(A) =0, avec p mesure réelle > O sur (i+ xQ, Pré) définie

par

w(e) = E, ( o lav |+ ®  a[M,M] ) .
A ‘rjoy*‘m] s S ‘J.Jov‘“”] S S

C'est en fait sans rapport avec la théorie des semi-martingales. Toute mesure

a valeurs dans un Banach admet une mesure > 0 équivalente (17). Mais une mesu-

re p sur (N,8) a valeurs dans E = LO(O,O,K), est d'abord une application linéai-
re continue de B® dans Lo, et BO est isométrique a un espace C(K) ; donc elle
factorise par une application linéaire continue de BG® dans L2(Q,O,7\), et la

) (18)

multiplication par une fonction o€ LO(Q,O,?\ ; si on remplace A par la

mesure équivalente A' = A , on voit que p est linéaire continue de B® dans
1+a

2 . . .

L°(Q,0,\A'). Si ensuite (wn)nEN converge simplement vers O dans B®, ||‘Pn"ms 1,

u(‘Pn) est bornée dans LZ(O,O,K') et converge vers O dans LO(Q,G,K'), donc, par

HYlder, converge vers 0 dans L2'€(Q,O,7\' ), €>0.Donc pest une mesure a valeurs

dans un Banach L2_€(Q,O,7\'), d'injection continue dans LO(Q,O,X), donc admet

une mesure > 0 équivalente.

(3.7) La topologie d'Emery, pour 1'espace J 7 des semi-martingales est la

topologie induite par Mes. Comme ¥ est trivialement (condition (3.1)) fermé

dans Mes, TN est un espace vectoriel topologique métrisable complet ; si on
a choisi A€ A donc les jauges Ja sur LO(Q,O,K), il est défini par les jauges

H ”a , ou “uX”a: (ux):(l): Sup :Ja ((@ e X)_). Emery introduit aussi 1'espa-
PEBPré
llell =1

ce F° des (A-classes de) processus réels cadlag, muni de la topologie défi-

* P
nie par les jauges fi J, (f )=Ja( Sup lftl) qui est aussi métrisable complet
teER
(fn converge vers O sans J° si f: con+verge vers 0 dans L°). Bien évidemment,

*
si X est une semi-martingale, Ja(X )2Ja(Xm) ; mais
*
)

*
a(1)' En effet, supposons (ux)a(l)sR. Soit

¥*
J(X)< Sup J ((9eX) )= (n
& ¢eBPré % X

llell =1
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T=1Inf{t€R ; IXt|>R]. Alors

)\{x*>R+e]s?\{|XT|>R}:?\[l(l *X)_I>R} s a N

Jo,T]
donc, € étant > O arbitraire,
* *
AMX >R} < a, ou J (X)) sR

donc Ja(X*) < (ux)Z(ﬂ .

(3.8) Donc la topologie de 3’771 est indifféremment celle de la convergence

dans £b(BPré;L°) (pour @ (9 o X)m), ou de .ﬁb(BPré;Mes ou TN (pour 9@ ¢ X),
ou de .f,b(BPré:, ¥ (pour @~9 ¢ X). En prenant 9=1,1 X=X, ou simplement par

(3.7), $M est plus fine que P°. I1 résulte de (1.12) que, si (‘Pn)nE con

N
verge vers 0 simplement, avec “‘Pnums 1, et si Xn converge vers X dans rn,

ﬂPn . Xn converge vers ¢ « X dans P M.

(3.8 bis) Emery a montré de remarquables propriétés de la topologie .

Choisissons une fois pour toutes A€ A. Appelons v 1'espace des processus

adaptés a variation finie, 1 1'espace des martingales locales, e, v, nt

1'espace des processus de ¥n, ¥, M, qui sont continus ; J’W(c est triviale-

ment fermé dans ¥ 7. L'espace ¥ est muni d'une topologie trivialement plus

fine que la topologie induite par f”(, définie, pour A€ A, par les jauges
R . . . N a 7/,(! N

Vi Ja(I]0,+w] |dVS‘) ; il est métrisable complet ; bien sur aussi sera

muni de cette topologie et il est fermé dans V. Pour une martingale locale M,

appelons 8(M) le sup. A-essentiel des discontinuités de M ; appelons '/7(6 1l'es-

pace des martingales locales a sauts bornés, et munissons-le de la topologie

définie par les jauges (pour A€ A choisi) Mk &6(M) +Ja([M,M]1/2). Cette topo-

@

logie est plus fine cue la topologie induite par J’WZ, et le rend métrisable
et complet ; elle est aussi définie par la famille de jauges équivalentes

* N
M 65(M) + Ja(M ). [Emery montre ces propriétés par la méthode tres féconde des
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arréts a T_ . Soit (Mn)nEN une suite tendant vers O dans Wl6 : 6(Mn) tend vers

1/2

0, et [Mn,Mn] tend vers O dans L°. On peut extraire une suite partielle ﬁn

1/2

telle que [ﬁ M ]m tende vers O A-ps. Posons

T, = Inf{t; 3 n tel que [M M ]1/2 Kk} ; (Tk)kE]N est une suite croissante de

temps d'arrét, convergeant stationnairement vers +». Fixons k 3 alors

[M M ]1/2 tend vers O A-ps., mais est majorée par k ; puisque 6(ﬁn) tend

n"T -
vers O, [ﬁn’-ﬁn]'}‘/z converge vers O, en restant bornée, donc, pour A€ A choisie,
- Tk ) 2
(Mn) converge vers O dans 1l'espace des martingales H°. Mais alors
1/2 T

[ M P e M ] tend aussi vers O dans cet espace, donc (¢ '-ﬁnk)m vers 0

2 k _..Tk
dans L°(Q,0,\), uniformément pour ¢ ¢ Pré, “tpﬂms 1 3 donc M tend vers O dans
J M 3 ceci étant vrai pour tout k, M tend vers 0 dans fﬂl donc aussi M ,
* 2
donc 71( est plus fine que M. En outre, (M converge vers 0 dans L~ donc
dans L° , et, k étant quelconque, ﬁn converge vers O pour la topologie des jau-
3 . -

ges Mp Ja(M ) 3 donc aussi la suite (M ) nEN tout entiere, et le méme raison-
nement, fait en sens inverse, montre que les familles de jauges

*
1/2), M 5(M) +J (M), sont équivalentes. Il résulte de cela

12,

M~ 6(M) +J ([M M]

que, pour tout a, il existe B<a et C tels que J_ (M )sC(é(M)+J ([M,M]

1/2

J ([M M] %) <c(a(M)+ JB(M )) ;3 la méthode utilisée donne un moyen pour esti-

mer C, B, en fonction de a. Le fait que 7/(6 soit complet se montre de la méme

maniére : si (H ) neN est une suite de Cauchy, il existe une suite partielle

(Mn) nen telle que E [Mn+1

A-presque tout w, uniformément en t ; on peut trouver une suite de Tk comme ci-

— % -
- MnJ < +o ps. ; alors M a une limite M, pour

dessus, permettant de se ramener a l'espace des martingales Hz, qui est com-

plet. Notons que sur 1'espace 7 des martingales locales, les familles des

3
jauges J ([M, M]i/z) et Ja(M ) ne sont pas équivalentes et ne rendent pas 7
complet.]
(3.9) Ensuite toute semi-martingale X admet une décomposition X=V + M,

VEV, M¢ Wlb, donc (V,M)pV + M est une surjection linéaire continue de 7@”(6,
sur ¥ 7 (19), donc, par le théoréme du graphe fermé, PM est le quotient de

7'®7R défini par cette surjection. Cela signifie que (X ) €N converge vers 0
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dans ¥7 si et seulement s'il existe des décompositions Xn=Vn+ Mn , ouV

converge vers O dans 7, M dans me.

(3.9 bis) Par ailleurs les sous-espaces re, M€, ¥ 7€ sont évidemment fermés

dans 7, 77(6, P m, donc complets (la topologie de M est définie par les jauges,

*
1/2) ou Ja(M )). Mais ici (V,M)pV + M est liné-

pour A€ A choisi, MhJ ([M,M]
aire continue bijective de 7’ oM sur 3’7/(0, donc c'est un isomorphieme par
Banach ; 7€ ot M sont fermés dans P 7 (lui-méme fermé dans FP7N), et les to-

pologies propres de 7€ et M© sont induites par I ou PM. (Par contre, 7 et

M ou mb ne sont pas fermés dans JM.) Plus généralement, si VP'¢ est 1'espace
ou p g

des processus a variation finie prévisibles, il est fermé dans 7 et dans J7,
et sur lui les topologies 7 et I M co¥ncident. [Ces deux affirmations sont
équivalentes par Banach. Il suffit de montrer que ¥ est moins fine que Jm

ré . ré . . R P ..
sur YPTe. Soit VE?/'p ; il existe W, processus croissant prévisible associe,

pré

Wtzf lav |, we¥ , et ®€ BPré, prenant seulement les valeurs *1, telle

Jo,t]  °®
que W=9 eV ; alors Ww—_-(‘POV)m , donc Ja(Wm)< Sup J ((‘V V) )= (uv (1) ]

e

L'espace PIPTE ges semi-martingales prévisibles est d'ailleurs évidemment

fermé dans ¥, et on a la décomposition en somme directe (toute semi-martin-
gale prévisible étant spéciale) J-mpré:vpré@mc . Alors (V,M)rV + M est une
bijection linéaire continue de 7/'pré><7/lc sur fmpré complet, ce qui reprouve,
par le théoreme de 1'isomorphisme de Banach, que tous ces espaces sont fermés,
et que, sur .y.pré’ les topologies induites par v et FM co¥ncident. Bien évi-

acc . . . . p
des semi-martingales accessibles est aussi fermé dans

demment, 1'espace ¥ 7N
3711, mais je ne pense pas que l'espace r3€C ges processus a variation finie
accessibles soit fermé dans ¥, ni que, sur lui, les topologies induites par

7 et XM co¥ncident, ni qu'il y ait une décomposition M = v2CoMm®, mais
P

nous verrons a (4.6) que c'est vrai pour les semi-martingales formelles.

(3.10) Toujours d'aprés Emery,X+ X® (composante martingale locale continue)

est linéaire continue de ¥ dans MC. [D'aprés (3.9), il suffit de montrer que
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M+ M® est continue de 7/(6 dans 7°. Si (Mn)nelN converge vers O dans 77(6, il exis-

. ' - sl
N’ et une suite (Tk)kEIN de temps d'arret, crois
T

sante et tendant stationnairement vers +o, telles que (ﬁnk)

te une suite partielle (M )
n’n€

neEN ° pour tout k,

converge vers O dans 1'espace des martingales H2 ; alors (ﬁﬁ) k aussi, donc

—c c \ . c . -
(Mn)ném tend vers O dans 7 ; conc aussi (Mn)nEIN .] Et (X,Y)~[X,¥] est bili-
néaire continue de F7x PN dans ¥ [d'apres (3.9) il suffit de montrer qu'elle
1'est de ¥x¥ dans 7, 7’x77(6 dans 7, W(bxmé dans V. La premiére assertion est

évidente, la 2eme et la 3eme se prouvent toujours par la méme technique de

temps d'arrét remplagant 7ﬂ6 par K2 1.

(3.11) Si VEV, et si f est dV-intégrable, f+V n'est pas nécessairement a
variation finie. [Par exemple, si V est une martingale a variation finie, il
suffit, pour que f prévisible soit dV-intégrable, par (3.5), que

bX IfSIZAV§< +o ps. ; cela n'entraine pas que T Ifsl ldVS|<+<m ps.] Mais :

S s

(3.11 bis) f prévisible est dV-intégrable, et f+*V est a variation finie, si

et seulement si f If ] lav | < +o ps. ; alors feV se calcule par inté-
10,+0] 8 N
gration de Stieltjes pour tout w . Si VE7 est prévisible, f est dV-intégrable

ssi j‘ If | lav | <+m ps., et f+*V est a variation finie et prévisible 3
-—- JO’+m] s s
si V est croissante, f est dV-intégrable ssi | £ | av_< +o ps.

J0,+w] s S

Démonstration : L'une des implications est évidente, montrons 1'autre 5 sup-
posons donc f prévisible dV-intégrable et fe+V a variation finie. On a

“lflsn f) eV= Ytl<n® (f«V), donc, feV étant a variation finie,

f (1|f | If 1)1av | est borné dans L°(Q,0:;A) pour n€ N ; donc
]0 +m] s <n s S +
,
It 1 lav | <+ ps. Le cas V prévisible s'obtient en choisissant
JO,+W] S S
¢ € BPré,ne prenant que les valeurs %1, telle que, si Wt:f lstl )

Jo,t]
[l e W= foev ;3 donc [£] est dW-intégrable, avec W croissante et |f]| >0, ce

qui raméne au cas croissant. Alors les (|f] 1 ¢)<n ® W)_ doivent &tre bornés

dans L° pour n€ N ; donc f I£ | aW < 4+ ps.
Jo,4) S
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(3.12) Si M est une martingale locale, f dM-intégrable, f* M n'est pas néces-
sairement une martingale locale. [Par exemple, si M est une martingale a varia-

tion finie, et si J’ |fs| |dMs|<+m ps., f est dM-intégrable ; donc

Jo,+=]
z |fs| |AMS|<+°° ps., a fortiori % | £ |2 AME( +o ps., mais cela n'entraine pas
b 2 ,.21/2 % }
forcément que ( ¢ lfsl AMS) soit localement intégrable.] Mais :

s<se

(3.12 bis) f prévisible est dM-intégrable et f e M est une martingale locale,

ssi 'r |fs'2 d[M,M]S< +o ps. et (f2 . [M,M:])l/2 est localement intégrable.
]O,+°°]
Si M est continue, f est dM-intégrable ssi ‘r lfs|2 d[M,M]s< +o ps. et
]OQ*'“’:]

feMest une martingale locale continue.

Démonstration : L'implication dans un sens est évidente, montrons 1l'autre.
Soit donc f dM-intégrable, et f + M martingale locale. Alors elle est localement

1/2 est localement intégrable ; or c'est 2. [M,M]I/z.

© ©

Hl, donc [feM, feM] Le
cas M continue se régle en remarquant que f ¢ M est limite dans fm, des

f 1|f|5n. MeME, et que M est fermé dans 7M.

(3.13) Si X°*Y sont des semi-martingales, f, g des fonctions prévisibles

sur ]0,+»] xQ, f est dX-intégrable, g dY-intégrable, £2 est d[X,X]-intégrable,
g2 est d[Y,Y]-intégrable, fg est |d[X,Y}-intégrable, et [f*X, g+ ¥]="fg*[X,Y];
on a Kunita-Watanabé :

1/2

It g | larx,Y1 | < ( 2 arx,x] )2 (¢ 2 4rv,vl)
fJo,tJ s ©s s ‘FJO.tJ s s 430,47 % s

]

[On passe a la limite, par (3.10), a partir des f 1¢l<n® & 1|g|$n'

Proposition (3.14) : Soit X une semi-martingale spéciale, X=V + M sa décom-

position canonigue, V a variation finie prévisible, M martingale locale. Alors

f est dX-intégrable et f *» X spéciale, si et seulement si f est dV-intégrable

(et feV a variation finie prévisible, par (3 11 bis)), et f dM-intégrable et
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feMmartingale locale (voir (3.12 bis)) ; alors la décomposition canonique

de feX est feX=foVsfoM

Démonstration : On peut supposer f prévisible. C'est évident dans un sens,
montrons 1'autre : soit f dX-intégrable, et f ¢ X spéciale. Soit y > o prévisi-
ble bornée, telle que Yf soit bornée. Soit feX=W+ N la décomposition canoni-
que de f e X ; alors celle de YfeX=v ¢ (fe¢X) est indifféremment YfeV+yfeM
et YeW+yeN. Donc yYfeV=YyeW, yfeM=v *N. Mais 1 est dW-intégrable, donc
-Vlest d(y ¢ W)-intégrable, donc aussi d(yf e V)-intégrable, donc f:yl vf est
dV-intégrable, et foV =Yl- (YE£oV) =-:-- (Y *W) =W est a variation finie prévisi-
ble. De méme 1 est dN-intégrable, donc Yl est d(y ¢ N)-intégrable, donc aussi

d(yf « M)-intégrable, donc f=-¢— Yf est dM-intégrable, et

fe M:-:—O (yf M) =%- (y * N) =N est une martingale locale.

Corollaire (3.15) (Yan Jia—An(SS)). (Réciproque de (3.5)) : Si f est prévisible

et dX-intégrable, il existe une décomposition X=V +M, V a variation finie, M

martingale locale, telle que f soit dV-intégrable et fe+V 3 variation finie

(3.11 bis), et que f soit dM-intégrable et f + M martingale locale (3.12 bis).

Démonstration : Soient To’Tl""’Tn"" les temps d'arrét, TnzTn_1 N

- £ * s -
T, = Inf{t>'l‘n lAth 21 ou l;tAth >1}. Alors (Tn)nEN crolt et tend station

-1

nairement vers +». Si on pose X=3 1 AX,, +Y ; forcément f est

to1_ 1r >r o1 %

n nn n
intégrable par rapport au processus de sauts, donc dY-intégrable ;
mais les sauts de Y et de f*Y sont de module < 1, donc Y et f+ Y sont des

semi-martingales spéciales, d'ou le résultat par (3.14).

(3.16) Emery a enfin montré (cela résulte de la formule d'Itd) que, si
Cz(F;G) est 1'espace des applications de classe C2 d'un espace vectoriel de
dimension finie F dans un autre G, nulles au temps O, muni de la topologie de
la convergence uniforme sur tout compact des fonctions et de leurs dérivées
d'ordre < 2, l'application (2,X)w= &(X) est continue de C2(F:,G)x I M(F) Qdans

¥ M(G) (ou #M(F) est 1'espace des semi-martingales a valeurs dans F). Ici
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il importe de distinguer le processus X, et la mesure dX : (X) n'a rien a voir
(20)

avec une image de dX par ¢, et Ito compare d(2(X)) et dX Ceci permet de
passer aux semi-martingales a valeurs dans une variété V. On ne peut plus alors
imposer Xo= 0, 0 n'ayant pas de sens pour une variété. Mais bien évidemment on
peut topologiser 1'espace des semi-martingales réelles ou vectorielles non né-
cessairement nulles au temps O par la somme directe LO(Q, ?.'O,A)@ .'f??(,

X = Xo+ (X - XO) ; on appellera encore sans danger, dans ce n? (3.16), ¥M
1'espace de toutes les semi-martingales, nulles ou non au temps 0. Alors on
déduit aisément du résultat d'Emery que, si C2(V;w) est 1'espace des applica-
tions C2 d'une variété V de classe C2 dans une autre W, et si on topologise
1'espace J7(V) des semi-martingales a valeurs dans V par un plongement de V
dans un espace vectoriel, (%,X)r 2(X) est continue de C2(V;W)x M(V) dans

J mw).

(3.17) Les espaces HP de semi-martingales, 0<p< +x (21).
p

Soit 1< p<+=. On appelle Hp(o,o,x,(’vt)tei ) = H? (ici M€ A _est
+

choisie) 1'espace des semi-martingales réelles X admettant une décomposition

X=V+M, oi V est & variation LP, (II(I IdVSI)p)l/p< +o, et ou M est
10, +=]

p faui s M e P p
¢ LP(Q,0,0\), équivalent a M € L". Cet espace H

1/2

©

une martingale Hp, [M,M]

est un Banach pour la norme

(3.18) x| = 1Inf (E ([ lav |)p+[M,M]°p°/2))1/p
HP  X=ViM 10, +] s

Remarquons que X¢€ #P est une semi-martingale spéciale, et la norme peut, a

une équivalence prés, se calculer sur la décomposition canonique X=V + M, ou

. a s (22)
V est prévisible. Le théoreme suivant est du a Marc Yor :
(3.19) Soit X une semi-martingale. Les trois propriétés suivantes sont

équivalentes (23)
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1) XxenP ;
2) Pour toute ¥ € BPré, (¢ *X)_¢€ P ;

(3.19.bis)
3) dX= ¥y est une mesure sur (J0,+=] xQ,Pré) a valeurs dans

LP,s,0).

On peut donc dire que HP est 1'espace des mesures sur (]0,+x] xQ,Pré)
a valeurs dans LP, adaptées et localisables (3.1). Bien entendu, le théoréme
du graphe fermé entraine que, sur Hp, les normes HP (3.18) et
Mes(]0,+=] x Q,Pré,LP), c-a-d.

(3.20) sup  (El(0ex) VP

PEBPré
llell =1

180l -

sont équivalentes.

Aucun théoreme analogue ne semble exister pour 0<p<1, et, pour
une martingale locale M, (E[M,MJg/z)l/p et (E(M*p»1/p ne semblent pas équi-
valentes. Si de tels espaces, pour 0<p<1, doivent jamais servir a cuelque-
chose, on peut imaginer que le plus utile sera 1'espace des semi-martingales
qui définissent des mesures sur (]0,+»] xQ,Pré) a valeurs dans LP(Q,0,1) (adap-
tées et localisables), muni de la p-norme (3.20). C'est un espace vectoriel
p-normé complet ; c'est lui qui mériterait le nom de KP (et ¥ 7 pourrait
s'appeler Ho). Mais c'est la une conjecture sans fondement réel actuellement,

et peut étre sans intérét.

§ 4. SEMI-MARTINGALES FORMELLES

Résumé du 4. Ce § est au § 3 ce qu'est le § 2 au § 1 ; il est la partie
la plus importante de cet article. (4.1), page 40, introduit 1'espace Pré I

des semi-martingales formelles, module (pour 1'intégration stochastique) sur
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sur la tribu prévisible Pré. (4.1 bis), p. 40, en étudie les sous-modules :

Pré?, PréM, Pré”C, PréMc. (4.2),p. 42, définit 1'arrét aun temps T, (4.3),p.42 ,les
discontinuités d'une semi-martingale formelle. On en déduit un théoreme nou-
veau : (4.5), page 43 , toute semi-martingale formelle accessible est somme
d'une maniére unique, d'un processus a variation fini formel accessible et
d'une martingale locale continue formelle ; ce théoreme n'a sans doute pas
d'équivalent pour des semi-martingales vraies. (4.6), page 44 , donne 1'appli-
cation aux intégrales stochastiques ; hk 'Xk, signalée dans .1'Introduction.
(4.7), page 44 , donne la composantek;%, la semi-martihgale arrétée XT, le pro-
cessus croissant formel [X,X]. Et (4.8), page 45 , étudie les semi-martingales
formelles wP.

Ce paragraphe est tres court ; parce que tout a été préparé pour

lui. On pourrait, a la rigueur, ne lire que lui !

(4.1) Avec les notations du § 3, ¥ M est un sous-BPré-module de Mes, on

peut donc former Pré I, qui sera 1'espace des semi-martingales formelles

(voir § 2). Ici seule existe.la mesure formelle ux ou dX, le processus X
n'existe pas (exactement comme, sur R, une mesure réelle formelle n'a pas de
primitive). Mais nous continuerons a employer X sans danger, en sachant seule-

ment cue ce n'est pas un processus, et que X n'a pas de sens (sauf Xo= 0).

t
On peut dire qu'une mesure semi-martingale formelle est une mesure formelle
€ Pré Mes, adaptée et localisable : si f est dX-intégrable et portée par
Jo,t] xQ, ux(f) est Q?t-mesurable, et, si f est dX-intégrable, et portée par
Jo,+=] xQ, ux(f) et f* X sont portées par Q' ; ou encore, il existe Yy prévi-
sible bornée > O telle que Vux, encore notée vy * X, soit une semi-martingale,

i.e. une mesure adaptée et localisable. Notons que By est équivalente a Yoy

donc admet une mesure > O équivalente (3.6 bis).

(4.1 bis) On a ensuite, pour les divers sous-BPré-modules N de fﬂh des espa-
ces Pré M =FPré ®ppre T o

Pré 7, espace des processus a variation finie formels, avec les sous-espaces
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Pré v¢, Pre vPrE 3 et Pré ¥ a une notion de suites convergentes, plus fine

que PréI7 ;

. . . 9C
Pré M, espace des martingales formelles, avec son sous-espace Pré M ; etc.

Et Pré I M=Pré V+Pré M, Pré 7 =Pré v o rPré 7. Aucun théoréme de graphe
fermé ne permet de dire ici qu'il s'agisse d'une somme directe topologique,
mais c'est visible directement. Supposons que Xn=Vn+ Mn tende vers O dans
Pré IMC. Soit v >0 bornée telle que les v ¢ Xn soient des semi-martingales
vraies, et convergent vers O dans I 7. Alors leurs décompositions sont
Yy ® Xn =y e Vn +y e Mn , donc Yy ¢ Vn et y o Mn convergent vers O respectivement
dans 7 et dans M (qui ont les topologies induites par ¥ M%), et par suite
V, et M dans Pré 7 et Pré 7M°. Par rapport a une semi-martingale formelle X,
on peut parler d'ensemble dX-négligeable ou dX-mesurable de ]0,+»] xQ, de
fonction f dX-mesurable, (ux):(f) existe pour f >0, par rapport a des jauges
Ja pour un choix de A€ A ; on peut parler de f dX-intégrable, f est dX-intégra-
ble ssi elle est dX-mesurable et (ux):( I£]) < +» pour tout a, (L® est un C-espace,
(1.8 ter)); pour f prévisible, cela veut dire que, pour toute ¥ prévisible
bornée telle que |9l < |fl, ¢ est aX-intégrable, et que Sup J ((PeX) )<+
veBPre  * ®
lel<lgl
pour tout a,ou que les (¢ o X)u° y 9€BPré, |9l <f, forment une partie bornée de
E=1L° ;3 f est dX-intégrable ssi f ¢+ X est une vraie semi-martingale.
Puisque ¥ 7 est fermé dans Mes, Pré ¥MNMes= TN ; puisque ¥C, .ypré, me,
I7C sont fermés dans IM, Pré YCNFM=7C, Pré YPTENPM-UYPTE pre 2WE NIM=27E
(2.6). Par contre, on a vu (3.9 bis) que ¥ et M ne sont pas fermés dans 7 ;
et on a Pré Tn.’fmim, Pré 7ﬂﬂ37/(2 M : si V est un processus a variation finie,
f une fonction prévisible dV-intégrable telle que f *V ne soit pas a variation
finie, foeVEPré YNIN et £V ; si M est une martingale locale, f une fonction

prévisible dM-intégrable telle que f * M ne soit pas une martingale locale,
feMePré MNPMet £ M.

On peut aussi considérer ]iBPré—module :f’/’lsp des semi-martingales

spéciales, somme directe vP*e oM. Alors Pré 377(sp= Pré YP' o Pré M (c'est bien

une somme directe, autrement dit la décomposition X=V + M reste unique ; car,
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si V+M=0, on trouvera Y >0 prévisible bornée dV- et dM-intégrable, alors
pré

YeVi+yeM=0, vy oVEV " y eMEM, donc y*V=0, y *eM=0, donc V=0, M=0.
Mai ' é ¢ I R4 ;

ais fmsp n'est pas fermé dans IMm, et Pré mspﬂ fm:ﬁ) msp ; par exemple,
si M est une martingale formelle, semi-martingale vraie mais non martingale
locale, M€ Pré McPré fmsp s et M€ PM, cependant MZ fmsp , car sa décompo-
sition canonique est O+ M, et MZM). En fait, c'est bien ce raisonnement qu'on
a fait pour démontrer (3.14) : si X est une semi-martingale spéciale, X=V+M;
alors, si f est dX-intégrable, f * X est une semi-martingale spéciale formelle,
feX=feV+feM; si elle est une vraie semi-martingale spéciale, sa décompo~
sition canonique est la méme, par l'unicité, donc f est dV- et dM-intégrable,

feV est un processus a variation finie, et f *M est une martingale.

(4.2) Si T est un temps d'arrét, X XT est une application Pré-linéaire

(séquentiellement) continue de Pré P M dans Pré FM ; 1'image est Pré -"’77(’1‘,

1'espace des semi-martingales formelles arrétée en T, associé au sous-BPré-
module fmT de Im, ou de celles pour lesquelles ]T,+»] est négligeable.
T

On peut d'ailleurs aussi arréter en T_, et XrX " est Pré-linéaire continue

de Pré M sur Pré PM 7, espace des semi-martingales formelles arrétées en T .

(4.3) Soit X une semi-martingale. On peut parler de ses sauts, définis a un

ensemble A-négligeable pres, et qui sont contenus dans une réunion dénombra-

ble de graphes de temps d'arrét ; on distingue alors les sauts accessibles et
les sauts inacessibles. On peut donc en faire autant pour une semi-martingale

formelle X : on choisit y prévisible bornée > O dX-intégrable, et on posera

(4.4) AX =L alyex) .
s YS S

C'est évidemment indépendant du choix de Y ; faisons une fois ce raisonnement,

nous ne répeterons en général plus. Si y' est une autre fonction analogue,
Y'

' -

——1, Aly's X) :—1' A=y o X) :l'- =5 Ay * X) - L A(y *X) . Et on peut parler

Ys s Ys Y s YS Ys s Y s

de sauts accessibles et de sauts inaccessibles de X.
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I1 n'y a pas de sens immédiat a dire que ¥ AX2< +o ps. Mais, si (Ak)kEJN est
s

une suite de parties prévisibles dX-intégrables, croissante et de réunion
]0,+2] xQ, < sz<+oo pour tout k ; si Y >0 est prévisible dX-intégrable,
s€A
k

hN Y: AX§< +o 3 on pourra dire que I Axi est formellement fini. Par contre, en
s s
général % IAXSI n'est pas formellement fini.

s

(4.5) Voici cependant un résultat étrange. On sait que toute semi-martin-

gale prévisible est spéciale, et PP -UP M, et de méme eré FWPTE -

Pre YPTe g pre 7S 3y pour X semi-martingale prévisible, T IAXSI < +o ps. Mais
s
supposons X semi-martingale formelle n'ayant que des discontinuités accessibles.

I1 existe une suite (Tk)kE]N de temps d'arrét (non partout définis) prévisibles
disjoints, qui épuise ses sauts. Alors, si V =X 1 , c'est une semi-
k Tk tsz
martingale accessible, et ¥ Yy est une mesure formelle (puisque les Yy sont
k k k

portées par des ensembles disjoints), adaptée localisable , définissant un
processus de sauts accessible formel vo qu'on peut écrire dVO:E dV;: y ou

B =2 W, ; autrement dit, £ |aX_| est formellement fini, et VO= 1§ aX_.

o] s s

\' k k s s<e

Alors X= T AXS+ Z, Z semi-martingale continue formelle, admettant donc la
s<e

décomposition usuelle VE+ M, VSePré ¥, MePré m°. En posant VO +ve=v,
V€ Pré race ; en particulier X=V+M est accessible, et inversement une semi-martin-

gale formelle accessible n'a que des discontinuités accessibles. D'ou une décom-

acc

position en somme directe Pré P 7 =Pré Y2°®apPrée M©. [Clest bien une somme

directe : une martingale locale continue a variation finie est nulle, c'est

donc vrai aussi en formel.] Mais, méme si X€ P7M est une semi-martingale vraie,

(36), VerreT?cS, Merre M,

sa décomposition X=V + M est en général formelle
Pour des espaces avec suites convergentes et sans topologie, pas question
d'appliquer un théoreme du graphe fermé ; la décomposition de Pré P MPCC en
somme directe est algébrique, peut-étre pas topologique. Supposons que Xn

P acc c . 0C
converge vers O dans Pré J7M H Xn: Mn converge vers O dans Pré M , donc
aussi Vn dans 7, mais rien ne dit que V converge vers O dans Pré 7, plus

fin que Pré 7M. Je ne le pense pas.

Soit X une semi-martingale formelle accessible spéciale : elle a deux décom-
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vV, €Pré race, M, € Pré M, et X=V_+M

positions canoniques, X= V1 +M 9 X

1’
V2€ Pré Tpre, M2€ Pré M. Elles ne co¥ncident pas en général. Soit par exemple

T un temps d'arrét prévisible, & une variable aléatoire intégrable € °CT ,

£ T

E(%/ ‘BT )=0, et soit X= 1t2T $ ; X est une semi-martingale vraie,

T 1]

accessible et spéciale, a variation finie et martingale non prévisible. Alors

V=X, M =0; V,=0, M,=X.

(4.6) Un exemple d'application a des intégrales stochastiques vectorielles.

Soient X une semi-martingale a valeurs dans un espace vectoriel E de
: s s s ’ s Iy hd *
dimension finie, J un processus prévisible a valeurs dans son dual E . Quel

sens donnera-t-on a 1'intégrale stochastique J°* X, (J -X)t=f (JSIdX ) o ?

Jo,t] SELE

On peut prendre des coordonnées, E= RN, et dire que c'est Y J, ¢ Xk, mais il

k
k=1
faut évidemment dépasser le cas ou chaque Jk est ka—intégrable. I1 n'est pas
N
nécessaire de se creuser beaucoup les méninges : J*X= T Jk . Xk existe tou-
k=1

jours comme semi-martingale formelle, et on dira que J est dX-intégrable, si
le résultat J ¢ X (indépendant du choix de la base, par calcul formel) est une

semi-martingale (21).

(4.7) 11 existe donc une application Pré-linéaire (séquentiellement) conti-

nue X X® de Pré ¥ M dans Pré M© (nous 1'avons déja vu a (4.5)) et une Pré-
bilinéaire (séquentiellement) continue (X,Y)r [X,Y] de Pré PMxPré PN dans
Pré V. Par exemple, pour définir [X,Y], on prend y> O prévisible bornée dX- et
dY-intégrable, et on pose [X,Y] =L2 [y X,y *Y] ; [X,Y] est un processus a va-
riation finie formel. [Faisons encore une fois le raisonnement complet qui
montre que c'est indépendant du choix de Y. Soit y' une autre fonction analo-

) )
gue. Puisque Y est dX-intégrable, et aussi Y' =YT Y o, %— est d(y * X)-intégrable,

L 1 L}
et Y"X:L'(Y’x)- Alors 12-[v'-x,y'-Y]= 120[Y—-(Y-X),V—-(Y-Y)]=
Y ] ' Y Y
Y Y
1 v'2 1 .
=— 5 [y e X,y * Y] (3.13) = = [y * X,y » Y]. Tous les raisonnements sont
\'A Y Y

de ce type !] Tout processus a variation finie est somme unique
d'un processus de sauts et d'un processus a variation finie con-

tinu 3 donc on a la méme décomposition unique pour un
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processus a variation finie formelle, et [X,Y]= ¥ AX AYS+<XC,YC> ; I est
S<e s<e
un processus de sauts formel ; T n'a pas de sens ; mais il existe une suite
s<t

(Ak)kEIN croissante de parties prévisibles, de réunion ]0,+»] xQ, et

Z 40X AY a un sens comme vrai processus de sauts, £ est défini pour tout
s<e s 8 s<t
sEAk sEAk
tout t. Et <Xc,Yc>€'lfc. Ensuite [X,X] est un processus croissant formel
€ Pré+ 7"+ y définissant sur (]O,+o] xQ,Pré) une mesure non bornée "positive",

dont la valeur sur tout ensemble B prévisible est un élément de LO(Q,O,A;I—!+),

une fonction A-mesurable > O, finie ou non.

(4.8) Une semi-martingale X sera dite formellement HP (1sp<+») s'il

existe v prévisible bornée > 0 telle que y * X€ uP (24). Une semi-martingale

localement HP est formellement HP ; si en effet (Tn)n€N est une suite crois-
sante de temps d'arrét convergeant stationnairement vers 40, Toz 0, telle que

: . . n . .
chaque semi-martingale arrétée X soit Hp, et si nous posons

Tn+1”—1

=y = <
Y=y =1AY I|x dans ]Tn’Tn+1J’ Y, constantes > 0, % Y, <+=, alors

n
- Tn+1 Tn
veX=35v (X -X ), et |lv x| pSIZYy<+= I1y a donc identité entre semi-
n H n

martingales localement HP formelles et semi-martingales yP formelles ; leur
espace pourra étre noté Pré HP. Une semi-martingale est localement I!l, rappe-
lons-le, ssi elle est spéciale. On sait que X€ Hxljoc ssi il existe une suite
(Tn)nEIN de temps d'arrét, tendant stationnairement vers +o, telle gue, pour

tout temps d'arret T, AX € LP. Supposons en effet cette condition réali-

T/\Tn
sée; alors X est spéciale, soit X=V + M sa décomposition canonique. Soit
(1T') une suite croissante de temps d'arrét, tendant stationnairement vers
n neEN T T

n PN s P n . P
+o, Tr'ls’l‘n, telle que V soit a variation bornée, et M martingale, bornée

dans [O,Tl'l[ . Alors AXT, € Lp, donc AV est bornée et AM,, € LP 3 finalement
n
T'

n P P
X "€EH" et erloc

T! T!
n n

Alors X€ Pré HP ssi il existe Y prévisible > O bornée, et (Tn)ne croissante,

N

tendant stationnairement vers +e, telle que, pour tout temps d'arrét T,

p ' . .
YTATn AXT ATnE L" (rappelons que les sauts d'une semi martingale formelle
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sont bien définis). Il pourra arriver que X soit une semi-martingale vraie,

non localement Hp, mais formellement HP ; par exemple, pour p=1, non spéciale,
mais formellement spéciale ; dans ce dernier cas, elle a une décomposition
unique X=V + M, V€ Pré .y,pré (mais non nécessairement € vpré)’ M€ Pré M (mais

non nécessairement € 7). C'est ce qui a été vu a (4.1 bis).

§ 5. INTEGRALE STOCHASTIQUE OPTIONNELLE PAR RAPPORT A

Résumé du § 5. Quand une semi-martingale est continue, elle integre aussi les
fonctions optionnelles ; on peut remplacer la tribu prévisible Pré par la tri-
bu optionnelle Opt. (5.1), page 47, caractérise la mesure associée a une
semi-martingale continue sur la tribu optionnelle. Ceci passe évidemment aux

semi-martingales formelles continues ; tout est évident.

(5.0) On peut considérer une semi-martingale continue X comme une mesu-
re i& sur la tribu optionnelle Opt, ixe Mes(]0,+o] xQ, Opt, L°(Q,0,A)). [Si on
travaille sur un intervalle stochastique [S,T], au lieu de [0,+=], avec des
semi-martingales continues nulles X en S, il n'y a aucune modification, puis-
qu'elles se prolongent en semi-martingale X continues sur i; X, nulles sur
[0,S8], arrétées en T. Tous les résultats de ce § sont donc valables, avec ces
modifications évidentes.] Il ne s'agit pas la d'un prolongement de Lebesgue

de la restriction p, de 1L, a la tribu prévisible : si X est continue, la
X X P

Px
mesure qu'elle définit pour la tribu prévisible, le graphe d'un temps d'arrét
inacessible ne sera pas en général ux-négligeable ni méme ux—mesurable. I1
s'agit ¢'un prolongerment d'une autre nature, en posant, pour ¢ optionnelle,

H¢”m:;1, ﬁk(¢)= ux(wpre), u 9PT€ est la projection prévisible de @, ou plus

généralement E&(¢): ux(¢'), ou ¢' est n'importe quelle fonction prévisible
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bornée, co¥ncidant avec ¢ sauf sur un ensemble a coupes dénombrables [parce
est prévisible portée par un ensemble prévisible a coupes dénom-

brables, donc ne chargeant pas dX].

Proposition (5.1) : Pour que p¢€ Mes(]0,+o] x Q,0pt,L°) soit la mesure ﬁk asso-

ciée a une semi-martingale continue X, il faut et il suffit qu'elle vérifie

les propriétés suivantes (voir (3.1))

(

1) elle est adaptée ;

2) elle est localisable ;

(5.2) § 3) elle ne charge aucun graphe de temps d'arrét ;

4) sa restriction a Pré est la mesure définie par une semi-martin-

L gale continue.

Démonstration : Nous avons montré dans S [1] (25) gue les conditions étaient
nécessaires. Pour la suffisance, 3 et 4 entrainent le résultat. En effet, soit
1 une mesure vérifiant 3 et 4. Sa restriction a Pré est supposée &tre par 4),ux,
X semi-martingale continue ; alors Yy possede un prolongement EX comme ci-
dessus, et nous devons montrer que Ixz u. Mais, si ¥ € BOpt, Hx($)= ux(mpré)’

et ¢-—¢pré est portée par une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét,

donc, par 3, u(®) = n(9PTe) o px(¢pre): E&(¢), cqfad.

Remarque : 1 et 2 ne sont mis que pour mémoire, puisque 3 et 4 suffisent.

On pourrait espérer en fait que 1, 2, 3, suffisent ;3 il n'en est rien. Consi-

pré

T ou T est un temps d'arrét

dérons la mesure } suivante sur Opt : p(®) =@
inaccessible. Sa restriction a la tribu prévisible Pré est By o ou V= l{tzT}
est un processus croissant adapté discontinu ; elle est définie comme By oo
mais avec V discontinue ! Bien évidemment p est adaptée, c-a-d. vérifie la

condition 1). Ensuite 1 ne charge aucun graphe de temps d'arrét T inaccessi-

ble ; soit en effet ¢ portée par T et optionnelle bornée ; pour tout

temps d'arrét prévisible S, ¢§re est 1'espérance conditionnelle de ¢S pour
la tribu Ty , mais ¢g=0, donc wls’r": 0 ; ©PF® &tant prévisible, par le
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, s . pré - pré .
théoreme des sections, ¢ = 0, donc uv(‘P) = 'uv(‘P ) = 0. Mais 1 ne charge non
plus aucun graphe de temps d'arrét prévisible T ; car si ¢ est optionnelle bor-
. . pré . . pré
née portée par ce graphe, ¢ est aussi portée par ce graphe, donc ¢T =0,
uv(‘Ppre) = 0. Donc p vérifie la condition 3. Il est moins clair qu'elle vé-
rifie 2. Montrons que c'est vrai dans le cas particulier suivant : Q= [0,+],
O = tribu borélienne, A=classe de la mesure de Lebesgue ; 'Ct est, dans [0,t],
la tribu A-mesurable, et, dans Jt,+»], la tribu engendrée par la tribu grossie-
re {#,]t,+=]} et les parties A-négligeables. Alors T, application identique
de I_!-+ , T(w) =w, est un temps d'arrét inaccessible (et c'est d'ailleurs le

) (26)

seul . Une fonction ¢ est optionnelle si et seulement si elle est dans
0®6A (i.e. A-mesurable) et A-ps. indépendante de w dans {(t,w);w>t} ; elle
est prévisible si et seulement si elle est A-mesurable, et A-ps. indépendante
de w dans {mzt}. La projection prévisible (ppré de ¢ optionnelle (quelle gue
soit A€ A) est ¢pré=¢ dans C{w= t}, et <Ppré(w,w) =9(w,w+d), pour A-presque
tout 6> 0. Supposons ¢ optionnelle portée par l_2+ xQ'y Q'cQ. Soit

o=1Inf{w; Jw,+*]cQ' ps.} ; alors Jo,+»]cQ' A-ps., mais, pour tout o' <0,
[o',0]N CQ' est de mesure extérieure > O. Aloi‘s ‘ppré est portée, a priori,
par (l_!"+ xQ')UA, ou A est la diagonale de i+ xﬁ+ . Mais, si @pré(m.w)lo,
cela veut dire que ?(w,w+6) £ 0 pour A-presgue tout 5> 0, donc w20 ; et alors
A-presque tout w pour lequel ‘Ppré(w,w);é 0 est dans Q'. Donc ‘Ppré est portée
par l_1+ x(' a un ensemble A-négligeable pres, donc uv(‘Ppré) est portée par Q',
1 est localisable, condition 2. Ainsi u vérifie 1, 2, 3, mais pas 4, V admet
un saut unité sur le graphe de T.

De toute fagon, les conditions (1,2,3,4) font de I 7 un sous-espace
vectoriel fermé de Mes(]0,+»] xQ2, Opt, L°) ; et, sur ¥ 7, la topologie indui-
te par Mes(]0,+x] xQ, 3pt, L%) et par Mes(]0O,+»]xQ, Pré, L®) co¥ncident, car si
¢ € Bopt ||9|| <1, on a ¢PTé ¢ Bpre, ||¢p’"é||ms 1. Donc tout ce qui a été dit sur
fﬁlc, 7’c, aux §§ 3, 4, subsiste completement, en remplagant partout la tribu
prévisible par la tribu optionnelle ; et on continuera a écrire dX, ¥y s Ppour

la mesure définie par X sur la tribu optionnelle, a la place de -ﬁx.
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§ 6. LOCALISATION DES SEMI-MARTINGALES FORMELLES SUR

Résumé du § 6. On a défini dans S [1] les équivalences de semi-martingales
sur des ouverts A de ﬁ; xQ0; on va faire de méme ici pour les semi-martingales
formelles - (6.1), page 50, donne la définition, puis quelques propriétés. La
proposition (6.3 ter), page 51, est toute nouvelle, elle n'a pas d'équivalent
pour les semi-martingales vraies, et c'est la clef de nombreuses propriétés
intéressantes. Par exemple, (6.4), page 52, aurait normalement di figurer
dans S [1], mais arrive en fait naturellement ici. Alors (6.4 ter), page 53,
est tres intéressant : une semi-martingale sur i; xQ , continue sur A, est
équivalente sur A a une semi-martingale formelle partout continue ; ce qui
permettra, sur A, d'intégrer par rapport a elle des processus optionnels.
(6.5), page 54, définit suivant P.A. Meyer les semi-martingales dans 1'ouvert
A ; (6.5 bis) et (6.5 ter), page 55, en rappelle des propriétés importantes.
(6.5 guinto), page 56 , les étend aux variétés de classe c2. (6.6 bis),

page 58, définit 1'équivalence sur A d'un processus défini seulement sur A,
et d'une semi-martingale formelle. (6.6 ter), page 58 , est un théoreme utile.
Et (6.7), page 59 , étend (6.4 ter) aux semi-martingales dans A ; on applique
ensuite a des intégrales stochastiques de fonctions optionnelles. (6.12)
traite des semi-martingales formelles localement bornées. Ce sont (6.4 ter)

et (6.7) et leurs conséquences qui donneront les meilleures applications des
semi-martingales formelles a 1'intégration de processus cotangents d'ordre 2
par rapport a des semi-martingales continues sur des variétés, et aux équations
différentielles stochastiques sur les variétés (article ultérieur).

Dans les §§ 3, 4, 5, les semi-martingales étaient considérées sur
ia_xﬂ , ou sur [S,T], S et T temps d'arrét, S<T ; elles étaient supposées
nulles au temps O, ou au temps S. Ici on considerera des semi-martingales
sur un ensemble A, généralement ouvert, de ﬁ; xQ1, et on ne leur imposera évi-

demment aucune concition de ce genre pour le temps O ! Elles seront encore
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supposées a valeurs vectorielles, sauf a (6.5 quarto et quinto).

(6-1) Soit A un ouvert de ﬁ; xQ . On _dit que X 0, X semi-martingale for-
A

melle, s'il existe Y prévisible bornée > 0, telle que vy * X soit une semi-mar-

tingale vraie, équivalente a O sur A ; c'est alors vrai aussi de f ¢ X, pour

toute f prévisible dX-intégrable (parce que f ’X=:$-'(V e X), é d(y » X)-intégra-
ble). En choisissant une fois pour toutes Y dX-intégrable, on voit qu'il existe
un plus grand ouvert d'équivalence de X a O, et qu'il est optionnel. Les diver-
ses propriétés des §§ 3, 4 de S [1]) se transportent aussitdt au cas formel :
si X est continue, X. O ssi A est dX-négligeable ; il existe un plus grand

A

ouvert d'équivalence de X a une martingale continue formelle , et il est

optionnel, etc.

(6.2) Si X est une vraie semi-martingale, équivalente sur A a une martin-
gale locale continue formelle, elle est aussi équivalente sur A a une vraie
martingale locale continue, a savoir x€.

Si X est une vraie semi-martingale continue, équivalente sur A a un processus
a variation fini continu formel, elle est aussi équivalente a un processus a

c (27)_

variation finie continu vrai, a savoir X=X-X Le résultat ne subsiste

sans doute pas si X n'est pas continue, car alors X n'est pas nécessairement
a variation finie, et n'est pas continue. Tout aussi tristement, une vraie semi-
martingale, continue sur A, équivalente,sur A, a une semi-martingale continue

formelle, n'est pas nécessairement équivalente a une semi-martingale continue

vraie ; voir (6.4 ter) (un contre-exemple a été donné par Stricker).

(6.3) Une semi-martingale continue formelle X est équivalente sur A ouvert

optionnel a une vraie semi-martingale continue, ssi A est dX-intégrable.

(6.3 bis) L'équivalence des semi-martingales sur un ouvert A est conservée

(Y )

sont deux suites de semi-mar-
nEN '’ n'nEN’

par_passage a la limite : si (Xn)

tingales formelles, convergeant vers X, Y dans Pré > m, et si XnA-Yn sur A
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ouvert de ]_{+ xQ , alors X~ Y sur A. Il suffit de le voir pour des semi-martin-
gales vraies. Or on peut extraire des suites partielles, que nous noterons

- - -V
encore Xn, Yn, pour lesquelles 1:Seuig_ l(()(rl Yn) (x ))t' converge vers O
+

A-ps., d'ou le résultat.

Proposition (6.3 ter) : Soient A un ouvert de §+ xQ , (An)nEIN une suite

d'ouverts optionnels recouvrant A, (xn)nE]N une suite de semi-martingales

continues formelles, Xm~Xn sur AnAmﬂAn . Alors il existe une semi-martinga-

le continue formelle X, unique a une équivalence prés sur A, équivalente a Xn

sur AﬂAn, pour tout n. On peut la définir par

(6.3 quarto) X =1, ¢X +1 e X + ...+ 1

e X + ...
A o AI\A 1 Ak\Ak_1\. .. \A k

o

Démonstration : Les intégrales de (6.3 quarto) ont un sens, puisque les Xk

sont continues et les Ak optionnels. La série est une somme de semi-martinga-

les continues formelles, dont les mesures associées sont portées par des par-
ties optionnelles disjointes, donc cette somme définit une mesure formelle

LeEoOpt Mes(ﬂ+ xQ, Opt, Lo) , et, si SN est la somme T » Bg converge vers
0O<n<N N

v dans Opt Mes pour Ne +o, par (2.5). Comme Opt I 7 est fermé dans Opt Mes,

W= g, X semi-martingale continue formelle. Montrons que XNXn sur AﬂAn .
Nous devons utiliser un lemme : si A, B, sont deux ouverts de §+ xQ , B option-
nel, si Y est une semi-martingale continue formelle, si Y~ O sur ANB, alors

1B' Y._0. [C'est vrai si Y est un processus V a variation finie, car on peut
A
alors raisonner pour tout w, et A(w) est alors dV(w)-mesurable ; V est locale-

ment constant sur AN B, donc 1B°V aussi, donc 1B *V ne charge pas ANB ; mais

il ne charge pas non plus CB, donc il ne charge pas A, donc 1B *V~ 0. C'est

A
aussi vrai si Y est une martingale locale continue M, car alors <M,M> _ 0,
ANB
donc 1B-<M,M>~0, donc IB' M~ 0. C'est donc vrai pour Y€ .'fWZc, donc aussi

A A
- c
trivialement pour YE€opt ¥ M°.] On a

1 (1, ¢X ) ; et d'apres ce que nous venons
AV N CRRV Vs S WAV A PR VU WY
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de voir, puisque XkNXn sur AﬂAnﬂA 1, Xk~ 1

1A 'Xn sur Al']An, donc

k Ak
X sur ANA_ . Donc
n n

o

1 e X

AN\ AT T~ T\

N
S ~ r 1 X =1 X ~ X
- A \A . A -\A n U A n n
ANA_ k=0 k k-1 0<k<N k AﬂAn

=

des que N> n. L'équivalence des semi-martingales étant conservée par passage
a la limite (6.3 bis), X. Xn sur AﬂAn . Donc X répond bien a la question.

L'unicité de X a une équivalence prés résulte de (6.1).

Remarque : Méme si toutes les Xn sont des semi-martingales vraies, X est en

général seulement formelle (voir Remarque aprés (6.4 ter)).
Voici maintenant deux propriétés qui auraient di figurer dans S [1] :

Corollaire (6.4) : 1) Soient X un processus défini_sur un ouvert A de

R xQ , (A) une suite finie d'ouverts optionnels recouvrant A.
+ n n=0,1,...,N

Si X est équivalent sur chaque AﬂAn a une semi-martingale continue, il 1'est
aussi sur A.

2) Soit (A)) une suite d'ouverts optionnels recou-
—— "n nEN

vrant l_2+ x(Q - Si _un processus X sur §+ xQ est, sur chaque An , éguivalent a

une semi-martingale continue, et si Xo est 'Go—mesurable, X est une semi-

martingale continue.

Démonstration : 1) On reprend le résultat précédent, mais avec une suite
finie : sur AnAn , X est équivalent a une semi-martingale continue vraie Xn N
donc Xm.\.)(,.,)(n sur AﬂAmﬂAn 5 la semi-martingale continue formelle X de
(6.3 quarto) est alors une semi-martingale continue vraie, puis
X o~ Xn ~ Y, donc X~Y.

ANA ANA A

n n N

2) Soit Ty le temps ce sortie de U A . D'apres 1), X est équi-

n=0
valent a une semi-martingale continue sur cette réunion, donc sur [O,TN[ ,

donc, X étant "Co—mesurable, X est égal a une semi-martingale continue sur



465

53

[O,Tn[, donc sur [O,TN] par continuité, donc sur R xQ.

Corollaire (6.4 bis) : Soient X une semi-martingale formelle, A un ouvert de

R xQ , (A) une suite d'ouverts recouvrant A. Si, dans chaque ANA , X
+ n néEN - n

est équivalent a une semi-martingale continue formelle, soit Xn, elle 1'est

aussi sur A.

Démonstration : On peut remplacer An par le plus grand ouvert d'équivalence
de X et de Xn, donc le supposer optionnel. Sur A(WAnf\Am, XmN,XN,Xn, donc il

existe X semi-martingale continue formelle,i ~ Xn par (6.3 ter). Alors
ANA
n

X ~~ Xn ~~ X, donc, par réunion dénombrable, X~ X.
AﬂAn AﬂAn A

Remarque : Si X est une vraie semi-martingale, et si, sur chaque A{]An, elle
est équivalente a une vraie semi-martingale continue, il se peut qu'elle soit
seulement, sur A, équivalente a une semi-martingale continue formelle X. Voir

(6.4 ter).

Corollaire (6.4 ter) : Soient X une semi-martingale formelle, A un ouvert de

ﬁ; xQ . Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1) X est continue sur A ;

2) X est équivalente, sur A, a une semi-martingale continue formelle.

Donc il existe un plus grand ouvert d'équivalence de X a une semi-martingale

continue formelle, et il est optionnel : c'est 1'intérieur de 1'ensemble option-

nel des points de continuité de X.

Remarque : Ce corollaire sera généralisé a (6.7).

Démonstration : On peut toujours supposer X semi-martingale vraie. 2)= 1) est
trivial, montrons 1)= 2). Quitte a remplacer A par 1l'intérieur de 1'ensemble
des points de continuité de X, on peut le supposer optionnel, et X°= 0. Suppo-

sons d'abord A=]S,T[, S et T temps d'arrét, T a valeurs dans [0,+=], S<T.
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Alors

T
S - S
1[0’T[(x- x”) + 1{t2T} 1{T>S}(XT_- xs) = 1{T>S}(x -X)

est une semi-martingale, nulle dans [0,S], arrétée en T_. Elle est continue,
sauf peut-étre en T ; mais en T , 1la premiere semi-martingale vaut
}(XT -X.), la deuxieme O, tandis qu'en T la premiere vaut O et la deu-

lr>s s

xieme 1[T>S}(XT - XS) ;3 donc c'est une semi-martingale continue ; et elle est
équivalente a X—dans Js,T[ . Le résultat est aussi vrai dans [S,T[ ou [S,T]
pour T < +o, non nécessairement ouvert.

Prenons maintenant A ouvert optionnel quelconque. Il est réunion
d'intervalles stochastiques [s,S[, s€ Q+, S temps de sortie de A postérieur
a s, a valeurs dans [s,+*] ; |s,S[ est 1'intérieur de [s,S[ dans i; . Dans
chacun de ces intervalles, nous venons de voir que X est équivalente a une

semi-martingale continue, et on applique (6.4 bis).

Remarque : Méme si X est une semi-martingale vraie, continue sur A, elle
n'est pas nécessairement équivalente sur A a une semi-martingale continue
vraie (Stricker m'a communiqué un contre-exemple). Il n'existe donc pas de
plus grand ouvert d'équivalence de X a une semi-martingale continue vraie

il existe une semi-martingale X et une suite (An)nEN d'ouverts de réunion A,
telle que X soit, dans chaque An’ équivalente a une semi-martingale continue
vraie, mais dans A seulement équivalente a une semi-martingale continue for-

melle.

Définition (6.5) : Soit A un ensemble arbitraire de ﬁ; xQ , X un _processus

sur A, a valeurs dans une variété V de classe c2. X est dit restriction a A

de semi-martingale, s'il admet un prolongement a i; x{), qui est une semi-mar-

tingale.

La tribu optionnelle de A (regle générale pour la tribu induite sur A par la

tribu optionnelle de ﬁ; x(1) est 1'intersection avec A de la tribu optionnelle
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de R+ X2 . Alors une fonction sur A, a valeurs dans un espace lusinien, est

optionnelle si elle est restriction a A d'une fonction optionnelle sur

i+ %Q (28)_

(29)

Un processus X réel sur A est appelé une semi-martingale dans A , s'il est

optionnel,et s'il existe une suite (An) d'ouverts recouvrant A, telle que,

nENN

dans chaque A[‘]An, X soit restriction d'une semi-martingale Xn . Les An peuvent

étre choisis optionnels si A est ouvert ; si en effet X est restriction a A de

X défini partout et optionnel, et si Ar'1 est le plus grand ouvert d'égrlité de

>

et Xn, AnAr'lDAﬂAn , et Al'1 est optionnel. C'est encore vrai dans certains A
non ouverts, par exemple un ouvert relatif A d'un intervalle stochastique [S,T],
S et T temps d'arrét, S<T, parce qu'on peut d'abord remplacer X et Xn par les
processus respectivement égaux a O sur [0,S[ , X et Xn dans [S,T[ , YT et

(xn)T dans [T,+®], et si alors Al est défini de la méme maniere pour ces pro-
cessus transformés, ils sont encore optionnels ; et AnAr'lDAnAn . Il est auto-

matique que si (An) est une suite d'ouverts recouvrant A, et si X, proces-

nelN
sus sur A, est optionnel sur A et semi-martingale dans chaque AﬂAn , 11 est

semi-martingale dans A. Si A= §+ xQ , on retrouve les semi-martingales sur

i+x0 , par la proposition (2.4) de S [1].

(6.5 bis) Si A=[S,T], S et T temps d'arrét, S<T, et si X est semi-martinga-
(30)

le dans A, il est restriction de semi-martingale

(6.5 ter) Si A=[S,T[, S et T temps d'arrét, S<T, et si X est semi-martin-

de temps d'arrét,

gale dans A, il existe une suite croissante (Tn)nel\l

SsTnsT, tendant vers T, telle que, dans chaque [S,Tn[ s X soit restriction

de semi-martingale (30) .

(6.5 quarto) Si X est un processus défini sur A a valeurs dans une variété V,

il est dit semi-martingale si, pour toute ¥ réelle c? sur V, ¢(X) est semi-

martingale. Si alors # est une application C2 de V dans une variété W, 2(X)

est aussi une semi-martingale. Supposons V plongée dans un espace vectoriel E;
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X est une semi-martingale si et seulement si, d'une part il est restriction
d'un processus optionnel sur l_2+ x(Q a valeurs dans V (V est lusinienne !), et
si d'autre part il existe une suite (An)nE]\l d'ouverts recouvrant A telle que,
dans chaque An s X soit restriction d'une semi-martingale Xn a valeurs dans E;

on voudrait bien que ce soit a valeurs dans V :

Proposition (6.5 quinto) : Soit X un processus sur un ouvert relatif A de

[s,T], S, T temps d'arrét, S<T, a valeurs dans une sous-variété V' (non néces-

sairement fermée) d'une variété V. On suppose en outre que, pour tout

(t,w) € A,t>S(w), X(t yw) €V' (ce qui est toujours réalisé si V' est fermée ou

X continue). Si X est semi-martingale a valeurs dans V, il l'est a valeurs dans

V', et il existe une suite (A ) d'ouverts recouvrant A, telle que, dans

n nEN

chaque AﬂAn s X soit restriction d'une semi-martingale a valeurs dans V'.

En particulier, pour un tel A, si X est une semi-martingale dans A a valeurs

dans une variété V, il existe une suite (An)nEN d'ouverts recouvrant A, dans

chacun desquels il est restriction d'une semi-martingale a valeurs dans V. Si

A=[S,T], X est restriction a A d'une semi-martingale a valeurs dans V ; si

A=[S,T[, il existe (Tn) §<T =T, tendant vers T, telle que, dans cha-

nEN’

que [S,Tn[ , X soit restriction d'une semi-martingale a valeurs dans V.

Démonstration : Bornons-nous a A .ouvert. Plongeons V comme sous-variété fer-
mée d'un espace vectoriel E 3 V' est sous-variété de E, et X semi-martingale a
valeurs dans E ; ce qui revient a faire la démonstration avec V=E. Soit

(An)nEN une suite d'ouverts recouvrant A telle que, dans chaque ANA , X

soit restriction d'une semi-martingale Xn a valeurs dans E. Nous supposerons Xn
égale a un élément fixe de V' dans [0,S[, et a X;Il‘ dans [S,+®], c-a-d. arrétée

en T. Soit (Km)me une suite croissante de compacts épuisant V'. Soit s€ (l+ .

N

Soit S (c'est abusivement qu'on écrit S , on devrait 1'écrire S (s))
n,m n,m n,m

le temps de sortie > s de K du processus X , a valeurs dans [s,+®] (Sn m:E
o

si X est dans K dans [s,+©]). C'est un temps d'arrét. Nous appellerons

Is,8 m[ 1'intérieur de [s,S_ [ ; c'est ]s,Srl m[ , sauf pour s=0, ou c'est
, 1

n n,m
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(on devrait dire X ) la semi-martingale égale
Ryl, 8 (s )
a une constante de K, dans [0,s[ xQ et dans [s,+=] x{Sn n= s}, et a Xn m,m -
1

[O,Sn’m(O)[ . Appelons xn,m

dans [s,+»] x {Sn n> s} (ce sont 3 ensembles semi-martingales) ; elle prend ses
1

n,m

valeurs dans K (parce que nous avons mis X et non X ™™) compact de V',

(31)

donc c'est une semi-martingale a valeurs dans V ; or X= Xn= Xn m dans

]
ANA N 'S’sn,m[ - I1 reste a voir que les ANA N ls,Sn’m[ v S€EQ, nmEN,
qui sont des ouverts relatifs de A, recouvrent A ; car alors, si A; n.m est un
Lk ]
ouvert de ]_l+ xQ , dont 1l'intersection avec A est AﬂAnﬂ ls,Sn m[ » X sera dans
b

ANA' la restriction d'une semi-martingale X a valeurs dans V'. Soit
S,n,m n,m
(t,w) € A, et supposons d'abord t différent des nombres 0, S(w), T(w), +=. Puis-
que Xn(t_,m)=X(t_,w) et Xn(t,w)zx(t,m), ils sont dans V', et il existe m tel
que Km soit un voisinage de ces deux points dans V'. Puisque X est cadlag, il
existe s rationnel <t et t'>t tel que, dans [S,t'], Xn(w)= X(w)EKm, donc
S (s)(w)2t', et (t,w)€ls,S [NANA . Il reste a examiner les cas parti-
n,m n,m n
culiers. Soit t=0. On prendra K voisinage de X(0,0) = xn(o,w) seulement ; on
remplace s<t par s=0 ; on trouvera un t'> 0 tel que X(w) =Xn(w)E K dans
[0,t'] si T(w) >0, et, si T(w)=0, on prendra t'=+», en se rappelant que Xn
est arrétée en T donc qu'alors Xn(w) = Xn(O,m) = X(0,w) € Km dans [0,+»] donc dans
ce cas S (0)(w)=%= ; on aura alors S (0)(w)2t', et
n,m n,m
(0,w) € [O,Sn m(O)[ﬂAﬂAn- Soit ensuite t=S(yw), 0<t<+=. On chosit K, comme
A
dans le cas général ; on prend s=0, en se rappelant que Xn est une constante
dans [0,S[ , cette constante est Xn(t_,w)e Km 3 puis t'>t tel que
Xn(w) = X(w) € K, dans [t;t'] si T(w)>S(w), et, si T(w)=S(w), t' = +o comme plus
haut ; ici encore S_ (0)(w)=2t', et (t,w)€[0,S (0)[NANA . Soit ensuite
n,m n,m n
s=T(w) < +o, S(p) <T(w) ; on choisit K, comme dans le cas général ; on prend s
comme dans le cas général, et t' = +» comme ci-dessus ; on a encore
Sn’m(s)(w) 2t', et (T(w),w)E€ ls,Sn,m[nAﬂAn. I1 reste t=+». On choisit K
comme dans le cas général, s aussi si S(w) <+», et, si S(w)=+», s=0 convient ;
alors Sn,m(S)("’) =ro, et (+2,0) € ls,Sn,m[ NANA_ .

(30)

Les énoncés finaux résulteront alors des références de ou les

résultats sont valables pour une variété.
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(6.6) Rappelons qu'on peut parler d'équivalence sur A ouvert de deux pro-
cessus a valeurs vectorielles , ou de deux semi-martingales formelles, mais

pas en général d'un processus et d'une semi-martingale formelle. Cependant :

Définition (6.6 bis) : Soient A un ouvert de i; xQ, X un processus sur A,

Y une semi-martingale formelle, toutes deux a valeurs vectorielles. On dit que

X~ Y, s'il existe une suite (A ) d'ouverts recouvrant A, tels que, sur
A n ' neEN —_—

chaque Ar]An, X soit équivalent a une semi-martingale vraie Xn! équivalente

é_Y. Si X' est un autre processus, Y' une autre semi-martingale formelle, si
X.Y et X'~ Y, alors X.X' ; si X~Y et X~¥', alors Y~Y' ; si X~X', ¥Y~Y',

A A A A A A A A
alors X..Y & X' Y' ; et si, dans un sous-ouvert A' de A, X est restriction
d'une s:;i—mart;;gale vraie, ou si Y est une semi-martingale vraie, alors
X ~ Y au sens antérieur.

'

! Soient X un processus sur A, Y une semi-martingale formelle. On sup-
pose qu'il existe une suite (An)n€N d'ouverts recouvrant A, telle que, dans
chaque A(WAn, X soit équivalent a une semi-martingale Xn. Alors il existe
un plus grand sous-ouvert d'équivalence de X et de Y ; si A est optionnel, il
est optionnel. Si en effet A; est le plus grand ouvert d'équivalence de Xn et
Y, qui est optionnel, le plus grand ouvert cherché est U Ar]AA.

n

Les hypothéses que nous avons faites 1la sur X ont 1'air d'étre beau-

coup plus générales que 1'hypothese "X est une semi-martingale dans A" . Mais :

Proposition (6.6 ter) : Soit X restriction a A d'un processus optionnel X.

Supposons qu'il existe une suite (An)nGN d'ouverts tels que, dans Ar}An, X

soit équivalente a une semi-martingale Xn- Alors X est une semi-martingale

dans A (32).

Démonstration : Soit s€ Q+, et soit Sn le temps de sortie 2 s de Ar]An,
pris a valeurs dans [s,:;] (ce n'est pas un temps d'arrét, An n'est pas suppo-

sé optionnel). Dans [s,S [, X~ X , donc X=X +C , C processus constant ; ce
n n n n n !
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processus constant peut étre étendu en C,=X,-X  dans [sy+»], et une cons-
i)

tante arbitraire dans [0,s[ ; alors En est une semi-martingale. Donc X = xn+En

dans |s,S [, intérieur de [s,S [, et U Is,S[ = A.
n n n
neEN
sEQ
+
Proposition (6.7) : Soient A un ouvert de ﬁ+ xQ, X une semi-martingale dans

A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) X est continue sur A (nous dirons que X est, dans A, une semi-martin-

gale continue) ;

2) X est équivalente sur A a une semi-martingale continue formelle X

définie sur R+ xQ .

Démonstration : 2= 1 trivialement, montrons 1 = 2.

Soit (An)nGN une suite d'ouverts sur chacun desquels X est restric-
tion d'une semi-martingale Xn ;3 X étant optionnel dans A, on peut supposer les
An optionnels ; xn est continue sur AﬂAn donc équivalente sur AnAn a une

semi-martingale continue formelle Yn , par (6.4 ter). Mais Ym~xn~xn~xn sur
AﬂAmnAn . Donc, par (6.3 ter), il existe une semi-martingale continue for-

melle _)E, Y"'Yn"" an X sur AﬂAn pour tout n, donc X~ X sur A.

Remarque : Si alors X est semi-martingale dans A, il existe un plus grand
sous-ouverts A' d'équivalence a une semi-martingale continue formelle, c'est
1'intérieur de 1'ensemble des points de continuité de X' ; si A est optionnel,
il est optionnel [X est optionnel sur A optionnel. Le processus X_ : t—')(t N
égal a (Xn)t sur An optionnel, est optionnel sur An, donc sur A. Alors )

{x= X_}, ensemble des points de continuité dans A, est optionnel, et son inté-

rieur aussi].

(6.8) On peut définir beaucoup d'intégrales stochastiques. La seule dont
nous aurons besoin est la suivante. Soit X la classe d'équivalence sur A

d'une semi-martingale continue formelle X ; soit f la restriction a A d'une

fonction optionnelle f. Alors on pose f* X = classe d'équivalence sur A de
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?-; 3 elle ne dépend que de f et X, non de T et X . Ce n'est pas un processus
ni une semi-martingale formelle, mais seulement une classe d'équivalence sur
A de semi-martingales continues formelles. On a fe* (g *X)=fge*X.

Soit en particulier X une semi-martingale continue dans A, a valeurs dans E,
restriction d'un processus optionnel X 3 on a vu (6.7) que X est équivalente
sur A a une semi-martingale continue formelle ; Soit ¢ une application C2 de
E dans un espace vectoriel F. Alors 2(X) est semi-martingale continue dans A,
restriction d'un processus optionnel <P(i), donc aussi équivalente a une semi-
martingale continue formelle $(X) ; calculons-la. Soit (An)nGN recouvrant A,

tels gque X soit égale dans AnAn a une semi-martingale Xn , forcément ~ X.

Dans ANA_ ,
n

- p [ 1 ” c c
e(X) = X I~ ar (X ) o X 45 @M(X ) <X X >,

ou Xn est tr Xn t 3 les termes discontinus n'ont pas été mis j; ils sont ~0
]

- -

dans ANA_; ceci est équivalent a i'()(n ). X+% i:"(Xn) « <X%,X%> ; mais alors
on peut remplacer Xn par Xn, et Q'(Xn) par 8'(X), optionnel qui le prolonge.

Donc, dans ANA , et par conséquent dans A, &(X) est équivalente a
n
Ty e v, oan(s il Tl
(6.9) #(X) = Q'(X)0X+§§ (X) o X", X> .

D'aprés la définition (6.8) de 1'intégrale stochastique, cela pourra s'abréger

par la formule d'Ito usuelle,
(6.10) 8(X) = &' (X) e X+-% an(x) » <x,x%

ou X veut dire, dans ¥(X), &'(X), €"(X), la restriction de X, et dans &(X),

X, -<x°.x°> , la classe d'équivalence X. Il est donc a la fois X et X 3

c, <xc,x°> n'existent que comme classes Xc, <X

mais X c,xc>. Le plus intéressant
est, en fait, (6.9), qui donne &(X), a partir de X, X-

Bien entendu, si X prend ses valeurs dans un ouvert U de E, on peut
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choisir X a valeurs dans U ; mais X n'est qu'a valeurs dans E, et rien d'autre
n'aurait de sens ! On choisit des An , des Xn a valeurs dans U (6.5 guinto),

et il suffit alors que & soit définie et C2 de U dans F.

(6.11) Une semi-martingale continue formelle X définit une mesure Wy = dax
qui est toujours o-finie : il existe une suite (An)nGN de parties optionnelles

de §+ xQ , dX-intégrables. Nous dirons que dX est localement bornée s'il existe

dX-intégrables, c-a-d. tels que

. , .
une suite d'ouverts optionnels (An)nEN

1A eX soit une semi-martingale continue vraie [comparer a ceci : une mesure
n

de Radon sur R est non seulement o-finie, elle est localement bornée t] 5 et

que X est localement bornée sur un ouvert A de i+ xQ, s8'il existe une suite

(A) d'ouverts optionnels recouvrant A tels que 1 *X soit équivalente -

n ' nEN A

n
sur A a une semi-martingale continue vraie.

Voici alors une proposition évidente, et sans doute peu utile :

Proposition (6.12) : Soit X un processus sur A. Pour qu'il existe une suite

(An)nE]\l d'ouverts optionnels recouvrant A, telle que X soit, sur chaque

AﬂAn , équivalente a une semi-martingale continue Xn , il faut et il suffit

que X soit équivalente sur A a une semi-martingale formelle continue X, dX

localement bornée sur A.

Démonstration : Soit X admettant des A comme indiqués. Par (6.3 ter), et

la définition (6.6 bis), on construit X semi-martingale continue formelle ~X.
A
Mais, sur AnAn , X~ Xn semi-martingale continue vraie, donc 1 eXn1, o Xn

An A An

(voir démonstration de (6.3 ter)) semi-martingale continue vraie, dX est loca-
lement bornée sur A.

Inversement, soit X~Y, dX localement bornée sur A ; soit (A))
A n neEN

une suite d'ouverts optionnels recouvrant A, tels que 1 X Xn s semi-martin-

A
n A
gale continue vraie. Alors X ~~ X~ 1, ¢X ~ X .

ANA. AnA_ An apa M
n n n



474

62
Remarques : En conséquence, dans (6.4 ter), si X est continue sur A, elle y
est équivalente a une semi-martingale continue formelle Y, dX localement bor-
née sur A. On peut en effet prendre A optionnel, et la démonstration montre
que, dans chaque ]s,S[, X est équivalente a une semi-martingale continue vraie,
on peut donc appliquer (6.12). Il en est donc de méme dans (6.7) : chaque Yn
est localement bornée sur ArﬁAn 3 donc il existe une suite (A ) d'ouverts

n,m mEN

optionnels telle que chaque 1A 'i; soit équivalente sur Af]An a une semi-
n,m

martingale continue vraie X; s U A DA ; mais X ~— X_donc (voir dé-

,m n,m
m AnAn,m

n,
monstration de (6.3 ter)) 1, .Y“'1A .i;”'iA *X' =, semi-martingale
n,m A “n,m A “"n,m !

continue dX est localement bornée sur A.

§ 7. ESPACES STABLES DE SEMI-MARTINGALES CONTINUES FORMELLES

Résumé du § 7. La théorie des espaces stables se traite bien mieux en semi-
martingales formelles qu'en semi-martingales vraies. (7.1), page 63, en donne
la géfinition. (7.3), page 64, étend au formel des propriétés classiques des
espaces stables de martingales. Le principal résultat, qui donne 1'avantage
essentiel des semi-martingales formelles sur les martingales, est (7.4),

page 65, et (7.5), page 66 : tout sous-Opt-module de type fini de J M est

fermé, donc stable. La démonstration de ce théoreme existait déja, avec un

autre énoncé, bien plus compliqué ; ici 1'énoncé est devenu tres simple, avec
une démonstration analogue, mais simplifiée (1'intégrabilité n'y figure jamais,
puisqu'on travaille en formel). (7.6), page 68, étudie les espaces stables et
crochets-stables, qui seront utilisés sur les variétés (article ultérieur).
Dans ce §, semi-martingale (formelle) voudra dire semi-martingale
continue (formelle), et martingale (formelle) voudra dire martingale locale

continue (formelle).
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Définition (7.1) : Un sous-espace vectoriel de § ¢ (resp. Opt P M) est

dit stable, si c'est un sous-BOpt-module (resp. sous-Opt-module) fermé. Mon-

trons que celarevient a la définition de S [1] dans le cas de M. Soit N un

sous-BOpt-module fermé de n° ; il est stable par arrét, parce que

T L . . .
M = IJO,T] M ; il est stable par limite croissante d; temps d'arret (Tn)nEN

tendant stationnairement +o, car si M€ 77lc et si les M ™ sont dans N, M en est
la limite dans 7 donc MEM ; enfin mnm2 est fermé dans 77(2 parce que la topo-
logie de mz est plus fine que la topologie induite par Z’lc ; donc M est stable
dans W(c au sens de S [1]. Inversement soit % un sous-espace stable dans 7/(c

au sens de S [1] ; nous y avons vu gu'il est un sous-BOpt-module, il reste a
voir qu'il est fermé dans M°. Or, si (M) converge vers M dans 7°, il

n nEN

existe une suite (Tk)kEN croissante de temps d'arrét, convergeant stationnai-
T

T
rement vers +», et une suite partielle ﬁn , telles que l_‘i-nk converge vers M k

T T
dans mz, pour tout k ; si les Mn sont dans N, les ﬂnk aussi, donc M k aussi,

donc M aussi, et N est fermé dans W(c. Les deux définitions sont bien équiva-
lentes, mais celle-ci est bien plus légére ; et elle s'applique aussitot a

opt Mm° .

Définitions (7.2) : 1) On dit que deux processus a variation finie formels

V, W, sont orthogonaux si dV, dW, sont portés par deux ensembles optionnels

disjoints. En utilisant un multiplicateur vy, cela veut dire que y dV, y dW

sont disjoints. Quitte a changer A € A, de maniere a rendre f vy |av |
]09+°°J S s
et Y Idwsl intégrables, cela veut dire que les mesures réelles > 0
]0""“’] S
— . [1 -
sur (R+ xQ, Opt) : Pt EXJ st Yo |dVS|, Qe Ekf ‘Ps Y ldwsl, respec
JO,+°°] ]0,+m]

tivement équivalentes a dV, dW, sont disjointes j; ou que, pour A-presque tout
w, les mesures réelles formelles sur i+ , @V(w), dW(w), sont disjointes.

2) On dit que deux martingales formelles M, N, sont

orthogonales, si [M,N]=0.

3) On dit que deux semi-martingales formelles X=V + M,

Y=-W+ N, sont orthogonales , si V et W sont orthogonales, et M et N sont ortho-
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gonales. En particulier, 7 et M° sont orthogonaux.

Etudions maintenant 1'orthogonalité dans mnt .

) (33)

Proposition (7.3 : Soit X une partie de M€ (resp. Opt 7€) 3 son ortho-

gonal 1" dans M€ est stable, et K est le plus petit sous-espace stable con-

tenant X. Si % est stable, 7° (resp. Opt 7°) est somme directe orthogonale

R+ .

Si_M, N€ Opt M, [M,N] est de base [M,M], c-a-d. il existe D optionnel, unique

a un_ensemble dM-négligeable pres, tel que [M,N] =D+ [M,M] ; alors la projec-

tion orthogonale de N sur le sous-espace stable engendré par M est De N. On

écrit D= g[: : . Plus généralement, la projection orthogonale de N sur le
,

sous-espace stable engendrée par (M systeme de martingales for-

k)k:1,2,.--,m !

m d[N,M ]
melles orthogonales, est k§1ﬁm. Mk .

Démonstration : Tout est a peu prés évident, en se ramenant aux martingales

vraies. Par exemple, si Y > O borélienne bornée est dM et dN-intégable,

[MN] = S5o (v e [MND) = S5 [y o My o N)
Y Y
1 1 2
= —2—- (D e[y oM,y *M]) = —2' (De (v .[MQMJ))
Y Y
= De[MM] .
m d[N,Mk]
A la fin, k§1 Dk 3 Mk N Dk:E[W , est dans le sous-espace stable
m
engendré, et M- % Dk . Mk est orthogonale aux Mk donc au sous-espace stable
k=1
m
qu'elles engendrent, donc I Dk . Mk est bien la projection orthogonale de N.
k=1

Maintenant vient le résultat intéressant, qui montre la grande supériorité
des martingales formelles sur les martingales. Un sous-BOpt-module engendré

par une martingale MEZC n'est pas fermé dans M¢ (voir (2.6)) ; mais le sous-
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BOpt-module fermé et engendré par M, c-a-d. le sous-espace stable engendré,
est en tout cas 1l'ensemble des h* M, h dM-intégrable. Si les Mk’ k=1,2,...,m,

sont des martingales orthogonales, le sous-espace stable engendré dans mc est

n
1'ensemble de £ h_*M , h dM -intégrable. Mais, dans mc, ce résultat ne
kel k 'k k Tk
subsiste plus du tout si les MP ne sont plus orthogonales ;3 il y a des M du

m
sous-espace stable engendré qui ne peuvent pas s'écrire £ h M , h dM -
ket k k k k

intégrable. Mais nous allons voir, et c'est la 1l'intérét principal des martin-
gales formelles, que, si les Mk sont des martingales formelles, orthogonales

ou non, le sous-espace stable engendré dans Opt M® est 1'ensemble des
m
bX hk . Mk . Si donc Mg 7° est dans le sous-espace stable engendré dans ne
k=1 m
par des MkEEmc, on aura bien encore (mais pas de maniere unique) M= % h, -Mk,
k=1

mais hk ne sera pas en général dM -intégrable, h e Mk sera seulement une mar-

k k

tingale formelle. Ce sera vrai aussi pour des semi-martingales.

Proposition (7.4) : Tout sous-Gpt-module de type fini de 7° est engendré par

un_seul élément et fermé ; tout sous-Cpt-module de type fini de Opt 7 est

fermé. Si (xk)k=1,2,...,m sont tous des éléments de Opt ¥, ou tous de Opt 7°,
m
le sous-Opt-module stable engendré est 1'ensemble des T hk- Xk.
k=1
Démonstration : Prenons d'abord le cas de Opt ve. si Vl,Vz,...,VmE<}pt 7£,
et si V est le processus croissant formel W= % Idel, il existe oy option~-
k=1
A at - =L
nelle, partout égale a 1, telle que lde|..ak de, de..ak ldel, donc
m
av= ¢ oy de ; d'autre part ldel est majorée par dV, donc il existe Bk
k=1

optionnelle, lBkls 1, telle que dez Bk dV. Le sous-Opt-module engendré par
les Vk cof'ncide donc avec le sous-Opt-module engendré par V ; et on sait, par
(2.6), que tout sous-®-module de Mes(®R,8,E), engendré par un seul élément,
est fermé.

Passons au cas de mc. C'est évident si les M, sont orthogonales,

k
puisque, si M est dans le sous-espace stable engendré, (7.3) montre que
d[M,M,]
M= - - 9 N
i Dk- Mk, Dk arﬁ;:ﬁ;j Si les Mk sont quelconques, on forme son systeme

orthogonalisé de Schmidt (Nk)kzi,z,...,m :
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d[Mz,N1]
N‘I:M'l N N2:M2—W'Nl,...-.,
. d[Mk,Nl] . d[Mk,Nk_1] .
= - . - e — H
k k d N1,N1 1 d Nk—l’Nk-l k-1
donc Nk est dans le sous-Opt-module engendré par N1,N2,...,Nk_1, Mk’ donc par
récurrence le sous-Opt-module engendré par les Mk contient les Nk ; mais inver-
sement, Mk est dans le sous-Opt-module engendré par les N1’N2""'Nk-—1’Nk’ donc

le sous-Opt-module engendré par les Nk contient les Mk ; ces deux sous-Opt-

modules cofncident. Mais les Nk sont orthogonales, le sous-Opt-module qu'elles

engendrent est fermé.

Remarque : Il n'est pas inutile de voir en détail ce qui se passe pour m= 2,
c d[M2’Ml]
M1, M2, MEM « Alors N1=M1, N2:M2-—D-M1, D:m , D est dM1—1ntegra—

ble. Ensuite M:HI'N1+H°-N , H le—intégrable, H

o 1 sz-intégrable, donc

2

_ _ R . . _ ' p . it
M= (H1 DH2) M1+ H2 M2 H H1 DH2 n'est pas nécessairement dM1 intégrable,

H2 n'est pas nécessairement sz—intégrable.

Le résultat suivant est plus délicat :

Proposition (7.5) : Tout sous-Opt-module de type fini de ?fmc est fermé.

Le sous-Opt-module stable engendré par (X ) est 1'ensemble des in-
- k'k=1,2,...,m

tégrales stochastiques » h_*X , h_optionnelles.
ket k "k k

Ce résultat est di a Memin (34) (dans le cas tres semblable de semi-
martingales non nécessairement continues, avec des intégrales stochastiques
de fonctions prévisibles). La démonstration que nous donnons ici est calquée

sur celle de S [1], proposition (6.4), page 74.

Démonstration : Soient Y = ¥ h * X des semi-martingales formelles con-
———— no oo k,n k

vergeant vers Y dans Opt F 7. Posons X =V +M

KtM o V €0pt e, M,_€ Opt me.

/
/
/
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Comme Opt /o = Opt At Opt 7M®, somme directe topologique, Y=W+ N, les
m m
S h ¢V,  convergent vers W dans QOpt 'VC, les ¥ h * M convergent
k=1 k,n k ket k,n 'k

vers N dans Opt 7.

m m

Soit aVv= g lav, |, av= 5§ o av, ,
: k=1 k k=1 k k

D'apres (7.4), dW est dans le sous-module engendré par les V

av, = Bk dV (voir démonstration de (7.4)).

K W=peV ; en
outre, par (2.5), quitte a extraire une suite partielle, on peut supposer que
m

> h B, converge dV-pp. vers P pour n-+® ; quitte a remplacer B, et p
ko1 k,n "k k

par O sur un ensemble optionnel dV-négligeable, on peut supposer qu'il y a

convergence partout. Ensuite, d'apres (7.4) encore, N est dans le sous-Opt-

. Lo , , NP
module engendré par les M_; si (Mk)k=1,2,...,m est 1'orthogonalisé deé

m
i — ° ] [
Schmidt de (M), o . Mk_IE1 Pr,o * My M= = a

m m
Z h M = N h
k=1 KoP . ko =1

]

K.n Bk 2" M!', converge vers N= T o, ¢ Mi pour n=— +o .
2] b} _
c -t m 2
el,n ° M} converge vers O dans Opt M pour n-—+®, T ef:,n . [MI',’MI',]

Mais si I
- L=1

£=1

converge vers O dans Opt 'Vc, donc chaque 92 [M),M!'] aussi, et réciproquement ;
L.,n""L 74

quitte a extraire une suite partielle (2.5), on peut supposer que, pour tout
m
- . - ) - .
’ OL’n converge d“!, pp. vers 0. Donc k§1 hk,n Bk,.t converge dML pp. vers g,
pour tout £ =1,2,...,m ; quitte a remplacer Bk 4 et o, par O sur un ensemble
]

2

DMi—négligeable, on peut supposer que c'est partout. Nous voulons montrer

1 3 .
1'existence de (hk)k=1,2,...,m optionnelles, telles cue

m m m
P'V+£§1 Uz'Mizw-*N:Y:kfl hk’vk+k§1 hk'Mk
m m m
= (kfl h, B) -V+£§1 ( 51 h Bk,ll) oM,
m m
c-a-d. telles que k§1 Bk hk: p dV-pp., k§1 Bk,l hk = o, dM;-pp., £=1,2,...,m.

Nous le montrerons partout.

Considérons 1'application (gk)k—l 5 ml—~('l'],('f]l,l).‘.]_1 5 m) de R"™ dans
=1,4,- =ly2yeeey

A |

m+1 m m

R , définie par M= % Bk(t,w)gk, M= T By z(tv“”gk . Son image est fer-
k=1 k=1 ?

mée (espace de dimension finie !). Pour tout n, (T]n,('l']‘e n)fz—i o m)’ ou
, - , 9° "
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m m
'ﬂn= z Bk(t,w)hk,n(t,w), M o= E ak,l(t’w)hk,n(t’w) est dans 1'image, donc
k=1 ’ k=1

aussi sa limite pour no=, (p(t,w),(o,(t ). En outre, la recher-
) )

’w))£=1,2,-..,m
che, pour (n’(nl)lzl,z,...,m)’ de (gk)k=1,2,...,m’ est la résolution d'un sys-
téeme de m+1 équations linéaires a m inconnues ; quand il a une solution, elle
peut s'exprimer par des quotients de déterminants, elle peut donc s'exprimer
comme une fonction borélienne des données (voir S [1] , page 78) 3 ¢, o,

sont optionnelles, donc on peut choisir les h_optionnelles, cqfd.

k

Définition (7.6) : Un espace stable et crochet-stable t de semi-martingales

(formelles) est un espace stable, tel que X€®, Y€ R, implique [X,Y]€N.

Remarque : Si (xk)k)1,2,...,m sont de vraies semi-martingales, le sous-Opt-
module stable et crochet-stable engendré est donc le sous-Opt-module engendré

par les X, , et les [xi,xj] ; ou aussi par les X et les X.X_, par 1to,
J

k

X.X.=X, oX.+X.*X, +[X, ,X.] . Il contient alors aussi toutes les
1] 1 J J 1 1]

cp(xi,x

- 2
2,...,Xm)—‘P()(1’0,...,)(I“’0) par Ito, © de classe C°.

Proposition (7.7) : Si M est stable et crochet-stable, X€ R implique Xcem,

;em ; donc = (RNOpt ¥)& (NN Opt 7€), somme directe topologique.

Démonstration : On peut écrire V=De¢[M,M] +V', D optionnelle d[M,M]-intégra-
ble, dV' et d[M,M] portées par des ensembles optionnels (et méme prévisibles)
disjoints. Mais [X,X]=[M,M]€ R, donc D+ [M,M]€N . Soit a« la fonction carac-
téristique d'un ensemble optionnel d[M,M]-négligeable, donc dM-négligeable, et
portant dV'. Alors a * X€ N, mais a * X=V' donc V' €N, donc VEN et par suite

MeRn.
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On trouvera une étude de ces mesures, pour E Banach, dans Dunford-

Schwartz [1],

Bien que Erik Thomas [1], [2], n'ait étudié que des mesures de Radon, il

1'a fait dans [2] pour E arbitraire, et certains de ses résultats, que

nous citerons plus loin, sont nouveaux et importants, aussi pour des

mesures abstraites. Récemment, K. Bichteler [1] a étudié les mesures abs-

. . o
traites a valeurs dans E non localement convexe, par exemple E= L, exac-

tement pour les appliquer aux semi-martingales.

(2)2age 5.

1 semble gue, pour E métrisable non localement convexe, tous les

auteurs antérieurs aient utilisé la métrique plutot que les jauges. Comme

je le signale, c'est désavantageux, parce que la distance a l'origine

n'est pas positivement homogene, d(0,Rx) £ IR| 4(0,x), et qu'elle est sou-

vent bernée. Par exemple, pour un espace E = L°(Q,0,A), A probabilité, la

distance usuelle d(0,f) ="E(|f| A1) est bornée par 1.

(3)2age 10.

(1.9)

(4)2359 10.

(5)2a5e 11.

(2.1)

(G)Bage 11.

(7)Ea5e 24.

(S)Ease 25.

sf1],

(g)gage 27.

Alors

9

,

Voir Erik Thomas [1], théoreme (1.22), page 74, et [2], théoreme
page 14.

Voir Lindenstrauss-Tzafriri, [1], proposition 2.e.4, page 98.

Voir Erik Thomas [1], théoréme (4.7), page 125, et [2], corollaire

page 27.
L. Schwartz [2].
La présente étude est aussi celle qu'a faite K. Bichteler [1].

M[1], théoreme 33, page 311, et Note (*), page 313 ; cité dans

Note (4), page 9.

L'un des résultats entraine 1'autre. Soit T = Inf{te€ ﬁ;;|¢n(t)lze}-

A{Sup(‘Pn'X)t|>€}s7\{|(‘9n°X)T l2e}=a{l(o 1

: ! n ]O,Tn] 'X)m| 2¢el.
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1]0 T ] converge vers O en restant bornée en module par 1, donc
9
n

la derniere quantité tend vers O, donc aussi la premiere.

(10)Eage 27.

(11)Eage 27.

(12)Eage 27.

Voir S[1], proposition (3.2), page 17.
Voir J. Jacod [1], théoreme (7.24), page 224.

Voir P.A. Meyer [2]. Article cde P.A. Meyer : Caractérisation des

semi-martingales, d'apres Dellacherie, pages (620-623).

(13)Eage 28.

(14)Bage 28.

(IS)Eage 29.

(16)2a5e 29.

(17)gage 31.

(IS)EaEe 31.

(19)2age 33.

J. Pellaumail [1].

C'est précisément ce que fait K. Bichteler [1].
Voir J. Jacod [1], chapitre IX.

J. Jacod [1], théoreme (7.42), page 235.

Voir Dunford-Schwartz [1], IV, 10.5, page 321.
Théoreme di a Maurey [1].

Pour tout ce qui concerne la topologie d'Emery sur 3Wh voir

Emery [1].

(zo)gage 38.

On peut écrire toute semi-martingale X comme somme d'un processus
P

de sauts, épuisant tous les sauts de module < 1, et d'une semi-martingale

a sauts bornés en module par 1, donc spéciale.

(21)Bage 38.

C'est aussi Emery [1] qui a introduit les espaces HP de semi-

martingales.

(22)Eage 38.

(23)Eage 38.

(24)285e 45.

(25)page 47.

(26)2age 48.

63, et

(27)2age 50.

écrite

Voir Emery [1], proposition 4.

Voir Marc Yor [1].

Pour les espaces HP de semi-martingales, voir Emery [1].
Voir S[1], (3.7), page 24.

Cet exemple est étudié dans C. Dellacherie [1], ch. IV, 52, page

ch. V, 55, page 122.

Dans S[1], la décomposition canonique d'une semi-martingale est

X= qu-Xc, x€ partie martingale locale continue ou compensée, Xd
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compensateur, que j'ai eu tort d'appeler 'partie purement discontinue',
puisqu'elle peut étre un processus a variation finie continu. L'écriture

généralement adoptée semble &tre X=X+ X° .

(28)Eage 55. C'est une propriété générale : si Ac, si f est une fonction sur

A a valeurs dans F lusinien, mesurakle pour GN A, elle est prolongeable
en T sur 2, O-mesurable. C'est en effet évident si F= N, car

f_1{n} = Anz Aﬂﬁn ’ SDnE ©, et on peut supposer les Qn deux a deux disjoin-
tes ; on prend T=n sur Dn , =0 sur c Uf)n- Soit ensuite F=[0,1]. On
sait alors que f est limite d'une suitne croissante (fn)nEIN de fonctions
sur A, ANQO-mesurables, chacune ne prenant qu'un nombre fini de valeurs;
fn admet un prolongement ?n O-mesurable sur O, et on prend T- Sup ?n .
Enfin F lusinien arbitraire est toujours, en tant qu'ensemble m:ni d'une
tribu, isomorphe a une partie borélienne F de [0,1] ; on peut prolonger

f en f, O-mesurable, a valeurs dans [0,1] ; on prend T=T sur ?-’1(13‘)60,

= a€F sur ?’1(6 F).

(29)page 55. Cette définition est due a P.A. Meyer [3].

(so)gage 55. (6.5 bis) est dii a P.A. Meyer et moi, (6.5 ter) a Stricker. Voir

S[1], Note (5), page 10, et P.A. Meyer [3] "Sur un résultat de L. Schwartz",
pages 102-1C3, et Stricker [1].

(31)2age 57. S[1], lemme (2.1), page 8.

(32)2356 58. Théoreme di a P.A.Meyer, a paraltre dans Advances in Math.

(Ss)nage 64. Ces résultats se trouvent un peu partout dans le cas des semi-

martingales vraies. Voir S[1], § 6, et J. Jacod [1], chapitre IV.

(34)Eage 66. Memin [1], théoreme (V.4), page 36.

(SS)EaEe 37. Voir P.A. Meyer [1].

(36)2359 43. Voici un contre-exemple tres simple, dii a Stricker. Soit (Mn)nEi‘l-

une martingale a temps discret, indexée par N=-INU [+m}. Si on pose
Xt= Mn pour n<t<n+1, n€ IN; on obtient une martingale X sur l_l+ xQ,

accessible, purement discontinue (xX®=0). Si 1'on a X=V+ M, V a varia-
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tion finie, M martingale locale continue, on a nécessairement

claX =5 1av |<+o 5 or c'est £ [|aM | 3 il n'est pas en général fini,
s s ="""n
s s nEN

c'est seulement I _ |AHn|2 qui est fini. La décomposition en somme direc-
neEN

te est ici X=X+ 0€ Pré Y2 g Pré ch, parce que ¥ |AM | est formellement
n

fini. C'est aussi une semi-martingale spéciale, avec la décomposition

X=0+Xec?7Peqn.
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