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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

LES RALENTISSEMENTS EN THEORIE GENERALE DES PROCESSUS

par Christophe Stricker

Ce travail s'inspire d'un article de P.A.Meyer [2], qui montre que
tout processus de Markov droit peut &tre transformé par ralentissement
en un processus de Hunt, c'est & dire un processus droit dont la famil-
le de tribus naturelle est quasi-continue & gauche. Notre but sera de
prouver un résultat analogue en théorie générale des processus, autre-
ment dit de supprimer les temps de discontinuité d'une filtration au
moyen d'un ralentissement convenable,

Une premiére rédaction de ce travail a été considérablement modifiée
3 la suite de discussions avec P.A.Meyer. C'est en particulier & la sui-
te de ces discussions que nous avons été amenés i séparer les deux éta-
pes d'"enrichissement" et de "ralentissement", qui se présentaient en-
semble dans le cas markovien,

Voici le résultat final :

THEOREME, Soit (Q, F ,P) un espace probabilisé complet muni d'une flltra—
tion (F ) satlsfalsant aux conditions habituelles. On suppose que L (F )
est separable, et que g est assez riche pour qu'il existe une v.a. dif-

fuse indépendante de Em . 11 existe alors sur O

1) Une filtration (gt), satisfaisant aux conditions habituelles et qua-

si-continue & gauche,

2) Un changement de temps (Gt) de cette famille tel gue oo=0 s 04=0

)
> t-s pour s<t ( ¢ est une accélération du temps ),

Tels que la famille de tribus gt = H, contienne Et , et que pour
toute v.a. YeL'(F ) on ait E[Ylgt]=E[Y|gt]=th , ob 2,=B[Y|E]

L'énoncé est présentd ici sous la forme qui semble la plus utile,
mais la démonstration ne procéde pas dans cet ordre., Elle est assez pé-
nible, bien que le principe en soit trés simple : on commence par isoler
les temps de discontinuité de la famille (Et), sous forme d'une suite
de temps prévisibles disjoints T « En chacun des Tn , on adjoint une
variable aléatoire S indépendante de F , les S étant en outre indé-
pendantes entre elles. Cette opération etant falte, on a "enrichi" (F ),
et 1'on vérifie que les martingales/(g ) sont restées des martlngales
pour la nouvelle famille, Puis on décide a8 chacun des instants Tn d'im-
mobiliser le déroulement du temps pour une durée égale 3 Sn’ ce qui a
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pour effet de faire disparaltre la discontinuité prévisible en cet ins-
tant ; la famille ainsi "ralentie" est la famille (gt) de 1l'énoncé, et
l'accélération o est le changement de temps inverse du ralentissement.
La difficulté consiste & écrire proprement cette "immobilisation du
temps" , et en particulier 4 veiller ( l'ensemble des instants Tn pou~-
vant étre partout dense ) & ce que le temps continue tout de méme &
s'écouler.

PREMIERE ETAPE , ISOLEMENT DES TEMPS D'ARRET Tn.

L'espace 1! (F ) étant séparable, nous choisissons une suite de v.a.
M dense dans cet espace, et nous construisons les martingales continues

a droite M% = E[Milgt]. Nous énumérons tous les sauts de la martingale
(M%) en une suite de temps d'arrét Uij .

Dtaprds [D], III,39-41 (p. 57 )}, chaque Uij se décompose en une par-
tie accessible vij et une partie totalement inaccessible, qui ne nous
intéresse pas. Nous pouvons recouvrir le graphe de Vij au moyen d'une
suite de graphes de temps d'arrét prévisibles wijk . L'ensemble aléa-
toire prévisible D=Uijk[IwijkD peut alors se représenter comme réunion

dénombrable de graphes prévisibles disjoints ETnB . Les Tn constituent
la suite cherchée :

LEMME 1, Si S est un temps d'arrét prévisible dont le graphe ne rencon-
tre pas D, on a F=Fy .

DEMONSTRATION, I1 suffit de vérifier que toute martingale Mt=E[MGJIEt]
est continue & l'instant S. D'aprés 1'inégalité de Doob

AP{ sup, }Mt-M%| >} < BlMtm|]

et la densité de l'ensemble des M dans L1 i1 suffit de vérifier que
toute martingale (M ) est continue a 1'1nstant S. Or [8] ne rencontre as
la réunion des graphes des sauts totalement inaccessibles de Mt , Puisque
S est prévisible, ni la réunion des graphes des sauts accessibles de Mi,
puisque celle-ci est contenue dans D. 0

SECONDE ETAPE, CONSTRUCTION DE (Qt) PAR ENRICHISSEMENT DE (Et).

Puisque QO contient une tribu indépendante de zoo’ et sur laquelle la
loi induite par P est sans atomes, QO contient en fait toute une suite de
Vea, Sn , indépendantes entre elles et indépendantes de zoo’ admettant
chacune une loi diffuse., L'enrichissement de la famille consiste & ajou-
ter 3 ce que l'on sait la connaissance de la valeur Sn(w), 3 partir de
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1'instant T (w). La loi de la v.a. S importe peu, car le remplacement

de Sn par ¢osn , OU ¢ est une bijection de B sur B , ne changerait rien
aux tribus ainsi construites.,

DEFINITION, La tribu gf est engendrée par gt et par les v.a. SnI{T <
bour Oss<t, ngk. [ Voir la Note en derniére page, aprés la biblioggzphie].

Ces tribus croissent manifestement avec t et avec k, et contiennent
zt . En particulier, EO contenant tous les ensembles P-négligeables, il
en est de méme de g% .

Nous commengons par étudier le pas élémentaire, c'est & dire la for-
mation de gt par adjonction de So 3 l'instant To . Ensuite, on procéde-

ra par récurrence, g% remplagant gt et §$+1 remplagant gg . Nous écrivons

3,T au lieu de SO,TO et gt au lieu de gg ( ne pas confondre ces nota-
tions abrégées avec les tribus définitives gt , qui seront introduites
plus loin ),

LEMME 2, Une v,a., Y est mesurable/gt si et seulement si elle peut s'écri-

re UI{t<T}+VI{tle’ ou U est mesurable/gt et V mesurable/g(S)Vgt.

DEMONSTRATION, Les v.a. de la forme indiquée sont manifestement les fonc-
tions mesurables par rapport & une tribu gg, qui contient gt ( prendre

= - o i

U=V Et mesurable ), Montrons que gt < gt . 91 U est mes/gt, UI{t<T}

1'est aussi, et donc est mes/gt . Pour vérifier que VI{tle est mes/gt
lorsque V est mes/g(S)Vgt , 11 suffit de considérer séparément le cas
ou V est mes/g,G , qui se traite comme celui de UIit<T} ci~dessus, et le
cas ol V=a(S), a étant borélienne sur B, Or T est un temps d'arrét de
(gt), S est Gp-mesurable ( c'est le saut en T du processus adapté SIE?TP
donc a(S)I{TSt} est mes/G, . -
Pour montrer qu'on a inversement gt c g% y 11 suffit de vérifier que
pour tout s<t la v.a. SI{saT} est mes/g% . Ou encore, comme elle s'écrit

VI{t>T] avec V=SI{s>T}' que SI | est mes/T(S)VE, . Or c'est évident,

{sxT
car § est mes/T(S) et I{s>T} est mes/Fy . |

LEMME 3, Soit Y€L1(£a>)’ et soit Yt la martingale continue 3 droite
E[Y|£t]- Soit ¢ une fonction borélienne bornée sur R et soit y=E[c(3)].
Alors on a

BLe(8)Y]G ] = i Ty np + ¢(S)TiTgpony -

(S et Eoo étant indépendantes, il suffit en fait que c(S) soit intégrable)
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DEMONSTRATION, Notons Zt le second membre, qui est mes/gt. I1 nous suf-

fit de vérifier que si:U est une v.a. bornée mes/gt , 81 V est une v.a.
bornée mes/g(s)vgt, on a

Elc(S)YUI
Elc(S)YVI

fper}d = EDVEUT 0 3] s

{tZT!] E[c(S)YtVI{tzT} ]

La premiére égali%é est conséquence ae 1'indépendance de S et de goo’
qui permet de remplacer c(S) par Y du cdté gauche., Pour la seconde, il
suffit de traiter le cas ol V est de la forme a(S)W, avec W mes/gt,

et c'est alors le méme raisonnement. ]

COROLLAIRE, La famille de tribus (gt) est continue & droite,

DEMONSTRATION, La martingale Zt ci-dessus est continue 3 droite, donc
on a aussi Zt=E[c(S)Y|§t+]. Par un raisonnement de classes monotones,

on en déduit que l'ensemble des v.a. Z€L1(§a)) telles que E[Zlgt] =
E[Ztlgt+] P.S. est L1(§00) tout entier. Mais alors, prenant Z mes/gt+,
on volt que tout élément de gt+ est égal p.s. & un élément de gt’ Comme
gt contient tous les ensembles P-négligeables, on a gt=§t+' ]

LEMME 4, a) Toute martingale/(zt) est encore une martingale/(gt).
b) Tout temps d'arrét R de (gt), totalement inaccessible/(gt), est en—

core totalement inaccessible/(gt).

c) Soit (Mt) une martingale uniformément intégrablg/(gt), et soit R un

temps d'arrét de (&), accessible et >0, tel que My # Mp_ p.s. sur {R<a.
Alors on a [RI <D = Hﬁinﬂ ( autrement dit, D contient encore tous les
temps de discontinuité pour la famille (G,) ).

DEMONSTRATION, a) résulte aussitdt du lemme 3, Pour b), nous posons At=
I{tzR} , Processus croissant intégrable dont le compensateur prévisible

(B,) par rapport & (F,) est continu ( puisque R est totalement inacces-
t =t

gible ). Le processus A-B est une martingale/(gt), donc une martingale
/(gt)’ donc B est aussi le compensateur prévisible de A pour (gt). Comme

B est continu, R est totalement inaccessible/(G.).

Passons a c). Avec les notations du lemme 3, supposons d'abord que
(Mt) soit de la forme E[Yc(S)lgt]. Alors les sauts de (Mt) sont T et les
sauts de (Yt)‘ Nous pouvons donc les énumérer en une suite Ui de temps
d'arrét de (gt), que nous décomposons par rapport & (gt) en leurs par-
ties accessibles Vi et totalement inaccessibles Wi . D'aprés b),‘les Wi
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sont encore totalement inaccessibles /(Qt) , et 1'on a donc [R]c y EVi],
= i

ensemble contenu dans D puisque la réunion des graphes de sauts accessi-
bles de (Yt) l'est, et que [T <D .

c) s'étend alors 3 une combinaison lindaire de martingales du type
précédent. Pour passer au cas général, nous approchons (Mt) par de tel-

les combinaisons linéaires (M?), de telle sorte que E[IMOO—Mﬁ)I]S o,

D'aprds 1'inégalité de Doob, les trajectoires M%(w) convergent p.s.
vers M (w), uniformément sur [0, ]. On applique alors le résultat pré-

cédent 2 R, , ol A€ est 1'ensemble {Mﬁ £ ME_} , et on fait tendre n
vers 1l'infini, i

Aprés ce pas élémentaire, nous revenons aux vraies notations : SO,
0 . .
Ty » Gt » et nous raisonnons par récurrence, comme nous l'avons dit au

début. Nous posons gt =¥ g% . Le lemme 4 nous donne aussitdt les résul-
tats suivants :
k+1

- Toute martingale/(gg) est une martingale/(gt ), donc aussi une
martingale/(2%+m ) pour tout m, et finalement une martingale/(gt). En

particulier, toute martingale/(gt) est une martingale/(gt).

- La famille (gg) est continue & droite, Donc si H appartient &
L1(§§)), et si (Ht) désigne une version continue 3 droite de E[H|§¥],
(Ht) est aussi une martingale/(gt). Mais alors, comme dans le corollaire

du lemme 3, on voit que la famille (gt) est continue 3 droite.

- Comme dans le lemme 4, on voit que si R est un temps d'arréet de
(Et), totalement inaccessible/(gt), R est totalement inaccessible/(gt).

-~ Enfin, le lemme 4 c) s'étend sans modification & la grande famille
(Qt). I1 suffit dans la démonstration de remplacer la v,a, Yc(S) par une

1 P
v.a. de la forme Yco(So)...ck(Sk) avec Y€L (Eq}) et des c; borélienmes

bornées sur B, I1 en résulte que D=U [Tn] contient encore tous les gra-
n

phes des sauts accessibles des,martingales/(gt).
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TROISIEME ETAPE : CONSTRUCTION DE (Et) PAR RALENTISSEMENT DE (gt)

Nous supposons maintenant, pour fixer les idées, que les v.a. Sn

sont positives et admettent une méme loi exponentielle de paramétre 1 .

Nous considérons le processus croissant adapté & (gt)

(1) o =1t + I fnsnI{Tngt} ( on posera fnSn=Rn)

ol fn est, pour chaque n, une v,a, ET -mesurable strictement positive,
“n

et le choix des fn est fait de telle sorte que o, < +00 p.s. pour t fini,

Dans la situation oll nous sommes, on a E[Sn]=1 pour tout n, et il suffit
de prendre fn=2_n . Dans la situation "markovienne® du travail de Meyer

(21, fn est de la forme goXT _ s ol g est une fonction convenablement
n

choisie sur l'espace d'états du processus de Markov X, Comme (ct) est
un processus fini et strictement croissant ( 9,-0y = t-s pour s<t ),

nul pour t=0, tendant vers +m avec t, le processus
(2) T, = inf { s o, >t }
est continu, fini, nul en O,

Etant donné un processus (Xt)' cadlag, et adapté a (gt), nous définis-
sons son ralenti (Xz) de la manidre suivante. Nous regardons d'abord le
processus cadlig. Ytsz . Celui ci est constant sur chacun des inter-
valles de constance de 7, I = [oTn_ ,cTn] , avec la valeur XTn , et la
limite & gauche XT _ eau point op _ : le saut de Y a donc lieu 3 1l'ex-
trémité gauche de ?n . Pour const?uire le vrai processus ralenti X*,

nous modifions ¥ en lui donnant la valeur X, _ sur tout l'intervalle
n

Lop _ »op [ , de sorte que le saut est transporté & 1l'extrémité droite
n n

de l'intervalle, C'est 14 le point essentiel, car nous prouverons que
1textrémité gauche de 1l'intervalle est un temps accessible, tandis que
1'extrémité droite est un temps totalement inaccessible, et nous ferons
disparaitre ainsi les discontinuités accessibles des martingales.

3 - * k) rd
Au lieu de passer directement de X, a Xt , nous construirons par ré-
currence une suite de processus ralentis intermédiaires. Il nous faut
pour cela quelques notations. Nous posons

i
(3) O't = 3% +. nedi RnI{Tn§t§

et nous désignons par T 1'inverse continu de ot ( cf. (2)), par 71 1e
t t t

processus X_ji et par %> le ralenti correspondant. On a d 1o , TdT.,
% t t t tT 't
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donc Y% - Yt . Pour X% c'est un peu plus délicat, et nous 1'énongons
sous forme de lemme.

o
LEMME 5 ., On a lim, o X = X§ .

DEMONSTRATION, Si t n'est pas un point de croissance i droite de T, ,

i1 existe neN tel que t€lop _ ,op [ . Soit o = o5 =t ; comme o% tend
n n n
en croissant vers O il existe i, tel que pour tout i>i, on ait
. n . . -
i o _ i i _
UT > %+ 5, donc Tn = To% 2 Ti4e/2 2 Towa/2 2 Tt T Tn . Donc t n'est
pas un point de cr01ssance a dr01te de T+ ’ et l'intervalle de constance

de ' contenant t est [0 _ ] , donc X% =Xp _ = X{ pour ixi, .
Ty n

Si t est un point de croissance 4 droite de T nous avons Xt_Yt“x o
D'autre part nous avons X% = Xu ou Xu— , ol u est un point de 1'in- "t

tervalle [Tt,Ti] . I1 en résulte que X% - X, . i

Comment passe t'on a présent de Xi a XfL+1 ? Par ralentissement de

xt en un seul instant 0; , la longueur du ralentissement étant Ri+1’
i+
LEMME 6 , Posons
(4) i -xi1 + X + X 11,
t {t< GT } T F7 Mo [t>ct 4R
1+ =T

I, 4 i
=“{op <t<o
T T 141}

i+1 i+ Tis
alors X1=Xl+1.

DEMONSTRATION, Sur 1l'ensemble {t<ﬁ% } , nous avons Tl<T i+1 ( o' étant
i+1 . .
continu au point T , le contraire entrainerait t<0 i< o =0 R
1+1 Tt Tiv1m Ting
la fonction ct_ étant strictement croissante ). Mais on a
i+1 i

, donc les deux processus ™ ' T sont égaux

it i
% =%ut By {T +1<u§

sur 1l'intervalle [O,0 T [ [O,oé+1 [, et les deux processus ralentis
+1

Xt et Xi+1 sont égaux sur cet 1ntervalle.
- - i i+
Ils ont aussi la méme limite a gauche XT _ au point oé = ; 1
+1 i+1 i+ i+l
et 1'égalité de Xl et de e se prolonge & l'intervalle de constance
[°T. , O +R, (.

i+ Ti+1
i+ i

. . i i+ _
Enfin, si uz °Ti+1+Ri+1 » ona Ty, iTi+1 et T = Tu—Ri+1 ’
X 1 =X i+1 . Aprés modification sur les intervalles de constance,

TRy, Tu i i+1
on vo}{ que la trajectoire partir de or +Ri+1 =0
i+t

donc

Xi+1 3 s'ob-
tient par décalage de la traJect01re X% 3 Qgrtlr i+1
de o; , et c'est bien 1'égalité 31 - ¥ sur le dernier ensemble.

i+
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On peut en fait dire un peu mieux : introduisons les processus crois-
sants

(5) sz=‘b+2

t ik R'I{ck <t}

alors on a ¢, = c(qk) et Xk = Xok de sorte que le processus XK ( qui

est un "ralenti" de X ) apparalt comme un "accéléré" de X', Plus généra-
lement, si k<f le ralenti X" de X apparait aussi comme un accéléré de
Xﬁ :

k . NS
(6) X; = Xt avec o =t Ptk Tk <t

e

Nous n'insisterons pas sur ces propriétés purement algébriques des ra-
lentissements et accélérations. Nous retenons que le passage de Xi 3
X; peut se ramener 3 une suite de ralentissements successifs : d‘'abord
en T, de Ry , puis en cg1 de R, , puis en 0%2 de R, ... Nous allons

gtudier en détail le premier ralentissement, et ensuite nous aurons une
récurrence facile compte tenu des lemmes 5 et 6.

Notations simplifides pour 1'étape élémentaire . Nous écrivons T pour

TO , S pour SO' R pour R. ”fOSO ; rappelons que S est GT—mesurable,

donc R posséde la méme propriété. Nous posons au lieu de cg , Tg

(7) oy = BRI 1omy o Ty = By * T irgpomir] +(+-R)T o4

9i (X ) est un processus cddldg., nous notons son ralenti (X ) ( au lieu
de (X )), soit

} * Xo-r? {t14R]

8  Xp= XTIy + Eplingamr
S8i U est un temps d'arrét de (gt), nous notons U la V.a.
( le processus Iﬂﬁ,OO[ est le ralenti de I[U,oo[ ).

Enfin, une définition importante : nous désignons par gt ( vraie nota-
tion gg)la tribu engendrée par les variables aldatoires de l'une des
formes suivantes

(10) LI{t<T§ (L mes/G ), MI{T<$<T+R} (M mes/gT_)

N ypppgp) (N mes/8pv(4p) )
I1 faut rappeler ici que TV(t-R) = T+(t-R—T) est une v.a, @p-mesurable
et =T, donc un temps d'arrét de (gt)'

LEMME 7. La famille (§t) est croissante. On a Et <G, < gt .

Pour tout processus (XS), c3313g, et adapté & (gs), le ralenti (XS)
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est adapté 3 (Es)’ et la tribu H, est engendrée par les Vv.a. Xt ainsi
obtenues.

DEMONSTRATION, Nous commengons par la seconde partie de 1'énoncé, Il est
évident sur (8) et la définition (10) de H, que Xt est H, -mesurable.

1 3 ) — —
D'autre part, si 1l'on prend Xs"LI{szt} avec L mes/gt , On a Xt—LIt<T}‘

. _ ~
Si 1'on prend Xs“NI{ngV(t—R)f avec N mes/gTV(t-R)’ on a X%'Nl{t§T+Rl’
Enfin soit (Tn) une suite annongant le temps d'arrét T ( prévisible/(gs)

et >0 ) et soit M mes/E_i_TK . Pour n>k, soit Xg = MIB Tn,Tﬂ (s). Alors

Xz = MI{Tn<t<T]+MI{T§¢<T+R§ , qui converge lorsque n->0 Vvers MI{T§¢<T+R}

On en déduit que la tribu engendrée par toutes les v.a. Xt assocides aux

processus adaptés X contient Et et, vu le début, qu'elle est égale & Et'

Soit X un processus cadldg, adapté & (gu), et soit Y le processus
Y, =%, siury Yu=XTS siuxr, Ty £ T 03 st ost Fing
Yuszs- si uTg TS=T
T, €st un temps d'arrét de@il), et i1 est facile de voir que Y est
cddlig, adapté é(gu), que Yséxs , et que le processus Y est arrété 3 s.
On a par conséquent YS=Yt , et Ts est mes/H, . Mais par ailleurs Yséxs,
et les v,a., de la forme is engendrent Es , d'ol 1'inclusion Es cH, .

=t
L'inclusion QT € G, vient de ce que e est un temps d'arrét <t .
=1 = =
D'autre part, si X est un processus cidlag, adapté & (Qu), on a
X, =X 1 +X I
t Ty {TtﬁTl Ty {Tt=T}
donc X, est mes/G , ce qui prouve que H_ < G . 0
t =T =t =Ty
Avant d'énoncer le lemme 8 ( qui est le résultat principal sur les
martingales ) , nous remarquons que goo peut s'écrire éovgo ou éo et
EO sont deux tribus indépendantes, la premiére engendrée par Eoo et
toutes les Si sauf SO , et la seconde engendrée par SO=S .
LEMME 8 . Soit une v.a. de la forme Yc(8), ol Y est A -mesurable bornée,
et c est borélienne bornée sur B . Soit Yt=E[Y|gt] et soit Y=E[c(S8)].
On a ( en rappelant que R=fS )

(1) BlYe(S)|By] = TvIqy py + Ty pe()Tomgy *

Y, I /oo (x)e *ax / f(JD X3
+ c(X)e X e X
T- {T<b<T+R} 4 g i

f £
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DEMONSTRATION, On remarque que le second membre de (11) est adapté a
(gu) puisque T est prévisible/(gu). En notant que G est engendrée par

les tribus indépendantes Ay et By , on vérifie alors (11) sur les généra-
teurs (10) de H . 0

COROLLAIRE A, La famille (gt) est continue & droite.
DEMONSTRATION, Voir le corollaire analogue suivant le lemme 3,

Le corollaire suivant est placé ici, parce qu'il est plus facile &
penser aprés le corollaire A, sachant que (Et) satisfait aux conditions
habituelles, qu'on n'a plus i distinguer entre temps d'arrét stricts et
larges, etc.

COROLLAIRE B, Si U est un temps d'arrét de (G.), U (cf. (9)) est un
temps d'arrét de (gt).

DEMONSTRATION, C'est un cas particulier du lemme 7 : IE'U ol étant
Y . iS4
cadldg, adapté a (gt), son ralenti ID:U,GDE est adapté a (gt).
Noter que si U est prévisible/(gt), annoncé par une suite (Un)’ et

si [UJ et [T] sont disjoints , alors U est annoncé par (ﬁh), et donc
prévisible/(gt).
Noter aussi que T est un temps prévisible/(gt) : si des Un annoncent

T par rapport & (gt), on a U£=Un et ces t.a. annoncent T par rapport &
#,). En revanche :

COROLLAIRE C, T+R est un temps d'arrét totalement inaccessible (Et).

DEMONSTRATION, Nous appliquons (11) au calcul de la martingale Mt=E[S|§t]

My = Tigen} ¥ (1+ 2= §T<t<T+R} * ST{on4R)

Donc M est continue sauf & 1'instant T+R, ol le saut de M est égal & -1.
Cela entraine que T+R est totalement inaccessible.

COROLLAIRE D, Si (Yt) est une martingale uniformément intégrablq’(gt),
ou plus généralement si Y =B[Y|G, ] ol ¥ est mes/A, , le processus ralen-
i (Y ) est une martingale/(g )e

DEMONSTRATION, C'est (11) lorsque c=1, Rappelons que E[YlG ]—E[Y'Et] si

t mes/F
COROLLAIRE E, Soit U un temps d'arrét totalement 1nacces31ble/ =®.

Alors U est totalement 1nacces51b1e/(§ ).

DEMONSTRATION, Soit At=1{t>U§ , et soit (Bt) son compensateur prévisible

/(Et), qui est continu ; A-B est une martingale/(F ), donc A-B est une
martingale /(H ) : le compensateur de & "I{t>U§ est donc B, qui est
continu, et T est totalement inaccessible.
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COROLLATRE F . Pour toute martingale M =E[z|H ], avec 2eL'(g ), le
processus (Mbt) est une version de la martingaleiE[Zlgt].

DEMONSTRATION, Par un argument de classes monotones, on se raméne au
cas ou Z=Yc(S), Y étant A -mesurable et bornée, ¢ borélienne bornée sur
R. La martingale (Mt) nous est alors donnée par (11), D'autre part on a
°t=t pour °t<T , at=t+R pour ot§T+R, et on n'a T§0t<T+R pour aucun t.
Par conséquent

Mo, = Vel (tar [0}

et 1l'on retrouve l'expression du lemme 3, qui doit &tre interprétée en
vraie notation comme E[Yc(S)IgS] , mais qui vaut aussi E[Yc(s)|§t] a
aprés le lemme 4, et la fin de la premiére construction, 1

; + YtC(S)I

RATENTISSEMENT FINAL

Nous revenons aux notations autour des lemmes 5 et 6 : étant donné un
processus cadldg. X adapte a (G ), il admet des ralentis xt ( ralentis-
sement associé & (0 ), formule (3)) et X ( ralentlssement associé 3

(c ), formule (1) ). Nous noterons aussi Y~—€>Y le ralentissement as-
socié a (ok), formule (5)), qui permet de passer de xE 3 x*,

xi+ par une étape élémen-

Le lemme 6 nous dit que l'on passe de y ol 1
taire de ralentissement de Ri+1 a4 l'instant O% . Définissons §t+1

X1+1 i+

comme la tribu engendrée par les V.a. , X parcourant l'ensemble des

processus cddldg, adaptés & (gt) ; le lemme 7 et une récurrence immédia

te nous disent que

0 1 _ i
Gt :>H -th ... @t nous poserons gt = 2 Et

Toutes les familles (Et) satisfaisant aux conditions habituelles, il en
est de méme de (H ).

LEMME 9. Si X est cadlag, a dapté a (G ), X* est adapté & (H,).

DEMONSTRATION, Pour tout i, 1t est adapté a (H ) ( récurrence sur le
i+k
X

lemme 7 ), donc est adapté & (Hl) puisque les filtrations décrois-
sent, donc ( lemme 6 ) X* est adapté a (H ) pour tout i, et finalement
4 (H). 1

Si U est un temps d'arrét de (G ), nous notons U* le temps d'arrét de
(§ ) tel que IE:U ol soit le ralenti de I[U,oo[ ( u*= oy si U T
pour tout i ; U+R si U_T )

Nous allons maintenant nous servir du lemme 8 pour calculer des mar-
tingales de la forme E[Z|H,] ol
(12) Z = YcO(SO)...ck(Sk) (Y goo-mes. bornée, cq,+yCy bornées sur R)
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notre but est de démontrer :

LEMME 10, 1) Les sauts de la martingale Zt=E[Z|§t] sont totalement inac-
cessibles/(H )e
2) 8i co-...—ck—1, i.e., si 2=Y F -mesurable, et si Y —E[Y|F 1, 1la
martingale (Z ) est le processus ralenti(Yt)
3) Dans tous les cas, le processus (Z ) est une version de la martin-
gale Elegt]- 7
DEMONSTRATION. Plutdt que de travailler avec des notations compliquées,
nous allons traiter le cas particulier ou k=1, Z::YcO(SO)c1(S1).
Nous introduisons d'abord la martingale Yt=E[Y|£t]=E[Y|gt] ( lemme 4,
et conclusions de 1l'étape des ralentissements ). Nous savons que les
sauts de Yt sont de deux sortes : 1) des sauts totalement inaccessibles
/(G ) , 2) des sauts portés par les graphes [T ]
Nous ralentissons maintenant pour passer de (G ) & (H ), et nous cal-

culons au moyen du lemme (8) la martingale

¥} = E[Yeq(S,) |HY]
Si co=1, Y% est simplement le processus ralenti YS associé & Yt ( corol-
laire D ).

Les sauts de Y' sont de trois types ¢ 1) Ceux qui proviennent des
sauts totalement inaccess1bles de (Y ) ; ils sont restés totalement
inaccessibles par rapport & (H ) ( corollaire E ). 2) Le saut a 1'ins-
tant T +RO , provenant a la f01s du saut de Y en To et du terme cO(S ).
I1 est totalement 1naccessible/(H ) ( corollaire C). 3) Les sauts aux
instants cgi ’ 1#0, provenant des sauts de (Y ) aux instants Ti' i#£0,

Nouveau ralentissement pour passer de (gg) a (g%), et cette fois nous
voulons calculer

Ty = E[YcO(S )e, (8, )|§I1]

Si c1—1 Yg est ?1mplement le ralenti associé 3 Y% , et si co~c1—1, Y%
est le ralenti Yt associé a Yt .

Nous appliquons le lemme 8,(52) jouant le rdle précédemment dévolu &
(gt), et Yco(So) le rdle de Y, (Y%) celui de (Yt)' Nous voyons que les
sauts de Y" sont de trois types : 1) ceux qui proviennent des sauts to-
talement inaccessibles de (Y ), ¥ compris le saut du type 2) de 1'étape
précédente ; ils sont totalement inacce531bles/(H ). 2) Le saut & l'ins-
tant o,cr)1+R1 , provenant 3 la fois du saut de Y en T1 et du terme cy (S ).

I1 est totalement inaccessible /(gl) ( corollaire C). 3) Les sauts aux

instants 0%. , i#0,1 , provenant des sauts de (Yt) aux instants Ti,i¢0,1.
i
Nouveau ralentissement pour passer de (gl) a (gi), cette fois sans
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facteur 02(32) , de ®rte que la nouvelle martingale vaut simplement

T = B[2|H] ]
et s'obtient par ralentissement de Yg . I1 en sera désormais de méme &
chaque ralentissement., Les sauts de cette martingale sont de trois
sortes 1) Ceux qui proviennent des sauts totalement inaccessibles de 1'
étape précédente, et ils le restent. 2) Le saut a l'instant 0%2+R2, qui

est totalement inaccessible /(Ei) ( corollaire C), 3) Les sauts aux ins-
tants ogi , 1£0,1,2.

Et nous poursuivons : les martingales E[Zlgf] se construisent par ra-
lentissement successif, et i chaque étape un saut accessible devient to-
talement inaccessible par ralentissement. D'aprés la théorie des martin-
gales, E[Z|§¥] converge DP.S. vers E[Z|§t]. D'aprés le lemme 5, E[Z|§l+k]

étant le k-idme ralenti de Y", il y a convergence p.s. vers (Y™)*1, 1e
ralenti final de Y", En particulier, si tous les s sont égaux 4 1, ce
ralenti est égal 3 (Y:), et nous avons montré l'assertion 2) du lemme
10,

Nous venons d'écrire que la martingale Zt=E[ZIEt] est le ralenti
@™"*! associé & Y". Pour calculer le processus accéléré Z, , nous pou-

vons procéder en deux étapes : former Zz1 , ce qui ( accélération d'un
t
ralenti ) nous donne & nouveau Y" . Puis former Y31 , et le corollaire

F nous montre que nous retombons alors sur EfY&:'StJ = E[Zlgt] . Nous
avons montré l'assertion 3) du lemme 10.

Reste 1l'assertion 1). Il s'agit de montrer que 1l'inaccessibilité to-
tale obtenue aux étapes partielles est préservée dans le ralentissement
final,

1) Si U est un temps totalement inaccessible/(gt), le temps d'arrét
U* qui lui correspond dans la famille (gt) est totalement inaccessible.
BEn effet, il existe une martingale Yt=E[Y|Zt]=E[Y|§t] continue partout,
& 1'exception d'un saut unité & 1l'instant U ; la martingale ralentie
Y; posséde la méme propriété relativement & u*. o

2) De méme, le temps d'arrét V=T +R, de la famille (gt) était totale-
ment inaccessible, et le temps d'arrét V¥O qui lui correspond dans le
ralentissement final 1l'est aussi. En effet ( corollaire C ) la martin-
gale Y%=E[SO|§2] est continue partout, 3 1'exception d'un saut unité &
1'instant V ; nous avons vu que la martingale E[Solgt] s'obtient par
ralentiesement de Y% , elle posséde donc la méme propriété relativemgnt
3 V*!, Et on procéde de méme pour les temps d'arrét O%i+1+Ri+1 de (H%+1).

Reprenant alors la construction de Zt donnée ci-dessus, on voit que
(Zc) ne posséde plus de sauts accessibles. i
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Nous pouvons enfin démontrer 1l'énoncé de la page 1 :

LEMME 11, 1) La famille de tribus (gt) est quasi-continue & gauche,

2) o, est un temps d'arrét de (gt) et on a gt=§°t .

DEMONSTRATION, Les martingales (Zt) du lemme 10 n'ont pas de sauts
accessibles, Par un raisonnement de classes monotones ( cf. la démons-~

tration du lemme 4, c)), il en est de méme pour toutes les martingales
E[ZIEt] , ZeL1(goo), et la filtration (gt) est donc quasi-continue a
gauche.

Le pracessus croissant (Tt) est le processus ralenti du processus
cadldg. adapté é(gt) X.=t . D'aprés le lemme 9, (Tt) est un processus
croissant adapté a (gt), donc @t) est un changement de temps de (Et).

Nous avons vu que les martingales (Zt) du lemme 10 satisfont a la
relation E[Zlgt]=zo . Cela s'étend par classes monotones & toutes les

martingales Zt=E[Z|§t], Z€L1(§a)). D'autre part, sachant que o, est un
temps d'arrét, nous pouvons écrire cela E[ZIQt]=E[Z|§0 ]. Ces deux tri-
- %

bus contenant les ensembles de mesure nulle, elles sont alors égales. 0

REMARQUE, La partie 2 du lemme 10 donne un renseignement important, qui
ne figure pas dans 1l'énoncé du théoréme, p.1 . Si Y appartient & L1(£°°x
considérons les deux martingales

Y, = E[Y|E,] = E[Y|g,] et 2, =E[Y|H]

Le théoréme nous dit que Yt=Zc , permettant de construire(%)é partir de
t

(Zt)' Mais nous savons en fait que Zt=Y: s, qui nous donne la construc-
tion inverse, par ralentissement.
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NOTE, C, DELLACHERIE nous a signalé une légére erreur dans les démonstra-
tions précédentes : revenant 4 la définition des Q% , on constate que ces

tribus ne conﬁiennent pas les variables SnI{T =00 } (n<k). I1 faut done, ou
décider que §a> est engendrée par goo_et ces ¥.a., d'ol quelques détails
a4 modifier, ou se ramener au cas ou les Tn sont finis ( au prix de ralen-—
tissements inutiles ). Nous remercions DELLACHERIE pour cette correction,



