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SUR L’HARMONICITÉ DES FONCTIONS

SÉPARÉMENT HARMONIQUES

(par V. Avanissian)

DÉPAR TEMENT DE MATHÉMATIQUE
STRASBOURG

Séminaire de Probabilités Février 1967

§ 1. D’après le célèbre théorème de Hartogs une fonction f (z.,... z ) )
définie dans un domaine de C et analytique par rapport à chaque variable
les autres variables étant fixées, est analytique de l’ensemble des variables

z.,... Si on considère le même problème dans le cas réel, on n’a pas
en général le même conclusion ; c’est à dire si f (x.,... x ) ) est une fonction
définie dans un .domaine D de RP et analytique par rapport à chaque variable

séparément, f n’est pas en général analytique de l’ensemble des variables

x..... xp , même si t f ’ est borné sur tout compact de son domaine de défi-
nition. Les exemples suivants montrent la difficulté du problème : :

Exemple 1 - La fonction

f (z) = u(x, y) + i v (x, y) 
( -z ) 

si 
z ~ 0 

z = x + i y

0 si z = 0

est indéfiniment différentiable en x et en y séparément sans être continue
à l’origine l si z = r exp (-?- 0 , f (z) = exp (r" )2014~ ooj

Exemple 2 - Soient les boules

Bx(0,1)={x=(x1,...,xp)|~x~2=x2j1}~Rp p1
By(0,1)={y=y1,...,yq)|~y~2= y2j1} ~Rq q1
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La fonction :

f(x;y)= (~x~2 - ~y~2 ~x~2+~y~2)2n si ~x~+~ y~ ~ 0 n~N

1 si ~x~ + ~y~= 0

est analytique (réelle) de x ~ B pour tout y ~ B y fixé et analytique de y 6B y
pour tout x6 B fixé. On a ) Î f dans B 

x 
X B , , pourtant f (x ; ; y) n’est pas

analytique de l ’ ensemble des variables x, y au voisinage de x = 0 , , y = 0 de

l’espace !R~~= 

1.2 Néanmoins dans le cas réel on peut énoncer un théorème analogue
à celui de Hartogs pour une certaine classe de fonctions réelles ? 1 et par-
ticulièrement pour la classe des fonctions f (x., , ... , x ; ; y,, , ... , y ) ) séparément

harmoniques = (x ,... , x ) et en y 
= (y 1 ,. .,, y ) dans un domaine D = 

Dx C Rp, Dy C R* .

On s’intéressera ici tout particulièrement à cette dernière classe
de fonctions, introduite dans {~2~] . . Rappelons que depuis le mémoire [2] la
théorie des fonctions doublement harmoniques (resp. doublement sous harmo-
niques) a eu des développements fort intéressants notamment par M. M. Cairoli

{5[j et J. B. Walsh [l]j dans le cadre de la théorie des probabilités et par
K. Gowrisankaran [7] dans le cadre de ]a théorie axiomatique de Brelot.

1.3 Le but de cet exposé est la démonstration du théorème suivant, (qui
entraîne celui de Hartogs complexe) où les fonctions harmoniques considérées
sont celles de tout le monde.

Théorème 1 - Une fonction

~ (x ; y ; * ... ; w) = f (x~,... ,x ; ~ y~,... ,y ; ~ ... ; w~,... ,w~)
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définie dans le domaine

D = Dx  Dy . ..  D C Rp CRq ... Rm

et séparément harmonique par rapport à chaque groupe de variables x ; ; y , , , w

les autres groupes de variables étant fixés, est harmonique de l’ensemble des

Variables ~ yl,...yq,..., ~ 

Remarquons que, sous l’hypothèse supplémentaire : ( f ~ est bornée
sur tout compact de D ; ; le théorème 1 est une conséquence directe de l’énoncé

en vertu duquel une fonction f ( x ; ; y ;,e, ~ w) bornée supérieurement sur tout

compact de D et sous-harmonique par rapport à chaque groupe de variables

x ; ; y ; , , , ; ; w séparément, est sous..harmonique de l’ensemble des variables

~ ~~~~Pour une généralisation voir ~5 ~~.

(Notons en passant qu’il est souhaitable d’étudier si dans ce dernier
énoncé on peut se passer de l’hypothèse "bornée supérieurement sur tout

compact", Signalons que cette condition peut être remplacée sans difficulté

par "majorée sur tout compact par une fonction localement sommable" ~1~ , ~
La démonstration du théorème 1 sera faite en considérant (Rp comme un sous
ensemble de CP et en s’appuyant sur un résultat de P. Lelong (8~ , On peut
sans restreindre la généralité se contenter de deux groupes de variables
x = (xl, , , , , x ); y - (yl, , , , y ) et supposer que D est le produit des boules ‘
Bx ~ Rp , p B 

Y 
C Rq (P 2 , q  2 ).

§ 2 , . Proposition 1 . Soit Ut (x) , , a  t  b, une famille de fonctions sous-
médianes (1) dans un domaine D de Rp, uniformément majorée sur tout com-

pact de D. S’il existe une fonction continue f (x) dans D telle que

li m sup Ut (x) ~ f (x)
t --~ b

(1) ) La proposition est encore vraie pour la classe C~ de fonctions V tx) 
fiant ’ (i) V (x) sommable sur tout compact de D

(ii) En tout point x E D , , V (x)  A (V , x,r) + 
où oC (r) est une fonction positive définie pour 0  r r non décroissante et

o

tendant vers zéro avec r, Pour a (r) = est la classe de fonctions sous-

médianes, Remarquons que si f (x) = cte la proposition est dûe à Hartogs,
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alors à tout couple (K , ~ ) où K est un compact de D et ~ >0 un nombre
arbitrairement petit, correspond to ( E , K) tel que

Ut (x) ~ f (x) +E pour tout x ~ K pour tout t> t ( ~ , K)

Démonstration : : Soit t une suite croissante de nombres tendant vers b. On an

U(x) = lim sup Ut (x) = lim [ sup 
t -.~ b t>tn

Posons 03C6n (x) = sup Ut (x).t > tn

(x), étant l’enveloppe supérieure d’une famille de fonctions sous médianes

majorée sur tout compact, est sous-médiane. Si U ~ (x) est la régularisée
supérieure de U(x) : : (U*(x) = reg. sup U (x) ; ; plus petite fonction s. c. suppert
majorant U(x) ) on aura : ,

(1) > U* (x) = lim 03C6*n (x) f (x) ( 03C6*n (x) = reg. sup 03C6n (x) ) >

Rappelons que U* (x) est sous-harmonique et que U* (x) = lim A (U ; . x ; r)’

où ~’~ est la moyenne spatiale de U sur la boule B (x, r) ~ D.

L’inégalité (1) ) résulte du fait que f est continue et que U~ (x)
est l’enveloppe inférieure des fonctions continues majorant 

Soit pour ( K, E ) ) donné :

en 
= ( x G K 1 n f x> % o ) n = 1, 2 ...

en est Ürmé en vertu de la semi-continu thé supérieure de 03C6*n (x) - f (x) j
e n n = 1, 2, , , , , ° D’après (1 ), ~ en = Ø. Donc, ’ à partir

d’une certaine valeur n 
o 
de n, les e 

n 
sont vides~ c’est à dire pour

t>tno = to(~,K) on a :

Ut (x) 03C6*n (x)  f (x) + e t>to ( E , K) , x E K.
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Remarque i La proposition est vraie si on considère une suite de fonctions
sous harmoniques.

Remarque : Si ?(x) = -00 , , la convergence des U (x) vers -~ est uniforme
sur tout compact.

2. 1 - Rappels sur les fonctions plurisous harmoniques ~9")

Une fonction V (X1,... ,Xp) = V (X) > à valeurs réelles définie

dans un domaine D de est dite plurisous harmonique si elle vérifie :

(i) -00 
, V bornée supérieurement

sur tout compact de D. V non identiquement -~.

~ X = X~ +0~ u 
k = 1 , ~ ..., n , ~ u complexe

est une droite complexe, la restriction de V à chaque composante connexe
de D ’~ Tt est une fonction sous harmonique ou la constante - ~ .

a) Une fonction plurisous-harmonique V (X) == V + i xl ’ , .~., ’ x p + i x’ P ), ’
est semi-continue supérieurement et est sous..harmonique des variables réelles

, , x’p) ) dans D considéré comme un domaine 

Appelons P la classe de fonctions plurisous-harmoniques, dans
D C ~- , , S la classe des fonctions sous-harmoniques dans D considéré comme
un domaine de R P et Sx,y . la classe des fonctions V (x1,... ,xp ; ; y1,... ,yp)

qui sont séparément sous-harmoniques en x et en y dans D et majorées sur
tout compact. Alors

P ~ S ~ S
x,y

b) Si V est une famille de fonctions plurisous harmoniques dans D uni-
formément majorées sur tout compact de D, W = sup V 

~ 
a pour régularisée

supérieure W une fonction plurisous harmonique.
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Plus généralement désignons par (M) la classe des fonctions
. 

V (X1, ... , Xp) définies dans un domaine D de p , contenant : toutes les
fonctions plurisous harmoniques dans D ; l’ enveloppe supérieure de toute
famille telle que V ~ ; ainsi que la limite supérieure lorsque t -+ b de toute famil-
le V 

~ 
de fonctions plurisous harmoniques uniformément majorées su r tout

compact de D. Si W G (M) , la régularisée W~ de West plurisous harmonique et

e = (x G D ) w~~~/ W* X) )
ne peut contenir un ensemble de mesure positive de Rp.

Proposition 2 [8]. Soit Vt (X), atb, Xj = xj + i x’j
une famille de fonctions plurisous harmoniques (ou plus généralement de la
classe (M) dans à C Cp, uniformément majorée sur tout compact de à. Si D = É ~Rp est
un domaine non vide de oP et s ’ii existe une fonction continue g (x) = g (x , . , x )

A 
1 p

dans À à valeurs réelles et telle que :

,

~~ ~ 
t e b

alors à tout compact K de D et à tout E 5 o, correspond un t o ( É j K) tel qu’on

ait: :

V (x) $ g (x) + É pour tout x 6 K, pour tout t >t ( £jK)t O

La proposition (2) n’est pas une conséquence directe de la propo-
sition 1. En effet, si, V(X) est plurisoup harmonique (ou de la classe (M)) la
fonction V (x) restriction de V à D n’est pas en général sous harmonique, ni

même sous médiane.

Remarquons que dans la démonstration de la proposition 2 on

peut se contenter de traiter le cas où Vt X> est plurisous harmonique, car si,

vt x> est de la classe M> et fl sa régularisée supérieure,

iim SUP V~ x> S gx) SUP f (x) S g x) ;

Pour les détails voir [8] .
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Démonstration de la proposition 2 (V 
t 
étant supposée plurisous harmonique)

Avec les mêmes notations que dans l’énoncé 2, on a (en consi-

dérant (R* comme un sous-espace de :

Lemme 1 - Soit W~ (X) = W~ (X ,... ,X ) ) la régularisée supérieure de

W (X) ~ = lim 

~

Pour tout ~1 >o; il existe un voisinage ouvert 03A9 de D dans CP , pour la
topologie de (E~ tel que :

~ ~.

D

~

==~ W~ (X)g (X~,...,X )+ ~~, ’ 

En effet, soit Xo = D, On a par hypothèse W (x ) ) g (x ) ) donc,

W (xo )  0 g (x ) + 
E 

1 
et 

o 0

W*(xo)  g(xo) + ~1 2
W1l’ (X) étant semi-continue supérieurement dans D, il existe dans un voi-

sinage ouvert 03C91 (xo) C D tel que:
,r_’’ ~1 .1B-(3) W (X )  g (x ) o + _w...._. 2 ; pour tout X ~ (xo).
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Mais g (X) étant continue dans D, il existe dans CP un voisinage ouvert

(x ) tel que g (xo)  g(X) + ------ pour tout 
Dans (xo) on aura en vertu de (3) 

W (X ) C W (X) : g (X) + , pour tout X ~ W (xo)

l’ouvert fi = ) répond au lemme 1.

§ 3 . Cellule d’harmonicité [10]

~ 
Soit D un domaine borné de (RP considéré comme un sous ensemble

de 
P 

(x) Soit à D la frontière de D. A tout associons

le cône isotrope

- {x = (X1,...,Xn)|| 1 Xj - 03BEj|2 = 0} (Xj = xj + i x’j >

soit :

L’ensemble Cp B est ouvert, en effet, aD est localement compact, il

en est de même A dans On a

~. n = ~D

Donc, D ne coupe pas -JL et appartient à une même composante connexe

Définition : La composante connexe (D) contenant D de l’ouvert Cp ~-.~-
s’appelle la cellule d’harmonicité’ de D. Cette terminologie se justifie par
l’énoncé suivant : :

Proposition 4. Si U (x , , , , , x ) est harmonique dans D CRp
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U (X.,...,X ) (X. = x. + i x’.) est holomorphe 
(2) dans la cellule d’harmonicité

~ (D) de D. A tout compact K C ~&#x26; (D) correspond un nombre ~ (K) > 0
ne dépendant que de K et de D tel que :

(4) U (x~...,x ) ~ M~ pour (x~~~x ) C D ~)u(X~..X ) (

~M~ [l +~(K)] , X6 K

Pour la proposition 4 nous renvoyons à [lu] . Signalons seulement
que pour obtenir U (X,,...X ) on part de la représentation classique des fonc-
tions harmoniques dans D :

u(x)=k [U(03BE)~h(x, 03BE) ~n, - h(x,03BE)~U(03BE) ~n,]d03C3(03BE) >J 0~

03BE~ 0394, x~D
où 

si p  3-’
h(x, 03BE)=

-1 2 Log (xk - 03BE)2 si p = 2

k 
p 

est une constante numérique, ~ n. étant la dérivée selon la normale intérieure °

Le noyau h (X, 3 ) qu’on obtient à partir de h (x, 03BE ), en rem-

plaçant les variables réelles x. par les variables complexes X., est holo-

hors du cône isotrope 039303BE. La fonction U (X i , . ,X ) = U (X)est égale à :

U (X) = k fju ( p ~B~. ~ ) - h (X, ~ )-~-H.~(~P J ’ On. 
i ~n. 

1 
-~ ~

~D,x~~(D).
Remarquons aussi que la majoration (4) est un cas particulier d’une majoration
valable pour les fonctions polyharmoniques [10].

(2) Rappelons que de manière générale, si 03A9 est un ouvert de pour

toute fonction analytique réelle f dans~, il existe un ouverte, de (E~ avec
03A9

f 
~ Rn = 03A9 et une fonction holomorphe F dans 03A9f telle que F )Q. = f.
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§ 4 , Démonstration du théorème l,

Proposition 4 [2] Posons D = B x (t7 , R)  B y (0 , R’) tRq où 
q

Bx est la boule de centre Û et de rayon R , By la boule analogue dans LR ,
Soit:

V : 

(x , y) ~-----~, V (x , y)

assujettie aux conditions suivantes:

(i) Pour y fixé, V (x , y) est harmonique de x E Bx (0, R)

(ü) Pour x fixé, V (x , y) est harmonique de y ~ B ( Q, R’) .
Y

(üi) Il existe une boule B (O,~j C~ B (o, R’ ) telle que V (x, y)
Y Y

soit bornée en module sur tout compact de Bx (o, B 
Y 

(o,~t,

Dans ces conditions V (x, y) est harmonique de l’ensemble des

variables (x ; y) dans Bx (o, ~.) X B 
Y 

(U, R’),

Démonstration : Il suffit de montrer que I V (x, y)‘ est borné sur tout compact

de Bx (o, R) X B Y (o, R’) , Four 
x fixé dans Bx (0, R) , V (x, y), en tant que

fonction harmonique de y, se développe de façon unique selon:
oa

(5 ) V (x, y) ~ C A (x, Il y~
s=0 

S

où 03C6 est 1G vecteur unitaire de CR porte par Uy et iIZ - y2 + , , , + y2 ,
~ 

p 1 q
Les fonctions A (x, ~ ) Il y!~ 1 s 

pour x fixé sont des polynômes harmoniques
~-> s

homogènes en y , ... , y , La série L- sup | A (x, 03C6)| 1 ~ y~ a un

rayon de convergence 1 r (x) q R t 4].

Si on part de l’intégrale de Poisson de B Y
(5 ) on aura ( a désignant un point courant de la frontière de B (o, 1 ) et

Y

() ( 1 ) la mesure - aire de ~B (o, 1 )~:
q Y
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As(x,03C6) = 1 03C3q(1)03C1s1 ~V(x, 03C11 a) [P(q)s (cos e) - P(q)s-2 (ces 03B8)] d03C3(a)q

(6) A1(x,03C6=q 03C3q(1)03C11 V(x, 03C11 a) cos 03B8 d03C3q(a)

~0~~=~20142014- J ~(~ ~1~~ ~q  ~~

avec P  R’ arbitraire (d’après l’unicité de (5)L 9 étant l’angle des vecteurs
0 a et 0 y. Les fonctions P(q)s (cos 0) sont les polynômes de Gegenbauer
définis par :

(1- 2t cos 03B8 + t2)-q 2 = 1+ Pq (cos 03B8)ts 0t1
s = 1 

~ ’

Rappelons que

(7) |P(q)s (cos C) |P(q)s (1)= (q+s-1)!
~ " ~ 

(q-1) !s!

Si dans (6) on 1 V(x , y) t sera borné sur tout
compact de B~ (0 , R) XB y (0 , ~) par hypo.thèse ’ et par conséquent sera
harmonique de l’ensemble des variables (x,y) dans ce dernier domaine. Il en

résulte que les coefficients As (x, seront pour LC fixé , harmoniques de
x ~ B~ (o,R) et les A~ (x, ~ ) harmoniques de l’ensemble des variables
x , y dans B~ (o,R) x B y (O~R’).

Choisissons une fois pour toutes 03C11  03C1; > soit R1 tel que
Bx (0,R1) ~ Bx (0,R) , R1 arbitrairement prés de R . Si 1

m (R1) = m(R1,03C11) = sup | V (x,y) | , (x,y) ~ Bx (0,R)  By (0,03C11 )) ,

m (R ) est fini, et on aura en vertu de (6) et (7).

tj
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m(R1) 03C1s1 [(q + s - 1)! (q - 1) ! s ! + (q + s - 3)
! (q - 1) ! (s 

- 2) !
]

s2, pour tout , R,) et pour tout 03C6.

P (q) (1) est croissante de s et lim V ) P (1) ( = 1 (en g~)s s 

~)
Il en résulte qu’il existe une constante m (R,, (~J ne dépendant que de 
telle que

(8) ) A (x, 03C6)| ms, pour tout 03C6 et tout 

Revenons à la série (5). On a

(9) Rm sup F20142014 Log sup ~ (x, H= - Log r (x) ~ - Log R’ , pour x6.B~(0,R)s 

’ 
s ~ ~ X

D’après (8) et (4) les fonctions plurisousharmoniques

1 s Log|As (X, 03C6)| s = 1,2,... X =(X1,...,Xp)
X.=x.+i x’.

. J J J

sont majorées uniformément sur tout compact de la cellule d’harmonicité de

B (0,RJ par des constantes ne dépendant que de K, ?. ,R~ pour chaque s

sup 1 s Log|As (X,03C6)| s =1,2,...
’ (9) et

est de la classe (M) . D’après l’inégalité  la proposition 2, à tout compact K

de B (0,Rj et à tout ~>o correspond s ( 6 ,K) tel que

sup 1 s Log (A (x,03C6)|  -LogR’+ ~.. °
~ 

s s ~ ’ 

pour tout x~.K et pour tout s ~ s Donc:
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|As (x,03C6)| ~y~s  e~ R’ pour x et pour 

Il en résulte que la série Z__ A (x,03C6) ~y~s
converge absolument pour tout x ~ K et ; par conséquent|V (x,y)j J
est bornée sur tout compact de B (0,Rj X B (0,R*), R. étant arbitraire-
ment voisin de R. D’où l’harmonicité de V(x, y) par rapport à l’ensemble des
variables (x,y) dans B (0,R) X B (0,R’).
Fin de la démonstration du théorème 1~

V (x,y) étant séparément continue dans B 
x 
(0,R)XB 

y 
(0,R’) à toute boule

Bx(0,R1) C: correspond un ouvert 03C9~B
y 

(0,R’) (par exemple une
boule ouverte de centre P) telle que: |V(x,y)| soit bornée dans Bx (0,R1)X03C9
(Propriété de Baire, V. pnr ex. [3]).

Il en résulte que V (x,y) est harmonique de l’ensemble des variables dans

B (0, R1) 03C9. Soit 03B4P = 03B4(P, 3B ) la distance minimale de P à ~ B (0,R’).
D’après la proposition 4, V (x,y) est alors harmonique de l’ensemble des
(x,y) dans Bx(0,R1) By(P, 03B4P). Si 0 ~ B (P, 03B4P) la proposition 4 achève

la démonstration. Supposons 0 ~ By (P,03B4P). Soit P’~ By(P,03B4P),
)0 P’ J = R’ - 2 03B4P +~ où est arbitrairement petit. La boule 
étant contenue dans B (P,~p)~V (x,y)~ est borné dans B (0,RJ ~ UL~ , elle

sera donc harmonique de l’ensemble des variables dans B (0,R ) > X )
En poursuivant ce procédé on arrivera au cas de la proposition 4. Le théorème
est ainsi démontré dans le cas de produit de deux boules. Pour les domaines
quelconques le théorème résultera facilement de celui-ci. Terminons en
remarquant que la démonstration du théorème 1 sera considérablement simplifiée
si on montre directement et par des considérations uniquement réelles
l’énoncé suivent :
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Soit Un (x1,... ,xp, 03C6) une suite de fonctions harmoniques dans D ~ Rp
dépendant d’un paramètre 03C6 (variant dans un ensemble e) et vérifiant:

(i) II existe une constante m telle que

)~ m" n= 1,2~~

pour tout et pour tout p~e

(ii) 11m sup 20142014 Log | Un (x1,...,x 03C6)|  A = cte
n 2014~ oo n ~

Alors à tout compact K C D et à tout E~o correspond n o ( 8 K) ne dépendant
que du couple (~ J K)et non de BD , telle que

- ~- )) ~ A+6

pour tout x ~. K, n ~ n 
o 

( C , K).
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