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UN LANGAGE QUASI-RATIONNEL LIÉ AUX GRAPHES PLANAIRES

Robert CORI

Séminaire SCHUTZENBERGER-LENTIN-NIVAT

(Problèmes mathématiques
de la Théorie des automates)
Année 1969/70, n° 1, 16 p.

4 novembre 1969

Dans ~3~, il a été établi une bijection entre les graphes planaires connexes à

k + 1 sommets fixés et les mots d’un langage algébrique Lk - Ceci nous a permis
de retrouver certaines relations d’énumération données par TUTTE [14], et d’en don-

ner d’originales. D’autre part, y la série génératrice de ces graphes peut être obte-

nue à partir de Lk par identification de lettres et passage à l’image commutative,
c’est donc une série algébrique.

La construction d’une bijection entre des objets et les éléments d’un monoide,
méthode développée sous l’impulsion de H. P. SCHUTZENBERGER, se retrouve dans un

certain nombre de travaux récents de combinatoire (CARTIER et FOATA [1], FOATA [7],
FOATA et SCHUTZENBERGER [8], Il est plus rare (cf. GROSS [9]) de
déduire les propriétés de la série génératrice de celles du langage formé des mots

en bijection avec les objets à énumérer.

C’est ce que nous nous proposons d’effectuer ici pour démontrer que la série

génératrice des graphes planaires connexes à sommets fixés est une fonction ration-

nelle des variables

Pour ceci1 nous donnons d’abord (partie I) quelques propriétés sur les séries
formelles en variables non commutatives, propriétés qui nous seront utiles par la

suite. Nous précisons ensuite (partie II) nos notations9 et rappelons les résultats

utiles de [3].

C’est dans la partie III que nous démontrons le résultat principal de ce travail

à partir de deux lemmes qui sont eux-mêmes démontrés dans les parties IV et V.

I. Notions sur les séries f rmelles en variables non commut tives.

Soient X un alphabet fini, X’ le monoide libre engendré par X, l’al-

gèbre large du monoïde X* (ou algèbre des séries formelles à variables non com-

mutatives) sur l’anneau Z . Un élément A de s’écrit
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où (A, f) est élément de Z pour tout f . Si (A, f) est égal à 0 ou 1 ,

A est alors la série caractéristique d’un langage que nous noterons aussi A .

Toutes les séries étudiées dans la suite sont des séries caractéristiques de 
lan~

gages, et nous confondrons un langage et sa série caractéristique.

Nous renvoyons à CHOHSKY et SCHUTZENBERGER [2], NIVAT [12], 9 FLIESS [5], pour

l’étude des propriétés des séries rationnelles, algébriques, et celles des trans-

ductions rationnelles. Nous donnons ici quelques notions moins classiques 
sur les

séries quasi-rationnelles et sur l’image commutative d’une série.

1. Séries uasi-rationnelles (cf. CRESTIN (4~~.

Soit f un mot de nous notons f l’image miroir de f (l’application

f 2014-~? est un anti-isomorphisme involutif).

Opération crochet. - Soit m = (f~ , f2) un élément de X" x ~3~ , nous notons

[m , g] , où g appartient à X , le mot x

Cette opération peut s’étendre à l’ensemble des séries formelles par la

relation : i

Soient A un élément de Z~&#x3E; , B un élément de Z4X" x X~ . C = [B , A]

est défini par :

Notons les deux propriétés suivantes x

La famille des séries quasi-rationnelles est alors définie par i

(1) Tout monôme est Q. R. (quasi-rationnel) ;

(2) Si Ai et A2 sontQ. R., l’est ; 1

(3) Si A et A2 sont Q. R., A A l’est ; 1

(4) Si A est Q. R. et (A, e) =0 (où e désigne le mot vide) : t

( 1 - A )-1 =1 + I # estQ. R. ;
n&#x3E;0 ,

(5) Si B est une série rationnelle de x X’~&#x3E; , et si A est Q. R., alors

[B, A] est Q. R.
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PROPRIÉTÉ ~.1. - Soient Xir et Y’~ deux mono Ides libres finiment engendrés, et

soit p un morphisme de dans Z «Y» tel pour tout x de X 7 w(x)
soit Q. R. Alors si A est une série Q. R. de y est Q. R, de Z~~&#x3E; .

Soit X = x2 ’ ... , y i A est obtenue à partir des séries

par un nombre fini d’opérations d’addition, de multiplication9 de passage à l’in-

verse 9 y ou de crocheta alors s’obtient par ces mêmes opérations à partir des

03C6(xi) qui sont quasi-rationnelles, d’où le résultat.

PROPRIÉTÉ I.2 (NIVAT) ( ). - L’image par une transduction rationnelle d’une série
quasi-rationnelle est une série quasi-rationnelle.

2. Ima e communtative d’une série.

Nous notons l’anneau des séries formelles à variables commutatives

Xi , 9 ... , xn.
Nous définissons l’application ~ de dans par X(A) = B qui est

telle que

pour tous les mots f d’image commutative x

~ est un morphisme d’algèbre.

PROPRIÉTÉ 1.3. - Soit 03C6 un morphisme de dans une algèbre G. commutative

sur Z , il existe alors un morphisme unique ~ tel que le diagramme suivant com-

mute

Le morphisme, défini par à(x) = r~(x~ 9 est le seul qui vérifie cette propriété.

PROPRIÉTÉ un morphisme de dans Z~~ , alors il existe un

unique morphisme ~ de dans tel que le diagramme suivant soit

co~mutatif

( ) Ce résultat? 9 non publiée figure dans la version miméographiée de la thèse de
II. NIVAT : Transductions dos de Chomsky.



1-04

Il suffit d’appliquer la propriété I.3 à p’ = 

Remarque. - Si X‘~ - est alors une opération de substitution d’une série

à une lettre de X, et la propriété 1.4 exprime le fait que l’on peut permuter

l’ordre des opérations i

- substitution d’une série à une variable,
- passage à l’image commutative.

PROPRIÉTÉ I.5. - L’image par X d’une série rationnelle (resp. algébrique) est

une série rationnelle ( resp. algébrique).

Ceci est une conséquence immédiate du fait que X est un morphisme tel que

x(x) est un monôme pour tout élément x de X .

PROPRIÉTÉ 1.6. - Si A est une série quasi-rationnelle, est rationnelle.

Il suffit de montrer que si A est telle que ~(A) est rationnelle, et si B

est rationnelle de x X~ ~ alors x([B ~ A]) est rationnelle.

Soit S la famille des séries B telles que ~,(~B 9 1]) est rationnelle, S

contient les monômes y S est formée par : 
’

- addition (car [B1 + B~ , 1J = [B1 ’ $ 1J + [B2 ’ 9 
- multiplication (Cé£r [B1 9 1J = [B1 ’ 9 

- passag e â, l’ inverse ( ca ~, (~ ’B~’~ , 3 = £ ( ~ - ) , i ) ) .

est donc rationnelle quelle que soit B rationnelle, le résultat

découle alors de l’identité

II. Notations. Caractérisations de Lk

1. Notations.

Pour tout ensemble P fini, P = i2 ’ ... , , i} de n+ (ensemble des

entiers strictement positifs), soient P l’alphabet .. 
,
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et P’~ le monoïde libre engendré par P . Pour tout f appartenant à P~ ~ nous
notons f Î la longueur de f y et , le nombre d t occurences de 1 , ou I.

dans f . Ainsi y ~-j " J J

V . - II associe un langage de à un langage de [k] {i}* .

Soit n. le morphisme de [k]* dans [k] B{i}* , défini par

03C0i(j) =J , fi. 1 (3) =? pour tout j ~ i, 03C0i(i) =0 , n.(I) =S .

Soit L ~ [k] / {i}* , f appartient à ~i L si 1

-Ti.(f) appartient à L ~
- Aucune occurence de 0 ou 0 ne précède, dans f y une occurence de i ou

del .

Remarques.

j[o ~i vérifie des relations analogues à celles d’une dérivation, soit

où 0 est le morphisme de [k]* 
Î1‘ 

dans lui-même y défini par

2° Il a été noté, par FLIESS [6], que cet opérateur est une transduction ration-

nelle de [k] / {i}* dans [iÔ’ et, par suite, si L est algébrique (resp, ration-
nel, quasi-rationnel), vi L est algébrique (resp. rationnel, quasi-rationnel).
[Voir propriété 1.2 pour le cas où L est quasi-rationnel.]

2. Le langage L .
P

Nous définissons le langage (2) L pour tout P fini inclus dans N+ par
p

récurrence sur ÎPÎ = p comme suit :i

(1) ôi p = 0 , Pest vide, et Lo est le langage restreint de Dyck sur l’al-
u

phabet (0 , 9 Ôj , langage qui vérifie l’équation

(2) Pour simplifier l’écriture, nous noterons Lk au lieu de 
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(ii) Si Lp est définie nous définissons Lp’ Y pour tout Ipl = p , par

L = y où ~p est la bijection croissante entre et P .

(iii) Nous définissons L- à partir de tous les |P| k par l’équation:

où la première somme est étendue à tous les sous-ensembles P de [k~j ~ y compris
lui-même, et l’ensemble vide.

Le théorème suivant est une conséquence directe des résultats de [3D : 1

Soit p. y P2 , ... , p.) le nombre ( ) de graphes planaires
connexes de sommets s0 , s1 , ... y s fixés admettant pour degré p. en s. y
et où une arête de s 

o 
a été distinguée ( ). La série génératrice

élément de ? .., , y ~~ est une série algébrique.

En effet, dans [3~ nous avons démontré qu’il existe une bijection entre les gra-
phes planaires connexes de sommets fixé’s (s , ... y s ) dont une arête

issue de so a été distinguée et les mots du langage Lk . Si le graphe admet le
degré p. en s ,. le mot f correspondant est tel que Ifl. 1 = p.. 1 Ceci entraîne,
par définition de ~ , que la série génératrice Lk ( ) est obtenue à partir de

par identification de i et i à x.. Or L est algébrique y il en est

de même pour ’ .
Cette autre caractérisation de nous sera utile dans la partie v.

3. Emboitement.

Un mot f de u est di t un emboitement, 9 si °

(3) e désigne l’élément unité de 

( 4 ) Ce nombre est noté t’ dans 

(5) Pour une définition précise de ces objets, 9 voir [3] ou [.15]. 
(6) Nous noterons, dans la suite, F par une lettre "capitale" une série de 

et par la même lettre en ~~ronde~~ la série obtenue par image commutative et par iden-
tification de i et 1 à x..
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- f contient une occurence au moins de tout i:9 i = 0 , k ,
- f = 

- f ne contient aucun sous-mot (~ de la forme ijij quels que soient 1 # j .

4. Permutation f-autorisée.

Soit f un mot de ([k] u ~~‘i , tel que 1 fi = n ; notons f . le rang de la
l

première occurence de i dans f. Une permutation a sur [n] est f-autorisée

si, pour tout i = 1 , k :

- a-l(f.) = f. - 1~ J.

- a-l(j) &#x3E;~ f . - 1 pour tout j tel que f(j) = i .~

Soit f un mot de Lo ; nous associons à f (ct’. [1J) une involution a sans

point fixe telle que

où f2 est de Lo .
Soient ~ et ~ les morphismes définis par

Nous notons f = 

THÉORÈME (cf. [3]). - Lk est constitue de l’ensemble des mots f de [kJ*
vérifiant :

(l) f est un emboitement,

(2) g=~(f) appartient à L ~

(3) L’involution associée à g est f-autorisée.

Le but de ce travail est la démonstration du théorème suivant.

THÉORÈME. - Il existe une série rationnelle R de Z[[y , ... , YkJJ"~" 

’-’’"’~......,...~..2014.~’~"’" 
" 

.201420142014201420142014A.~r)- 0 ~1 iC

1 -Vl -4x,
telle que Lk = Rk(2xo ... , 2xk).

(7) g = al a2 ... ap est un sous-mot de f si f = fi al ... fp ap fp+l .
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Pour ceci, y nous définissons trois sous-ensembles de L. :
Le langage L’k . - Il est défini par l’équation :1

Ainsi y diaprés (ll.l)y Lk et g sont lies par 1

Le langage ~1c . - C’est le sous-langage de U formé des mots qui ne contien-

nent aucun facteur (8) de la forme il (pour i = 0 1 1 , o.. 9 k) c

Les mots de sont alors en bijection avec leo graphes planaires n’ayant pas

de boucle homotope à zéro y sur la sphère diminuée des sommets du graphe.

Le langage Soit A le morphisme de dans lui-même défini par

où L~ est le langage restreint de Dyck sur 1~alphabet i.i ~ i.{

e) .

Alors E = A(l"l ) .
Le théorème résu,lte alors des propriétés suivantes de ces 3 langages n

PROPRIÉTÉ 1. - M. 
(Elle sera démon.trée dans la partie IV.)

PROPRIÉTÉ 2. - E-. jet L. "nt même image commutative.

(Elle sera démontrée dans la partie V.)
, , 

1 + y~
S- 201420142014° L’k

(où y 
o 
= 201420142014201420142014201420142014 , et C’ est obtenue à partir de /4(L,) par identification

o

de (i , I) à x~ .)
Celle-ci résulte de la relation (lH.2) ; 1 en effet, E -vérifie 1

(8) g est facteur de f si f= 
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Or Lo = 1-4x2o 2 (puisque B", = x¿ £"2 +1 ), et (UI.2)t entraine
o 

2 x 
000

Le résultat découle alors du fait que 1

Démonstration du théorème. - Diaprés la propriété 3 y il suffit de montrer que

rk est une série rationnelle en 
----~-~-

Diaprés la propriété 1.4-9 on peut permuter les opérations de substitution et de

passage à 1’ image commutative, soit 1

D’après les propriétés 1 et (1.6), :mk est une série rationnelle. Or r’k 
(Propriété 2). Donc L’k est une fonction rationnelle de y 0 ’ Yi’ ... , y y..

Q. E. D.

IV. Etude du langage ~[

Dans cette partie y nous démontrons que M est un langage quasi-rationnel.

Pour cela, nous définissons Inapplication ’ri de dans 

Soit f un élément de [kj-".
- Si |f|o = 0 , Ti(f) = f ,
- Si |f|o ~ 0, y f se décompose d’une manière unique en f = fi f2 ’ où

|f|o =0 et où f2 appartient à 

~B

1 , s’étend linéairement en une application de Z«[k]» dans 

IV .1. - Si Z est quasi-rationnel, il en est de même pour T . 1 (L).
On peut en effet décomposer T , i en un produit :i
- d’une transduction rationnelle de [k]* dans ([k] ~ {03B1 , 03B1} )* définie par un

transducteur ~’ ,
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’" ,,~,

- d’un morphisme ’iJ t Z{kJ u a U OE&#x3E; dans Z«[k]*» tel que T. (x) est Q. R.
, 

1. ~..." 
1.

pour tout élément x de [k] u [û , OE) .

T a deux états l et F ( 1 initial, l et F finaux), et il est défini par

les quadruplas (I , j , j , r) , (r , J , } I) pour ,j = 1 ~ k ;

(I , 0 , OE , F) , (I , Õ , à , F) et ( F , j ’J j , F) , (F , J , J , F) pour

j = 0 , k .

T t est défini par
~

= j = J pour j = 0 , k ;

T ] (a) = 1 in on 0 T ! t (ù) = I i n on Õ . .

Définition. - Soit ?"i£ l’ensemble des mots de vi qui possèdent au

moins une occurence de 1 ou de 1 et une occurence de 0 ou de Õ . Ainsi :

La propriété 1 résulte alors de la propriété suivante 1

PROPRIÉTÉ IV.2. - Le langage vérifie:

1° Mo est vide, 9

2° Ml = OI[l , ô )" , eJ ,
3° Pour k &#x3E; 1 , notons j = (i , (1 , 9 0)"° (sous-ensembles de
,g ~ -----~-- 1. 1.

N k est alors somme disjointe do définis par

Démonstration de la propriété 1 (à partir de IV.2).

M. est quasi-rationnel, d’après IV.2.

Si Fi est Q. R. pour P)  k , M~ est Q. R. puisque image de par

une transduction rationnelle, et est aussi Q. R.

Le fait que est Q. R. résulte alors de la propriété IV.2, les et wt 1
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/’ ,

étant des sous-ensembles rationnels de x j~k]~ .

Démonstration de la propriété IV.2. - Le lecteur vérifiera que 

sont bien des sous-ensembles disjoints de i montrons que M, en est la

réunion ; pour ceci nous faisons d’abord deux remarques. 0

Remarque 1. - Si f appartient à y et ne contient aucun facteur de la forme

il (pour i = 0 , y 1 , p ... , k), 9 alors f = On 9 où h appartient à Mk et

n , est positif ou nul.

Remarque 2. - Soit f un élément de Mk tel que f = fi gf2 9 où g appartient

à Lp. g est alors de la forme : t

En effet y g est un mot de Lp qui vérifie qu’aucun de ses facteurs n’est de la

forme il (sinon f n*appartient pas à 

Soit f un mot de ~B{’ , montrons qu’il appartient à ~- ? 1 Bk . En
tant que mot de Lk’ il est élément de

1er Cas : f appartient à OLP OL[k]/P (Soit ÕF 2 avec f1. E Lp ,
f2 E L[kJ’P ). -Puisque f est élément de ~~ C Lk’ p ~ 0 et P~[k] .

Diaprés la remarque 2 y

g (resp. g2) appartenant à N (resp. est élément de A~ .

2e Cas: 1 f appartient à oi~iI[k]B{i} (Soit f == Oig ) . - g peut se 

ser d’une manière unique en

g , y élément de vi se met uniquement sous la forme :

(où |h1|o = = 0 y et h2 est ou bien vide ou bien élément de (0 , o)[k]*).

hl et h2 se décomposent d’une manière unique en

Remarquons que h’ 1 est un mot non vide de car k &#x3E; 1 , y et aucune
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occurence différente de 0 ou i apparue ; 3 cas sont alors à distinguer :

Ê3- hi est vide. - h2 appartient alors à (élément de BIi 

sans occurence de i ou r ).. D’après la remarque 2, y h2 = 0 
n’3 h"2 On3 , y et f ap-

partient à B~ .
Si h2 est vide. - hi appartient à ei (L[k},hi). Hi (hi) est élément de

et, d’après la remarque 2, = 0 . hï 0 , soit

est alors élément de ~É
Si 11( et h2 ne sont pas vides. - Montrons que hl h2 appartient à 1~

( f appartient alors à B ).
Il suffit de montrer que w == TTi(h1 h2) appartient à En effety

=0 et h’2|i == 0 entraînent alors que hl h2 appartient à V 

et d’autre part, h2 commence par 0 ou 0 , y et hl par i puisqu’il est non

vide et que n.(h’ h2) commence par 0 . Alors h’’ h2 appartient donc à 14) .
Montrons que we appartient clairement à Pour j ~ Oy

jJ n’est pas facteur de hl h2 (car il n’est facteur y ni de h’ y ni de h2’ et
que h2 commence par 0 ou 5 )~ et jJ n’est pas facteur de w ( = TTi(h1 h’))~

Si OÕ est facteur de w , il ne peut être facteur de TT.(h’) (resp. TTi(h2) );
car ii (resp. OÕ) serait alors facteur de hi (resp. h2) ; par conséquent,
n.(h’) = wi 0 et == ce qui est contraire au fait que h2 hl $. i.

w appartient à et n’admet aucun facteur de la forme jj 
n

la remarque, 1 w s écrit w = 0 ? où w’ ,

appartient à mais na ; est nuly car h 1- i[k]~- Õ .

Q. E. D.

V. Etude de Lk

Dans cette partie, nous démontrons la propriété 2. Nous utilisons pour cela la

deuxième caractérisation de y donnée dans la partie III.

Soit 9 dans [k]* y la congruence de Thue (cf. [ 10 j et [13])? 1 définie par ii rj e

pour pour tout f de nous notons f le mot de la
o

classe de f de plus petite longueur. Un mot de f est dit réduit si f = f .

Remarquons que si f = f1 il i2 f2 (où i 7" i2 ), alors f = f1 il i2 f2
général, f 7~ 

1 f f2 . 0 ) °
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Les lemmes suivants donnent une caractérisation des mots de Lk par rapport à

leur mot réduit.

o

LEMME V.1. - Si g appartient à Lk’ 9 g appartient 

Il est clair que si f ( E ([k] u ~0~~’~~ est un emboîtement, il en est de même

de tout sous-mot de f contenant toutes les lettres de [kJ u et commençant

par 0 .

o

Montrons que g appartient à Lk .
g est sous-mot de g ’ d’autre part, g appartenant à Lk, g = g 1 Oig2

où gl E Õj1I’), ce qui entraîne g = g1 og2 , et 1 commence par 0 , enfin

g contient toutes les lettres de [kJ u puisque, pour tout j (j = 1,k) J il
existe i y g. J et g! J tels que

o
g est donc un emboîtement.

On vérifie facilement que 03C8(g) appartient à L , et que l’involution associée

à 03C8(g) est g-autorisée. g est alors élément de L’ et de Mk , car il ne con-

tient aucun facteur de la forme ii (mot réduit).

LEMME V.2. - Soit g un élément de L’k , et soit f = g . 0 |f| = l ,
f = al a2 ... g est alors égal à al w1’ , ... al wl , et chaque wi est un

produit de mot s appartenant à L L ... L .

En effet, wi est un mot tel que wi = e . De plus y aucun sous-mot de wi ne

peut être de la forme i~ i2 y car alors la première occurence de i2 dans g

se trouve nécessairement à gauche de wi et i2 il i2 i , et sous-mot de g , en
contradiction avec le fait que g est un emboîtement. Par conséquent, wl est un

produit de mots w. i = v. 11 v.... 12 
où E Lij . Nous supposerons que 

a.
est un mot de L 1. quitte à multiplier à gauche w. 1 par le mot vide.

Les facteurs vi2 , ... , vi03B1 non vides de g seront dits mauvais facteurs

de g .

V.3. - Pour tout mauvais facteur v. de g, il existe une décomposition

unique de g : 
J



1-14

En effet9 la première occurence de i. ou I. dans g ne saurait appartenir à
J J

i. (car ce doit être un I. précédé par Soit donc
J J

g.~ n’est pas vide car il contient au moins a..
g" = yg2’ y est nécessairement la première occurence d’un "ï’1 J (car g est un

emboîtement) et, y par conséquent

Démonstration de la propriété 2. - Nous avons défini ~ , application de 
dans par A(i) = iLl (i) = iLl . Remarquons que si g E A(f) , alors
g = f ; par conséquent, si f’ et for sont réduits, (f’ n (f") = 03C6 .

Nous avons défini Mk cor~me

(car les sont disjoints). 

Soit A’ l’application de Mk sur 1k’ définie par A’(f) = (g~= 1 g o = f) .

Diaprés le lemme 

Pour démontrer la propriété 2, nous définissons pour tout f de Mk une bijec-
tion b de sur ll(f) telle que g et b(g) aient même image commutative.

Définition de b . - Soit g un élément de A’(f) y d’après le lemme V.3 , g

contient au plus k mauvais facteurs et, y pour tout v., y g s’écrit
J

alors nous définissons gj = gl i. v. et nous dirons que v. a été déplacé.

b(g) est le mot obtenu après déplacement de tous les mauvais facteurs de g.

On vérifie que :

- l’ordre dans lequel les mauvais facteurs sont déplacés ne modifie pas le résul-
tat b(g) , 9

- b(g) appartient bien à A(f) , p
- g et b(g) ont même image commutative.

Définition de b’ (réciproque de b ). - Soit h un élément de 9 !,

h = a 1 u 1 a 2 u 2 ... les mauvais facteurs de h sont ceux des u. i placés
immédiatement avant la première occurence d’un j dans h . ’i
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Pour tout mauvais facteur u. , h s’écrit uniquement sous la forme

où aucune lettre apparaissant dans g n’apparaît dans g2’ et g 3 est vide, ou

bien la première lettre de g3 apparaît dans g .
Soit h = g1 ijg2 u1 g3 , nous dirons que ui a été déplacé.

b’(h) est le mot obtenu en déplaçant tous les mauvais facteurs de h .

On vérifie facilement que : i

- L’ordre dans lequel les mauvais facteurs sont déplacés n’intervient pas dans le

résultat,
-Si b(g) = h , b’(h) = g ,
- Si b’(h) = g , b(g) = h .

b est donc une bijection.
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