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Dans c e  q u i  s u i t ,  n o u s  d é s i g n e r o n s  p a r  

K m le (x  # y * . . . .  , y B ) u n  c o r p s  de f o n c t i o n s  a l g e b r i o u e s  ,

c ' e s t - à - d i r e  u n e  e x t e n s i o n  t r a n s c e n a  a n t e  d ’ u n  c o r p s  de 

c o n s t a n t e s  k s u i v i e  d ’ un  nombre  í  i n i  d ’ e x t e n s i o n s  a l g é è  

" b r i q u e s  . Nous  s u p p o s e r o n s  q u e  k e- t  3e n l u a  g r a n d  c o r p s  

de  c o n s t a n t e s  f i g u r a n t  d a n s  k , m a i s  n o u s  ne  f e r o n s  a u c u n e  

R e s t r i c t i o n  s u r  l a  n a t u r e  de k .

R a p p e l o n s  q u e l q u e s  p r o p r i é t é s  é t a b l i e s  d a n s  l a  

d e r n i è r e  c o n f é r e n c e  e t  n u i  v o n t  p r i  n c i  p a l  e n e n t  n o u s  s e r v i  r  

d a n s  l a  s u i t e  : D ans K i l  y s u n e  i n f i n i t é  de  v a l u a t i o n s  

e t  c h a c u n e  e s t  é q u i v a l e n t e  à  u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  ou e n c o r e  

u n  p o i n t  P de E Une v a l u a t i o n  e s t  u n e  m a n i è r e  d ’ a t t r i 

b u e r  à t o u t e  f o n c t i o n  z de K u n  n o m br e  e n t i e r  ( z )  

a p p e l  ù o r d r e  de z e n  P , j o u i s s a n t  de c e r t a i n e s  p r o p r i é 

t é s  .  P o u r  t o u t  d i v i s e u r  p r e m i e r  P , i l  y a d e s  f o n c t i o n s  

u  de K , a p p e l é e s  u n i f o r m i s a n t e s  l o c a l e s  e n  P , d o n t  l ’ o r 

d r e  (u)  = 1 . T o u t e  f o n c t i o n  z p e u t  a l o r s  s e  m e t t r e  
P

q u e l  q ue  s o i t  r  , s o u s  l a  f o r m e  :

z =<* u 9 +  «  +e e+1
r  . r+1«*ru + xr u

x é t a n t  uno  f o n c t i o n  d ’ o r d r e  o. e n  P e t  oí »«X-, r  O J

0  4 -1
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é t a n t  d e s  é l é m e n t s  d * u n  c e r t a i n  c o r p s  de r e s t e s  t e x t e n 

s i o n  a l  gé b r i  n ue  de k , a p p e l é  c o r p s  ci e s v a l e u r s  d e s  f o n c 

t i o n s  de K e n  P . So us  c e t t e  f o r m e ,  l ’ o r d r e  p { z) e s t  

e n  é v i d e n c e  ; on  a e n  e f f e t  >Jp ( z) = e . Le d e g r é  

d = [G : k } de 1 ’ e x t e n s i o n  <5' e s t  a p p e l é  l e  d e g r é  a b s o l u  

d = n  (P)  du d i v i s e u r  p r e m i e r  P .

t r a n s c e n d a n t  s u r  k , s e  d é c o m p o s e  d a n s  IC e n  u n  n ombr e  f i n i  

de  d i v i s e u r s  p r e m i e r s  .

Dé f i n i  t i  o n s .

De f a ç o n  g é n é r a l e ,  o n  a p p e l l e  d i v i s e u r  A d ’ u n  

c o r p s  IC , u n  p r o d u i t  f o r m e l ,  é t e n d u  à  u n  e n s e m b l e  de d i v i 

s e u r s  p r e a l  e r s  P,  de K . c h a c u n  a v e c  u n  e x o o s a n t  e n t i e ri
e * ^  0  , e t  d o n t  u n  n omb re  f i n i  s e u l e m e n t  e s t  7= 0

Un d i v i s e u r  p r e m i e r  d ' u n  s o u s  ' ■ c o r p s  de Z ,

a =  n  p? i
i

e e s t  a p p e l é  3 f o r d r e  de P.. d a n s  A e t  on l e  d é s i g n e  p a r  

>)_. (A) . S o i t  d,  = n* (P . , )  l e  d e g r é  du  d i v i s e u r  P ,  r e l a -
Jr* J 1 ^ 1

t i v c r n e n t  à  un  s o u s - c o r p s  Z de K , o n  a p p e l l e  d e g r é  r e l  a t i  -
¿4

t i v e i a e n t  à  u n  s o u s - c o r p s  K de K

v e m e n t  à K du d i v i s e u r  A 1 Te x p r e s s i o n  :

n  (A) d . e , 
1 1

-  E . *•  à



e s t  l e  ¡3 e g r é  a b s o l u  3 g A .

On a p p e l l e  p r q  a u T t  A A’ = B l e s  d 5v i s e u r s

A _  ) _  p e j  s t  A ' = £ __ P ® ' i  3e  f l i v l s B n r  B = n i * f 1 + a ^

i 1 î 1 

On e n  d é d u i t  i m m é d i a t e m e n t  q ue  :

n(  AAT ) = n(  A) + n(  A* )

Un d i v i s e u r  B e s t  d i t  m u l t i p l e du d i v i s e u r  A

à i  l ’ on  a >) ( B) — V (A) p o u r  t o u t  d i v i s e u r  p r e -
i i

m i e r  P ,  de B . On é c r i t  a l o r s  B = 0 (mod A) .

Le s  d i v i s e u r s  i e r n e n t  u n  g r o u p e  m u l t i p l i c a t i f  

d o n t  l e  d i v i s e u r  u n i t é  U e s t  c a r s c  t e  r i  s é  p ^ r  l e  i e i t  ou ©

^  (B) = o q u e l  que  s o i t  l e  d i v i s e u r  p r e m i e r  P de Z .

Un d i v i s e u r  A e s t  e n t i e r  s ’ i l  e s t  m u l t i p l e  du 

d i v i s e u r  3 , c ’ e s t - à - d i r e  s i  ^ p ( A}^  0 q u e l  que  s o i  t  P . 

T o u t  d i v i s e u r  B p e u t  s e  m e t t r e  s o u s  l a  f o r m e  d ’ u n  q u o t i e n t

-  de de ux  d i v i s e u r s  e n t i e r s  A e t  A’ . Ces d i v i s e u r s  e n t i e r s  
A’
A e t  AT s o n t  d é t e r m i n é s  p a r  B s i  on  l e s  s u p p o s e  p r e m i e r s  

e n t r e  e u x , c ’ e s t - à - d i r e  s i  a u c u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  a u n  o r d r e  

n o n  n u l  à l u  f o i s  d a n s  A e t  d a n s  A T . Dans  ce  c a s ,  A e s t  

a p p e l é  d i v i s e u r  n u m é r a t e u r  e t  A’ d i v i s e u r  d é n o m i n a t e u r  de

T. I*

3! d.  -  .n(Pj)  e s t  l e  degré  a b s o l u  <3ô n  ( A) - x .

E

r*

äipi
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D i v i s e u r  ciTune f o n c t i o n

C o n s i d é r o n s  d r ab o rd  une  e x t e n s i o n  s i m p l e m e n t

t r a n s c e n d a n t e  du c o r p s  de c o n s t a n t e s  k . Tou t  é l é m e n t  x 

n f a p p a r t e n a n t  p a s  à k e n g e n d r e  c e t t e  e x t e n s i o n  l o r s q u f on 

a d j o i n t  x à k . I l  n ’y a que  deux v a l u a t i o n s  de k (x )  

d o n n a n t  à x un  o r d r e  non  n u l ,  c o r r e s p o n d a n t  au?  d i v i s e u r s  

p r e m i e r s  A e t  A* ; A c o r r e s p o n d  à x e t  A à. — 

l ' o n  a 3 A (x)  = -  ^ Ar ( x )  = 1 e t  n(A) = n ( A ' )  = 1 .  )

Qjn. cl i z*q oui g B — e s t  16 di v i S6ur flG x d sn s  k ( x )  . Poux*
A ̂

t o u t  d i v i s e u r  p r e m i e r  Q, de k ( x )  on a u r a  ^  q (x ) —

d T a u t r e  p a r t  n(B)  = 0 .

S o i t  a l o r s  K une e x t e n s i o n  a l  gé ' b r i qu e  de^

k ( x )  . Le d i v i s e u r  A e s t  1 a p r o j e c t i o n  i ’ un  nombre f i n i

de d i v i s e u r s  p r e m i e r s  , Pp , . .  . , I*r  de ^  * a ve c  ^ e s

o r d r e s  de r a r a i i i c a t i o n  e-j , e^ , . ,  . ,  e r  • Dans K on
r  e

p e u t  é c r i r e  A = ) ( P . 1 . P s r  d é f i n i t i o n  de l a  p r o ; i e c -

i = l

t i o n  d ' u n  d i v i s e u r  t on a p (x)  = e j  = ^ P j ^ '  f

V (x)  >  0 que s i  P e s t  1 ’un  des  P^ . De même , nou s

avons  î i —1 \
A’ = f l  P ' f  i e t  * pt  (x)  = -  9 * , = ^  (A U O .

i 1 r  i i
Nous d i r o n s  e n c o r e  que = B e s t  l e  d i y i s e u r  de x dan s

A’

(B'S).
H

et

e t

L

P (
i

P1
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Z e t  nous  é c r i r o n s  B c^> x ,p

A e t  A'  é t a n t  p r e n i e r a e n t r e  eux  .  A e s t  a p 

p e l é  l e  d i v i s e u r  n u m é r a t e u r  e t  A f l e  d i v i s e u r  d é n o m i n a t e u r  

de x ,

On v o i t  i m m é d i a t e m e n t  que  p o u r  t o u t  d i v i s e u r  

p r e m i e r  P de Z on a S> p  (x} = N>p (B) e t  p a r  s u i t e  s i  

x B , on s  x x T B BT . Nous a] 1 ons  é g a l e m e n t  mon

t r e r  que n(B)  = 0  .

Théorème

3JE_ X  <ux-> Ay- , on  a n ( A) == n{ A ' ) = ( z :  k( x ) J  

S o i t  </* l ' a n n e a u  d e s  f o n c t i o n s  t  de k ( x )

p o u r  l e s q u e l l e s  ( t ) — 0 , A é t a n t  l e  d i v i s e u r  numéra  —
A

t o u r  de x da ns  k ( x )  . j y  e s t  formé d e s  o u o t i e n t s  ■ -? iü i—
p M x T

de p o l y nô me s  p ( x )  e t  p ’ (x)  en x o ù  p ' ( x )  n ' e s t  p a s

d i v i s i b l e  p a r  x . S o i t  ■ i X  l ' a n n e a u  d e s  ^ o n c t i o n s  y  de

E t e l l e s  que  (? )  -  0 p o u r  t o u s  l e s  P< f i g u r e n t  e f -
i 1

f e c t i v e m e n t  da ns  l e  d i v i s e u r  n u m é r a t e u r  A de x d a n s  E 

Nous m o n t r e r o n s  que t r  po s s è d e  une  b a s e  p a r  r a p p o r t  à  .

La d é m o n s t r a t i o n  e s t  p o s s i b l e  g r â c e  h l ' e x i s t e n c e  d ' u n  a n 

n e a u  ~ k {" 1  ] d e s  p o l y n o m e s  en  I  e t  de l ' a n n e a u
■X J x

d e s  f o n c t i o n s  de Z  e n t i è r e s  p a r  r a p p o r t  à  j f*  ( c ' e s t

à - d i r e  v é r i f i a n t  une  é q u a t i o n  y r  + x 1y r "’  ̂ + .  + x = 0
j • * * r  •

V
pi



où. l e s  Xj a p p a r t i e n n e n t  à  i f ' )  .

P o s o n s  » « ( , }  = . «CI

ô t a n t  l ’ e n t i e r  i m m é d i a t e m e n t  i n f é r i e u r  à a . Si y 

p a r t i e n t  ü l ) ' ’ on  v o i t  f a c i l e m e n t  q ue  N> ( y )  = " . ï o u t e  

f o n c t i o n  de Z e s t  q u o t i e n t  (3 e d e u x  é l é m e n t s  de V ' , on 

p e u t  d o n c  t r o u v e r  n= ( K : k ( x } )  f o n c t i o n s  l i n é a i r e m e n t  i n 

d é p e n d a n t e s  p a r  r a p p o r t  à  k ( x )  d a n s  v ’ . S o i t  y^ u n e  

f o n c t i o n  de CTt t e l l e  q u e  ^ * ( y } î  = c*-j s o i t  l e  p l u s  

g r a n d  p o s s i b l e  . De même, s o i t  yffi (m ^  n  ) u n  é l é m e n t  

1 l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t  p a r  r a p p o r t  à  k ( x )  de 

y - j , y ^ , . .  . , e t  t e l  q ù e  ^ (ym) s o i t  l e  p l u s  

g r a n d  p o s s i b l e  . y j  , 7Z ...........7 n  A r m e n t  a l o r s  u n e  b a s e  de

K p a r  r a p p o r t  à  k ( x )  e t  0 — 3 — <*3 "  “ * ”  ° ^ n  *

La d é f i n i t i o n  de >) ( y )  m o n t r e  que

*1 = ^1 x ” a p p a r t i e n t  à  < r .  s i  a l  o r s  t ]  , t g  , « . .

t  s o n t  d e s  é l é m e n t s  de  fc(x) t e l s  que  ¿ L .  t j  Zj  a p p a r -  
n

t i e n n e  à <T  . i l  e n  r é s u l t e  q u e  l e s  t j  a p p a r t i e n n e n t  à  <r. 

En e f f e t ,  s u p p o s o n s  q u ’ i l ^ n f e n  s o i t  p a s  a i n s i  . I l  e x i s t e  

a l o r s  u n e  f o n c t i o n  y 1 = ^ ^  t f j z .  de * l Tu n e  d e s

f o n c t i o n s  t T . = L 1 !ü l  n » é t a n t  p a s  d a n s  CK . p ’ W x )  e s t
1 P T i f  x )

a l o r s  d i v i s l ' -b l e  p a r  x  , e t  i l  e x i s t e  u n e  p u i s s a n c e  p o s i -
n   ̂ .

t i v e  h. t e l l e  e u e  l a  f o n c t i o n  y  = )  t  z où  y = y T*
r a r  1 1

r. • 3 .
M► O

borne

P. k \' Pi (:

S i T ) ;il
ip-

d©

i r

m-1y



a p p a r t i e n t  à x , t a n d i s  que  3 e s  f o n c t i o n s  t^ = t ’ . xh

a p p a r t i e n n e n t  à s a n s  a p p a r t e n i r  t o u t e s  à <r?. . On p e u t

donc  t r o u v e r  d e s  c o n s t a n t e s  £ .  = u^ (mod t r ' x )  de k no n

t o u t e s  n u l l e s  t e l l e s  que  r —
z = / 25j .  £n  jp 0 . s o i e n t

1=1

c o n t e n u e s  d a n s  'i j  x r c ’ e s t - à - d i r e  que  ( z ) > 0 .  I l  en
w  *vi

r é s u l t e  que  (x  z) .> «<m . o r  z x  = )   ̂ Ê-jy^x

y V
e s t  c o n t e n u  d a n s  v / ’ e t  £  -p 0 , c e c i  c o n t r e d i t  l e  c h o i x

m

de y m
Le s y s t è m e  z-, , % > » . . . •  z fo rm e  une b a s e  de l ’ a n -

J Xl

n e a u  ■'£/ p a r  r a p p o r t  à  -¿k  « I*a b a s e  y^ r y? , . . . , y n  c o r r e s 

p o n d a n t e  de K p a r  r a p p o r t  à  k ( x ) e s t  d i t e  b a s e n o r m a l e  

p a r  r a p p o r t  au  d i v i s e u r  A .

Gomme i l  y a e ,  n i  p . ) é l é m e n t s  de < r  1 i  né a i -
1 *  1 •

r e m e n t  i n d é p e n d a n t s  (mod P®3" ) on  e n  d é d u i t

r
n(  A) = \  e .  n ( P .  ) = n  = (K : k ( x ) ^  ,

W

Un r e m p l a ç a n t  x D8 r  — on  a de même
x

V •  7S.

(Y

p ? 
m» *

n{AT) -  : M ç ) )  = ( k  : k ( x ) )

d ’ où l e  t h é o r è m e  a n no nc é  .
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Remarque  On d é d u i t  f a c i l e m e n t  4u t h é o r è m e  p r é c é d e n t  l a

p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  ;

é t a n t  une  e x t e n s i o n  f i n i e d ' un c o r ps  K de

f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s  . __ P un  d i v i s e u r  p r e m i e r  de K ,

"F f F  f . . .  t P l e s  d i v i s e u r s  p remi  e r s  de 1? s e  p r o j e t -
1 ¡v r

t a n t  s u r  P , e* l e u r s  o r d r e s  de r a m i f i c a t i on  e t  d^ l e u r s  

d eg ré  s  r e j  a t  i f  s , on a :

..r
) _  d 3 e-  = ( K : K ) 
i = î

C e t t e  p r o p o s i t i o n  n ’ e s t  e n  g é n é r a l  p l u s  v r a i e  s i

K e s t  un  c o r p s  q u e l c o n q u e ,  on a c o n s t r u i t  e f f e c t i v e m e n t  d e s
r

c o r p s  K où  1 ’ on  a ^  d j  e j ^  (T îE)

Cl a s s e s  de d i v i s e u r s  .

Comrie l e  d i v i s e u r  de t o u t e  c o n s t a n t e  de k e s t

l e  d i v i s e u r  u n i t é  3  e t  r é c i p r o q u e m e n t  , t o u t e  f o n c t i o n  x

de K e s t  d é f i n i e  , o une  c o n s t a n t e  de k p r è s  , p a r  s o n

d i v i s e u r  B . Dn e f f e t ,  s i  x ^  B , e t  ï ’ u o B , L
x *

donc  a p p a r t i e n t  à k .

Les  d i v i s e u r s  d e s  f o n c t i o n s  de K s ’ a p p e l l e n t  

g r i n c i p a u x  , i l *  f o r m e n t  un s o u s - g r o u p e  du g r o u p e  O i

de t o u s  l e s  d i v i s e u r s  de Iv ; i l s  s o n t  t o u s  de d e g r é  0  .



9

Les  c l a s s e s  de  r e s t e s  Ü i l  £  s ' a p p e l l e n t  c l a s s e s .  d_e__di.- 

v l s o u  r s  . Tous l e s  d i v i s e u r s  d ’ u n e  même c l a s s e  o n t

même d e g r é  a p p e l é  d e g r é  de  l a  c l a a s e .  , c ’ e s t  l e  d e g r é  n(A)  

d ' u n  d i v i s e u r  q u e l c o n q u e  de ¿ t  . Si  A e t  A’ s o n t  d e u x  

d i v i s e u r s  d ’ u n e  même c i t a s s e n t  , A A ' " 1 a p p a r t i e n t  à  

g ’ e s t - à - â i  r e  , i l  y a u n e  f o n c t i o n  x  de K d o n t  l e  d i v i 

s e u r  e s t  A A’ e t  r é c i p r o q u e m e n t  .

S o i e n t  Aa , A ^ ................ Ar  des- d i v i s e u r s  de la

c l  asvse , A u n  d i v i s e u r  q u e l c o n q u e  de «JC . H  7 e donc

d e s  f o n c t i o n s  , z3 ........... z r  de K t e l l e s  q u e

z.  A. A“ 1 . S o i t  A» u n  a u t r e  d i v i s e u r  de e t

z ’ j t ^ A j A ' * * 3 . S i  a l o r s  z A A’ , o n  a u r a

r t = £ .  z z , é t a n t  u n e  c o n s t a n t e  de k . L e s  r

f o n c t i o n s  z .  e t  l e s  r  f o n c t i o n s  z ’ j s o n t  d o n c  s i m u l 

t a n é m e n t  l i n é a i r e m e n t  d é p e n d a n t e s  ou i n d é p e n d a n t e s  p a r  r a p 

p o r t  à. k: On d i r a  q u ’ i l  en  e s t  a i n s i  d e s  d i v i s e u r s  Â

7 . -  3 . -

h ...........Ar  ae  * *

De si  p n o n s  p a r  L(A) l ’ e n s e m b l e  d e s  f o n c t i o n s

z de K m u l t i p l e s  d ’ u n  d i v i s e u r  A” { c ’ e s t - à - d i r e  d o n t  

l e  d i v i s e u r  e s t  m u l t i p l e  de A  ̂ ) . O’ e s t  1 e n s e m b l e  d e s  

f o n c t i o n s  z t e l l e s  q u e  V p ( z )  — -  V-p(A) p o u r  t o u t  d i v i 

s e u r  p r ä m i e r  P de E . C e t t e  d e r n i e r e  d é f i n i  t i o n  m o n t r e
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i m m é d i a t e m e n t  q u e  L(A)  e s t  un  m o d u l e  p a r  r a p p o r t  à k 

Nour  d é m o n t r e r o n s  q u e  ce  m o d u l e  L(A) e s t  de d i m e n s i o n  

f i n i e  ■£ ( A ) * "C ( A ) e - t  o /?a 1 au n o mb r e  de d i v i s e u r s  e n 

t i e r s  de l a  c l a s s e  o£  de A , i n d é p e n d a n t s  p a r  r a p p o r t  à  k 

e t  n e  d é p e n d  p a s  du d i v i s e u r  p a r t i c u l i e r  A de  ï £  c h o i s i .  

Le nombre  -¿ (A )  s ' a p p e l l e  l a  d i m e n s i o n  de  l a  c l o s  s e

S o i e n t  d o n c  Z] , . ,  . , z ^  r  f o n c t i o n s  de

L(A)  1 i ne ci 3 r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  p a r  r a p o o  r t  à  k 
-3T

2 = ¿ __ ^ i  z i  e s t  e n c o r e  u n e  f o n c t i o n  de L(A) a i  l e s  à .
1=1 |

s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  de k . S o i t  P u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  de 

Z  f i g u r a n t  a l t e r n a t i v e m e n t  d a n s  A e t  u  u n e  u n i f o r m i s a n 

t e  l o c a l e  c o r r e s p o n d a n t e  

On a u r a  :

» = «X U6 + ©< u e + ^4-e ê + 1  • - • •

l e s  c o n s t a n t e s  u  q , <*e+3 , ... a p p a r t e n a n t  a u  c o r p s  d e s

r e s t e s  b  , de d e g r é  n  (P)  p a r  r a p p o r t  à  k , e t

>) ( z )  = e ^  -  V (A) ;
- P

S o i t  a l o r s  B u n  a u t r e  d i v i s e u r  t e l  qu e  A 

s o i t  . vJ  : J p .7 fi e B . C h e r c h o n s  à. d é t e r m i n e r  l e s  c o n s t a n t e s

A , de m a n i è r e  q u e  z a p p a r t i e n n e  à L( B) . Nous a v o n s  à

vcr - i^e  que  ¿ p  ( z )  ^  -  S)p ( b) (  ± -  $ p  ( A}) ,n» e s t - à - d i  r e  à

au p l u s  >) (A) -  V ( B) d e s  c o e f f i c i e n t s
■*- e

TT
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Cea c o e f f i c i e n t s  é t a n t  d a n s  <T , n o u s  av o n s  
o( e+ 1  » • • * ->»»

. _ \ ^  í Ai -  S» (b)  é q u a t i o n s  ( S ) à c o e i -donc  au  p l u s  n ( P )  \_ Vp(AJ

f i c i e n t s  d a n s  k p o u r  c h a q u e  d i v i s e u r  p r e m i e r  F de A , 

e t  p a r  c o n s é q u e n t  au p l u s  n (A)  -  n ( S )  é q u a t i o n s  de ce  t y p e .

I l  en  r é s u l t e  que  p a r m i  c e s  f o n c t i o n s  z i l  y a au  p l u â  

r  -  î n(A)  -  n (B) ]  f o n c t i o n s  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s

a p p a r t e n a n t  à 1 (B) e t  p a r  q u i t e  que  : 

l  (B) à  r -  [ n (  A) -  n ( B ) J

P r e n o n s  a l o r s  p o u r  B 1 » i n v e r s e  du d i v i s e u r  d é 

n o m i n a t e u r  de A o u d ’ u n  m u l t i p l e  de ce  d i v i s e u r  d é n o m i n a 

t e u r  . l e  d e g r é  n (B)  do B s e r a  n é g a t i f  e t  i l  n»y a a u 

cune  f o n c t i o n  z m u l t i p l e  de B , donc  ¿  ( B) = 0  .

P a r  s u i t e ,  r  ¿  n(A)  -  n (BÎ  e t  l e  nombre  r  d e s  f o n c 

t i o n s  de I ( A )  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  p a r  r a p p o r t  à  k

e s t  b o r n é  .

S i  B e s t  u n  d i v i s e u r  q u e l c o n q u e  d o n t  A e s t  

m u l t i p l e ,  l a  même d é m o n s t r e t i o n  m o n t r e  que

l (B) ^  -¿(A) -  jn(A) -  n(B)j  

ou e n c o r e  que

n( A) -  Ji(A) à  n( B) -  l  ( B)

G e n re  du c c ^ p s  Y

I -O* 9 * 6 8 * 1  or. n( A) -  I  (A) + 1  e s t  b o r n é e  s u -
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pé r i  e u r e a e n t  p a r  u n  nombr e  g  q u i  ne  d é p e n d  que  du c o r p s  

E , e t  o u i e?. t  a p p e l é  g e n r e  de K .

P o u r  d é m o n t r e r  ce  t h é o r è m e ,  n o u s  a l l o n s  p r e n d r e  

u n  é l é m e n t  p u e ] c o n q u e  x f i x e  de  K , e t  u t i l i s e r  l e  c o r p s  

a u x i l i  ©i r e  k ( x )  .

S o i t  d ’ a b o r d  A’ u n  m u l t i p l e  e n t i e r  de  A , P 

u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  f i g u r a n t  e f f e c t i v e m e n t  d a n s  A’ . P s e  

p r o j e t t e  s u r  k( x ) e n  u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  Q de k ( x )  , 

q u i  d a n s  K e s t  m u l t i p l e  de P , c a r  Q s e  d é c o m p o s e  d a n s  K 

e n  u n  p r o d u i t  de d i v i s e u r s  p r e m i e r s  c o n t e n a n t  e n  p a r t i c u l i e r  

p  , Au d i v i s e u r  A’ = H P 6 c o r r e s p o n d  a i n s i  u n  d i v i s e u r  

A” = T1 Ç,e de  k ( x )  q u i  d a n s  K e s t  m u l t i p l e  de .

Au d i v i s e u r  p r e m i e r  Q, de k ( x )  , o o r r  u n  p o l y n o m e

i r r é d u c t i b l e  f  de de / r r é  c* e t  f  ■- ~v -Kyrr s i  Q, ’ e s t  l e
*4

d i v i s e u r  d é n o m i n a t e u r  de x  d a n s  k ( x )  . P a r  s u i t e  :

^  Ï ï i 8 o ù  as = 2 . <* e

A” e t  Q,’ e n v i s a g é s  comme d i v i s e u r s  de E a p p a r t i e n n e n t

à  l a  même c l a s s e  e t  n( A" ) = n(  Q,,<8 ) , -t { A" ) = ••£ ( Q, ’ 8 )

P a r  s u i t e

n(  A) -  | ( A )  <= n(  A” ) -  A") = n ( Q ’° )  -  i  ( Q ’a )

On p e u t  t o u j o u r s  d é t e r m i n e r  u n  e n t i e r  b e t  

u n e  b a s e  y-j ,y~ ...........y R de  K p a r  r a p p o r t  à  k ( x )  t e l l e

A"

Q,

u
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que tous 3 es y, soient mu 3 ti pi es de Q,T . ^n effet si

Q-j est 3e diviseur dénominateur coanun dsns K d Tune "base

quelconque y % ,  y T , . . . , y T ♦ on peut déterminer commei u n

p3us haut un mu3tip3e Q ’ de Q,̂ tel que
i  i  çJU

La hase y. = y' [7 f ’e satisfait aux conditions .

Considérons a3ors 1 es fonctions z — y .p -(x)

i-3

où pj(x) est un po 3 y nome arbitraire en x de degré d au 

plus . p. (x) étant mul ti pl e de Q,T et y^ de Q,T

z appartient à L(Q,|J" } . 13 y a (d+3)n fonctions

di  y
x J y. , d, t d , 3 ineai rement indépendantes par rapport

à k donc t- ( Q,T d+" ) — ( d+3 ) n . D T autre port on a vu 

que , envisagé comme diviseur de K , on a n(Q’) = n , 

donc n(Q/ + } = (d+b)n . Donc dès que d > a-b ,

Q » d+b es t mu3t.ip3e de Q r a et

n(ç/a) - £ (Q’a) = n(Q'd+b) - i(Q-a+b) ^ (t-J)n 

ce qui constitue 3a proposition énoncée .

On a, on parti cu31er, n(B) = 0 , (E) = 1 , 

donc si A est un diviseur entier

g 5s n( A) - £( A) 4- 3 ^ n(E) - -i(B) + 3 = 0

v. - s.-

-b

f  i e  ’

i

- b-d

i+b
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I l  e x 5 s t e  donc  au m o i n s  un  d i v i s e u r  e n t i e r  G t e l  q u e :

n(  G) -  'l (G) + 1 = g 

T o u t  m u l t i p l e  d T un  d i v i s e u r  G e s t  e n c o r e  un  d i v i s e u r  G .

Si  B e s t  un  d i v i s e u r  q u e l c o n q u e ,  n ( B ) ~ £ ( B )  +1

— g i P o s o n s  :

>t ( B) = n ( B )  *  1 -  g  + r (  B) a l o r s  r (  B) -  0 .

C e t t e  f o r m u l e  n o u s  d o n n e  l a  d i m e n s i o n  d ’ u n e  c l a s s e  de d i v i 

s e u r s ,  e n  f o n c t i o n  de s o n  d e g r é ,  d è s  que  1 f on  c o n n a i t  r ( B ) .  

C ’ e s t  ce  nombre  qu e  n o u s  a l l o n s  d é t e r m i n e r  d a n s  l a  s u i t e  *

DIFFERENTIELLES

D é f i n i t i o n  de  A. 'VSIL

Un d i v i s e u r  q u e l c o n q u e  B é t a n t  d o n n é ,  c o n s i 

d é r o n s  u n  m u l t i p l e  de B q u i  s o i t  u n  d i v i s e u r  G . R e p r e 

n o n s  e n c o r e  l e s  n  ( G ) -  n (B )  é q u a t i o n s  \S) , l i n é a i r e s  d a n s  

k  , qu e  1 T on o b t i e n t  e n  é c r i v a n t  q u Tun  z de 1  ( G) a p p a r 

t i e n t  a u s c i  à L ( B) . Comme i c i ,  r ( G )  = 0  , on  a ;

i  (B) = l ( G )  -  f n ( G )  -  n (B )J  + r ( B )

r ( B )  e s t  donc  l e  nomb re  e x a c t  de  r e l a t i o n s  l i n é a i r e s  d i s 

t i n c t e s  e x i s t a n t  e n t r e  l e s  p r e m i e r s  membres  d e s  é q u a t i o n s  (S).

S o i t  ©( z) = 0  un e  t e l l e  r e l a t i o n  e t  c o n s i d é 
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r o n s  l e  d é v e l o p p e m e n t

3  -  C* U e  4- OC < *  u *
e e + j  r

e n  u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  P f i g u r a n t  e t f e c t i v e m e n t  d a n s  G 

o u  d a n s  B , u  é t a n t  u n e  u n i f o r m i s a n t e  l o c a l e  c o r r e s p o n 

d a n t e  . En  u t i l i s a n t  u n e  "base du  c o r p s  d e  r e s t e s  <T' , c o n t e 

n a n t  t o u s  l e s  c o e f f i c i e n t s  o( , p a r  r a p p o r t  à  k: # o n
r

v o i t  q u e  ex a n o o r t e  u n e  c o n t r i b u t i o n  c  à  R { z )  , £
^ r  r  r

é t a n t  d a n s  k . A i n s i  R ( z )  = 0  s r é c r i  t

/ -  ^ p ( B ) - l  \\ ( \  ¿ | = 0  
/ ___ V /_ ____  T t

P \ r = - V p ( G )  )

Nous a s s o c i e r o n s  a l o r s  à  <£ u n e  c o n s t a n t e  CO , du  c o r p sr  •»r**!
r r  t e l l e  q u e  ^  , -  t  . C o n s i d é r o n s  l ’ e x p r e s s i o n

^ ' r  - r —J r

MîL-1 s  
)  »

3=Vp (B)

comme é t a n t  l e s  p r e m i e r s  t e r m e s  du d é v e l o p p e m e n t  e n  P , 

d f u n  n o u v e l  ê t r e  c<> q u e  n o u s  a p p e l l e r o n s  une  u i f  fo r e n t i  e l  -  

1 e du c o r p s  K . Dans  c e s  c o n d i t i o n s  l a  c o n t r i b u t i o n  à 

R ( z } = 0  d e s  c o e f f i c i e n t s  de z e n  P s e r a  e x a c t e m e n t  l e  

c o e f f i c i e n t  de u  d a n s  l e  p r o d u i t  f o r m e l  z Gü . On a p 

p e l l e  ce  c o e f f i c i e n t  r é s i d u  de 2 U) e n  P e t  on  l e  n o t e r a

+1u e
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< 6 P z l ü  .  I>a d é f i n i  t f  o n  m o n t r e  q u e  c f e s t  u n  é l é m e n t  de R„
✓  *

La r e l a t i o n  R( z) = 0  e2 1 e-même s e r a  r e p r é s e n t é e  p a r  3 e 

Symbol  e (£  z u ) = z O i — 0 . Comme L(G) f o r m e  u n

m o d u l e ,  & z (jJ = 0  s e r a  é v i d e m m e n t  v é r i f i é e  p o u r  t o u t e  

f o n c t i o n  z de L(G) .

Nous  a l l o n s  m o n t r e r  q u e  1 '  on p e u t  o b t e n i r  l e  

d é v e l o p p e m e n t  de 1 a d i f f é r e n t i e l l e  CJ a u s s i  l o i n  q u e  l ' o n  

v e u t  , e n  t o u t  p o i n t  P de E .

En e f f e t ,  s o i t  G’ u n  d i v i s e u r  m u l t i p l e  de G 

n o u s  d i r o n s  que  l a  r e l a t i o n  (j> z ûi  = 0 s e  p r o l o n g e  d a n s  

L f G T) e t  d é f i n i t  e n c o r e  3a  même d i f f é r e n t i e l l e  a )  s i  p o u r  

t o u t e  f o n c t i o n  z de  L ( G ' )  q u i  a p p a r t i e n t  a u s s i  à  L(G)

3a  r e l a t i o n  cp z u> = 0 s e  r é d u i t  à  3a  r e 3 a t i o n  de d é f i n i 

t i o n  de UJ . En e f f e t  on  n e  p e u t  a v o i r  d e ux  r e 3 a t i o n s  d i s 

t i n c t e s  s e  r é d u i s a n t  p o u r  u n  z de L(G) à l a  même r e 3 a -  

t i  o n ,  s i n o n  i3  y a u r a i t  u n e  r e l a t i o n  s e  r é d u i s a n t  i d e n t i q u e 

m e n t  à  0 p o u r  t o u t  z de  L(G) e t  c e  s e r a i t  une  r e l a 

t i o n  e n t r e  1 e s  é q u a t i o n s  e x p r i m a n t  q u ' u n  z de L( G* } a p 

p a r t i e n t  à  L(G) . Donc r (G)  ne  s e r a i t  p a s  n u l  , c o n t r a i 

r e m e n t  à. l a  d é f i n i t i o n  de G . D ' a u t r e  p a r t ,  r ( B ) ne 

c h a n g e  p a s  s i  on  rernpl a c e  G p a r  G» , c h a q u e  r e l a t i o n  

d a n s  L ' G ’ ) e s t  d on c  e x a c t e m e n t  l e  p r o l o n g e m e n t  d ' u n e  r e 

l a t i o n  d a n s  L(G) . Comme GT e s t  u n  m u l t i p l e  a r b i t r a i r e

£p
T
p
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de G . n o u s  p o u v o n s  p r e n d r e t e n  t o u t  d i v i s e u r  o r e m i e r  P

de K * S>p(G, t ) a u s s i  g r a n d  q u e  1 1 on  v e u t ,  on  a d o n c  e n

t o u t  P l e s  d ' i n d i c e  s  a u s s i  g r a n d s  que  ] ’ on  v e u t .
s

A y a n t  a i n s i  d é f i n i  u n e  d i f f é r e n t i e l l e  cO de  K 

s o i t  x o *  u n e  f o n c t i o n  d o n n é e  de  IL „ P o u r  t o u t  z

de L ( G ’ ) , où  G’ = G- A’ , z x  a p p a r t i e n t  à  L(G) ; d o n c  

rf) z x uJ = 0 e s t  u n e  r e l a t i o n  v é r i f i é e  p o u r  t o u t  z de

1 ( G) e t  p a r  s u i t e  d é f i n i t  u n e  n o u v e l l e  d i f f é r e n t i e l l e  4^® 

n o u s  d é s i g n e r o n s  p a r  x  o j  . L ’ e n s e m b l e  d e s  d i f f é r e n t i e l l e s  

d e  K f o r m e  u n  m o d u l e  e t  on  v o i t  q u e  ce m o d u l e  a d m e t  l e s  

é l é m e n t s  de  E comme o p é r a t e u r s  .

S i  f f é r e n t i e l i e s  de  p r e m i è r e  e s p è c e  .

Si  B n ’ e s t  p a s  u n  d i v i s e u r  G , i l  s e  p e u t  que  

p o u r  c e r t a i n e s  d i f f é r e n t i e l l e s  u ) l a  r e l a t i o n  <p z üJ — 0 

s e  r é d u i s e  i d e n t i q u e m e n t  à 0 . On d i t  a l o r s  que  l a  d i f  f é  -  

r e n t 1e l 1 e e s t  mu l t i p l e  de B .

D’ a p r è s  c e t t e  d é f i n i t i o n ,  a u c u n e  d i f f é r e n t i e l l e  

n e  p e u t  S t r e  m u l t i p l e  d ’u n  d i v i s e u r  G . On a d é j à  r e m a r q u é  

q u ’ une  r o i  a t i o n  z OJ = 0  s e  r é d u i s a n t  i d e n t i q u e m e n t
w

à 0 d on ne  u ne  r e l a t i o n  e n t r e  l e s  é q u a t i o n s  (S)  ; i l  y  a 

donc  e x a c t e m e n t  r (  B)_di  f  f é  r o n t i  e l  1 e s  , l i n é a i r e m e n t  i n 

d é p e n d a n t e s  p a r  r a p p o r t  à  k , m u l t i p l e s  de B . C e t t e  d é -

C_L>

à:

A
- j r
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f i n i t i o n  m o n t r e  e n c o r e  que  s i  x e s t  m u l t i p l e  de A e t  

vJ  de B , l a  d i f f é r e n t i e l ^  x W  e s t  m u l t i p l e  de A B .

Une d i f f é r e n t i e l l e  OJ e s t  d i t e  e n t i è r e  ou de 

o r o m i è r e  e s p è c e  s i  e l l e  e s t  m u I t i p l e  du d i v i s e u r  u n i  t e  B , 

Comme r (  3)  — - £ ( 3 )  -  n ( E )  »1 + g — g • Ü  y a £> d i f f é 

r e n t i e l l e s  d i s t i n c t e s  de p r e m i è r e  e s p è c e  .

D i v i s e u r  d Tu n e  d i f f é r e n t i e l l e

S o i t  co u n e  d i  f  f é  r e n t i e l  1 e , s u p p o s o n s  -1 à  m u l t i 

p l e  d ’ u n  d i v i s e u r  B . x u> e s t  e n t i e r  s i  x a p p a r t i e n t  à 

L{ B) . I l  y a l  (B) f o n c t i o n s  x l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n 

t e s ,  donc  a u s s i  a u  m o i n s  "£(B)  d i f f é r e n t i e l l e s  e n t i è r e s  

x U> , donc  >t (B)  -  g . D* a u t r e  p a r t  n ( B)  -  l ( B )  + 1 g 

( l e  s i g n e  = e s t  e x c l u  c a r  B ne  p e u t  ê t r e  u n  d i v i s e u r  G) 

On a d o n c  :

n(  B) -  3 g -  3

I l  e x i s t e  d o n c  u n  d i v i s e u r  il de d e g r é  m a x i -

mum d o n t  ou e s t  m u l t i p l e  e t  t o u t  d i v i s e u r  d o n t  w  e s z  

m u l t i p l e  d i v i s e  n  . On a p p e l l e  ce  d i v i s e u r  R  1e d i v i s e u r  

de l a  d i f f è r e n t i  e l l e  <jo> e t  n  ( f i  ) -  n( <jl) ) 1 e d e g r é  

de l a  d i f f é r e n t i e l l e  vX> . On a d o n c  n(vx>) — 2 g -  3 .

Le s  d i v i s e u r s J fL  de t o u t e s  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  

du c o r p s  K___a p p a r t  i e n n e  n  t  à l a  même c l a s s e  * <ú e  d i v i •
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s e u r s  a p p e l l e . . . o la . es e_ ea n o n¿ a u e  .

' pour l e  d é m o n t r e r ,  noua m o n t r e r o n s  que t o u t e

d i f f é r e n t i e l l e  9  de K e s t  de l e  f o * n e  * «  , W é t a n t  

une d i f f é r e n t i e l l e  a r b i t r a i r e  d o n n é e  . S o i t  A un d i v i s e u r

e n t i e r  d i f f é r e n t  de 3  . a l o r a  n(A)  > 0  e t  *  (A 1 = 0  

donc  r ( A ~ J ) = n(A) +  g -  1 . S u p p o s o n s  q u M l  e x i s t e  deux

d i f f é r e n t i e l l e s  «  e t  6  t e l l e s  * u e .  q u e l l e s  que s o i e n t  

rr on a i t  t o u j o u r s  * W  fi y  “  
l e s  f o n c t i o n s  x ,  y  » l î a Ô )  6> é t a n t  

n » ,  f lan i  L ( a J U  e t  y dans  L(A U  )* V  
p r e n o n s  a l o r 3  flan3

An 9  X Ui e t  y §  s o n t  a i n s i  m u l t i p l e s  de 
l e  d i v i s e u r  de vJ . x w  ^

-» , -  ¿ ( A 0 )  d i f f é r e n -
e t  i l  y aura au m o i n s  -£(•& ) 

t i e l l e s  d i s t i n c t e s  mai t i p l e s  de A > IWM>.

r ( A- l )  = ni  A) + g  -  1 -  --¿lAl'- l  +

Or
- ¿ ( A i l )  = n ( A ) + n ( i Ü + l - g + r ( A i V )  ^  n ( A ) + n < W ) + 3 - 6

e t  de même p o u r  . £ < a 0 )  .

Donc :

n(  A) ^  » ( 6 - 1 )  -  n (  CO ) -  n (  0  )

0 r  A é t a n t  a r b i t r a i r e .  ' n(A)  e s t  a u s s i  a r b i t r a i r e m e n t

g r a n d ,  oe q u i  nous d o n n e  u n e  c o n t r a d i c t i o n  .

T o u t e  d i f f é r e n t i e l l e  9  e s t  d o n c  de  l a  f o r m e

X 0 0  , e t  s i  X e s t  l e  d i v i s e u r  de x , on a ©

de

I 9 )(A

X St
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à* où ] e -proposition annoncé s . 13 en ré sul te en particulier 

que ]gs à i viseurs dos différentielles ont tous même degré .

Soit B un diviseur quelconque* toute différen

tielle multiple de B étant de la forme x U> r x est un 

multi ple de B s i -  donc appartient à LfB"^ XL ) et réci

proquement. On a donc r(B) = ( B' - v a  ) .

Bn particulier , pour B = E , r(E) = g = tlSL) 
donc 1 a dimension de 1 s_ base canonique est g .

De même , prenons pour B un multiple entier 

p 3 de G il . B étant entier, r( B ) = n(B) +  g - 1 

= (E il) = n( B) + n( .SL ) + 1 - g , car B J~L est multiple 

de G . On en déduit que le degré n( JL ) de la cl asse csno- 

nique [u  est 3 g -- Z .
/  ;■

De façon générale, on désigne par V  i *  >• 

classe fïu diviseur B JTL , étant la classe de B .

/ Ç. s T sp Telle çl_a s e e oonipl é rient ai re do ¿¿jr . Bile 

n'esiste rue si n(t) = ¿g - 2 . Nou^feommes mai ntenant en 

mesure de donner une réponse plus procise à la question dont 

nous sommes partà s , et qui était de déterminer la âimenèi on 

l'une classe quel connue de diviseurs

I

V
&

Hl?<r



Y . -  S . -  ¿ 3

jPhé o rème de R1 omann-R o oh .

Le d i m e n s i o n  d ’u n e  c l  a a s e  é  de d i v i s e u r s  de 

K e s t  d o n n é e  p a r  3 a J_ormu3 e :

d i m  ( ¿¡3 * ) = deçrré ( ) + 3  -  g  + d im ( j ^  )

P i  f  f é  r e n t i e 3  3 e s  de H as s e

S° 5t X ~ /  ° S  e t  7 = V u>> ^es
d é v e 3 o p p e m e n t s  de  d e u x  f o n c t i o n s  x  e t  y  de K a v e c  u n e  

v a r i a b l e  u n i f o r m i s a n t e  u  co r  ^*cs ■ ' o n d a n t  à, u n  d i v i s e u r  p r e  — 

m i e r  P . C o n s i d é r o n s  3 & s 5 r i e  S  v q u e  n o u s

d é s i g n o n s  p e r  3 e s v m o o l e  . Nous a p p e l  3 e r o n s  d i  f  f é r e n -

iiJltrLLi? »•' dx 3 ’ e n s e m b l  e d e s  s é r i e s  f  o rme 3 3 e s \  >/"uV^  ^ m m , ^  T

“   ̂Z_. ^ u   ̂ i & u  ) p o u r  t o u t e  u n i f o r m i s a n t e  
* w v  /

3 o c a l  e u  e t  p o u r  t o u t  d i v i s e u r  p r e m i e r  P

C o t t e  de xi n i  t i o n  d e s  d i f i e r e  n  t  ï e 33 e s , c o n t r a i 

r e m e n t  à  3a  p r é c é d e n t e ,  n T a d e  s e n s  q u e  s i  k e s t  p a r f a i t  

En e f f e t  , s o i t  f ( x , y )  = 0 3 ’ é q u a t i o n  i r r é d u c t i b l e  r e -  

3 i a n t  x  à  y  e n  t o u t  p o i n t  P ; i3 e n  s e r a  de même p o u r  

l e  r e 3 a t i o n  f Tx — • + f Ty-|^- = 0 , 3 e s  d é r i v é e s  p a r t i e l 

l e s  i  Tx , f»  d 1 u n  p o  3 y  no me f ( x , y )  é t a n t  d é f i n i e s  f o r -  

me 3 3 c im ent

/ yokJ

,* -1V . 1

cTü

y



Si  K / k ( x 1  n * e s t  p a s  s é p a r a b l e ,  f* =  0
V

f ’ d ’ a u t r e  i e r t  n ’ e s t  p a s  nu l  , s i n o n  f { x , y )  s e r a i t  
x

u n e  p u i s s a n c e  p i è m e  ct»u n  p o l y n o m e ,  p é t s n t  l a  c a r a c t é -
 ̂ dxt i s t i q u e  de  k , e t  p a r  s u i t e  r é d u c t i b l e  . D o n c ----= 0

du

q u e l l e  que  s o i t  l a  v a r i a b l e  u n i f o r m i s a n t e  u  c h o i s i e  .

R é c i p r o q u e m e n t  s u p p o s o n s  K / k ( x )  s é p a r a b l e

e t  k  p a r i a i t  .  S i  p o u r  u n e  v a r i a b l e  u  o n  a = o
du

o n  a né c e s s a i  r e m e n t  £  0 , s i n o n  l e s  i n d i c e s  V d e s
du

c o e f f i c i e n t s  d e s  d é v e l o p p e m e n t s  d o s  àeu>: f o n c t i o n s  x  e t  

y s e r a i e n t  t o u s  m u l t i p l e s  de l a  c a r a c t é r i s t i q u e  p  .

D’ a u t r e  p a r t ,  IL — k ( x , y )  , i l  e n  s e r a i t  d o n c  a i n s i  de 

t o u t e s  l e s  f o n c t i o n s  de E , c e  q u i  n ’ e s t  p a s  p o u r  l a  f o n c 

t i o n  u  p a r  e x e m p l e  . P a r  s u i t e ,  f ’ = 0 , ce  q u i  e s t  e n
«y

c o n t r a d i c t i o n  a v e c  l ’ h y p o t h è s e  que  K / k ( x )  e s t  s é p a r a b l e  .

Une d é m o n s t r a t i o n  a n a l o g u e  n o u s  m o n t r e  a u s s i  

que  l e  r a p p o r t  de  de u x  d i f f é r e n t i e l l e s  dx^ e t  dx^ e s t  

u n e  f o n c t i o n  de  K . ï l  s u f f é t  de c o n s i d é r e r  l ’é q u a t i o n  

f f x ^ . x g )  = 0 l i a n t  Xj à  , P a r  3 u i t e  t o u t e  d i f f é r e n t i e l l e

de K s e  d é d u i t  de l ’ une  d ’ e l l e s  p a r  m u l t i p l i c a t i o n  pafc u n e  

f o n c t i o n  de  ïC .

Dans  l e  c a s  d ’ un  c o r p s  k p a r f a i t  . l e s  de ux

T . -  S . -  Zà

d z

x 3

n o t i o n s  de d i f f é r e n t i e l ] ea  c o i n c i d e n t  .



P o u r  d é m o n t r e r  c e  f a i t ,  n o u e  m o n t r e r o n s  d ' a b o r d  

l e  c o e f f i c i e n t  ' f ' - l  de u -1 d a n s  l a  d i f f é r e n t i e l l e  

ôq H a s s e  y ds  e s t  i n d é p e n d a n t  de 1 *u n i f o r m i s a u t a • u  e t  

n e  d é p e n d  q u e  du d i v i s e u r  p r e m i e r  P . Nous a p p e l l e r o n s  ce  

c o e f f i c i e n t  r é s i d u  de  y d s  e n  P . Ce n ' e s t  d i f f é r e n t  

de  z é r o  que  p o u r  u n  n o m b r e  f i n i  de d i v i s e u r s  p r e m i e r s  e t  

n o u s  d é m o n t r e r o n s  q u e  l a  som.ne d e s  r é s i d u s  e n  t o u s  l e s  d i -  

v i  s e u r s  p rc in l  e r s_d e E t s t  n u l  1 e . On r e c o n n a î t  l à  e x a c 

t e m e n t  3 a  d é f i n i t i o n  de  ' 7e i l  de 1 s  d i f f é r e n t i e l l e  dx ,

p  y  dx

e t  l a  somme d e s  r é s i d u s  e n  t o u s  l e s  d i v i s e u r s  p r e m i e r s  s o u s  

3 a  f o r m e  4) y  dx . O r  d a n s  l e s  d e u x  d é f i n i t i o n s ,  t o u t e  

d i f f é r e n t i e l l e  de K s e  $ é d u i t  de 1 ' u n e  q u e l  c o n ç u e  d ’ e n t r e  

e l l e s  p a r  m u l t i p l i c a t i o n  a v e c  u n e  f o n c t i o n  a r b i t r a i r e  de K 

c e  qu i  m o n t r e  b i e n  1 ' i d e n t i t é  d e s  d e u x  n o t i o n s  .

R é s i d u  e n  u n  d i v i s e u r  p r e m i e r _P .

S o i t  f  u ^  3e  d é v e l o p p e m e n t  de 3 a  d i f f é -
v

r e n t i e l l e  de  H a s s e  y dx e n  u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  P . S o i t  

v  u n e  a u t r e  u n i  f o r m i  s a n t é  e n  P , on a u r a

u = à a v  + V ^ v ^  + a v e c  à  -j ^  0

Le d é v e l o p p e m e n t  de y  dx e n  v  s ' o ' b t i e n t  p a r  3a s u b s t i t u -

o r s q u ' o n  é c r i t  l e  r é s i d u  e n  P s o u s  l e  f o r m e  W

v . -  3 .

mua
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ÏT a>: 

dv

t i o n  :

1S S ’ DÇ f. V'"')̂  % r yH
* V  * ’ *

N o u s  a v o n s  à  m o n t r e r  q u e  . R e m p l a ç o n s  a l o r s

d a n s  c e s  f o r m u l e s  l e s  q u a n t i t é s  e t  <\ ^  p a r  d e s  v a 

r i a b l e s  c .  e t  \  a l g é b r i q u e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  p r  r a p -  
v M-»

p o r t  à  1 Ta n n e a u  I? d e s  e n t i e r s  r a t i o n n e l s  o r d i n a i  ares .  

L ’ é g a l i t é  à  d é m o n t r e r  e s t  a l o r s  i m m é d i a t e  e t  d o n n e  u n e  i d e n 

t i t é  e n t r e  T>olynomes e n  c^j  e t  *Z • C e s  i d e n t i t é s  r e s t e n t

n r  Pv r a i e s  s i  o n  r e m a i  a c e  I p a r  l e  c o r n  s  d e s  r e  s  t e  s  i  d e s
■ p 

e n t i  e r s  (mod p )  e t  s i  o n  r e m p l a c e  a l o r s  c ^  e t  Par

V“ g t  \  o u i  a p p a r t i e n n e n t  à u n e  e:: t o n s ;  o n  a l g é b r i q u e  
« S» P-’ *

ae C P .

T h :3 orerne d e s  r ó s i  dtas

La somme d e s  r ó s i  d u s  d ’ u n e  d i f f é r e n t i e l l e de  

B a s s e  p o u r  t o u s  l e s  d i v i s e u r s  p r e m i e r s  de  K e s t  n u l l e  .

Une d i f f é r e n t i e l l e  de  H a s s e  y  dx  n e  p e u t  a — 

v o i r  de  r é s i d u  0  q u ’ e n  u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  P f i g u r a n t  

d o n s  l e  d i v i s é e ®  d é n o m i n a t e u r  de  x  ou  d a n s  c e l u i  d e  y  , 

d o n c  e n  u n  n o m b r e  i i n i  de  d i v i s e u r s  p r e m i e r s  .

Le t h é o r è m e  à  é t a b l i r  d a n s  l e  c a s  d ’ u n  c o r p s

r

lA/X )

- ] -3

r ,



s i m p ]  ornent  t r a n s c e n d a n t  k ( x )  r J s u l t e  immédi  s t e m e n t  de  3 a 

~ : corvnosi  t  f on  ,7,u n e  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  e n  é l é m e n t s  s i m p l e s  

Nour  v<] i o n s  r a m e n e r  3 e c a ;  gé né r s  3 ?■ ce l u i  -3 à  t P o u r  c e l a ,

n o u s  s u p p o s e r o n s  c! T a b o r d  l e  c o r p s  k__ a J rçéb r i  q u e m e n t  f e r m é

( c o m p l e t )  . S o i t  P u n  d i v i s e u r  p r e m i e r  de K s e  p r o j e t a n t  

e n  Q s u r  k ( x )  , n o u s  m o n t r e r o n s  q u e  :

/  y  dx “  3 ( y )  dx
P £  Q

3a  somme au  p r a m i e r  membre é t a n t  é t e n d u e  à  t o u s  3 e s  d i v i 

s e u r s  p r e m i e r s  P s e  p r o j e t a n t  s u r  Q, , e t  S ( y )  é t a n t  3 s  

t r a c e  do y p ^ r  r a p p o r t  à  k ( x )  , donc  é t a n t  u n  é 3 é m e n t  de 

k ( x )  , S o i t  a 3 o r s  u  u n e  u n i f o r m i s a n t e  p o u r  P e t  E_, 3e  

c o r p s  d o s  s é r i e s  f o r m e l l e s  en  u  à c o e f f i c i e n t s  d a n s  k ; 

de  môme, s o i t  v  u n e  u n i f o r m i s a n t e  p o u r  Q, d a n s  k ( x )  

e t  k {x) l ' a n n e a u  d e s  s é r i e s  f o r m e l l e s  e n  v  à  c o e f f i -

c i e n t 3  a a n s  k „ k ( x )  e s t  a l o r s  3 s  somme d i r e c t e  /___  K_.
Q. Pt Q ^

p o u r  t o u s  3 e s  P s e  p r o j e t a n t  e n  Q e t  13 s u f f i t  de  m o n t r e r

3 a r o 3 a t l o n  :

y dï: = V yl
o ù  S p ( y )  r e p r é s e n t e  3a  t r a c e  de y  do Kp p a r  r a p p o r t  à

V x) •
^3 o r s  , y  dx = y  dv  e t  S ( y ) dx=S ( y ~ £ ) dv

dv P  P dv

7 - 3  1 f ^ • Z* D

&S

dx&P

dx
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c a r  ¿2. e s t  un  é l é m e n t  de k{x)  „ donc  a u s s i  de k (x )  , 
av  h

Sn u t 3 l i s a n t  l e  d é v e l o p p e m e n t  de y ^2. e n  u  i l  s u f f i t

donc  de m o n t r e r  p o u r  t o u t  V que :

dv = <D c , Ju* ) dvy? - dv = y
S o i t  e 1 ' o r d r e  de r a m i f i c a t i o n  de P d a n s  Q, 

0 9m ̂
a l o r s  1 ,  u ,  . . .  , u  e s t  une  b a s e  de l ’ a n n e a u

Kp/  k ^ i x )  e t  on  a :

e
= SQ(v)  + u  g j ( v )  + . . .  + u e “

l e s  g . ( v)  é t a n t  de s  s é r i e s  f o r m e l l e s  de k. (x )  f e t
î Q

g (v)  un^  s é r i e  u n i t é ,  c T e s t - à - d i  r e  g Q{0) -p 0 .

La r e l a t i o n  

e
u- = v i g 0 (v)  + U g j ( v )  + . . . +  u6“3 ge _3 ( v}~| 

e s t  d i t e  é q u a t i o n  d TB i s e n s t e i n  e n t r e  u  e t  v  .

1°)  S u p p o s o n s  k de c a r a c t é r i s t i q u e  0 . On 

p e u t  a l o r s  t o u j o u r s  t r o u v e r  deurt u n i f o r m i s a n t e s  u  e t  v 

t e l l e s  que  1 ’é q u a t i o n  d ’ 35 s e n s t e i n  q u i  l e s  r e l i e  s o i t  :

eu  = v
_ f  e s i  ^  = - eOn a , * . - ri \dv _  _ „>>+e-l

\ 1  " — *  © . U

du donc ^ p  u  ~  \

( °

un

Mge - l '
I

U
V

s i - e



sw P

d a n s  3 e s  a u t r e s  c a s

g  a i  ^  = - q

d o n c  s fK à - ( u * } dv  =

i

n  i<p àp(u )
0 s i  V £ - e  

I>e t h é o r è m e  e s t  d on c  d é m o n t r e

2 ° )  S u p p o s o n s  k de c a r a c t é r i s t i q u e  p ^  o 

i jn 3?cinp3 ciç&nt au "b e s o in  u  p a r  l ’ u n i f o r m i s a n t e  —, J i
7 f ( v )

] J0 (VJ é t a n t  u n e  f o n c t i o n  de k ( x )  t e l l e  que  
j— -» 0 ^
LYo^ J  “  ^v>  ̂ i 'n 0(v } e x i s t e  c a r  k e s t  c o m p l e t )  , on  

p o u r r a ,  r é d u i r e  l ’ é q u a t i o n  l ’E i s e n s t e i n  à  l a  f o r m e  :

(1 )  u e [ l  +  »  8 j ( v )  +  . . .  +  u e  1 g e _ ] ( T ). 

j ( v )  = )  "'fi u. v  r e m p l a ç o n s  a l o r s  l e s
Jtz* T 1 >•

: V

o o

Dans  g
i t__  1 1 .Wu - w — fc,., u V u u o  «J u î o  4 C H  j .

P  J 3 ’ f*

p a r  :1e s  v a r i a b l e s  c^ a l g é b r i q u e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  p a r  

r a p p o r t  à  l ’ a n n e a u  I  d e s  e n t i e r s  r a t i o n n e l s  o r d i n a i r e s  e t  

c o n s i d é r o n s  1 ’ ■ ¿ q u a t i o n  d ’ Si  s e n s  t e  i n  s

! ? \ > I
-y

06.

v  j_l + u  g 3 ( v)  + . . .  + ü 0 -1 'ga _ :| (ÿ )J

ë> j ( v } c v   ̂ s o n t  d e s  s é r i e s  e n t i  è r e s  en  v
^  =0 J » p

. tf» -S.

*
XV s i 0 (mod a)

) =

{ 0
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à c o e f f i c i e n t s  dena l ' a n n a a *  t  ( c  1  « e s  p o l r n o m e s  e n ,
a •*

o à c o e f f i c i e n t s  e n t i e r s  r a t i o n n e l s  . Ces  c o e f f i c i e n t s
i t Mi

s o n t  d o n c  d e s  é l é m e n t s  du  c o r p s  x)  <de t o u t e s  l e s  s é 

r i e s  e n  v* à  c o e f f i c i e n t s  d a n s  l e  c o r p s  s l g é b r i q u e m e n t  f e r 

mé d é d u i t  du  c o r p s  ¿R, ( Cj ) , îJ \  é t e n t  l e  c o r p s  d e s  nom—

"bres r a  t i o n n e I s  . I ,Tc3cjuet3 on d ’ E i s e i . s t e i n  (2} d é f i n i t  s 

l o r s  u n e  e x t e n s i o n  a l g é b r i q u e  ICp do x)  de d e g r é  e

o t  on  m o n t r e  a ue  c e t t e  e x t e n s i o n  p e u t  e t r e  e n g e n d r é e  p a r  

u n e  é c i u a t i  on du t y p e  u^ — v  . I»e t h é o r è m e  p r é c é d e n t  y 

e s t  d o n c  v é r i f i é ,  c T e s t —à.—d i  r e  p o u r  t o u t  o n  a l e s  iden**

t i t é s  :

(h ü  dv -  <$ S ( u ^ î  dv
y P Q

Or ,  l e  f a i t  q u e  d a n s  (3)  g 0 ( v )  = 3 m o n t r e  q u e  l e s  

c o e f f i c i e n t s  du d é v e l o p p e m e n t  de v  e n  s é r i e  de u  a p p a r 

t i e n n e n t  à  L [ c  J , d o n c  a u s s i  l e s  c o e f f i c i e n t s  a de
ü , ̂  t

dv > „ — ¡nV
—  -  a u 1
du

On a a l o r s  /  p u * a
^ —

=  ft
-^ -1

DTa u t r e  p a r t ,  l e s  f o rrau î s s de N ew ton  p o u r  l e s  i^ É c in es  de 

(3 )  envip-a rée comme é q u a t i o n  e n  u  m o n t r e n t  q u e  l e s  c o e f 

f i c i e n t s  "b , du d é v e l o p p e m e n t  de

*rv Ä  ;* p

■p
%

Te IV

>YJ



7. - 3.

S„  *>,
¡>V ' p

©u série do v oppartiennent aussi & I J  . On a

i ci é
Nous a v o n s  donc 3 » i d e n t i t é  ries deux  p o l y n o m e s

e n  c'4 v •

®-^-3 * V - 3

S3 3 e s  r e s t e n t  v é r i f i é e s  e n  r e m p l a ç a n t  r p a r  l e  c o r p s  d e s

r e s t e s  I modu3o p , e t  en  y r o n p l  a ç a n t  3 e s  v a r i a b 3 e s
~ P

c ,  p a r  l e s  q u a n t i t é s  Y i uj  de k , e x t e n s i o n  a 3 -
i , 1 » r

^ ¿ b r i q u e  de I . Comme l e s  o p é r a t i o n s  e f f e c t u é e s  s o n t  83 -x i p

g é b r i  q u em en t  i d e n t i q u e s  d a n s  3 e s  deux c a s ,  i l  on ré  su3 t e

3e t h é o r è m e  des  r é s i d u s  .

S n i i n ,  s u p p o s o n s  k t o u j o u r s  p a r f a i t ,  m a i s  non

a l g é b r i q u e m e n t  fe rmé  . S o i t  1! l e  c o r p s  o b t e n u  en comp3é-

t a n t  ol go c r i  que s o n t  l e  c o r p s  K . Tout  d i v i s e u r  p r e m i e r  P

de K do do g ré  m s e  décompose  dan s  lu en  m d i v i s e u r s
(- m _

p r e m i e r s  P., de d e g r é  1 e t  l e  r é s i d u  S  y  dx = 5 ” (S  y dx
■r e fer»*!

Co’.nme on a d é m o n t ré  l e  t h é o r è m e  d e s  r é s i d u s  p o u r  Y. , i l  

e s t  donc a u s s i  v é r i f i é  d a n s  IT .

» V

Q
ÖP u * ) = b

* - 3
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