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Le p r o b l è m e  d o n t  j e  v a i s  m ’ o c c u p e r ,  e s t ,  s o u s  s a  

f o r m e  l a  plue-  g é n é r a l e ,  l a  r e c h e r c h e  des c o n d i t i o n s  -  ’ é q u i 

v a l e n c e  de deux  s y s t è m e s  de f o r m e s  d i f f é r e n t i e l l e s ,  ou  d ’ é 

q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  ou aur. d é r i v é e s  p a r t s e l j e s ,  p a r  

r a p p o r t  à u n  g r o u p e  de t r a n s f o m a t i o n s  c o n t i n u a s  au s e n s  de  

L i é .  H a i s  ce n ’ e s t  p s r sous c e t t e  f o r m e  g é n é r a l e  nue  nous  

3e c o n s i d é r e r o n s ,  p a r c e  q ue  nou£ no  P o m o s  p as  e n c o r e  on  

p o s s e s s i o n  d ’ une t h é o r i e  g é n é r a l e  des g r o u p e s  c o n t i n u s  , 

c e t t e  t h é o r i e  t r o u v a n t  p r é c i s é m e n t  son  o r i g i n e  dans  l a  t h é o 

r i e  d ’ é q u i v a l e n c e ,  en  a p p a r e n c e  r e s t r e i n t e ,  que  n o u s  a l l o n s  

e x p o s e r  . E l l e  s T ap o u i e  s u r  l a  t h é o r i e  des s y s t è m e s  de P i a f f  

e n  l n v o l u t i o n  ; d ’ a u t r e  p a r t ,  e l l e  e s t  à l a  b a s e  de l a  g é o 

m é t r i e  d i f f é r e n t i e l l e  g é n é r a l e  ( m é t h o d o  du r e p è r e  m o b i l e ) ,  

de l a  t h é o r i e  des e s p a c e s  g é n é r a l i s a s  e t  d * u n e  t h é o r i e  d ’ i n 

t é g r a t i o n  de c e r t a i n s  syr  tèm e s  d i f f é r e n t i e l s  o u i  a d m e t t e n t  

des c a r a c t é r i s t i q u e s  <le C a u c h y .  I l  e s t  b i o n  e n t e n d u  que l e s  

d on né e s  s e r o n t  t o u j o u r s  s u p p o s é e s  a n a l y t i q u e s  . b i e n  que l e s  

m é t h o d e s  e t  'i os r é s u l t a t s  g a r d e n t  s o u v e n t  l e u r  v a l i d i t é  sous  

des h y p o t h è s e s  m o in s  r e s t r e i n t e s  .
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T o u t  p r o b l è m e  d ’ é q u i v a l e n c e  r e s s o r t i t  à j T A n a l ? a e ,

m a i s  c o m p o r t e  p r é a l a b l e m e n t  u n  p r o b l è m e  d A l g è b r e  , q u i  e s t

s o u v e n t  d ' u n e  n a t u r e  t r i v i a l e ,  m a i s  q u ’ i l  e s t  j m p o r t e n t  de

m e t t r e  e n  é v i d e n c e  . P a r  e x e m p l e  doua  f o r m é e  d i f f é r o n t i e l l e s

a u  même n o m b r e  n  de v a r i a b l e s  , l a  p r e m i è r e  c o n s t r u i r e  a -

v e c  l e s  v a r i a b l e s  x -  , x  . . . , x e t  l e u r s  d i  f f é r e n t i e l  1 e s  ,j  ¿  n

l a  s e c o n d e  c o n s t r u i t e  a v e c  l e s  v a r i a b l e s  x ,  , x-> , . , 5c1 | S • 1 n

e t  l e u r s  d i f f é r e n t i e l l e s  , n e  p o u r r o n t  6 t r e  é q u i v a l e n t e s ,  

c ’ e s t - ? )  - d i r e  t r a n s f o r m a b l e s  l ’ u n e  d a n s  l ’ a u t r e ,  p a r  u n e  

t r a s f o r m a t i o n  a n a l  y  t i  que f a i s a n t  p a s s e r  des  v a r i a b l e s  x . 

a u x  v a r i a b l e s  x  q u e  s i  . e n  d e u x  p o i n t s  c o r r e s p o n d a n t s  

( x , x )  l e s  d e u x  f o r m e s  , c o n s i d é r é e s  comme f o r m e s  a l g é b r i q u e s  

e n  d x .  e t  dx^ , s o n t  a l g é b r i q u e m e n t  é q u i v a l e n c e s  , c ' e s t - à -  

d i r e  t r a n s f o r m a b l e s  l ’ u ne  d a n s  l ’ a u t r e  p a r  une  s u b s t i t u t i o n  

l i n é a i r e  f a i s a n t  p a s s e r  des  d x ,  lux dx^ , S ’ i l  s Ta g i  t  

de d e u x  f o r m e s  d i f f é r e n t i e l l e s  q u a d r a t i e u e s  e t  f'u». l ’ une  

s o i t  dé c o m p o s a b l  e e n  u n e  sonmt> do p n  c a r r é s  i n d é p e n 

d a n t s ,  i l  f a u d r a  q u ’ i l  e n  s o i t  de morne p o u r  l ’ o u t r e  _ S • i  1 

s ’ a g i t  de d e u x  f o r m e s  d i f f é r e n t i e l l e s  cub . ’ q u e e ,  ( n o n  e x t é 

r i e u r e s )  à t r o i s  v a r i a b l e s ,  c e s  f o r m e s  é g a l é e s  à s e r o  p e u 

v e n t  ê t r e  i n t e r p r é t é e s  , q u a n d  on  y  r e g a r d e  l e s  d i f f é r e n 

t i e l l e s  comme des  c o o r d o n n é e s  h o m o g è n e s  d ’ u n  p o i n t  d an s  un  

p l a n ,  comme d é f i n i s s a n t  d e u x  c u b i q u e s ,  1 ’ é q u i v a l e n c e  des  

f o r m e s  e x i g e r a  nu ’ on p u i s s e  p a s s e r  d ’ une  c u b i q u e  à. l ’ a u t r e
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p a r  u n e  s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  s u r  l e s  c o o r d o n n é e s  . d * o ù  

é g a l i t é  d e s  i n v a r i a n t s  p r o j e c t i f s  do c e s  d e u x  c u b i q u e s  .  

R e s t o n s  d an s  l e  c a s  g é n é r a l  ; d ’ a p r è s  u n  t h é o r è m e  c l a s s i q u e  

l e s  d e u x  f o r m e s  c u b i q u e s  d o n n é e s  F  e t  F p o u r r o n t  e t r e

é c r i  t e s

= <j u  ^  4- O u p  +u>3 - 6 k GO} w  3 3F

3 _ 3 _ 3 _ _ __
F =  Cô -, +  Lo  ̂ +  u-> „ -  6 k  u)} < ^ 2  3

\  Gê &

ou oo ou go s o n t  t r o i s  e x p r e s s i o n s  de P f a f f  l i n é a i r e -  
1 * 3 3 ________________________________________________________ 

n ie n t  I n d é p e n d a n t e s  e n  dx , dx^ , dx , e t  de meme p o u r  (o-j
J X# o

—" “7 L es  f o r m e s  c a n o n i q u e s  a i n s i  o b t e n u e s  p e u v e n t  e t r e

é c r i t e s  d ’ u n  n o m b re  f i n i  de m a n i è r e s  . L ’ é q u i v a l e n c e  d e s  d e u x  

f  orrnes e x i  rre r a  1 a compa t i  b i  1 i  t é  de 1 ’ u n  a u  mo i  ns  d ’ un  n o m b re  

f i n i  de s y s t è m e s  de l a  f o r m e

( 1 )  ¥  =  k  , üij  =  60 a » =  « ® 3 =  w 3

c o r r e s p o n d a n t  a u x  d i f f é r e n t e s  m a n i è r e s  ( o n  n o m b r e  f i n i )  d ’ i 

d e n t i f i e r  a l g é b r i q u e m e n t  l e s  f o r m e s  F  e t  .

R e v e n o n s  a u  c a s  de d e u x  f o r m e s  d i f f é r e n t i e l l e s  q u a — 

d r a t i o u e s  à n  v a r i a b l e s  e t  s u p p o s o n s - 1 e3 d é f i n i e s  p o s i t i 

v e s  . C h a c u n e  p e u t  6 t r e  r a m e n é e  à u n e  somme de n  c a r r é s  

i n d é p e n d a n t s
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3 5 Z
F  =  CO., +  oo 0 +  . . Co

y o >
Î 1 == oj> 4- CO + .  . . +  CO

I S  n

I n i  ] T i  d e n t  i  f  : ca  t i  on  a l  g - j b r i  c;ues d e s  d e u x  f o r m e s  e s t  p o s s i b l e  

d ’ u n e  i n f i n i  t é  de m a n i è r e s  , o n  p o s s e  des Co i  à ooj p e r  

u n e  s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  o r t h o g o n a l e .  La c o n d i t i o n  ^ é q u i v a 

l e n c e  d e s  d e u x  f o r m e s ,  a u  s e n s  du p r o b l è m e  q u i  n o u s  i n t é r e s s e  

e s t  donc i c i  l e  c o n d i t i o n  de c o m p a t i b i l i t é  de s y s t è m e  de 

P f  a f  f  o b t e n u  e n  e x p r i m a n t  q u e  l e s  se  d é d u i s e n t  d es  <o ^

p a r  u n e  s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  o r t h o g o n a l e  ( à  c o e f f i c i e n t s  

a p r i o r i  q u e l c o n q u e s )  . ¡ - s i s  i l  e s t  p r é f é r a b l e  p o u r  c o n s e r v e r  

l a  s y m é t r i e  e n t r e  l e s  d e u x  f o r m e s  F e t  F d Ti n t r o d u i r e

l e s  f o r m e s  o j  q u i  se  d é d u i s e n t  d e s  ci> . p a r  u n e  s u b s t i t u -
i  |

t i  on l i n é a i r e  o r t h o g o n a l e  a r b i t r a i r e  ( c e  q u i  f a i t  a p p a r a î 

t r e  d an s  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e s  to  . , ™ -  p a r a m è t r e s  ou
i  2

v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  u-j , u ^ ............... ..  v n_[n^l ) ) » d T i  n t r o d u i -

r e  de même l e s  f o r m e s  a v e c  d a n s  l e s  c o e f f i c i e n t s
n (  n - 1  ) _
— 5--------a u t r e s  v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  u .

La. c ond i  t  i  on _d 1 é o| u i v a 11 e n c  e n 1 es  t  a l o r s  a u t r e  q u e  l a  c o n d i 

t i o n  de comp „ t  i b i i  i  t é  do_s é q u a t i  on.? de  P i a f  f

( %} oj i — ^  i *

m a i s  à l a  d i f f é r e n c e  du c a s  d e s  f o r m e s  c u b i q u e s  o ù  n * i n t e r -

n

<Ju>1

H
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v e n a i  u n t  q u e  l e s  v a r i  a b l  es d o n n é e s  » i l  i n t e r v i e n t  i c i  d e s  

v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  1

On c o n ç o i t  qu e  dans  t o u s  l e s  p r o b l è m e s  d ’ é q u i v a l e n c e  

a l g é b r i q u e ,  on  a r r i v e  à des  r é s u l t a t s  a n a l o g u e s ,  l a  t r a n s 

f o r m a t i o n  l i n é a i r e  de v ï  r i  a b l  es q u i  r é a l i s e  l ’ é q u i v a l e n c e  se  

r é  a l i s e ,  g r ê c e  à u n  c h o i x  p r é a l a b l e  c o n v e n a b l e  d es  v a r i a b l e s ,  

p a r  l e s  s u b s t i t u t i o n s  l i n é a i r e s  d ’ u n  g r o u p e  q u i  p e u t  n e  c o n 

t e n i r  q u ’ u n  n o m b r e  f i n i  d ’ o p é r a t i o n s  ou  on  c o n t e n i r  u n e  i n 

f i n i t é  . Le  p r o b l è m e  d * A n a l y s e  c o r r e s p o n d a n t  c o n d u i r a  à d e s  

s y s t è m e s  a n a l o g u e s  à ( 1 )  e t  ( 2 )  a v e c  ou n o n  i n t r o d u c t i o n  

de v r - r i  s b l  e s  a u x i l i a i r e s  .

Un e x e m p l e  se  r a p p o r t a n t  à 1 ’ é q u i v a l e n c e  d ’ é q u a t i o n s  

d i f  f é  r e n t i  e l  1 es  n e  s e r a  p j s  i n u t i l e  . C o n s i d é r o n s  d e u x  é q u a 

t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  du s e c o n d  o r d r e

t r,\ d ^ y  d y , d ^ y ” S | ------- d y \
( 3 )  — ^  =  F ( x , y , - - y

dx dx"1 dx

C h a c u n e  d ’ e l l e  p e u t  ê t r e  r a m e n é e  à u n  s y s t è m e  de P f a f f  , à  

s a v o i r

U> n =  dy -  y  ’ dx =  0 u =  dy  -  y ’ dx =  0
( A )  2 ( Â )  |

U K  =  dy ’ -  F  ( x  , y  , y ’ ) d x = 0  tx> =  d y ': -1F( x , y  , y  ’ ) d x = 0

C h ac u n  de c e s  s y s t è m e s  , a u  p o i n t  de v u e  a l g é b r i q u e ,  e s t  u n  

s y s t è m e  de d e u x  é r u c t i o n s  l i n é a i r e s  e t  h o m o g è n e s  à t r o i s  v a 

r i a b l e s  ; ?! ce p o i n t  de v u e  , d-oiiry s y s t è m e s  ( A ) e t  ( ï )  

s o n t  t o u j o u r s  a l g é b r i q u e m e n t  é q u i v a l e n t s  , e t  c e t t e  é q u i v a —

F(x . y
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3 e n e e  a l g é b r i q u e  s e  r é a l i s e  p a r  l e s  r e l a t i o n s  :

tJÜ 1
=  ai U) 4- ^  CO

3

U> — «*• ’ t o ^  4- p T ^ 3

a u x q u e l l e s  i l  f a u t  a j o u t e r

d x  =  o L  ”  C o  4- p  "  ç o  +  V "  d x  9

3

P I  u t  s y m é t r i q u e m e n t ,  o n  p o s e r a

*  *  M
j — u  c o   ̂4- v  c o ^  , COp =  u  ’ c o - j  4- v f t o  p , —w  d x 4 -  r \  d y + j * d y 1

n _ _ _ __  _ x _ v ,— n i  ‘ --  --  *w  , — u  i +  v  «o, , cjo0 =  u 1 co-j 4- V  T cOp, , co 3 =  w d x + A  dy4- j cdyt

a v e c  s o o t  v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  p o u r  c h a c u n  d e s  s y s t è m e s ,  e t  

1 ' e o u i v a j e n e e  oo r é a l i s e r a  p r  l ' é g a l i t é  c h a c u n e  a c h a c u n e
y  . . ^

d e s  f o r m e s  co e t  co .

/ i \ —  * _  , * —  *  x  _  X
( 4 }  uo -, -  , u>„ =  co X

J ■* -* 2  «5 3

¿..aid  i l  n e  f a u t  p a s  p e r d r e  de  v u e  n o t r e  p r o b l è m e  

i n i t i a l  . u 3 c ompa t  i  b 1 1 i  t é  d u  s y  s té m e  ( 4 )  s i p n i f i e  ' •u *  o n  

p e u t  j  r ' i o c  t u o  r  u n e  t r a n ° f o r m a t i o n  d e s  v a r i a b l e s  x  y  v T• I v

dans» 1 ço v a r i a b l e s  x ,  y ,  y f t t r a n s f o r m a n t  ( A ) o n  (Â^) : 

e n  e . . i o f ,. l e s  é q u a t i o n s  ( 4 ) d o n n e n t  r é s o l u e s ,  d x , d y \  dy”* 

c o m i e  c o m b i n a i s o n s  l i n é a i r e s  de d x , d y , dy  T , e t  p a r  s u i t e  

ü n ^ r d  -1 ^ ¿ m t  lo -o rop r i  .3 t é  de  x ,  y ,  y *  d ’ ó t r e  d e s  f o n c t i o n s  

de  x » y *  y *  l i a i s  o n  p e u t  s e  p r o p o s e r  u n  p r o b l è m e  d ’ é q u i -



TT,

v a l e n c e  t o u t  s f  a i t  d i f f é r e n t ,  p a r  e x e m p l e  se  d e m a n d e r  à  

e u e ] l e s  c o n d i t i o n s  o n  p e u t  p a s s e r  de l a  p r e m i è r e  é q u a t i o n  

d i f f é r e n t i e l l e  ( 3 )  à  l a  s e c o n d e ,  p a r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n

( x , y  ------  ̂ x  ,ÿ~) . N a t u r e l l e m e n t  1 i n t r o d u c t i o n

de l a  v a r i a b l e  a u x i l i a i r e  y *  p o u r  p a s s e r  de l r é q u a t i o n  d i f 

f é r e n t i e l l e  à u n  s y s t è m e  du P i a f  f  f a i t  p e r d r e  de v u e  c e  p r o b l è 

me i n i t i a l  . P o u r  l e  r e t r o u v e r ,  i l  s u f f i t  de  l i m i t e r  l e s  s u b s 

t i t u t i o n s  l i n é a i r e s  c o n s i d é r é e s  d a n s  l a  p a r t i e  p u r e m e n t  a l g é 

b r i q u e  du  p r o b l è m e ,  à  c e l l e s  p o u r  l e s q u e l l e s  djT, à y  , s * e x 

p r i m e n t  l i n é a i r e m e n t  o n  d x , dy , e t  e n  meme t e m p s  e t u>

s 1 e x  o r i  m e n t  l i n é a i r e m e n t  e n  o) e t  c e # i l  o n  r é s u l t e
i ^

d y — y  T dx =  oc ( dy — y  * dx  ) 

dy» -  ï d x  =  d » ( d y - y * d x )  +  j3 » ( d y ’ - F d x )  

dx =  c<n dx -+- O ” ( dy —y f d x )  ;

o n  p o s a n t  c e t t e  f o i s  ^

<X> =  u ( dy -  y  r dx )

X
=  u f ( d y  -  y f d x ) +  v 1 ( dy T- F d x )

^ 3  =  u ” dx +  v TT dy  

, . _M
e t  d é f i n i s s a n t  l e s  co . d ’ u n e  m a n i è r e  a n a l o g u e  . l e s  c o n d i -

i  '
t i o n s  d Té q u i  v a l e n c e  s o n t  l e s  c o n d i t i o n s  de c o m p a t i b i l i t é  du  

s y s  tèrrie

*> 1=  , (J2 =  « 3*  =  <*>*

,-D. - t

1

U>

3 ’
10CO



IV

où  n Ti n t e r v i e n n e n t  a a n s  l e s  s e c o n d s  m e m b r e s  q u e  t r o i s  v a r i e *  

b l e s  a u x i l i a i r e s  u ,  u T , v ’ , u ’’ , v ’’ , su  l i e u  de 7 .

On p o u r r a i t  a u s s i  se p r o p o s e r  l e  p r o b l è m e  d ’ é q u i v a 

l e n c e  d e s  é o u a t i o n s  d i f f é r o n t i o l  J e s  d o n n é e s  p a r  r a p p o r t  au  

g r o u p e  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  de c o n t a c t  du p l a n ,  c e  q u i  e x i g e 

r a i t  s i m p l e m e n t  q u e  l ’ é q u a t i o n  dy -  y ’ dx = 0  se  t r a n s 

f o r m â t  e n  d ÿ  -  ÿ ’ dx = 0  . 1 1  n ’ y  c u r a i t  q u ’ à p r e n d r e  l e s  

memes f o r m e s  oj *  qu e  d a n s  l e  p r o b l è m e  p r é c é d e n t ,  m a i s  

a y a n t  l a  f o r m e  p l u s  g é n é r a l e

j#
CaJ _ =  u Tld x  +  v ” dy +  w" dy ’

N o t o n s  i c i  l a  r e m a r q u e  f o n d e n e n t a l e  qu e  l e  g r o u p e  

d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  p o n c t u e l i e s  à d e u x  v a r i a b l e s  x ,  y ,  a 

é t é  u t i l i s é  p a r  s a  p r o p r i é t é  c a r a c t é r i s t i q u e  q u e  d x , dy  

s o n t  d e s  c o m b i n a i s o n s  l i n é a i r e s  de d x , d y , ce q u i  v e u t  e n 

c o r e  d i r e  q u e  ce g r o u p e  e s t  c o n s t i t u é  p a r _1 ’ u n s e mbl  u_des

t r a n s f o  rraat i o n s  o u i  l a i s s e n t  i n v a r i a n t es 1 es doux e x p r e s s i o n s  

de P f g f f  u d x  +  v d y  , u ’ dx +  v ’ d y , où  i n t e r v i e n n e n t  4  v a 

r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  , u ,  v ,  u ’ , v ’ . Le g r o u p e  d e s  t r a n s f o r —
2 2

m a t i o n s  c o n f o r m e s  du  p l a n ,  q u i  r e p r o d u i t  dx  +  dy à u n  

f a c t e u r  f i n i  p r è s ,  e s t  de mOme c e l u i  q u i  e f f e c t u e  s u r  d x ,  

d y , l a  s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e

dx" =  u dx -  v  dy  

d y  =  v  dx +  u  dy

,-x>. - e

3
(a )



vdx+udy .

On conçoit que tout problème d ’équiyslence par rap-

p o rt à un groupe qui peut se définir par 1 ’ i n v ar ion ce d » un

système s de formes de P f af f sera lui-"iême susceptible d ’ ê tre

ramené à un p r ob 1 ètae de cor'ipatibil i te '3 * u n s y s t ̂ me d e Pf s f f

“  = analogue à ceux eue nout ayons trouvés .iusqu’?»
w  1 i
présent .

Indiquons un dernier exemple qui est à l ’origine de 

la géométrie iinslérienne . Cherchons les conditions d ’équi

valence de deux intégrales f F( x ,y. ' ' dx e‘fc
%/

.) dx par rapoort ou rroupe des tranafor- 

motions de contact du plan . En introduisant les variables 

y ’ et y"’ , il ne suffit pas d ’exprimer q u ’on peut par uno 

transformation de contact changer la forme F dx dans la 

forme F dx̂  , car on suppose que dans 1 ’intégration des 

formes on ait constamment dy—y ’dx = 0 et dy — y * dx=0 

En réalité il faut donc exprimer la congruence

F dïT = F dx ( mOflL. dy - y ’dx, dy" - y"’ dx" ) 

ce qui revient à

"F dx' + 5k ( dÿ’-y ’ dx”) = F dx + (dy—y ’dx)

On sera ainsi conduit à introduire les formes

IV

ou encore, oui laisse Inveri antes 1 es ^eux t o n e s  udx-vdy

* r >  
k ' • _ c¡

r F [ *
dv
dx

dy
d x )
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cj = p dx + u(ay-y’dx) ¿j = v(dy-y*dx)
1 3

~  _=r ^  dx + uidy-F’dx) cô a = v( dy-y » dx)

(̂> = w dy ’+ A dx 4- m-» dy 
3

= w dÿ’ + A dx” + >ju dy
3

avec cü  ̂ = 00 i Cjü3 ==U>^ 00 3 = cu^

L ’égalité JJ ^ = co > exprime que 1 ’équivalence a lieu par
u i w

rapport au groupe des trensforraationa de contact ; mais les 

égalités C3 3 = co 3 , oo^ montrent que l ’équivalence

a lieu effectivement par une transformation ponctuelle .

Sn définitive, les problèmes d ’équivalence par rap

port à tout groupe, fini ou infini , susceptible d ’être dé — 

f j ni comme 1 T en.se no 1 3 d es t ra n j forma t ions qui laissent inva 

ri antes une o » a p lusI oui" j zic nues à c, y. se ramènent à l’é

tude do 1s c oinoa ti b i J i té d :un oy^tème

( I )  û> . =  Gd . ( 1 = 1  , 3 ................ n )
a i

o ù  1 o s  u> s o n t  n  f  o r mo s d i  x f  é r o n t i  e l l e s  l i n é a i r e m e n t  

i  n d é - p e n d  a n  t e  s e n  dx-j , d x £  , , dx^, 1 e s  cq s o n t  n  f o r m e s  

d i  f  f  é r o n t i  e l  j  e s  l i n é a i r e m e n t  i  n d é  no n<3 a n t e s  o n  dxn , d x ?  . . . .  

d x r  , l e s  c o  j f  i c i o n t s  do c o s  f o r m e s  p o u v a n t  c o n t e n i r  d e s

co

H
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v a r i a b l e s  eux i 1 i a i  j?es y ^ ,* ; i .............^  p e u t  u

r e s t e  s ’ a j o u t e r  au s y s t è m e  il)  d e s  é q u a t i o n s  f i n i e s

( iM = Fk***

Nous a l l o n s  commence* p a r  l e  c a s  où i l  n*y  a pas  de 

v a r i a b l e  a u x i l i a i r e  e t  nous  s u p p o s e r o n s ,  p o u r  s i m p l i f i e r  

q u M l  n ' y  a pas  non  p l u s  d ’ é q u a t i o n  f i n i e  ( I » ) :  î e  c a s  où  

i l  y  e n  a u r a i t  s e  t r o u v e r a  du r e s t e  examiné  de l u i - m e m e  da ns

1 * e x p o s é  de l a  mé thud e .

Nous  a v o n s  en  somme à é t u d i e r  l a  c o m p a t i b i l i t é  du

s y a t è m o  ( I )  à n f o n c t i o n s  i n c o n n u e s  x . , , x ^ .............  x n de n

v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s  . Conformément  à l a  t h é o r i e  g é n é r a -

l o  dos  s y s t è m e s  do P f a f f  . no u s  d e v o n s  a j o u t e r  aux e q u a t i o n s

( I )  l e s  é q u a t i o n s  d i f  fé  r e n t i  ses e x t é r i e u r e m e n t  d ou = dco

Ma i s  nous  p o u v o n s  e x p r i m e r  l e s  d u * 1 sou3  l a  forme

i l  i  i k f 1 \ 
d eu = 2 c j k  ' 00 ( c j k  “ " kj

où l e  s i g n e  de so mma t i o n  e s t  s uppr imé  p a r  r a p p o r t  aux i n d i 

c e s  j e t  k . Les  c o n d i t i o n s  d e = d uj  m o n t r e n t  que

l e s  c o e f f i c i e n t s  c , s o n t  d e s  i nv g r i  a n t s  , e t  l ’ on d o i t
■ — j K

a j o u t e r  aux é q u a t i o n s  ( i )  l e s  é q u a t i o n s

(II) = g | | | t §

Nous devons alors adjoindre au système (I). (Il), les équa —

y p
e u t  du

Y
k ( x )

c
.ik f x )

i

1 '



t i o n s  d i f f é r e n t i e e s

— * 1 a o Jfc = a

e n  p o s a n t  * j h
d c j e-j jj. v h CO

o n  t r o u v e  une n o u v e l l e  s é r i e  d ? i n v a r l  a n t a  t

( I I I )  'cJ k o * i (x )  = c ák^ i i ( x )

e t  a i n s i  de s u i t e  . On o b t i e n t  p o u r  c h a c u n  dos  s y s t è m e s  

do n na s  une s u i t e  i l l i m i t é e  d Ti n v a r i a n t s  .

l i a i  s i l  n ’ e s t  p a s  n é c e s s a i r e  de f o r m e r  t o u t e  c e t t e  

s u i t e  p o u r  r e c o n n a î t r e  s i  l e s  deux s y s t è m e s  de f o r m e s  d o n 

n é e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  .

P r e n o n s  d ’ abord un c a s  t o u t  à f a i t  p a r t i c u l i e r  , 

m a i s  qu i  a une  i m p o r t a n c e  c a p i t a l e  , c e l u i  où l e s  i n v a r i a n t s  

f on da m e nt a ux  c Jk s o n t  t o u s  c o n s t a n t s  p o u r  l e  p r e m i e r  s y s 

tème . I l  s e r a  al or n é c e s s a i r e  p o u r  l ’ é q u i v a l e n c e  d e s  deux  

s y s t è m e s  que l e s  i n v a r i a n t s  fond amentaux c  ̂  ̂ a i e n t  l e s  

mûmes v a l e u r ?  c o n s t a n t e s  _ Ce t t e  c o n d i t i o n  e s t  s u f f i s a n t e , 

c a r ,  s i  e l l e  e s t  r é a l i s é e ,  l e s  é q u a t i o n s  d ¿3 = d l o  

s o n t  d e s  c o n s é o u e n c e s  d e s  é q u a t i o n s  ( I )  , e t  p a r  s u i t e  l e  

s y s t è m e  ( I )  e s t  c o m p l è t e m e n t  i n t é g r a b l e  . Le c h a n g e m e n t  de
^  *

v a r i a b l e s  qui  t r a n s f o r m e  l e s  ou dans  l e s  uj dépend de n 

c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  . En p a r t i c u l i e r  t e s  f o r m e s  u->
b iA '

du p r e m i e r  s y s t è m e  s o n t  i n v a r i a n t e s  une f a m i l l e  de

t r a n r f o r m a t i o n s  d é p e n d a n t  de n c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  e t
„  .  _ ^  tr^  VMP k J  .

c e s  t r a n s f o r m a t i o n s  if^-a^^nt m a n i f e s t e m e n t  un g r o u p e ,  q u ' o n

r/.-D.-is

i
k

k
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s ’ a s s u r e  f a c i l e m e n t  c t r e  s i m p l e m e n t  t r a n s i t i f  . Nous a v o n s  

1 e p r e m i e r  e x e m p l e  d ' u n  r r o u p s  f i n i  e t  c o n t i n u  d é f i n i  comme 

1 ' e n s e m b l e  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s  q u i  l a i s s e n t  i n v a r i a n t e s  un  

c e r t a i n  nombre  de f o r m e s d i f f é r e n t i e l l e s  .

P r e n o n s  m a i n t e n a n t  1 ' a u t r e  c a s  e x t r ê m e  où parmi  l e s  

i n v a r i a n t s  c • i l  77 en  a n i n d é p e n d a n t s  , q u e  n o u s  a p 

p e l  1 e r o n s  I ,  , L>................. I . I l  fnud.ro p o u r  l ' é q u i v a l e n c e  d e s
r j w n

de u x  s y s t è m e s  que  1er' i n v ^ r i t n t s  Ci k  âG cernes i n d i c e s  

s o i e n t  i n d é p e n d a n t s  e t  q u ' i l  y a i t  l e s  moine s  r e l a t i o n s  e n 

t r e  l e s  "c 1 q u ' e n t r e  l e s  c . .  . Ma i s  c e s  c o n d i t i o n s  ne  
J «J

s o n t  p a s  s u f f i  s a n t é s  . L ' é q u i v a l e n c e  ex iere  l a  comp-  t i  b i  1 i  t é  

du s y s t è m e

B  I o o 1 

\  = il
La d i f f é r e n t i a t i o n  e x t é r i e u r e  d o n ne

—  i 8  T_ H !

d ' où

1

o n  d é s i g n a n t  p a r  I,  . l e s  i n v a r i a n t s  d é r i v é s  d e s  i n v a r i a n t s  

f o n d a m e n t a u x  . I l  d o n c  p o u r  l ' é q u i v a l e n c e  que  l e s

i n v a r i a n t s  d é r i v é s  Th - s o i e n t  l e s  mêmes f o n c t i o n s  d e s  

i n v a r i a n t s  f o n d a m e n t a u x  "Yj_ que  p o u r  l e  p r e m i e r  s y s t è m e  .

C e t t e  cond i t i o n  e s t  s u f f i s a n t e  , c u r  s i  o l l e  e s t  

r é a l i s é e ,  l e s  r e l a t i o n s

, 1 s i

i

aôk 'pdut

k

fe
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s i  o n  r e s t e  e x a c t e  s o n s  q u ’ on  o i t  b e s o i n  de s u p p o s e r  que-

t o u s  l e s  i n v a r i a n t s  f o n d a m e n t a u x  c -, 1 a u t r e s  q u e  I  , I  . .
1 3

I n  s o i e n t  p o u r  l e s  d e u x  s y s t è m e s  l e s  mêmes f o n c t i o n s  d e s  

I .  • I  , . . . , I  . C T e s t  q u  T e n  o f f o t  c o l  e e s t  u n e  c o n s é q u e n c e
J ^  IX

d e  1 » h y p o t h è s e  r e l a t i v e  a u x  I .  . . S i  e n  e f f e t  o n  d i f f é r e n -
2 9 K

t i e  e x t é r i e u r e m e n t  ( I V )  , o n  t r o u v e ,  e n  é g a l a n t  à  z i r o  l Te n -
h P

s e m b l e  d e s  t e r n e s  e n  <Ju <jl>

k  7) I  i  ^   ̂i  , h

° h / ,  I i , k + B Ï  1 r , h  “  “b î  1 r , £  =  0
r  r

r e l a t i o n s  q u i  p e r m e t t a n t  de t i r e r  t o u s  l e s  c o e f f i c i e n t s  
k

ch £ a n  f o n c t i o n  d e s  1^ o t  d e s  I j  ^  ,

P a s s o n s  m a i n t e n a n t  a u  c £ s s é né  r  a 1 . S u p p o s o n s  q u e

^ e 3 c j k  s o i e n t  a u  n o m b r e  de ^  n  i n d é p e n d a n t s  , q u e  
_ i
l e s  c j k  2 Q S 3 Æ i e t  l e u r s  i r , n i v . r ü . - i ^ T i v d a  s o i e n t  a u

n o m b re  do \ )  >  i n d é p e n d a n t s  , e t  a i n s i  de  s u i t e  ;

( I V )  d l  =  I  qu  k
i  i  , k

d a n s  l e s o u e l l e s  l e  t a b l e a u  d e s  c o e f f i c i e n t s  I de s
i , k

c o n d s  m e m b r e s  e s t  do d é t e r m i n a n t  n o n  n u l ,  m o n t r a n t  q u e  l e
e

c h a n g e m e n t  de v a r i a b l e  d é f i n i  p a r

i  = I
e n t r a i n e  de  l u i  —memo

Cài =  co *

I l  e s t  a s s e z  p a r a d o x a l  de  r e m a r q u e r  q u e  l a  c o n c l u -



IV.VD.-1S

s u p p o s o n s  . p o u r  f i x e r  2 o s  i d é e s  q u e  l e s  e t  Î Q u r s

d é r i v é s  d o s  d e u x  p r e m i e r s  o r d r e s  s o i e n t  b u  n o m b r e  d e  ~7 

i n d é p e n d a n t s ,  m a i s  q u e  l e s  d é r i v é s  d u  t r o i s i è m e  o r d r e  n f In

t r o d u i s e n t  p  s d ’ i n v a r i a n t  i n d é p e n d a n t  d o s  p r é c é d e n t s  . Alors 

1 a c o m p a t i b i l i t é  d e s  é q u a t i o n s

f —i  _  ii U J — S-O

s

c . , 1 =  c . . 1 
jk jfc-

— i  _ 1 
c 3b, î i  ° j b , h

V  c j k * H  i  m “  c t1 k î h ^ m

eët u n e  c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  d ’ é q u i v e l c n c e  .  3 1 1 e  e s t  s u f f l ^ -  

s a n  t o , c a r  e l l e  e s t  r é a l i s é e ,  l e  s y s t è m e

Cû * =  OO 1

,1k

°  3 k , h. ~  C j k , h  

c Jk*h'£ = c ,1k!hd

e s t  comol c- tement i n t é g r . : b l e ,  pu isque  l e s  é q u a t i o n s  obtenues  

par  d i f f é r e n t i a t i o n  e x t é r i e u r e  s o n t  v é r i f i é e s  d ’ e l  1 es-memes  

comme c o n s n u o n c o  des é q u a t i o n s  données . I>o s o l u t i o n  g é n é 

r a l e  du système dépend du r e s t e  de n — S)  ̂ c o n s t a n t e s  o r —

c
i

Jfe h -c c î *
i

£

i

i

1

i

i

51
cT

i

c

>>
i

1

)
2

'O

—  c
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b î  t r a i  r e s  .

3 n  p a r t i c u l i e r ,  s i  1 T on  c o n s i d è r e  l e s  f o r m e s  co 

d u  - o r c r i i  e r  s 77 s tè'.ne , e l l e s  s o n t  i n v a r i a n t e s  p o u r  u n  t r o u p e  

§> n  -  "0 p a r a m è t r e s  . Ce g r o u p e  s e  p r é s e n t e  comme f o r m é  

de l ’ e n s e m b l e  d e s  t  a n s f o r m a t i o n s  q u i  l a i s s e n t  i n v a r i a n t e s  

\ )  f o n c t i o n s  ( V  i  n d é  o e n o a n  t e s  cK&sN SnveV^I à n t s  ) e t  n
» O  ry
c» 3

f o r m e s  de  P x a f f  . C , f * a t  u n  g r o u p e  i n t r a n s i  1 1 f  .

E n f i n ,  u n e  d e r n i è r e  q u e s t i o n  p e u t  s e  p o s e r  . I l  r é 

s u l t e  m a n i f e s t e m e n t  de  c e  q u i  p r é c è d e  q u ’ u n  s y s t è m e  d e  f o r 

m es  co e s t  c a r a c t é r i s é  s u r a b o n d a m m e n t  p s r  l ’ e n s e m b l e  de  

t o u s  s e s  i n v a r i a n t s  d é r i v é s  d e s  d i f f é r e n t s  o r d r e s  , p u i s q u e  

l a  c o n n a i s s a n c e  de  s e s  i n v a r i a n t s  d é r i v é s  j u s q u T à l ’ o r d r e  

p + 1  s u f f i t  a u  c a s  o ù  l a  f o r m a t i o n  d e s  i n v a r i a n t s  d ’ o r d r e  

p + 1  n v i n t r o d u i t  p a s  d ’ i n v a r i a n t  i n d é p e n d a n t  de  c e u x  d e s  

p p r e m i e r s  o r d r e s  . L e  s y s t è m e  e a t  c o m p j  è t e m e n t  c a r a c t é r i s é  

p a r  l e s  r e l a t i o n s  q u i  l i e n t  e n t r e  e u x  t o u s  c e 3  i n v a r i a n t s  . 

M a i s  c e s  r e l a t i o n s  n e  s o n t  p a s  a r b i t r a i r e s  * e t  o n  p e u t  s e  

d e m a n d e r  q u e l l e  e s t  l a  m a n i è r e  1 a p l u s  g é n é r a l e  d o n t  o n  

p e u t  s e  l e s  d o n n e r  . J e  me b o r n e r a i  a n c a s  o ù  l e s  i n v a r i a n t s  

f o n d a m e n t a u x  c j k  n  c o n ^ ^ G n n c n ^ n  i n d é p e n d a n t s  I j  

N o u s  a v o n s  v u ,  a l o r s ,  q u e  l e  s y s t è m e  é t a i t  c a r a c t é r i s é  p a r

l e s  f o n c t i o n s  I .  . d e s  I  . C e s  f o n c t i o n s  é t a n t  c o n n u e s
i  , k  i

o n  o l e s  o j e n  r é s o l v a n t  l e s  é q u a t i o n s
, k

( V )  d I  =  I  00
i  i  . k
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l e s  f o n c t i o n s  I  . d e s  L  s e r o n t  a d m i s s i b l e s  s i  l e s
j  1 • , 

f o r m e s  to q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ o b t e n i r  s a t i s f o n t  a u x  r e l  a —

t  i  ons

d

r i  e u r o  —o u  e n c o r e  s i  l e s  é q u a t i o n s  ( V  ) d i  f  f é  r e n t i é e s  e x t é  

m e n t  s o n t  v é r i f i é e s  o n  y  r e m p l a ç a n t  â p a r  ¿r
i~ ê  J

L e  ce 1 c u l  a dé ¿à é t é  f a i t  e t  a d o n n é

Si  l ’ on  é l i m i n e  e n t r e  c e s  é q u a t i o n s  l e s  c ^ ^  a u t r e s  q u e

l e s  n  i n v a r i a n t s  1^ , ............. I  , o n  o b t i e n d r a  u n  s y s t è m e

d ’ é q u a t i o n s  a u x  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  e x p r i m a n t  l e s  c o n d i t i o n s  

n é  c e s s a i r e s  e t  s u f f i s a n t e s  p o u r  q u e  l e s  f o n c t i o n s  d o n n é e s  

I i §k dGS s a t i s f a s s e n t  à  l a  q u e s t i o n  . Ce s y s t è m e  d i f 

f é r e n t i e l  e s t  e n  i n v o l u t i o n  e t  s a  s o l u t i o n  g é n é r a l e  d é p e n d
5>

^ °  n  — n  f o n c t i o n s  a r b i t r a i r e s  d e  n  a r g u m e n t s  , c e  q u i  

s e r a i t  f a c i l e  à  p r é v o i r  p a r  u n  r a i s o n n e m e n t  , du  r e s t e  p e u  

r i g o u r e u x  .

X e  c a s  o ù  l e s  c l k  s o n t  d o s  c o n s t a n t e s  a u n e  e x  — 

t r e m e  i m p o r t a n c e  . Ces  c o n s t a n t e s  no  p e u v e n t  p a s  S t r e  q u e l  — 

c o n q u e s  ; o n  r e t r o u v e r a  l a  q u e s t i o n  d a n s  l a  t h é o r i e  d e s  

g r o u p e s  f i n i s  e t  c o n t i n u s  , o ù  e l l e  f a i t  l ’ o b j e t  du  t r o i 

s i è m e  t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  do S . L i é .

C
i

co k

I l  A
I r

Jr.l ^ T ”r
I . + chek I i , k =  0

k

I ,
i

i

i

k;
w

J l
a

Ji
kc .



i v . - d . -  ie

P a s r o n ?  n e  i n t e n a n t  a u  p r o b l è m e  g é n é r a l  â ’ é a u I v a l o H C ô  

t o i  q u e  n o u n  1 f a v o n s  f o r m u l é  : n o u p  n o u s  1 i r a i  t o r o n s , c e  q u i  

n *  Q s t  n a s  u n e  r e s t r i c t i o n  e s s e n t i e l l e  à  1 * e t u d e  d e  l a  cotnp a — 

t i b i l i t é  d ' u n  s y s t è m e

( I )  Cô 1 =  u>

où . l e s  Cl)  ̂ s o n t  n  f o r m e s  d i f f é r e n t i e l l e s  l i n é a i r e m e n t  i n 

d é p e n d a n t e s  e n  d x ^ , d X g , . . . *  d x ^  , a v e c  d e s  c o e f f i c i e n t s

f o n c t i o n s  de x-, . x ^ .............x n  e t  de  p a u t r e s  v a r i a b l e s  a u x i -

1 i  a i r e s  y^ , y , ............. y ^ ; 1 e s  co * é t a n t  de f i n i  s d ’ u n e  ma —

n i è r e  a n a l o g u e  a v e c  l e s  mêmes e n t i e r s  n  e t  p . E n  f a i t  

l e s  U> 1 s e  d é d u i s e n t  de  n  f o m m t s  p a r t i c u l i è r e s  o ù  n * i n 

t e r v i e n n e n t  q u e  l e s  v a r i a b l e s  x^ p a r  1 ' e f f e t  d ' u n e  s u b s t i  

t u t i o n  l i n é a i r e  a p p a r t e n a n t  à  u n  g r o u p e  à  p  p a r a m è t r e s  

l e s  ¿ô  ̂ a e  d é d u i s e n t ,  e l l e s  a u s s i ,  d e  n  f o r m e s  p a r t i c u 

l i è r e s  p a r  l ' e f f e t  d ' u n e  s u b s t i t u t i o n  l i n é a i r e  a p p a r t e n a n t  

a u  même g r o u p e  . M a i s  l a  m é t h o d e  s ’ a p p l i q u e  q u e l l e  q u e  s o i t

1 ' o r i g i n e  d e s  7 e r i a b l . e s  a u x i l  i c i  r e  s . ITous n o u s  b o r n e r o n s  

d u  re  s t e  à q u e l q u e s  i n d i c a t i o n s  s c h é m a t i q u e s  .

L e s  é q u a t i o n s  ( I ) e n t r a i n n n t  é v i d e m m e n t  s i  e l l e s  

s o n t  c o m p a t i b l e s  , q u e  l e s  3?, s o n t  d e s  f o n c t i o n s  d e s  s e u 

l e s  v a r i a b l e s  x  , L e s  d i f f é r e n t i e l l e s  d <jj s o n t  é v i d e m 

m e n t  l i n é a i r e s  p a r  r a o p o r t  a u x  dx ,„ .  c ’ e s t - à - d i r e  a u x  oJ *  , 

m a i s  c o n t i e n n e n t  a u s s i  l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  d e s  v a r i a b l e s



auxi 1 iaires y , ot l ’ on peut écrire

a c a l  = oo fc w *

le signe do somme t i  on p'jr rapport à fc é tant omis, les

ZT 1 étant linéaires par rapport au? dx, e t eux dy ; 
k

chaoue T’T' * n’ est du reste pas complètement déterminée, cor 
k i 

on peut lu i a.iouter certaines combinaisons l inéa ires  des

sans a lté re r  les seconds membres . Quoi qu’ i l  en so it  , sup

posons que q d’ entre e lles soient linéairement indépendan

tes ( mod. dx-j , dx^............. dxn) ; appelons-les 3T*1 , ST , ------

r r  <1 On pourra écrire

«j TïT  ̂ ( mod. u> , eu .............côn)
1 Sx

I l  est c la i r  que les a ̂   ̂ sont des lnvari snts . Si 1 ’ un

do ces inveriants dépend eîfsftivement des variables ŷ  »

tt v  o n  o o u r  l- o d i s p o s e r  d e s  v a r i a b l e s  e u x i l i a i  r e s
*y2 * * * * * q *
de Manière que cet invariant ptronno une valeur numérique 

f  ixo  ̂ ; i l  est c la i r  alo rs que les équoti ons {I  ) ex i ge ront 

aue les variables aux il ia ires  y, satisfassent aux mêmes 

conditions, c ’ es t-à -d ire , soient te l le s  que l ’ invariant

^  I l  e s t  c l a i r  q u ’ i l  y  a u r a  l i e u  i c i  d e  p r é c i s e r  ; u n e  

c l a s s i f i c a t i o n ,  d u  r e s t e  c o n f o r m e  à  l a  n ^ t u r e  d e s  c h o s e s ,  

s e r a  à  f a i r e  . E n  f a i t ,  d a n s  l e  c a s  o ù  n o u s  n o u s  som m es

IV.-D.- IS
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3  5 ae  même nom p r e n n e  H  même v o l e u r  n um é r iq ue  f i x e  .  X* 

c o n s i d é r a t i o n  d e s  i n v a r i a n t e  a l k 3 p e r m e t  donc d e n s  c e r t a i n s  

c a s  de r é d u i r e  l e  nombre d e s  v a r i a b l e * .  a u x i l i a i r e s  . e t  c e l a  

t a n t  q u ’ i l  ae  p r é s e n t e r a  d e s  i n v a r i a n t s  de l a  n a t u r e  i n d i q u é e  

q u i  d é p e n d e n t  e f i e c t i v e m e n t  doc v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  .

Noue p o u v o n s  m a i n t e n a n t  s u p o o s é r  e f f e c t u é e  l a  réduc

t i o n  du nombre d e s  v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  de m a n i è r e  que  l e s  

i n v a r i a n t s  O y J  ne  d é p e n d e n t  p l u s  que  d e s  v a r i a b l e s  ^

x  * c e  moment l à  deux a u t r e s  s o u r c e s  do r é d u o -

* . -4- o -y» Q4 "I p q i Tl̂ S r  î Oïl ob tjôïlUS ne 
tion  pourront se prQ&ontGt . Si

sont pas cous constants, les invariants dé ri vé s 1̂  . ^ --------

T de 3 Tun d7 entre üux I  
n

dl = I-J u>j+ 0o3+ . . .  |  3  00n

pourront dépendre encore des 7 cirisb: es- ju ::i: io iroa  

outre 3-es formule a

'  I ° l r h

m o n t r e n t  q-.o ¿ e s  é q - . - t l o n P  (X) a i  a i l e ?  s o n t  c o m p a t i b l e s ,  

en t r i  ? r.ar. t

n

d xJ a. „ " <A> 1 ( Û1U 3 , . i )

U . a>*

( s u  i t e  i : . pl oéé  ̂ , jù l e s  v a r i  obi  cb a u x i l i a i r e s  ne s o n t  

o u t r e s  *ue l e s  p a r a m é t r a s  d un g r o u pe  l i n é a i r e  , l o a  i n v a 

r i a n t ^  a . ** s o n t  des  c o n s t a n t e s  nun û r i  q u e 3 , de s o r t e  que  
i £. -----------

l e  q u e s t i o n  ne s e  p o s e r a i t  p as

XE -

- Sk - _ ~P7V

1
a í>

• w

u.. CJ
n

p
tü Ca> j
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D’ après l ’esprit de 3a méthode générale , i l  y e lieu d’ in*  

trodui rc les q fonnes Invariantes

( w ï *  = -P-* . ^  U>fc
-  k

avec les variables auxiliaires z , on aura alors

i i / - k f -Tn-hv^ 1 i k  /  ̂hd clj — a ou ( OJ ! 4- c. , ou tO ;
kh  ̂ kh *

les c  ̂ sont encore des invariants qui dépendent du reste 
k h  ^

3 i né a i renient dos va ri abl os *-ux i 1 i a i re s ‘i. • o  n d .1 -̂ pose r a

de e u t *  v s r i  a o î e ü i  --i g  m a n i è r e  à  a n ^ m . e ? *  > o p  * u.& ^ i * c - t i ô  nottbre 

p o a s i  b  l e  r i e  c o u  i n v a r i a n t s  e L e u x  q u i  r j o û o n u  , s i -  3 d é 

p e n d e n t  e f ' f ù c t i v e surit  Je v & r î a b i o s  a u x i l i a i r e s  ŷ  q u i  ont» 

é t é  c o n s e r v é e s ,  p e r m e t  L e n t  e n c o r e  u n e  r é d u c t i o n  et a i n s i  de 

s u i  t e  .

T'3 ne j amont o n  peut supposer que les seul 3 invoriants

r e s t a n t s  n o  >iép e n d a n t  q u e  d o  x  , 3 L  , .  . .  « x  ainsi que leurs
j || n

invari an la cié .rivé s successifs

ces ccncii ti ons . io système ( 1 ) peut être compa

tib le  , oxigoia i -égoi l té chacun à chacun des invariants ob

tenus ; on lo complétera donc par un système a*équations f i 

nies

n u  \ = V
tel que les équations ( I)  et ( I I )  dif^é^ant:ées , no 

donnent plus d équaoionp finies nouvel j es eJ: cou Vu1 sent à

h
k

h



tea's s e u l  Oi é q u a  t i  on_r

•j k  r  _i  *  i  *n
akh L ( ' 3 r  ~  k  ̂ J = 0

S i  l e s  c o e f f i c i e n t s  a? f o r m e n t  u n  s y s t è m e  i n v o l u -
KIil

t i f ,  l e  s y s t è m e  ( I ) ,  ( I I )  a u r a  e n  i n v o l u t i o n ,  e t  s a  s o l u 

t i o n  g é n é r a l e  d é - p o n d r e  de f o n c t i o n s  a r b i  t r a i  r e s , au c a s  du  

m o i n s  o ù  i l  r e s t e r a  d e s  va  r i  e n l  e s  a u x i l i a i r e s  y  . C h a c u n  

d e s  d e u x  s y s t è m e s  d o n n é s  a d m e t t r a  u n  g r o u p e  i n f i n i  d é t e r 

m i n é  p a r  1 ’ e n s e m b l e  d e s  t r a n s i ' o m a t i o n s  q u i  l a i s s e n t  i n v a 

r i a n t e s  l e s  f o n c t i o n s  I k  e t  l e s  f o r m e s  co . 3 Ti l  n e  

r e s t e  a u c u n e  v a r i a b l e  a u x i l i a i r e  y ,  c ’ e s t  q u ’ o n  a u r a  ô t é  

r a m e n é  c h e m i n  f a i s a n t  a u  p r e t t i e r  p r o b l è m e  é t u d i é  { a b s e n c e  

do v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  ) .

S ’ i l  r e s t e  d es  v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  , e t  q u e  l e  

s y s t è m e  de  c o e f f i c i e n t s  n e  s o i t  p a s  i n v o l u t i f ,  e n  p r o l o n 

g e r a l e  s y s t è m e  ( I )  ( I I )  p a r  1 ’ a d j o n c t i o n  d e s  é q u a t i o n s

1 *  * **
( f ô - j )  *  (« ’"J1)

e t  o n  s e r a  r a m e n é  à  u n  p r o b l è m e  de même n a t u r e  q u e  l e  p r o 

b l è m e  i n i t i a l  , a v e c  com~io n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  x i  » * 3 . . . .

x  e t  l e s  y  , l e s  n o u v e l l e s  v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  é t a n t  
n  k

l e s  z  , s ’ i l  y  e n  a .
i

T o u t e s  c e s  o p é r a t i o n s  a u r o n t  u n e  f i n  p u i s q u e ,  

d ’ a p r è s  l a  t h é o r i e  g é n é r a l e ,  1 ’ i n t e g r a t i o n  du s y s t è m e  ( I )  

i n i t i a l  p e u t ,  p a r  p r o l o n g e m e n t s  s u c c e s s i f s ,  3 t r e  r a m e n é e

IV.-D.- ZZ
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à  c e l l e  d ’ u n  s y s t è p e  e n  i n v o l u t i o n ,  a u  c e s  , du  m o i n s ,  o ù

i l  y  a c o m p a t i b i l i t é  .

L a  m é t h o d e  g é n é r a l e  n u i  v i e n t  d ’ e t r e  e s q u i s s é e  f o u r 

n i t  d o n c  à  l a  f o i s  l e s  c o n d i t i o n s  d ’ é q u i v a l e n c e ,  l a  s u i t e  

d e s  i n v a r i a n t s  d i f f é r e n t i e l s ,  e t  a u s s i  u n e  s u i t e  de f o r m e s  

i n v a r i a n t e s  d i £ f é  M n t  i e î  1 e a . LwS i n v a r i a n t s  d i  f ^ ô r e n t i e l  a 

s o n t  d o n n é a  p s r  d os  d i  f f ê r  . n t i a t i o n a ,  a u  î  i o u  ^ u g  3 a  B i é t b o d ô  

d e  s . L i e  1 e s  f o u r n i t  p a r  d e s  i n t é g r a t i o n s  de  s y s t è m e s  c o m p l e t s

P r o b l è m e  I

On c o n s i d è r e  d a n a  u n  p l a n  d e u x  f  ami  1 1 es  de c o u r b e s  

à u n  p a r a m è t r e  . C o n d i t i o n s  d Té q u 3  v 9 l  e n c e  p u r  r a p p o r t  au  

g r o u p e  d es  t r a n s f o r m a t i o n s c o n f o r m e a  a u  p l a n  .

R a p p o r t o n s  j e  p l a n  à  u n  s y s t è m e  de c o o r d o n n é e s  r e c  

t a n g u l a i  r e s  x , y , e t  s o i t  , e n  c h a q u e  p o i n t  M d u  p l a n ,  G 

1 7 i  a q u e  f a i t  a v e c  Ox l a  t a n g e n t e  o n  M à l a  c o u r b e  do  

l a  p r e m i è r e  f a m i l l e  q u i  p a s s e  p a r  c e  p o i n t  . v7 e s t  u n e  

f o n o t l o . . i  d o n n é e  d e  x , y  . L ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  d e s  

co"'  .’ 'bes * e l a  f a m i l l e  e s t

I I  ne  s e r a  p a s  i n u t i l e  de  d o n n e r  q u e l q u e s  e x e m p l e s  

p s r t i c u l  1ô r e m e n t  s i m p l e s  ,



TT,

— s in  B dx -4- eos Ô dy — 0

Posons

ua _ —  u (eos &  dx + s in  G  dy) 

( — s in S  dx + eos 0  dy)Ca> = U
I

1 Téquat ion  w   ̂ = 0 o s t  l ’équa t ion  des t r a j o c t o l r o a  o r 

thogonales dos courbes données .

En eosant  do même

s  u ( eos 8 dx + s i n  G dy)

cc = u {- s i n  9 dx + cos ô dy)

l e s  condi t ions  d’équivalence sont l o t  cond i t ions  do compa

t i b i l i t é  du système

(I)  £3 _ = co cOí >= c o p
J -i ^  ^

Si ce système e s t  v é r i f i é  l e s  deux fam i l le s  de cour tes  don

nées seront  tranformóos l ’une dan? 1’ au t re  par  une t r a n s 

formation ponc tue l le  t e l l e  que

2  2  _J2 3  2  3
u ( dx + dy ) = u ( dx +  dy )

ce sera  une t rans form at ion  conforme .

On a ic i

- 7) o

d o~> 1 =  ̂ 4- u (coa® + s i n  © y) dx dy

-a,

uJ

S

a

r i  n

u
U> _o>
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a co = -Sa-u» + u ( - s i n e ^ f -  + oo»e-|| ) ax ay
3  2

On posera conformément à le thé orio gene raie

■■ à.}± _ = CG. + A dx + n*> dy 
u »

d T où

a o ) ,  = 'Zr^a + ~  ( X  Sin G - |i*coo &H-cos£ | |  + B i n 0  ~jt)w3 u >3
J ^

d u>o = ^ C C >  + ì  ( ^ c c s t  + ^ s i n 9  - silici 4-coB $ ~ Z-)UJi °°2
2 2

On peut annuler les deux quanti té a entre parenthèses en 

prenant
_ 7> © Ì 1

'Dy ^  ‘ ~ ^  x

Sr = -£ü + a y. - | |  dy
u y

On est donc ramené à tro i s f o rme a co _ • eu ? » W  3  ( ~ 

linéairement Indépendantes en d x . d y , du . Le calcul donne

d Ca> _ = ^

d co = “ST" _
2  2

, 1
d c r  =  — 2 ~  (-— 2  1 2

u o x0 « jr»

On arrive ainsi au premier invariant -4—  û  Q
u1"'

Si Ê B = 0 pour la première famille de courbes»

co

co

■a r

$
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i l  f a u d r a  q u e  &  »  =  0  p o u r  l a  s e c o n d e  : l e s  d o u x  f a m i l l e s

s e r o n t  é q u i v a l e n t e s  e t  l a  t r a n s f o r m a t i o n  c o n f o r m e  q u i  r é a l i s e

l ’ é q u i v a l e n c e  d é p e n d  de t r o i s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s  .

L e  c o n d i t i o n  & 0  =  o e x p r i m e  q u e  l a  p r e m i è r e

C a m i l l e  s ’ o b t i e n t  e n  é g a l a n t  à  u n e  c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e  l a

p a r t i e  r é e l l e  ( o u  l a  p a r t i e  i m a g i n a i r e )  d ’ u n e  f o n c t i o n  a -

n a l y  t i q u e  do ac +  i  y  . C e t t o  f a m i l l e  a d m e t  u n  g r o u p e  à

t r o i s  p a r a m è t r e s  f o r m é  p a r  l ’ e n s e m b l e  d e s  t r a n s f o r m a t i o n s

q u i  l a i s s e n t  i n v a r i a n t e s  l e s  f o r m e s

eo =  u  ( c o s  © dx  +  s i n  9  d y ) , c*J = u ( — a i n S  d x + c o s  9  d y ) 
1 2

c o  =  5 s _  +  l l d ,  -  - I !  a y
r» u  o y  0 x

S i  û  9  p  0  , p ¿ r  e:-‘ omp] c 4  8 ^ 0 ,  o n  d i s p o s e r a  de

l e  v a r i a b f l i o  a u x i l i a i r e  u t > o u r  r e n d r e  l ’ i n v a r i a n t  éi?Bl
u4

à  1 ,  c e  q u i  c o n d u i r a  a u x  d e u x  f o r m e s  i n v a r i a n t e s  :

oo — \ / û .  9 ( c o s  G dx  +  s i n  0  dy  )

oo -, =  WA 0 ( - s i n  Q dx +  c o s  dy )

e t  o r .  s e r a  r a m e n é  a u  p r o b l è m e  t r a i t é  e n  p r e m i e r  l i e u  .

L a  '*» rmo co „ ô t a n t  d é p e n d a n t e  do eo e t  g o  •
3  1 2

U> _ =  a eu -+- b co , 1 e s  c o e f f i c i e n t s  a e t  b s o n t  d e s
O i

i n v a r i a n t s  . I l s  n e  p e u v e n t  , d u  r e s t e ,  ô t r e  c o n s t a n t s  t o u s
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l e s  do ux , cor  1 es  é g 81 i té s

d co = U> oü = - b c u  u>
1 3 1 1 2

d oO ,  = U>~ u > 3 = e CO}

donnent l e s  r e l a t i o n s

b l ' °3 =

e n t r e  l e s  premiers  i n v a r i a n t s  dér iv é  s . ce qui e x c l u t  l a  

p o s s i b i l i t é  pour ces  i n v a r i a n t s  d é r i v é s  d ’é t r e  tous  n u l s .  

Une f a m i l l e  de courbes qui ne r e n tr e  pas dans l e  premier  

type e s t  donc i n v a r i a n t e  au p l u s  par  un groupe à un para 

mètre de t ra n s fo r m a t io n s  conformes .

Probi ème 11

On c o n s id è r e  s u r une d r o i t e  un champ de f o r c e s  

5* ( t , x , ' o ô on auopose imposée l a  mesure du temps t  ,

E t u d i e r  t es_c ond i t l  ona J ^ q n i v a J  once do doux champ g de f o r —

cerf par rapport  au groupe i n f i n i  des changements a r b i t r a i r e s  

( a n a l y t i q u e s )  de l e  coordonnée d ' e s p a c e  x .

La donnée e s t  i c i  l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e

H > = °d t r  aji

par rapport  au groupe /t ' =  t  x f = f(ît)  , qu’ on peut

d to 3 -
JÙ CO

2

- a

rß X S1 ( t X
dx

¿a  '
a c

CO
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d é f i n i r  p a r  3 ’ i n v a r i a n c e  de 3 a  v a r i a b l e  t  e t  d e a  f o r m e s

d t  e t  o i  dx  . L ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  é t a n t  r e m p l a c é e

p a r  l e  s y s t è m e  de P f a f f

dx -  x ’ d t  =  O d x ’ — F  d t  =  O

o n  a u r a  l e s  f o r m e s  i n v a r i a n t e s

— a *- , _  dx“ i - at ■ w3 - rr

(jO u  =  u  I ( dx
o

d x ’ -  F  d t )  +  v  ( d x  -  x *  d t)~j

r e l a t i o n s

d co =  O

duop = — = (v + ^— ) u> u> + — -- u»
^ 1 x  ’ 2  u x  ’ ~r

c o n d u i s e n t  au:- d e u x  i n v a r i a n t s  v  +  e t  3 . On p e u t
x  ' U7 * î

d o n c  d i s p o s e r  l e s  v a n  o b i  es a u x i l i a i r e s  de m a n i è r e  à  a n n u 

l e r  l e  p i e m i e r  e t  à r e n d r e  l e  s e c o n d  é g a i  à  1 .

d ’ où

1 Fu  =  — r  , v  =  -  —£- 
x  ’ ’ x  ’

— d x  ’ F  j  
3  -  “  - T 2 - d x

I l  n e  r e s t e  p l u s  de v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  . Le  c a l c u l  d o n n e  

d w .  =  O d u > ^  =  cO

3 ^3+ <4? -H t >"3 ->3

-r jcA
L e

3

JJ rî V

u> •> 3

LO rz
7« 'CT
O "t

• UJX *
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e t  conclu i  t  a u x  i n v a r i a n t s  f o n d a m e n t a u x

t  =  -  1 i  = ^ -  -
} X T e> t  ’ 2  *

L e s  c h a m p s  de f o r c e  é q u i v a l e n t s  à z é r o  s o n t  c e u x  q u i  a n n u l e n t

c e s  d e u x  i n v a r i a n t s  , à s a v o i r

F  as X  ( x ) . x f 2

c h a c u n  d ’ e u x  a d m e t  u n  g r o u p e  à d e u x  p a r a m è t r e s  ( l a  v a r i a b l e  

t  n e  p e u t  ê t r e  t r a n s t o r m i e ) .

P r o b l è m e  I I I

P r o p r i é t é s  t o p o l o g i q u e s  de  1 a f i g u r e  f o r m é e  p a r  

t r o i s  f a m i l l e s  à  u n  p a r a m è t r e  de  c o u r b e s  p l a n e s  ( p r e m i e r  

p r o b l è m e  de l a  g é o m é t r i e  t e x t i l e ' ) .

S o i  o n t

If = Fj <x,y) ( i=F 1,3,3 )

l e s  é q u a t i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  d e s  c o u r b e s  d e s  t r o i s  f a m i l l e s  

Ces d o n n é e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  à u n  s y s t è m e  de t r o i s  f o r m e s  

d e  P f a i f

to  j  =  U j  ( d y  — F  j  d x )  ( 1 =  1 , 3 , 3 )

C e s  t r o i s  f o r m e s  n e  s o n t  p a s  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n d a n t e s  ; 

e l l e s  s o n t  l i é e s  p a r  l a  r e l a t i o n

F -  P. F ,, -  F , F , -  F«
-J ._______ û . u >  -j +  — '5  - 1  c o  +  _ i ----- 5 -  CO  =  0

U n 3 U; ¿  U „  3
JL Cm <tJ

z F

* 3
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on  d i s p o s e r a  d e s  v a r i a b l e s  a u x i l i a i r e s  u j  de  m a n i è r e  à  

p e n d r e  é g a u x  l e s  t r o i s  c o e f f i c i e n t s ,  c e  q u i  d o n n e

u j  =  u ( F 2  -  ff3  ) «2 =  u ( P 3  -  F j  )

u3 =  u' -1 "  F2  *

I l  s u f f i  r a  a l  o r& de c o n s i d é r e r  l e s  d e u x  p r e m i è r e s

f o r m e s

U > a =  u ( F  -  ? 3  ) ( d y  -  d x )

UJ>2  =  u ( F 3  -  Fj  ) ( d y  -  F ^ d x )

On e s t  r a m e n é  a u n  p r o b l è m e  a n a l o g u e  a u  p r o b l è m e  I  . On a u r a  

a u > ]  =  25 U3 , d w 3  = * r

e n  p o s a n t  _  , ,
25r =  +  u n e  c o m b i n a i s o n  1 i  n é  a i  r e  c o n v e n a b l e

u

de d x  e t  dy  .

On a e n s u i t e

d  ^  ^ U ) o
u

H ô t a n t  u n e  f o n c t i o n  de  x ,  y .

1 o — s i  H =  0 ,  ( r é s e a u  h e x a g o n a l  de  B1 a s c î i k e  ) l e  f i g u r e  e s t  

é q u i v a l e n t e  à  c e l l e  f o r m é e  p a r  t r o i s  f a m i l l e s  de  d r o i t e s  

p a r a l l è l e s  ; e l l e  a d m e t  u n  g r o u p e  à t r o i s  p a r a m è t r e s  .

3 ° — s i  H /  0  , o n  p o s e  u  =  \JH e t  on  e s t  ra m e n é  à d e u x  

f o r m e s  à d e u x  v a r i a b l e s  .

"rf1 ( '3

H72

3
wo
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On p o u r r a i t  e n c o r e  t r a i t e r  3 e  p r o b 3 è m e  e n  r é d u i s a n t

3 e s  d e u x  p r e m i è r e s  f s m i 3  1 e a  d o n n é e s  a u x  d e u x  f a r a i l  l e s  de  

d r o i t e s  p a r a l l è l e s  a u x  a i e s  e t  o n  a u r a i t  a l o r s  1 » é t u d e  d ' u n e  

é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  | |  =  F ( x . y )  p a r  r a p p o r t  a u  g r o u p e  

i n f i n i  x»  =  f ( x )  , y *  =  ( y )  . c e  q u i  c o n d u i t  a u x  d e u x

f o r m e s

U ) j  =  u  F  d x  , Cc>2 = u d y  

P r o b l è m e  I V

T r o u v e  r  l e s  c o n d i t i o n s  d ' a p p l i c a b i l i t é  d e  d e u x  s u r —
2

f a c e s  d o n n é e s  p a r  l e u r  ds"* .

D 'jn s  l e s  p r o b l è m e s  p r é c é d e n t s ,  n o u s  a v o n s  f a  i  t

e f f e c t i v e m e n t  l e s  c a l c u l s  , a u  m o i n s  au d é b u t  ; m a i s  i l  y  s  

b e a u c o u p  do c a s , s p é c i a l e m e n t  d a n s  l e s  r e c h e r c h e s  t h é o r i q u e s  

o ù  3 a n a t u r o  d e s  r é  s u ]  t a  t s  p e u t  ô t r o  p r é v u e  s a n s  q u e  l e s  

c a l  c u l  s a i e n t  b e s o i n  d ' ê t r e  e f f e c t u é s  comt»3 è t e  m o n t  . Nous  

a3 ] ona m o n t r e r  s u r  ce  d e r n i e r  p r o b 3 è m c  c o m m e n t  o n  p e u t  p r o 

c é d e r  .

Le  p r e m i e r  ds^ d o n n é  ô t a n t  s u p p o s é  d ' u n e  m a n i è r e

2  2
p a r t i c u l i è r e  d é c o m p o s é  e n  u n e  somme do d e u x  c a r r é s  eu g

n o u s  p o s e r o n s

<jU „  =  ^ - . c o s  0  <•*>-> 8 i  I I  © U> o — -  s i  n  © +  COS c
i i H#

e n  i n t r o d u i s a n t  u no  v a r i a b l e  a u x i l i a i r e  0  ; l e s  v a r i  ab3 e s



d o n t  d é p e n d  l o  d'à s e r o n t  d é s i g n a s  p a r  x«j .  at> .  n . i s  n M n -  

t e r v 3e n d r o n t  p u s  o f f a c t î v a m e n t  .

On a
rk r* û  û _

d t u  =  d 6  ( ~ s i n  9  +  W o c o 3  v) ) -t- d c o s  » +  d c o u s i n  v
1 i O  i 9

3 e  soc-ond m om'brü e s t  do 3 e f o m c

*  y-, * * *
d LO -j — d 4- a â>-j c*> 2

On a d e  même

^ CN « ^  ^
d CA? ̂  =  •* d o Wçj -+- "b Lû -J CO ,J

On p o s e r a
^  d  X y

^  g  =  d v  +  a  w>j -f- b  ° ° 2

c e  q u i  d o n n e r a

-4 X ^  «>
i w ) = w 3 00 3 • a " s  = 3 W 1

y  X  MLos t r o i  3 f o r m e s  u<  ̂ , to r, , <-*-> 3 s o n t  i l n é a i r c c i o n t
_  , *• 

i n d é p e n d a n t e s  o n  dx  , d x  , d Q . L a  d i f f é r e n t i e l l e  d u>
i  â  3

a p r i o r i  p e u t  ê t r e  u n e  f o r m e  o u a d  r a t 3 n u e  e x t é r i e u r e  q u e ]  c o n -
X . M , A . „ _ . _ _

q u e , e n  , u> ^ T m a i s  n o u s  a l l o n s  v o i  r  q u ’ e l l e  e s t
i tw O

t r è s  p a r t i c u l i è r e  . E n  e f f e t ,  l a  d i f f é r e n t i a t i o n  e x t é r i e u r e

x  -**
d e  d odq o t  d u> ^  d o n n e

M . , *< x  *d <- *J- e_>  ̂ -  UJ^aiùJ-y =  0  o u  d U>a-w/? =  0

17 -3 2

-
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_ d ct>3 a =  0  ou  d 0Ü 3  co a -  0

1 a f o r m e  d u J *  s ’ a n n u l a n t  a v e c  U > *  e t  a v e c  u> ^
«j  j

d o n c  né c e s s a i r o m e n t
y  ^  

d go „  =  -  K <-*-> ,
3 ■» g

N o u s  o b t e n o n s  u n  p r e n i  e r  i n v a r i a n t  I I  . A p r i o r i  c e t  

i n v a r i a n t  p o u r r a i t  d é p e n d r e  de x 3 , xo „ e t  0  ; n o u s  a l 

l o n s  v o i r  q u ’ i l  n e  d é p e n d  p a s  do B  . Q a r  l a  d i  1 *â  r o n t i  a t i  o n  

e x t é r i e u r e  de  l a  d e r n i è r e  é q u a t i o n  o b t e n u e  d o n n e

a Etvj'U.S + K du>5 uja  " e c o 5 d ^ 2  = 0

o u  e n  s i m p l i f i a n t ,
k

d î :  üü ]  U) 3 =  0

l a  d i f f é r e n t i e l l e  dK  s ’ a n n u l a n t  q u a n d  o n  a n n u l  o à  l a  f o i s  

e t  , c ’ e s t - à - d i r e  dX ]  e t  dxg  , c ’ e s t  q u e  IL e s t

u n e  f o n c t i o n  de x n , x2  . S a n s  ê t r e  o b l i g é  d ’ e n t r e r  d a n s  

a u c u n  c a l c u l  e f f e c t i f ,  n o u s  d é m o n t r o n s  d o n c  l ’ e x i s t e n c e  d ’ u n e  

f o n c t i o n  c o n s t r u i t e  a v e c  l e s  c o e f f i c i e n t s  du d s  e t  q u i  

s e  c o n s e r v e  p a r  d é f o r m a t i o n  à c ’ e s t  l a  c o u r b u r e  t o t a l e  .

D e u x  s u r f a c e s  o u i  o n t  l a  même c o u r b u r e  t o t a l e  c o n s  — 

t a n  t o  s o n t  a p p l  i c a b l e s  e t  l ’ ap  p l i c a t i o n  dé p e n d  d e  t r o i s  

c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  c a r  n o u s  sommes d a n s  l e  c a s  do t r o i s  

f o r m e s  uo . à  t r o i s  v a r i a b l e s  a v e c  d e s  c o e f f i c i e n t s  c j k  

c o n s t a n t s  .

e s t

-K
U í- j 4-

U->
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N o u s  n e  p o u r s u i v r o n s  p a s  p l u s  l o i n  1 î> d i s c u s s i o n .  

C o n t e n t o n s - n o u s  de d i r e  q u e  s i  K  n ’ e s t  p a s  c o n s t a n t  , o n  

p e u t  se  d é b a r r a s s e r  de 1 » i n c o n n u e  a u x i l i a i r e  6  , de  m a n i è r e  

q u e  l a  d i  f  f é  r e n t  i  e j  3 e d PI n e  d é p e n d e  q ue  d e  u>^

Bn p s 3 3 a n t  r e m a r q u o n s  q u e  l e  g r o u p e  d e s  d é p l a c e m e n t s

' S - 2  _ 3  
d u  p l a n  c o r r e s p o n d  à. ds — d x  4- d y  , a v e c

X jj*  =  dx  c o s  9  +  d y  a i n B  , o o *  =  - d x  s i n 0 +  d y  coO 0

u > ~  =  a f c

O n  v o i t  l a  s i g n i f i c a t i o n  g é o m é t r i q u e  de  c e s  f o r m e s  : c e  s o n t  

l e s  c o m p o s a n t e s  r e l a t i v e s  do l a  t r a n s l a t i o n  e t  de  l a  r o t a t i o n  

q u e  s u b i t  u n  s y s t è m e  d ' a x e s  r e c t a n g u l e i r e s  d ' o r i g i n e  ( x , y )  

f a i s a n t  l ' a n g l e  v) a v e c  l e s  a x e s  f i x e s  . L ' é t u d e  d e s  p r o p r i é 

t é s  g é o m é t r i q u e s  é l é m e n t a i r e s  d ' u n e  c o u r b e  p l a n e  y  =  f  ( x )  

n ' e s t  a u t r e  q u e  1 ' é t u d e  d u  s y s t è m e  f o r m é  p a r  1 ' é q u a t i o n  do
Xt

c e t t e  c o u r b e  e t  l e s  t r o i s  f o r m e s  lo . . E n  t e n a n t  c o m p t o  de  

l ' é q u a t i o n  d o n n é e ,  c e s  t r o i s  f o r m e s  d e v i e n n e n t  

Cu> _ =  ( c o s b  +  y  ' s i n d  ) dx  ,

i i )  =  ( - s i n  t  +  y ' c o s 1̂  ) dx  LO** =  d 9
2 3

L e s  d e u x  p r e m i è r e s  s o n t  p r o p o r t i o n n e l l e s  , l e u r  r a p p o r t  e s t  

u n  i n v a r i a n t  ; e n  c h o i s i s s a n t  B  do m a n i è r e  q u e  c e t  I n v a r i a n t  

s o i t  n u l  ( 0  =  a r c t g  y ' )  t c e  q u i  e s t  u n  c h o i x  de n a t u r e
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i n v a r i a n t e ,  on aura

U)
V I ” 2  *  rru

= J ]  + y» dx C*J) = - 2 — -r— dx
3 M 3 } + Y

1 a première fo mo n ' e s t  autre  eue l ’é l ém en t  d 1 arc da do 3a

courbe , l e  rapport  ^ — n ’ e s t  autre  que l a  courbure
u>-,

■tr
------- T7- C’ e s t  1 ’ ü^umolc l e  oj us s imple  d ’un problème,
{ 1+y ’ Pv
t r a i t é  par  l a  méthode du repère m o b i l e ,  ayant  pour o b j e t  

l ’é tu d e  dus p r o p r i é t é s  des  f i g u r e s  e n v i s a g é e s  par rapport  

à un groupe . l e  pr >blème I e s t  un problème t r a i  té d ’ une 

manière tout  à fa i  t  ana logue ,  mais pour l a  groupe i n f  i ni  

des t ra n s fo r m a t io n s  conformes du p lan  .

Revenons à une s u r f a c e  quelconque;  b ion  qu’ on a i t  

pas dans ce cas  a f f - i r e  à un groupe , on peut  néanmoins ap

p l i q u e r  l e s  mornes procédés  pour é t u d i o r  l e s  p r o p r i é t é s  d ’une 

l i g n e  tracé  «j sur  l a  su r fa ce comme s i  c e t t e  s u r f a c e  é t a i t  un 

p la n  ; la  dé ter m i na t io n  de l a  v r i a b l o  aux à l i a i  re 0 f a i t e  

par l e  m$me procédé conduira à une forme qui ne sera  a u 

t r e  eue — , en d é s i g n a n t  t>ar ------ l a  courbure géodés ique
f  g f  g 

C’ e s t  1 ’ exemple lu p l u s  s imple  d ’un e space  g é n é r a l i s é  dans 

l e q u e l  l e s  procédés  d ’une gé omet r i e  d i f f é r e n t i e l l e  fondée  

s u r  un groupe c o n t i n u e n t  à s ’ a p p l iq u e r  sans qu’ aucun groupe  

règne dans 1 ’ espace

(X)
M
3
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N o u s  a v o n s  r a m e n é  t o u 3  3 e s  p r o b l è m e s  d * 6 q u i v a l e n c ©  

à  1 a c o n s i d é r a t i o n  do f o r m e s  <3 i  f  ' é  r o n t i o l  1 o s  l i n é a i r e s  .

I l  e s t  d o s  c o s  a d m e t t e n t  u n  t r a i t e m e n t  p l u s  3 i m p l e  .  

C o n s i d é r o n s  , p u r  e x e m p l e ,  u n e  f o r m e  d i f f é r e n t i e l l e  q u a d r a 

t i q u e  e x t é r i e u r e  co à  d i f f é r e n t i e l l e  e x t é r i e u r e  à i d e n 

t i q u e m e n t  n u l l e  . A u  p o i n t  d e  v u e  a l g é b r i q u e  l a  f o r m e  

p e u t  ê t r e  é c r i t e

ou = ctfj <-04+ .... + -o 2p_3 aP

l e s  i j j  i é t a n t  2 p  f o r m e s  d i f f é r e n t i e l l e s  l i n é a i r e s  i n d é p e n 

d a n t e s  . l ’ e n t i e r  p  e s t  u n  i n v a r i a n t  e t  l a  f o r m e  kjJ ( s i  

d o )  =  0 )  p e u t  ê t r e  é c r i t e  a u  n o ? c n  d e  2 p  v a r i a b l e s  .

D e u x  f  o m e s  o j  , c o r r e s p o n d a n t  a u  lême e n t i e r  p  s o n t  

t o u j o u r s  é q u i v a l a n t e s ,  1 ’ é q u a t i o n  CjZ =  co  à  ü p  f o n c t i o n s

i n c o n z i u . e s  d e  2 p  v a r i a b l e s  i n d ' m e n d a n t e s  x .  é t a n t  e n
2 i

i n v o l u t i  on a v e c

9 i = 3a ~ = s2p-i = 1

E n  p a r t i c u l i e r  t o u t e  f o r m e  d e  r a n g  2 p  e t  d e  d i f f é r e n t  

t i e l l e  n u l l e  e s t  é q u i v a l e n t e  à  1 o J o r m e

^  O =  d x 3 dx_, +  d x 3  d:,-4  + -------- +  d x 2 p - l  d x 2 p  *

e l l e  a d m e t  u n  g r o u p e  ’ r> * n i  , c a r a c t é r i s é  p r é c i s é m e n t  p a r  

l a  p r o p r i é t é  d e  j  a i  j S o r  i n v  r i a n t e  l a  f o r m e  oj? .

S i  d OJ ^  0  , 1 a d i s c u s s i o n  d u  p r o b l è m e  d ’ é q u i

- 9 . -3 G

cu V*.

X  . 
2

> +  
-r 3 Ca)

va/
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v a l e n c e  e s t  ' b e a u c o u p  p l u s  c o m p l i q u é e  e t  11 f a u t  a p p l i q u e r

l a  m é t h o d e  g é n é r a l e  .

U n  a u t r e  c a s  i n t é r e s s a n t  e t  s i m p l e  o s t  f o u r n i  p a r

u n e  f o r m e  e x t é r i e u r e  de  d e g r ü  n - 1  à  n  v a r i a b l e s  : un©

t e l l e  f o r m e  e s t  t o u j o u r s  a l g é b r i q u e m e n t  r é d u c t i b l e

W  = ÛJ>2 ...... co n __3

D e u x  c a s  s o n t  à d i s t i n g u e r  .

a )  d gu =  0  ; a l o r s  l a  f o r m e  e s t  t o u j o u r s  é q u i v a l e n t e  à

lo =  dx^ d x ^  .............. â x n - l

b )  d w  fi 0  ; a l  o r s  l a  f o r m e  e s t  t o u j o u r s  r é d u c t i b l e  à

co  =  a x n - d x a dx.a --------  d x n - »

D a n s  ce  d e r n i e r  c e s  p a r  e x e m p l e ^  l a  f o r m e  a d m e t  

u n  g r o u p e  i n f i n i  o h  t e r n i  e n  p r e n a n t  p o u r  x ^ , x ^ , . . . »  * n —1

d e s  f o n c t i o n s  a r b i t r a i r e s  d e s  i ]  , Xg  ............ ..  x n - l

e n  p r e n a n t  e n s u i t e

x n

D ( Z ]  , % .........................* n - ]  )

O!*]. % ......... xn - 3 )

desméthodes précédentes à. 1 ' in tég ra t ion  de ce r ta ins  s y s t è 

mes d i f f é r e n t i e l s .  Je me contenterai  de 1 exemple fourni

(yup * »

X
n

e t

Il me res te  à dire  quelques mots d’une appl ica t ion
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par un système de deux équations aux dérivées partielles 

du second ordre , dit en invol uti on

F(s.y, Z,p,q,r.8,t)=0 "£ (* ,y. ®.P.<1. r. s . t)=0

système étudié par B.Goursat. Imaginons qu'on ait exprimé 

r,s,t en fonction de x,y,z,p,q et d » un paramètre u .

Le système donné peut être ramené au système do Pfaff

q— 4- s — — td _ ù .
dy "c>y ‘ O z ôtI

Le système est en involution si les deux formes ré 

dultes d . a 6 2 sont proportionnelles

9 = dz - p dx - q dy — 0

G — dp - x  dx 1 § dy = O 
w 2

0 3 = d q - s d x - t d y  = O 

Ona, on tenant compte dos équations précéden tes

d 9 1 = 0

d 0 p = (|^ - |f) dx dy + |^dx du + ffdy du

a e 3 = (|| - !|)a* dy + aSdx du + Jrlay au
où 1 fon a posé

d î) "ï\ o «
_ 2 _ -  =  Ü _  +  p  +  r  — —  +  s  — -

dx ^x ^  z cj p o q
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<ir à s dr ds

H
" Tx du S u

à s _ à t ds dt

dy d x d u du

T)--ms ce cas les tro i c équations 8 ^ —0 peuvent 

s ’éeri ro su moyen do cinq vori ¿ol ee seul omo-nt : ces veriablos  

sont les intégrales preai ères système dos csr&_c_tej?is t  i .que.s

o-otenu en annulant 9 .. , 8 ? , 9 et les dérivées p art ie l les
J ¿4 O

de d 0 . p a r  rapport à dx, dy, du .
2

Toute varié té intégrale 5. deux dimensions est engen

drée par des courtes caractéristiques s i l ’ on connaît ces 

dernières , on n’ a qu’ à chercher le" solutions r- une dimen

sion du système 9 ^ = 0, à. ci ne vsri aol es , solutions qui 

indiquent de quelle manière i l  faut asseoir les courbes ca

ractéristiques pour engendrer une surface intégrale .

Or, dans le cas général , les caractéristiques sont connues

p_a_r des _di f  fé renti  a tions ._

En e f fe t ,  les opérations qui servent à obtenir les

invariants d if fé ren t ie ls  du système donné par rapport au

groupe de toutes les transformations analytiques portantO .w

sur x ,y , z , p , q,u peuvent se fa ire  quelles que soient les 

variables choisies: si l ’ on imagine qu’ on a i t  choisi les 

5 variables intégrales premières des équations des ctrac-

-3, ~3r



t é r i s t i q u e s  , c e s  o p é r a t i o n s  n e  p o u r r o n t  c o n d u i r e  q u ’ à d e a  

f o n c t i o n s  de c e s  c i n q  v a r i a b l e s  . E n  g é n é r a l , l e  s y s t è m e  

t o t a l  d e s  i n v a r i a n t s  e n  c o n t i e n d r a  c i n q  i n d é p e n d a n t s  q u i  

f o u r n i r o n t  c i n q  i n t é g r a l e s  p r e m i è r e s  . On c o n ç o i t  q u ' u n e  

m é t h o d e  a n a l o g u e  p u i s s e  s ' a p p l i q u e r  t o u t e s  l e s  f o i s  q u ' u n  

s y s t è m e  d i f f é r e n t i e l  a d m e t  d e s  c a r a c t é r i s t i q u e s  au s e n s  d e  

C a u c h y  .
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