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I . -  'S'AVILLE 3 D ? EN SEi TBLES .

On c o n p i â é ï c r s  u n i q u e m e n t  r]ça en.serïb3 e s  qui  s o n t  

d e s  p a r t i e s  d ’ un e n s e m b l e  ~  d ’ é l é n e n t s  de n a t u r e  q u e l -  

c o n o u e : n o u s  a p p e l l e r o n s  q u e l q u e f o i s  " p o i n t s ” c e s  é l é m e n t s  

s e r a  nonmé 1 J j s n s e nbl  e f o n d a m e n t a l  .

F a m i l l e  I Z D  . - C ’ e s t  une f a m i l l e  d ’ e n s e m b l e s  t e l l e  que  

l ’ i n t e r s e c t i o n  de d e u x  e n s e m b l e s  de l a  f a m i l l e  a p p a r t i e n t  

e n c o r e  à l a  f a m i l l e  e t  q u e , E e t  F é t a n t  deux e n s e m b l e s
p  I

de l a  f a m i l l e  t e l s  que S e s t  c o n t e n u  d o n s  F ( E F  ) ,

1 » e n s e m b l e  F - 3  e s t  l e  somme d ’ un nombre f i n i  d ’ e n s e m b l e s  

de l a  f a m i l l e ;  ( somme s i g n i f i e  que l e s  e n s e m b l e s  s o n t  

d i s  ¿ o i n t s  ; pour  d« s  e n s e n b l e s  p o u v a n t  a v o i r  d e s  é l é m e n t s  

communs;  on d i t  r é  uni  on pour  d é s i g n e r  l ’ e n s e m b l e  d e s  é l é 

m e n t s  q u i  appar  t  i e n n e n t  ou m o i n s  à l ’ un d ’- e n t r e  e u x )  .

Ex e mp l e  d e f a m i l l e  1 3 )  : l e s  i n t e r v a l l e s  à demi -  

o u v e r t s  de l a  d r o i t e  : a = x  <  b ; l e s  i n t e i v a l l e s  de 1 * 

e s p a c e  à n  d i m e n s i o n s  : a  ̂ =  x* <  b^ ( i  =  1 , 2 , . . . n ) .

Co r p s  d ’ e n s e m b l e s  . -  C ’ e s t  une f a m i l l e  ti?J d a n s  l a q u e l l e  

l a  somme d ’ un nombr e  f i n i  d ’ e n s e m b l e s  d^ l a  f a m i l l e  l u i  

a p p a r t i e n t  e n e o i  e . P a r t a n t  d ’ une, f a mi  13e  i^_i , l e  p l u s  

p e t i t  c o r p s  qu i  l a  c o n t i e n t  s ’ o b t i e n t  e n  1 n i a d ri o i r n a n t  

l e s  s omme s  d ’ un nombr e  f i n i  d ’ e n s e n b l  e s  de l a  f a m i l l e

O p é r a t  1 o n s  c? e t _ç; _ -  p a r t o n s  d T une f a m i l l e  G q u e l c o n 
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q u e .  A d j o i g n o n s - 3 ui  l e s  e n s e m b l e s  qu i  s o n t  l a  r é u n i o n  d ’ u -

ne i n f i n i t é  d é n o m b r a b l e  d T e n s e m b l e s  de O . Nous  o b t e n o n s

l a  f a m i l l e  . S i  n o u s  a d j o i g n o n s  à & l e s  e n s e m b l e s  qu i<s
s o n t  3 * i n t e r s e c t i o n  d ’ une i n f i n i t é  d é n o n b r a b l e  d ’ e n s e m b l e s  

de t  n o u s  o b t e n o n s  l a  f a m i l l e  „ On d é f i n i t  a i n s i  

t iC * C^ST.................

C5 - c o r p s  . -  C ’ e s t  un o o ï  o s  ù 1 en-^ei-jb'• c  t e l  que

( C e c i  e n t r a i n e  = 0 ‘C ) . S:l on p 3 i t  d ’ un c o r p s  G e t  q u T 

on forme  tS«- n ’ e s t  p l u s  en  g é n é r a l  un c o r p s  . Pour

o b t e n i r  l e  p l u s  p e t i t  'Ô - c o r p s  c o n t e n a n t  une f a m i l l e  LâJ  

d onné e .  i l  f a u t  e f f e c t u e r  J L  f o i s*  l e s  o p t r e t i  o.ns ‘-5 t t  5  *

~f\- d é s i g n a n t  l e  p r u n i e r  nont i i  e t r a n s f i n i  de l a  d e u x i è m e  

c l a s s e  .

A r e m a r o u e r  q u ’ un G - c o r p s  ne c o n t i e n t  p a s  t o u j o u r s  l e  

c o m p l é m e n t a i r e  d ’ un e n s e n b l e  de ce  G" - c o r p s  ; m a i s  i l  l e  

c o n t i e n t  t o u j o u r s  l o r s q u e  l ’ e n s e m b l e  f o n d a m e n t a l  t f  a p p a r 

t i e n t  au - c o r p s .

E x e m p l e : S i  on p a r t  d e s  i n t e r v a l l e s  à d e m i - o u v e r t s  de l a  

d r o i t e  ( ou de l ’ e s p a c e  à n d i m e n s i o n s ) ,  I e p l u s  p e t i t  

6" - c o r p s  c o n t e n a n t  c e s  i n t e  r v a l  l e s  e s t  c o n s t i t u é  p a r  l e s  

e n s e m b l e s  d c B o r ^ l  (nommés a u t r e f o i s  me s u r 8b l e s - B ) .

A r e m a r q u e r  que 1 eF-corps  ne c o i n c i d e  p a s  atsrec l e  ’’ s y s t è m e

de B o r e l ” de H a u s d o r f f  q u i  e s t  une f a m i l l e  C t e l l e  que
£  ■ .<£
C r  =  C c =  c ,s



Par exemple ,  l a  f a m i l l e  formée d ’ un s e u l  ensemble non 

v i d e  e s t  un "sys tème  de B o r O " ,  mais  non un e r - c o rp s .

I I .  -  FONCTION D’BNSSIIBLE

Unc f o n c t i o n  d ' ens embl e  A  de c hamp C , c ’ e s t  

à d i r e  d é f i n i e  pour l e s  e ns e mbl es  de l a  f a m i l l e  C , ( e t  

dont  l a  v a l e u r  e s t  un nombre r é e l  f i n i  ou b i e n  +00  n a i s  

Jamais  - 00) e s t  d i t e  c omplètement  a d d i t i v e s i  ÏÏ3 , Sg . . . .  

é t a n t  des e n s e n b l - s  d i s j o i n t s  de i dont  l a  somme
■00 _

B = a p p a r t i e n t  à  o  :

1° -  yl gn + A, ^2 + . . . .  a une somme f i n i e  ou é g a l e  à + ^0  

i ndépendante  d e l ’ ordre d - s t ermes  ( l a  s é r i e  des  termes

n é g a t i f s  c o n v e r g e ) .

2 ° -  Cette  sommc e s t  é g a l e  à A E .

Thé c r è me . Toute f o n c t i o n  d ’ ensemble complètement

a d d i t i v e  e s t  l a  d i f f é r e n c e  de d'Ux f o n c t i o n s  c o m p l è t e 

ment a d d i t i v i  e t  jamais  n é g a t i v e s .

En c o n s é o u e n c -  on se l i m i t e r a  aux f o n c t i o n s  

jamais  n é g a t i v e s  . Cc 11. - s que nous  c o n s i  d^;r-r ons j o u i 

r o n t  en gêné r ol de l a  p r o p i i é t é  :

A_ Tout ensemble  de C pour l e o u e l  /1 B = + 00 peut1 w * / 4

«t r e  r e c o u v e r t  par une i n f i n i t é  d e n o n b r e b l e  d ’ e n s e mb l e s
y-fide o  pour l ^ s ^ u ^ l s  ^ e s t  f i n i  .

Me s ur e . -  La f o n c t i o n  s £ra a p p e l é '  me surr ( l )  s i  , e n

( 1 ) l e  s e n s  adopté  i c i  e s t  un peu d i f f é r e n t  de c f 1ui de

1 *exposé  o r a l .
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p l u s  de Ai , e l l e  v é r i f i e  a u s s i  l e s  d e u x  p r o p r i é t é s  :

Ap -  I>e champ C de A e s t  un & - c o r p s .
|  ^

A . -  S i  A E =  O ^ t o u t e  p a r t i e  E T de E a p p a r t i e n t  à  G , 
3

e t  1 T on a A E * =  0 .

F o n c t i o n  d ' e n s e m b l e  de C a r a t h é o d o r y . -  C ’ e s t  une f o n c t i o n  

d ’ e n s e m b l e  /L d o n t  l e  champ c ompr e nd  t o u t e s  l e s  p a r t i e s  

de ^  . e t  q u i  v é r i f i e  l'-'z c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  :

C-. . - S i  F e s t  c o n t e n u  d e n s  E,  on a A F — r\ B

Cg . -  S i  E d é s i g n e  1 8 r é u n i o n  a * une i n f i n i t é  d é n o m b r â t !  e

d * e n s cn b l  e s  Ej  , on a :  A E — ^ E,  -4- rL T50 +  . . . .

En r •- s  t ï  e i (̂ n a n t  c c n v r n a b i  e me n t  l e  champ de d é f i n i t i o n  

d 1 une f o n c t i o n  de C a r a t h é o d o r y , on p e u t  e n  d é d u i r e  une 

M e s u r e . V o i c i  c o r n e n t  :

C o n s i d é r o n s  l a  f  ami j ] e J l (  d e s  ense.  n.bü e s  E t e l s  

q ue  , p o u r  t o u t  e n s e m b l e  A de G , X  A =  X  ( A . B )  +  ,lf ( i / t )

( t-> E d é s i g n a n t  l e  c o m p l é m e n t s  ire- de E ) .

J l l  e s t  un G' — c o r p s  , e t  l a  f o n c t i o n  qu i  a pour  champ  

? l t  e t  q u i  y  e s t  é g a l e  à  /_ e s t  c o m p l è t e m e n t  a d d i t i v e  e t  

v é r i f i e  A^ 3 » e 13 «• m  v é r i f i e  p a o ,  e n  g é n é r a ] ,  Aj . Pour  

o b t e n i r  une me s u r e  , 13 f a u t  e n c o r e  r e s t r e i n d r e  l e  champ

01 L .  1

Nommons m e s u r a b l e — X l e s  e n s e m b l e s  de po ur  l e s 

q u e l s  \  e s t  f i n i  ~1 l e s  e n a e n b ]  ' s  de q u i  p e u v e n t  e" t r  e 

r e c o u v e r t s  p a r  une i n f i n i t é  d é n o a b r s b ] e  d ’ e n s e m b l e s  de
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p o u r  3 e s q u e 3 s  7C e s t  f i n i  .  C e t t e  i o i s  3a  f o n c t i o n

q u i  a poux champ 3* s  pnserabî  î  8 mf s u r  ab3« s  -  ")C e t  qui  y
~\ »

e s t  ci^a3r à  /C e s t  b i e n  un? ne  g» u t e . 13 n ’ e x i s t e  d ’ a i  3 3 e u r s  

p a s  6 r- me s u r e  pr  o3 o n g f  a n t  \  ) e t  a y a n t  Q?nf v a 3 e u r  que X  -

Théorème  de pro3  o n g g n e n t . ~ E t a n t  donné  une f o n c t i o n   ̂

v é r i f i a n t  A. , d o n t  3 c h a n p  (f e s t  une f  ami 3 3e S j  , 13  

e x i s t e  d * s  m e s u r e s  q u i  pro3  o n g ç n t  A  ; parmi  e 3 j e s  , 13  

e n  e x i s t e -  un? d o n t  t o u t e s  3 e s a u t r e s  s o n t  d e s  pro3 o n -  

gçnif n t s  . 3> champ de At c ompr e nd  , en par  t . i cu3  i e r  , 3e 

p3 us  p e t i t  & -  c o p p s  c o n t e n a n t  (f . T o u t  c n s  e nb 3 e de X  

p e u t  s ’ o b t e n i r  en r e t r a n c h a n t  d ’ un e n s e n b 3  ç de un

e n s  e nb 3 e d c ÔX. p o u r  3 e que 3  f~̂~> e s t  nu3 . On v o i t  d o n c  que 3 

e s t  3 e grain o b t e n u  p a r  3 e nr o3 on^re ne n  t* o  •

Pour o b t e n i r  .̂c on  o p è r e  de 3a f a ç o n  s u i v a n t e  :

Pour t o u t  e ns^ nb 3 e E,  s T i 3 n , ' ex i s t e  p a s  de s ^s t è i . i e  d ’ une

i n f i n i t é  d é n o n b r  ab3 e d ’ e n s c n b 3 e s  E de C r-- c o u v r a n t  E,

on p o s e  ~X̂ E =  +  . S 1 i 3 e x i s t a  d- V I f  s ;:è*ni s . on

p o s e  "X E =  b o r n e  i n f .  d e s  £— A E* "X e -c- & 2 n r s  une
i 1

 ̂ ï o n c t i  on de Car a t h é  o d o r y , e t  i 3 s u f f i t  de p o s e r  tJ-' — X |  . 

En p c r t i c u 3 i c r ,  s i  on a p p 3 i q u e  3 e p r o c é d é  à. une m e s u r e  

on o b t i e n t  une f o n c t i o n  d Car a t b c  o d o r v  ~X. t ' 3  3e que

U =  r  .

Dans  t o u s  3 ^s c a s  3a f o n c t i o n  o b t e n u e  n ’ e s t  p a s  

que3 c o n q u e ;  p o u r  t o u t  ensr.rib3e A pour  3 e q u e 3  ~)C A e s t  f i n i
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e t  p o u r  t o u t  norabr e p o s i t i f  <£ , i3  e x i s t *  un e n s e m b l e  

B me s u r  o b i  e -  j»*' , c o n t  « n a n t  A ,  e t  t e  2 î>3€ Y  S (  ](A +<f  

On d i t  a l o r s  que  3 a f o n c t i o n  de C a r a t h é o d o r y  *X e s t  a. é -  

,gu3 i  è i  e .

1 3 y  a donc  c o r r e s p o n d « n ç e  b i  u n i v oque  e n t r e  3 e s  m e s u r e s  

e t  3 e s  f o n c t i o n s  d* C a r a t h c o d o r y  r é g u l i è r e s  .

E t a n t  d o n n é e  une f o n c t i o n  de C a r a t h é o d o r y ^  n o n  r é  -  

gu3 i  è r  e , on p e u t  e n  d é d u i r a  unf  f o n c t i o n  ré  g u 3 1 è r e  X  

e n  app3 i q u a n t  à *XJ 3 <= p r o c é d é  du t h é o r è m e  de pro3  o n g e m e n t  

X « 4  X  ne d i f f è r e n t  que p o u r  3  ̂s  çnsem'b] e s  n on n e s u r o -  

b 3 e s -  \  .

Es  e raples  dp m e s u r e s

C o n s i d é r o n s  d a n s  l ’ e s p a c e  à n d i m e n s i o n s ,  une m e s u 

r e  d o n t  3e champ c o n t i e n n e  3e s  e n s e ~ i b 3 e s  o u v e r t s  , 

qui  ne s o i t  p a s  3e p r o l o n g e m e n t  d*une a u t r e  mcsui-e j o u i s 

s a n t  de l e  meme p r o p r i é t é ,  e t  qui  s o i t  f i n i e  p o u r  t o u t  

e n s e n b l e  b o r n é  . C ' e s t  une m e s u r e  de Re do n  .

I l  e x i s t e  une c o r r e s p p n d a n c e  b i  u n i  v o g u e  e n t r e  c e s  m e s u r e r  

e t  l e s  f o n c t i o n s  m o n o t o n e s  de n  v a r i a b l e s  c o n t i n u e s »  à  

g a u c h e ,  p a r  e x e m p l e  . ( a v e c  d é f i n i t i o n  c o n v e n s b l c -  du 

m o t  m o n o t o n e ) .  P l a ç o n s —n o u s  d a n s  3e c a s  du p l a n  ,

I ° — s u p p o s o n s  3a m e s u r e  d o n n é e  , Pi  e n o n s  e zie mp3 e x

e t  y  p o s i t i f s ;  p o s o n s  f ( x „  t y0 ) =  ^  j  ( x ^ . y ^ ) ,

I  ( x o » ) d é s i g n a n t  3 f i n t ç r v a ü  3 e à. demi  — o u v e r t  ( x  C x c . 

® ^ y  ^ y# ) .  S i  on  p r e n d  l e s  v a l e u r s  de f ( x , y )  aux q u a t r e
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x ' 2 _______» y  s  s o mme t s  d 1 un r e c t a n g l e  H ;
R I

1 ! x  <  x 2 \
x i • y / —  ^ 2 . y 3 i y 3=  y  ^  y 2  )

o n  a ^  R =  f  ( x 2  , y 2  ) - f  ( x 3 , y 2 )

+  , y , ) -  f f x o . y n ) .

C f e s t  e n  ce  s e n s  que  t a  f o n c t i o n  f  e s t  m o n o t o n e  »

©4 h  t e n d  v e r  c p - a r  v a ]  i . : s  T>C3 i  t i  v e g ,  f  ( x , y ) - f  ( x , y - h )

t e n d  c •- • 55*. >-  ̂ â o n e  :■ { y   ̂ 3 c o n t  i  n u e  à g a u c h e  par  

r a p p o r t  à c h  acun- <J ' n rs^i  al>L èa

2 ° )  I n v e r s e m e n t  p a r t o n s  g  unt  f o a c t i o n  t (  r ^ . y )  v é r i f i a n t  

c e s  d e ux  c o n d i t i o n s  . P o s o n .3 p e u r  l e  r e c t a n g l e  a  

à R =  f ( x 2 , y 2 ) ~ f ( x 3 , y 2 ) +  f ( x ]  , y 5 ) -  ¿(:x2 , ÿ-, j .

A r  e s t  a l o r s  une f o n c t i o n  c o m p l è t e m e n t  e d d i t i v e  e t  dé -  

f i n i e  p o u r  l a  f a m i l l e  ®  d e s  i n t e r v a l l e s  K Semi - c u v e r t s -»
l e  t h e o r è m e  df  p r o l o n g e m e n t  l a  p r o l o n g ,  -.ir  ̂ Q ; a ü l 6

q u i  v é r i f i e  l e s  p r o p r i é t é s  v o u l u e s  e t  n - r t  • , r  - -j  •-* ' *• " ’ wL J J v C C U
u n i q u e

Bn p a r t i c u l i e r ,  a i  on  p r e n d  x y  p o u r  f o n c  t i  on. j iono  

t o n e  , on tombe s u r  l a  m e s u r e  de l e b e s g u e  d a n s  l e  p l  an  

Sur l a  d r o i t e ,  f  d e v i e n t  une f o n c t i o n  m o n o t o n e  o ^ d i n a S r ï  

c o n t i n u e  à g a u c h e  e t  r  S  e s t  l a  v a r i a t i o n  de c e t t e  f o n c 

t i o n  s u r  l ’ e n s e m b l e  E . l e  champ de ^  v a r i e  a v e c  ^  m a is  

c o n t i e n t  t o u j o u r s  l e s  e n s e m b l e s  de B o r e l
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I I I . -  PRODUIT DE DEUX MESÜHES

C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  d e u x  e n s e m b l e s  f o n d a m e n t a u x  

x  e t  R/T . S o i t  une  m e s u r e  d é f i n i e  d a n s  £  e t  une  

m e s u r e  d é f i n i e  d a n s  HJJ, , dC 3e champ de n , 'Ij 3e champ  

de aaj . Nous  a l l o n s  de f i n i r  une m e s u r e  d a n s  l ' e n s e m b l e  

f o n d a m e n t a l  ^  x <V i , pr  o d u i t  d e s  d e ux  a u t r e s  ( ou e n 

s e m b l e  d e s  c o u p !  e s  ( x  , y  ) où x e s t  un é l é m e n t  de 2t . y  an  

é l é m e n t  de CV\ ) . Pour  l e s  e n s e m b l e s  X x  Y, où  X a p p a r t i e n t  

à OC . Y à  y  , p o s o n s  'yj ( X x Y ) =  à  X.^o Y , a v e c  3a c o n -

v e n t i  on 0 * ( +  üo  ) =  o' . /yj e s t  une f o n c t i o n  compl  è t e  -
fFt }

m e n t  a d d i t i v e ,  d o n t  3e champ e s t  une f a m i l l e  Lx.1 , e t  qu i

v é r i f i é  A . En p r o l o n g e a n t  07 p a r  l e  t h é o r è m e  f o n d  a men-  J I
t a l , on o b t i e n t  une m e s u r e   ̂ q u ' o n  nomme l e  p r o d u i t  de 

A e t  de e t  q u '  on n o t e  A x ^  . T o u t e  m e s u r e  q u i  p r o -

3 o n g 6 07 p r o l o n g e  a u s s i  V4
La s e u l e  d i f f i c u l t é  de l a  d é m o n s t r a t i o n  e s t  de p r o u 

v e r  que e s t  c o m p l è t e m e n t  a d d i t i v e .  I l  s u f f i t  de mon

t r e r  que s i  ¿L Xj > Y - r e c o u v r e  X * Y, a l o r s

2‘ ^  (Xi  *Yj ) ^  '»l {X x Y) =  à X.  j^Y .

Le lemme de B o x e 1 - L e b e s g u e  n ' e s t  p l u s  a p p l i c a b l e  p u i s q u e  

l e s  e n s e m b l e s  s o n t  q u e l c o n q u e s ,  s a n s  n o t i o n  de v o i s i n a g e .  

On l e  r e m p l a c e  p a r  un a u t r e  lemme d ' u n  c a r a c t è r e  t o u t  

d i f f é r e n t  ( V o i r  C . B .  O c t o b r e  1 9 3 3 ,  n o t e  de IC' .de  P o s s e l  

e t  Che v a 3 1 e y }*

I n v e r s e m e n t ,  S> é t a n t  d é f i n i e  d a n s  e t x U t , à e t  po
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s o n t  dé t e r m i n e e s  à  un f a c t e u r  c o n s t a n t  p r è s .

On d é f i n i t  de nemf 3 € p r o d u i t  d*. n  m e s u r e s  dé f i n i  e s  

d o n s  n e n s e n b l e s  f o n d c n ç n t o u ^ .  Cf p r o d u i t  e s t  a s s o c i a t i f :  

x ............* A — ( < \ , x . . . . j i . A ) * ( à  . .x A ) ,
1 ~J Or\. A -fv fl-*-1 ¡0

à c o n d i t i o n  de c o n s i d é r e r  3e g r o u p e s  n t  ( X^,X2 . . .  x n ) 

c o r n e  i d e n t i q u e  ou c o u p l e  d e s  d e ux  g i o u p f j n en t s  ( X1 • • *x p)  

e t  ( x p+3 , , x n   ̂ •

I V . -  INTEGRALE

D o n n o n s - n o u s  une f o n c t i o n  d c p o i n t  f ( p )  d e f i n i e
W t

d a n s  un e n s e m b l e  f o n d  :nr-nt  a l  , p r e n a n t  d e s  v a l e u r s  n o n

nC g a t  i  v e s  ( e t  Cvf  n t  ue 1 I f  me n t  + œ> ) t e t  une me s  ur e p*-- de -

f i n i e  d a n s  . S o i t  ^C- 1 T e n s e m b l e  d e s  n o m b r e s  r é e l s  >  o

e t  n  l a  m e s u r e  de L ^ b e s g u e  d e f i n i e  d a n s  . C o n s i d é r o n s

1 a me s u r e  V = x m q u i  e s t  d e f i n i e  d a n s  U * CJC . So i  t
V* r y

Gjp 1 T e n s  emb l e  d e s  é l e  me n t  s  ( p , a ) de 'C x  ̂  ̂ t e l s  que p e t  a 

s a t i s f a s s e n t  à O < a < f  ( p ) . C ' e s t  l ' e n s e m b l e d^s  o r d o n n é e s  

de f ( p ) .

S i  G« a p p a r t i e n t  au champ de d , o n  d i t  que f  e s t  

m e s u r a b l  e -  t** e t  on  po.se :
jft»

^ G-  = i n t é g r a l  e de f  { p ) p a r  r a p p o r t  éi j -- j f  ( p ) d p-* .

S i  f  ( p ) e s t  n u l l e  s a u f  s u r  un e n s e m b l e  où e s t  n ” ? 1 e , 

on a ; J  f ( p )  d r  = O ; s i  f  *  g  . Gf  é= Gg  , i  * où

J f ( p j  l ' g ( p )  d ( ^  .

S i  f j  ( ( p ) . . . . .  f o r m e n t  une s u i t e  non
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d é c r o i s s a n t e ,  l e u r  j i m i t e  f ( p )  ( f i n i e  ou n o n )  s a t i s f a i t

à : 3 3m.. f f  d jw =  tf  i  w' , 
n-- oo J n

( C e c i  l’ t ü ' j î t e  ¿e 3 5 ad di t ,  j ÿ-î oé c o m p l è t e  de  ̂ ) .

S i  f  e s t  m e s u r a i ]  l e s  enr . enbl  s s  E ( f  7 °< ) s t

■g ( f  ̂  «ai ) a p p a r  t  i e n n e n t  au champ d e . { E ( f  — ) p a r  e x e m

p l e ,  d é s i g n é  1 1 e n s e n b ]  e d e s  p o i n t s  p où f ( p ) ^ o l ) .  I l  n ’ e n  

e s t  p a s  t o u j o u r s  de même de Ü { f  < <=* ) . Par  e x e m p l e ,  po u r  

f  = C, e t  *g n '  e p ’i e r t e n a n t  p a s  au champ

I n v e r s e m e n t ,  s i  pour  , °i  , . . . . f o r m a n t  une s u i t e
S h/

p a r t o u t  d e n s e  d a n s  C/ t ,  1 * s  E( f — ) a p p a r t i  e n n e n t  au champ
Il *

de k-m , al  or  s  f  e s t  n £ s  u r a b 3 e -  .

3 omne s  d_e I s b e s g u  e : D i v i s o n s  Ois au moyen  d ' u n e  é c h a l -  

l e  C , £ , t ........... ..  - t . ,  . . . . d * 1. c a r  t  i n f é  r i e u r  à un nombr e po —
'  î . A.

s i t i f  £  : ' t .  <  £  . P o s o n s  : E-, = S ( / . .  < f  ( p ¿ )

= r n s  -»T*. * de 3 p o i n t s  ( p ; a )  de 9^ t e l s  que p s o i t  un é -

l é m e n t  de J , , d ' o ù  : G, +  G0 +  . . e t  \) G-~= ¿L * G,
i X i  * 1  j  1

I . =  i n t e i  v o l  3 e 0 < a < ^  , d ’ où ^ i ^ I i - l - ^ i  -  3 i  * M

e t  'C ' E  ̂ ^ * M>E • . On e n  enncJ  r t  :
5S /> r 22

"Î-: _n p- E — \ f  ( p ) d 4= ¿.C* E 4
? —1 •' 1 = 1 1 1 -1

En s u p p o s a n t  f i n i  p o u i  1 ’ e n s e m b l e  E j f  ( p ) "7 OJ

d i f f é r e n c e  e n t r e  l e s  d e u x  t o n n e s  e s t  au pl of i ^ a l e  à

E f  f  ( p )  y  OJ , e t  t e n d  v e r s  z é r o  a v e c  S  .

S i  f  e t  g  s o n t  me s u r  ab3 e s - <00 on mont  2 e que  f  g , f + g

3e s o n t  a u s s i  e t  que  f ( f + g  ) d f ^ =  ( f  d -f ( g  d ^  .
'j tJ 1/

S i  E a p p a r t i e n t  au champ de *j<* e t  s i  f  e s t  me s u r a b ]  6 -
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e s t  a u s s i  me s  ur a t î  e e t  on  i n t r o d u i t  ] s  n o t a 

t i o n  : Jl . f  âpv  = ' J  ( t p E< f )  cl (Jj .

{ e n  d é s i g n e  p a r  Cj> 3a  f o n c t i o n  c a r a c t é r i s t i q u e  de l ’ e n 

s e m b l e  E,  - g e l é  à  1 e n  t o u t  p o i n t  de  E,  e t  n u l l e  e n  t o u t  

p o i n t  n *a ^ p a r t e n a n t  p a s  à  B ) .
y*

Dans  l e  c s s  o ù  "T, e s t  l ’ e s p a c e  à n  d i m e n s i o n s  e t  où 

jv>j e s t  une m e s u r e  de Hsâ on c o r i  e s p o n d a n t  à. l a  f o n c t i o n

m o n o t o n e  v; (x]  ______ x n ) = w ( p )  , 1 ’ i ntt ,  fit a l  e p r i s e  p a r

r a p p o r t  à l a  f o n c t i o n  m o n o t o n e  w e s t  p a r  d é f i n i t i o n  1 * i n -  

t i  gral^ p r i s e  p a r  r o p n o r t  à k*-’ : ( f ( p )  dw( p)  = i f ( p )  d
J  J

I n t é  ? r s j î  s mu ] t i p l e s

Théorème  de Fub i n i  g é n é r a l i s é . -  S o i e n t  "A e t  Mj d e ux  

m e s u r e s  d é f i n i e s  r e s p e c t i v e m e n t  d a n s  l e s  e n s e m b l e s  f o n d a 

m e n t a u x  £$■ e t  i/  j , e t  E un e n s e m b l e  d e L-tf a p p a r t e n a n t  au 
\ryt p. « a _

cia amp de  à. t o u t  p o i n t  x de dC „ f a i -
A  3 ^ * 7/ /  s o n s  c o r r e s p o n d r e  l ’ e n s e m b l e  ( x ) d e s

¿j i*
p o i n t s  d r -  l/7 t e l s  que ( x , y )  s o i t  un p o i n t  

3̂  de E . Dans  c e s  c o n d i t i o n s  :

1 ° ) -  l ’ e n s e m b l e  Y ( x )  a p p a r t i e n t  au champ de , s a u f

p e u t — £ t r e  p o ur  un e n s e m b l e  _l_ de p o i n t s  x t e l  que A _L_ =o

2 ° ) -  Qn a ( A * ( ^ ) E =  j ^  ( y b ( x } j d A

' 4 c -  31
I n t é g r a l e s  s u c c e s s i v e s :  s i   ̂ = ri , on  a

1 = i  f ( x , y )  d i  = f (  Gf  s  ^  »( ju;  * mfj Gf
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d ' o ù ,  <31 a près  l e  t héorème p r é c é d e n t ,  e t  en d é s i g n a n t  Tisr 

Z(y. ) 1 »ensemble d e s  o rd o n n é e s  de 2a f o n c t i o n  f ( x * y j  en 

p r e n a n t  y  pour v a r i a b l e
r

(Si , I *  ( » m) Z(x)  cl A .
_  J X - Z  , ,

/ ^ \  Or ( d é f i n i t i o n  d* l ' i n t é g r a l e )  :
(rrti -¿.¡t) x ra) Z(x)  = f ( x , y )  d ;

r t/
D'où e n f i n  :

----------//X ,________1= f f ( x , y )  dO = [  I f  ( x , y  ) d w j d A
/  / / . { j V f i J#-~C

* 3e I  = J [ f  ( x , y  ) d a ] d ^

/  C ' e s t  1 « i n t e r v e r s i o n  des  i n tc  g r a t i o n s  qui  p e u t  f t r e

g é n é r a l i s é e  à n i n t é g r a t i o n s  s u c c e s s i v e s  .

Cas des  f o n c t i o n s  monotones  Le p r o d u i t  de deux f o n c t i o n s  

monot ones  « f x . , x £ ...........Xp ) = u(p)  e t  ▼ ( * p* 1 . . . x n ) =  v ( q )

e s t  enc or e  une f o n c t i o n  monotone w( x-j ,Xg . . . x n )= w ( r ) .  

l a  mesure de Radon V c o r r e s p o n d a n t  à f  e s t  a l o r s  l e  p r o d u i t  

des  me s ur e s  de Rsdor ^  e t  ^  c o r r e s p o n d a n t  à u e t  v  :

S) = H * ^  . l a  for mul e  d ’ i n t e r v e r s i o n  pour une f o n c t i o n  

f ( r )  = f ( p . q )  donne :J f ( r )  d vr(r) = d v(q)^| d u(p)
'p t  -  71

I n t é g r a t i o n  par p a r t i e s

S o i e n t  A e t  deux f o n c t i o n s  monot ones  de l a  d r o i t e  

d é f i n i e s  pour a ¿  t  < b e t  f ( t )  une f o n c t i o n  m e s u r s b l e - X  

e t  m e s u r a b l e - ^ »  . C o n s i d é r o n s  l e  c a r r é  B ( a — x < b 

a £  y  < b ) e t  l a  f o n c t i o n  F ( x , y )  d é f i n i e  par :



I I .  - A . - 1 3

F(x,y) =  f(x) s i  x ^  y  , F(x,y) =  f{y) a i  x  -  y  . 

S u p p o s o n s  c e  q u i  n e  r e s t r e i n t  p a s  ] o g é n é r a l i t é  :

A ( a - 0 )  =  fJL, { a-o) =  0  .

t ______________7 De composons 3 e  carré E e n  d e u x  tr i e n -

/ .  . g l  e s  :

m----------r" E, E-,: a — x <. b a — y x
a ' i i J

i Ep : a — v  <  b a — x  . é  y
^  | ^  ^ t r

OL 'JE' t> On a a l  o r  s  i F (  x  , y } d ( A *|^} — I +  j —
J e  i  En I  e 0

C r  r  -■ r  r  C n
\ i F ( x  , y } d j - j d  A +  | | \ F (  x , y  ) d A | d/*> =

^'a—x < b  *- J  a — y * x  —' J  a —y<cbu ^ a —x —y  -*

f f(x)(»i;(x-0)d A+ [ f(y) d ^
J a—x<b «̂a—y^b

Or o n  d é m o n t r e  q u e  :

f F(x,y) d ( a * ^ ) = i f(t) di A ( t) . rov ( t )]
J E  r  J . a ^ U b  L J

d * o ù  3 e  f o r m u l e  d * i n t e g r a t i  o n  p a r  p a r t i e s  g é n é r a l i s é e  :
/ r “i f

f  (t)d \ A (t) . juu ( t) ! = f( t)^( t-0)dA +
Ja^t<b j J a t̂-tb

ç
+  \ f  ( t )  A ( t+O) d .

J  a—ib<b

y  — ^  Ci T C !T I  CT-.r T~~? LL~% S J / J N E A I r f E S

On d i t  qu 1 une f o n c t i o n  d ’ ens-r-mbl e c o mpl è t e m?  u t  a d 

d i  t i v e  a pour  b a s e — l o r s q u ’ e l l e  v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  

s u i v a n t e s  :

B . -  E l l e  e s t ^ f i n i e  po ur  t o u t  e n s e m b l e  m e s u r a b l e s  «
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B -  S i  B  = O, ' d ' 3  = 0 .

B -  v  E e s t  f i n i e  t o u t e s  l e s  f o i s  que ^  g  e s t  f i n i e .

( S i  B = O, n* e s t  p a s  f  or c é m e n t  d é f i n i e  pour  t o u t  

s o o s - e n s e n b 3  e de E ) . On d i t  e n c o r e  que e s t  a b s o l u m e n t  

c o n t i n u e  pa r  r a p p o r t  à

De r j  , on de d u i  t  une me s ur e  *V par l e  t h é o r è m e  de 

p r o l o n g e m e n t  . S i  une f o n c t i o n  f  e s t  m e s u r a b l e  -  , e l l e  

e s t  m e s u r a b l e - o j  , e t  1 »on c c r i t  j  f  d ^  pour  (  f  d ^

F( S ) — J f  d 3  e s t  un nombre a t t a c h é  à  t o u t e  f o n c 

t i o n  f  m e s u r a b l e  - ,  c ' e s t  à d i r e  une f o n c t i o n n e l l e  

E l l e  p o s s è d e  l e s  c i n q  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  ;

F  ̂ : F e s t  un nombre , nul  , p o s i t i f  ou c g a l  4 + oo 

^2 : S i  f  e-fc S s o n t  m e s u r a b l e s - ^ ,  F( f + g )  =  F( f  ) + F ( g )  . 

-3  * ^niP^ m e s u r a b l e  t e n d  e n  c ï o î  s s a n t  v e r s  f ( p )  { qui  

e s t  t o u j o u r s  m e s u r a b l e -  f* ) l i g ,  F ( f n ) = F( f  )

(De F2 e t  F3  on d é d u i t  i m m é d i a t e m e n t  que F ( f c f ) = k F ( f ) . )

F4 : S i  -  o  , F ( i f O  = 0

F5 * S i  E e s t  f i n i e ,  F ((f  ) e s t  f i n i e

i o u t e  f o n c t i o n n e 11 e d t f i n i e  pour  l e s  f o n c t i o n s  me —

s u r  abl  e t  v é r i f i a n t  Fj  5 e s t  a p p e l é e  f  onc t i  onne 1 1 e

1 i né a i re  de b s  s  s

I n v e r s e m e n t ,  p o r t o n s  d ' u n e  f o n c t i o n n e 1 1 e l i n e  a i r e  

j! { f  ) de b a s e  . Pour f  s* e l l e  c o n s t i t u e  une f o n c t i o n  

d ' e n s e m b l e  c o m p l è t e m e n t  a d d i t i v e  de b a s e -  , s o i t  fô*
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On d é m o n t r e  , e n  a p p r o c h a n t  f  au moyen de f o n c t i o n s  ne  

p r e n a n t  o u ’ un nombre f i n i  de v a l e u r s ,  que f f  d-x)' = F( f  ) .
* c c/

D’ où üae t hé  or ème : T o u t e  f o n c t i o n n e l  1 e l i n é a i r e  de b a s  e -jjJ 

e s t  une i n t é g r a l e  p a r  r a p p o r t  à  une f o n c t i o n  d ’ e n s e m b l e  

c o m p l è t e m e n t  a d d i t i v e  de b a s e - ^  . On p e u t  d i r e  e n c o r e  

o u ’ i l  y  a c o r r e s p o n d a n c e  b i u n i v o q u e  e n t r e  l e s  f o n c t i o n s  

d ’ e n s e m b l e s  de b a s e  e t  l e s  f o n c t i o n n e l l e s  l i n é a i r e s  

de b a s e

On a a u s s i  F ( f )  = * ml G . Donc ,  l e s  f o n c t i o n -
f

n e l l e s  l i n é a i r e s  s o n t  un c a s  p a r t i c u l i e r  d e s  f o n c t i o n s  

d ’ e n s e m b l e s  c o m p l è e t mt n t  a d d i t i v e s  d a n s  l ’ e n s e m b l e  f o n d a -
f  W

m e nt a l  u  x C/L t a n d i s  que l e s  f o n c t i o n s  d ’ e n s e m b l e  compl  è -

t e m e n t  a d d i t i v e s  d a n s  *C s o n t  un c a s  p a r t i c u l i e r  d e s

f o n c t i o n n e  11 e s  l i n é a i r e s  .

I n t é g r a l e  i n d é f i n i e  . -  L i m i t o n s - n o u s  à p a r t i r  de m a i n t e 

n a n t  au  c a s  où  1 ’ on p e u t  r e c o u v r i r  1 ' e n s e m b l e  f o n d a m e n t a l  

par  une i n f i n i t é  d e n o m b r a b l e  d ’ e n s e m b l e s  a p p a r t e n a n t  au 

champ de Aa» e t  de rat snrea f i n i e s  . S o i t  vp une f o n c t i o n  

me s u r  ebl  e -  t e l  1 e que , p o ur  E f i n i  e , f ̂ [j/ ( p) d 

s o i t  f i n i e  ; on a :

rd' E = f U) ( p ) dfjo» =  W' W d(^ d f '̂c (®V*C = ^w( A. E)
lTÇ 1 » J  * " I J  g û%y Cl

e s t  une f o n c t i o n  c o m p l è t e m e n t  a d d i t i v e  de b a s e - | J->.
1 E [
c^ E  s e  nomme l ’ i n t é g r a l e  i n d é f i n i e  de l a  f o n c t i o n  ^  . 

C ’ e s t  une f o n c t i o n  c o m p l è t e m e n t  a d d i t i v e  de b a s e  ne
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c h a n g e  p a s  s i  on m o d i f i e  s u r  un e ns e mbl  6 de m e s u r e  -  ^  

nul  l e  .

I n v e r s e m e n t , ¿ o i t  ,-v E une f o n c t i  on c o m p l è t e m e n t  

a d d i t i v e  de b a s e  jlw , i l  e x i s t e  une f o n c t i o n  U> t e l l e  q a 6 

J  E =  Ç (P d {N i  Irodvm) . C e t t e  f o n c t i o n  CU p e u t  s e  nom-  

mer une q u a ^ i - d e r  i vé _ de par  r a p p o r t  à m-» , e t  s e  n o t e r  
, fc. «

------ . Deux o ua3 i  - d e  r i  vt. e s  de , U; e t  H/̂ _ , ne d i f f è -d T-t i
r e n t  que s u r  un e n s e m b l e  de m e s ur e  n u l l e ,  m a i s  c e t  e n 

s e m b l e  de m e s u r e  n u l l e  e s t  q u e l c o n q u e .

Pour o b t e n i r  VI/ ( p ) à p a r t i r  de a /  , on r e c h e r c h e

un e n s e m b l e  E^  c o n t e n u  d a n s  t e l  que p o u r  t o u t e  p a r -
û

t  i  e 3 ’ de E , , on a i  t  * ----—— "J e t  "oour t o u t  e n s e mb l  e
t*' B<p

E'1 conte-nn l a n a  e t  s ^ n s  p o i n c  commun a v e c  E . ,
&

—  - — — ai . On en  d é d u i t  un p a r t a g e  de Î  en  e n s e m b l e s  

S  ^  pou.* 3 e pique 1 3 Vj/ ( p )  =  rt

I l  y  a d o n c  c o r r e s p o n d a n c e  b i u n i v o q u e  e n t r e  l e s  

f o n c t i o n s  d é f i n i e s  à  un e n s e m b l e  de mesu r e - H  pu î l e  

p r è s ,  e t  l e s  f o n c t i o n s  d ' e n s e n b l e s  c o m p l è t e m e n t  a d d i t i 

ve  s  de b a s e  i~"’ •

D’ a p r è s  l e s  t h é o r è m e s  c i - d e s s u s  . t o u t e  f o n c t i o r m e 1 1 e 

l i n é a i r e  p e u t  s e  m e t t r e  s o u s  l a  f orme  :

f  f  =  (  f  a(  f  îm d ^  ) =  f  f  vp
* v/ “'B  *

( f o r m u l e  dn c h a n g e m e n t  de v a r i a b l e  g é n é r a l i s é e  ) .  

Thé o r è me  de d é r i v a t i o n  . — P l a ç o n s —n o u s  p a r  e-rem^le d a n s  

l e  c a s  d ' u n e  m e s u r e -  ^  de l a  d r o i t e ,  c o n s i d é r o n s  une
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s u i t e  d T i n t e r v a l l e s  S  de c e n t r e  p e t  t e n d a n t  v e r s  z i r a v
c

Dans  c e s  c o n d i t i o n s ,  — rr t e n d  v e r s  (p ( p )  s a u f  p e u t -
r '  oh T

e t r e  pour  un e n s e m b l e  de  p o i n t s  p de m e s u r e - ^  n u l l e .
a MV Sn (?*/ M>V>

Sn p a r t i c u l i e r ,  s i  o j  ----- — t e n d  v e r s  u n Æ o i n t
1 s f-v t.

de 1 * e n s e n b l  e e t  v e r s  zc . ro  e n  un p o i n t  n ’ a p p a r t e n a n t  

p a s  à 1 ’ e n s e m b l e  , s a u f  p e u t - e t r e  p o u r  un  e n s e m b l e  de  

me s u r e  -  r 1 n u l l e  . (On e x p r i m e  c e  f a i t  e n  d i s a n t  que  l a  

d e n s i  t e  d ’ un e n s e m b l e  e s t  e ^ a l e  à  1 p r e s q u e  p a r t o u t  

p o u r  l e s  p o i n t s  de 1 ’ e n s e m b l e  , à  z é r o ,  p r e s q u e  p a r t o u t  

p o u r  un p o i n t  n ' a p p a r t e n a n t  p a s  à l ’ e n s e m b l e ) .

V I . - I N T S G H A L S  DE K g L I I N GB B - B A D ON

S o i t  'V/ u n e  f o n c t i o n  c o m p l  è t e m e n t  a d d i t i v e  d e  b a s e  -
r a. .

jo-» ; c o n s i d é r o n s  I  =  j ( ^ ----- ) d , ( p  >  3 )  . D i v i s o n s
J E  '

B e n  e n s e m b l e s  e j  t e l s  q u e  ^  6 ,  <  f  ; l o  s o mme

z . (C ei) p+1
( k V  &  -Î )

a p o o r . l i m i t e  I  l o r s q u e  £  t e n d  v e r s

z t r o  ; o n  d é m o n t r e  d ’ a b o r d  q u e  c t t t f  l i m i t e  e x i s t e  , p u i s

q u ' e l i e  e s t  u n e  f o n c t i o n  c o m p l è t e m e n t  a d d i t i v e  d e  b a s e  -

e t  q u e  s a  d c r i v c e  e s t  ( d v / d w ) p + 1  e n  c o n s i d é r a n t  
» d
l 1 e n s e m b l e  d = s  p o i n t s  o ù  d ■O ' e s t  c o m p r i s  e n t r e  d e u x

d
v a l e u r s  v o J p i n e s )  . On e n  c o n c l u t  q u e  l a  l i m i t e  e s t  l ’ i  ri 

t e  giaî e I  c i  - d  e s  p. u s  . C ’ e s t  1 * i n  t e  f*r a l e  d e  He I l i  n g e r -

H a d u n .

On d e m o n t r e  de meme que
r _ ^  p + 1

f ( p ) (A ~ _ T  a 
a  r

e s t  l a  l i m i t e  d e  l a  s o m m e  :
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__ P + 1

"> f  { p à ) JJ.')

1 ( p -1 € 5 ) P

P l u s  gt_ né r ¿O f n f  n t , 3*(p, u  ̂ , . . . , u ) d é s i g n a n t  une f o n c 

t i o n  homogène  e t  de d e ^ r é  1 p a r  r a p p o r t  à  U j . . . . . u n  ,
Ci. ^

e t  <\J .............._ , d e s  f o n c t i o n s  de "base , on p e u t“4 »1

é t u d i e r  d a n s  o u * ] s  c a s ,  ?  * *1 >........... « 1 0

t s n ’ v e r s  D 1 int*. gr a l e

[  f  [ p j ,  , - _ â A ____  a ^

J  d d ^  d j-o

V I I .  -G aTER 41 IS AT ICWS

S i  f ( p )  n T e s t  p a s  t o u j o u r s  s u p é r i e u r e  ou é g a l e  à
”4“ *

z t . r o ,  on c o n s i d è r e  f  = f  — f  , e t  l a  p l u p a r t  d e s  résul

t a t s  s  T a*opl i qu e n t  c n c o r *  ; c f  p ^ n ^ a n t  i l  nç f r u t  p a s  que

f f d s o i t  i n i i n i e ,  car a l o r s

J f d | ^  = J f  d ^  -  J f d f ^

n ' a u r a i t  p l u s  d* s ^ n s  .

S i  J f  d e t  f f  d ¡¿J s o n t  b o r n é e s ,  ce  qu i  é q u i v a u t

à s u p p o s e r  j | f } b o r n é e ,  on d i t  que f  e s t  s omnabl  e .

C i t o n s  l e  t h e o r è n e  s u r  l e s  s u i t e s  d T i n t é g r a l e s  :

s i  l e s  f o n c t i o n s  f  me s u r a b l  e s - p J  t e n d e n t  v e r s  f  e t  s in  •
l e s  |f n | s o n t  i n f é r i e u r e s  à F s o n n a b l e , J  fna f" t e n d  

v e r s  J f â ̂

On c o n s i d è r e  a u s s i  l e  c as où l a  mesure»*** p e u t  

p r e n d r e  d e s  v a l e u r s  n é g a t i v e s  ( d i f f e r e n c e  de deux me su -
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r e s  d o n t  3 »une e s t  b o r n t  € ) .  Par e x e m p l e ,  J  f ( x )  d P j ( x )  

où o  ( x ) e s t  une f o n c t i o n  à v a r i a t i o n  b o r n é e  , d i f f é r e n 

ce de deux  f o n c t i o n s  m o n o t o n e s  e t  A , e s t  par  d é f i 

n i t i o n  :

J f ( x )  d d ( x )  = J f { x )  dA^ ( x )  -  f f ( x )  d A ^ ( x )  .
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