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FONCTIONS APPROCHABLES PAR DES SOMMES D’EXPONENTIELLES

par Mlle Aimée BAILLETTE

Séminaire LELONG

(Analyse)
5e année, 1962/63, n° 7 ~.~ février 1963

On se donne une suite ~ ~ ~ ~ réelle positive croissante,

et un ouvert Q du plan complexe. Soit l’espace vectoriel des fonctions

holomorphes dans ~ ~ muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout

compacta et soit ~ (~~ le sous-espace fermé engendré par {exp(- ~n s) ) ~
On se propose de chercher les domaines A dans lesquels toute fonction

a un prolongement bornée c’ est-à-dire tel qu’il existe une constante
A et un compact ~ ~ ~ de telle sorte que :

La forme des domaines A est liée à la suite A par son "indice de saturation"

ainsi défini :

soit n~r~ ~ ,~~ ~ la fonction de distribution de la suite I~ 9 l’indice de

7~r
saturation de A est

On démontre le résultat suivant :

, %

THEOREME t. ~. Soient A une suite ayant un indice de saturation fini et Q un

ouvert qui contient le diagramme conjugué de la fonction

1° Toute fonction a un prolongement borné dans tout domaine A tel

que

2° Il existe une fonction appartenant qui a une infinité de points
singuliers dans tout domaine A tel que .



La démonstration de ce théorème repose sur l’étude des propriétés de la fonc-

tion 

Nous appellerons "co-indicatrice" de la fonction C(w) , la fonction

THEOREME 2. -Pour tout g > 0 ; il existe > 0 tel que

Démonstrationo

~° Pour tout ~ ~ 0 ~~ il existe > 0 et > 0 tels que

En effet, soit

Pour r assez grand, y > 1 9 assez voisin de 1 ~ et (  ~ on a :

D~ autre part ;

~v

2° On construit une suite r ~ ~ et une suite S ~ 1 - 0 telles quen n

Pour tout ~ > 0 , il existe 03B80(~) tel que

En effet, soit

Pour n assez grand et |b03B8|  1 ( b constante > 2 ), on a :

D’ autre part



ce qui achève de démontrer le théorème 2.

Nous appellerons "co-diagramme conjugu,é" Q ~ de la fonction G(w) ~ la réunion
suivante des ensembles :

ensemble des points z = x + iy tels que x cos e - y sin 8  H~e~
pour tout e E )0 , 

ensemble des points z = x + iy tels que x cos 6 -ï- y sin 8  H(e)
pour tout 03B8 ~ ]0 , 03C0[ .
Si 0  L  ~ et si 0  a  1 L  b , tout point z = x + iy de la frontière

de e satisfait les inégalités : exp   exp pourvu que

|x|  x0(a , b) o

A mesurable de A a une densité

densité D maximum finie 
f) ~ T ~ ~

Démonstration du théorème 1.~

1° A chaque Z ~ A on associe une mesure d Z à support compact K c Q indé-

pendant de Z , telle que :

On pose pour toute 

On définit d~ en posant 8



(p~ étant la transformée de Laplace de KL(w) o
on prend la mesure

= ~ 
sur un contour fermé K c Q et qui entoure le

diagramme conjugué de C(w) ~

2~ La fonction

est holomorphe dans l’angle Ap intersection des demi-plans :

x cos 

x cos 0 + y sin 0 > H(8)
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e variant dans )0 5, n( on définit ainsi une fonction F(z) holomorphe à l’ex-

térieur du co-diagramme conjugué Q de C(w) ayant une infinité de points sin-

guliers sur la frontière de Q ; F est limite uniforme d’une suite de plynômes
de Dirichlet dans une partie de son domaine d’ existence et possède une infinité

de points singuliers dans tout domaine 6 tel que
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