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FONCTIONS ANALYTIQUES ET QUASI-ANALYTIQUES VECTORIELIES

ET LE PROBLÈME D’APPROXIMATION DE BERNSTEIN

par Leopoldo NACHBIN

Séminaire LE LONG
(Analyse)
5e année, 1962/63, n~ 6 7 janvier 1963

le .. Nous nous proposons d’étudier le problème d’approximation de Bernstein
c’ est-à-dire l’ approximation polynomiale pondérée e Il s’ agit là de 
tion uniforme sur des parties non compactes d’un espace, mais, en réalité? sur
des parties qui sont la trace sur l’espace en question des parties compactes d’un

espace plus grande Une compensation pour le fait approxime uniformément sur
des parties non compactes (ou certaines fonctions peuvent étre non bornées ), con-
siste, comme il est classique, dans l’utilisation de "poids". Pour construire une
théorie de l’approximation pondérée, d’ une façon suffisamment générale pour qu’elle
englobe les cas simples connus, il faut envisager des poids de deux côtés ~ D’une

part, dans la définition d’un espace vectoriel topologique pondéré, les poids sont
utilisés pour l’introduction d’un tel espace. D’autre part? on considère un sous-

espace vectcriel d’un espace vectoriel topologique pondérée ce sous-espace étant
un module sur une certaine algèbre; par rapport à laquelle ses éléments sont des
poids. Il s’agit de développer une théorie générale du problème d’approximation
de Bernstein analogue à celle qu~ ad opte STONE dans le cas du problème d’approxi-
mation de Weierstrass o Dans ce dernier cas, on se contente usuellement de décrire
l’adhérence d’une sous-algèbre. Ici, au contraire, il faut tâcher de décrire
l’adhérence d’un module sur une c’est un point de vus plus généra%
parce qu’une sous-algèbre est un module sur Dans le conception du pro-
blème d’approximation de Bernstein qui nous occupera, il y aura un espace topolo-
gi que E ~ qui est ouvert et dense dans autre espace topologique plus grand
E (la frontière est notée Par ailleurs on un ensemble de poids
S définissant un espace vectoriel topologique pondérée~ un sous-espace vectoriel
N d ~’un tel étant aussi un ensemble de poids au sens est un

03B1-module sur une algèbre 03B1. Le cas du théorème de Weierstrass-Stone correspond
à E = E (donc OE vide), S réduit à la fonction constante 1 , donc pas de
poids visible du côté de la topologie: et W= a 0 Qn notera toutefois que la
seule hypothèse à. retenir pour arriver aux marnes conclusions est la première ;
donc on appellera problème d’approximation de Weierstrass, le cas particulier du
problème d’approximation de Bernstein où E = E n c’est-à-dire 



2. - Pour tout espace topologique uniformisable séparé E , soit C(E) 
gèbre topologique des fonctions réelles continues sur E ? munie de la topologie
compacte. Cb(E) sera l’algèbre de Banach des fonctions appartenant à C(E) qui
sont bornées, munie de la norme du supremum. Si E est localement compact, 
est l’idéal fermé de Cb(E) des fonctions s’annulant à l’infini, considéré comme

une algèbre de Banach. K(E) est 1?idéal de C(E) des fonctions à supports 

pacts.

Le problème d’approximation de Bernstein pour les fonctions continues se pré-
sente classiquement sous des f ormes variées, dont nous citons la suivante . Soit
s  0 une fonction réelle positive semi-continue supérieurement sur Rn . Indi-

quons par l’espace vectoriel des f a telles que sf soit bor-

née ~ mun i de la semi-norme

. 

Alors est contenu dans Cs et son adhérence est l’espace vectoriel

Cs 0 (R ) de s f ~ C(Rn) te lles que sf s’ annule à Suppos ons de plus

que s soit un poids par rapport à l’algèbre P des polynômes réels sur Rn ,n

que P n C ce qui é quivaut à C on exprime
ceci en disant que s est â décroissance rapide â l’infini. Le problème d’appro-
ximation de Bernstein consiste à donner des conditions nécessaires et suffisantes

partant sur s pour que P n soit dense dans on alors que s est

un poids fondamental. On indiquera par 03B2n l ensemble des f onctions rée lle s posi-
tives semi-continues supérieurement s qui s ont de s poids fondamentaux sur Rn .
On désignera par B l’ensemble des fonctions réell.es positives semi-continuesn

supérieurement s telle s que sa soit un poids f ondamental sur Rn pour 

porte quel exposant réel a > û , On a B (B f)

n n

Soit E un espace topologique uniformisable séparé, sous-espace topologique
ouvert et dense d ’un autre espace topologique uniformisable séparé E a on indi-.

quera par ôE frontière de E dans E ~ donc fermée dans E , C onsidérons
.

un ensemble S de f onctions réelles positives semi-continues supérieurement sur
E o Désignons par CSb (E p ) le sous-espace vectoriel de C (E) des f telles

que, que ls que s oient a E aE et sf re s te bornée au point a (il 
un v oi s inage ïT de a dans E tel que s f soit bornée s ur V ~ E ). on 

sidérera CSb (E , ) comme un espace vectoriel topologique localement convexe;
sa topologie est définie par la famille de semi-normes :



A 
/ 

A

eu et KcE compact sont arbitraires. Soit E ) le sous-espace

vectoriel topologique de CSb (E , E ) des f telles que, quels que soient 
et s e S , sf tend vers la limite 0 au point a (pour tout ~ > 0 , il existe
A

un voisinage V de a dans E tel que sf s oit bornée en valeur absolue par e

sur V Remarquons que E ) contient toujours l’espace vectoriel

K(E , E ) des f E C (E ) dont le support dans E (fermé dans E et dis j oint de

dE ) est aussi fermé dans Ajoutons que K(E , E) est dense dans E),
et que 1.’ adhérence de K(E , E ) dans CSb(E, E) est identique à E) si

on ajoute des conditions simples; telles que E soit localement compact, ou métri-

sable. E ) et sont des )-modules. Notons que, sans

changer les espaces vectoriels topologiques pondérés E) et 

on peut touj ours remplacer S par un ensemble plus grand qui soit filtrant. Dans
la suite, nous allons supposer que S est déjà tel que l’ensemble des semi-normes
en question soit filtrant. Si E est localement compact et si E est n’importe
quelle compactification de E ~ alors, en prenant S réduit à la fonction cons-

tante 1 ~ on aura

A

Dans la pratique on pense à E comme étant la compactification d’Alexandroff.

3. - Soit W un sous-espace vectoriel de E) et 03B1 une sous-

algèbre de C(E) contenant l’unité tels que  soit un donc 

le problème d’approximation de Bernstein consiste, sous de telles conditions, à
se demander quelle est l’adhérence dans E) ; et, en particulier,
à chercher des conditions pour que il soit dense dans E ~ ~ Le problème
d’approximation de Bernstein n’est pas encore résolu, ni sous cette forme géné-
rale, ni méme dans des cas particuliers connus~ à cause des difficultés analy-
tiques auxquelles il donne lieu~ Nous allons considérer une version plus stricte
de ce problème. Remarquons, pour ceà, que dans le cas particulier où 03B1 consiste

seulement en fonctions constantes, ~ est le sous-espace vectoriel le plus géné-
ral de E) et il n’y a pas grand chose à dire en ce qui concerne 
rence sauf pour ce qui résulte du théorème de Hahn-Banach. Ce cas parti-
culier étant trop général., dans quel sens étudier le problème d’approximation de
Bernstein ? La façon qu’on adoptera d’abordon l’étude de ce problème consiste pré-
cisément à ramener le cas général au cas particulier indiquée moyennant la notion
de localisabili té, en envisageant les ensembles de E al les fonctions apparte-
nant à 03B1 sont des constantes. Considérons la relation d’équivalence E/03B1 sur E

définie par CL quand on considère deux éléments x , y e E comme étant équivalents



si f(x) = f(y) pour toute 1 e d o Chaque classe d’équivalence X est fermée

dans E y donc ouverte et dense dans son adhérence X dans E o On peut consi-

délier la frontière dX de X dans  , l’ensemble S|X des restrictions à X

des fonctions de S et l’espace vectoriel topologique ’~ ~ a lequel
contient comme sous-espace vectoriel l’ensemble  |X formé des restrictions à

X des éléments de ? o On dira alors que l’adhérence dans E)
est localisable par rapport à 03B1 (ou simplement que X est localisable par
rapport à pour simplifier) si, pour que f soit adhérente à W dans

Ê) il suffit (et il faut toujours) q ue sa restriction î X à X soit

adhérente à dans X) quel’~:~ que soit la classe d’équivalence X

suivant Le problème d’approximation de Bernstein, au sens stricte consiste
alors à trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’on ait la pro-
priété de localisabilité. Remarquons que, si 03B1 est séparante sur E 

dire si pour et existe f E ~. telle que f(x) ~ f(y) )
et si  est partout non nul sur E si E , il existe w ~ 

telle que C ~ ~ alors sera dense dans E) pourvu que soit

localisable par rapport à OL ~

4-o -* On appellera problème d’approximation de Weierstrass le cas particu-
lier où. E = E , donc ~E = 03C6 . Le théorème classique de Weierstrass-Stone entrai
alors le résultat suivant (il lui est d’ailleurs équivalent) .

THEOREME 1. - On a toujours la propriété de localisabilité dans le cas du pro-
blème d ’approximatioo de Weierstrass.

Le cas borné du problème d’approximation de Bernstein est celui où toute fonc-
tion appartenant à 03B1 est bornée aux points de pour tout

a E il existe un voisinage V de a dans  , tel que la fonction soit
bornée dans V n E o C Vest bien le cas si dE est vide, donc pour le problème
d’approximation de Weierstrass, le théorème 1 étant alors un cas particulier du
théorème 

THEOREME 2. - On a touj ours la propriété de localisabilité dans le cas borné
du problème d ’approximation de Bernstein.

On notera l’importance que nous attacherons au cas bornée parce qu’une méthode
possible de démonstration de résultats généraux de localisabilité consiste à se
ramener à ce cas là. Il est à remarquer que, dans un sens, le cas borné est sans
intérêt au point de vue de la théorie de l’approximation de Bernstein, laquelle à



vrai dire ne commence qu’en de hors de ce cas : malgré ce là! le cas borné est utile

en tant que point de passage de certaines démonstrations.

5. - Enoncer maintenant un résultat général de réduction au problème clas-

sique. Pour celà, indiquons par A un ensemble de générateurs de 03B1 en tant

qu’ algèbre topologique à unité : c’ e s t donc un sous-ensemble de a te l que la

sous-algèbre unitaire de Cf. engendrée par A soit dense dans a pour la topo-

logie de C(E) . D’autre part, soit W un ensemble de générateurs en tant

que 03B1-module topologique s c’est un sous-ensemble de  tel que le d-module

engendré par W soit dense dans ? pour la topologie de E) .

THEOREME 3. - Supposons que, quels que s oient f E A, s ~ S et

K c E compact, il existe b ~ Bi (notation indiquée dans 1°énoncé du problème
d’ approximation de Bernstein classique) telle que

Alors on a la propriété de localisabilité.

Une démonstration consiste à se ramener au théorème précédente Une démonstra-
tion directe est aussi connue Q Le théorème 3 nous permet d ~ ’énoncer des conditions

générales de suffisance pour la propriété de localisabilité à partir de certains

critères classiques sur la droite R 0 En particulier, on aura les résultats

suivants o

, ~

THEOREME 4. - Supposons que, quels que soient f E A , w ~ W f 
K C E compact, il existe une f onction réelle continue b sur R strictement

positive partout, telle que

pour laquelle on ait

Alors on a la propriété de localisabilité.

COROLLAIRE. - Si, quels que s oient f E A > W compact
il existe de s nombre s réels C > 0 , c > 0 te ls que



on a la propriété de localisabilité.
! b

THEOREME 5. - Supposons que, quels que soient f E A , w ~ W , s ~ S et
K c E compact, on ait 

’ ’ ’ .... -’ -

eu on a posé

Alors on a la propriété de localisabilité.

Le corollaire ci-dessus est le critère de localisabilité le plus simple. Il

résulte non seulement du théorème 4, mais aussi du théorème 5p parce qu’il cor-

respond au fait que la série en question est divergente parce quielle majore la

série harmonique 1 1/m == + oo .

6. - Comme on a dit, le théorème 5 résulte du théorème 3, mais on peut aussi
démontrer directement le théorème 5 moyennant un théorème de Denjoy-Carleman vec-

toriel.

Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques réels localement convexes o

Considérons une application indéfiniment différentiable f : U -> F , ou. UcE

est ouvert et connexe (pour la notion classique dapplication vectorielle indéfi-
niment différentiable, voir, par exempoe, 80 LANG ~3 ~’ p ~ 6 ; en réalité, le théo-

rème qu’on va énoncer reste valable pour d ~ autres versions connues et moins exi-

geantes de cette notion). Désignons par Dm f (x) sa m-ième différentiable au ,

point x E U ; c’est donc une application m-linéaire symétrique hypo-continue,
définie sur la puissance cartésienne Em = E x x E (m .fois) à valeurs dans
F , dont la valeur au point (x ~ ~ .. 3 x ) e Em sera notée par

xm) E F o Nous dirons que f est quasi-analytique si, quel
que soit x le sous-espace vectoriel fermé de F p engendré par tous les
D 9 s x~) ~ 9 pour x ~ ~ .. ~ E et m = 0 , 3 l ~ ... arbitraire~
est indépendant de x et coïncide avec le sous-espace vectoriel fermé de G en-

gendré par f (U~ ~ Ceci entraîne que, si Dm f (x) = 0 pour un certain x e U et

tout m ~ 4 ~ 1 , o , . ~ alors f = 0 . Une m-semi-norme a sur E , pour
m==0p 1 ~ . ~. ~ est une fonction réelle positive sur E telle que, pour chaque
i = 1 , ... , m , la fonction partielle xi ~ a (xl’ ... , xi , ... , x ) est une



semi-norme au sens usuel, les vecteurs pour j = 1 , ~c, .m et

j ~ i , étant fixes 0-semi-norme est un nombre réel positif ; toute 1-semi-

norme est une semi-norme usuelle). On supposera de plus a symétrique. On dira
qu’une suite (am) , m = 0 , 1 , ..., eu a est une m-semi-norme symétrique
sur E , satisfait à la condition de Denjoy-Carleman si E est un sous-eqpace
vectoriel engendré par les x ~ E tels que

eu x est répété m -h fois ) quels que soient h = 0 ~ ~ f o ~ ~ et

x ~ ~ ... ~ xh ~ E , Remarquons que, si E est semi-normé et a m définie par

di M~ > 4 (comme c’est toujours le cas si E = R ), la condition de Denjoy-
Carleman est alors satisfaite si et seulement si

auquel cas tout x ~ E satisfait à la condition de divergence ci-dessus. Ceci
e s t à l’origine de la te rminologie adoptée.

, ,

THEOREME 60 .. Pour ue f soit quasi-analytique, il suffit que. pour toute
sem-norme continue b sur F ~ on puisse trouver une suite (a ) . m= 0 , 1, ...
où am est une m-semi-norme symétrique sur E ^ satisfaisant à la condition de
Denjoy-Carleman, telle que

quels que soient xeU, ... , m = 0, 1~ ... °

Ce théorème contient comme cas particulier la partie suffisante du théorème
classique de Denjoy-Carleman. D’autre part, il est une conséquence, par récur-
rence finie, de la partie suffisante du théorème classique de Denjoy-Carleman.
Dans la condition suffisante ci-dessus pour qu’une application indéfiniment dif-
férentiable d’une variable vectorielle à valeurs vectorielles soit quasi-analy-
tique, on utilise donc des majorations des différentielles successives par des
multi-semi-normes. C test un point de vue plus général que celui consistant à
insister sur des majorations par des multi-semi-normes du type
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où a est une semi-norme sur E , ce qui nous donne un théorème de Denjoy-Carleman
vectoriel plus fort que le théorème courant. Le théorème de ci-

dessus trouve son application immédiate dans la démonstration du théorème 5. Remar-

quons, à ce propos, que le corollaire au théorème 4p lequel, comme on l’a déjà dit,
est aussi un corollaire au théorème 5 , se laisse démontrer d’une façon directe

comme conséquence du théorème suivante eu la notion d’analyticité est à préciser
suivant une des définitions courante so

THEOREME 7o - Toute fonction f analytique e s t quasi-analytique,

Terminons par le commentaire suivant. Les questions traitées ici sont des cas

particuliers, d’autres plus générales, à savoir celles posées par le problème
d’approximation de Bernstein pour les fonctions continrent différentiables.

Jusqu’à présenta très peu de choses ont été écrites sur ce chapitre important de
la théorie de l’approximation.

BIBLIOGRAPHIE

[1] BERNSTEIN (Serge). - Leçons sur les propriétés extrémales et la meilleure appro-
ximation des fonctions analytiques d’une variable réelle. - Paris, Gauthier-
Villars, 1926 (Collection de Monographies sur la Théorie des Fonctions).

[2] HORVATH (Jean). - Aproximacion y funciones casi-analiticas, Univ. Madrid, Publ.
Sec. mat. Fac. Ci. I, 1956, n° 1, 93 p.

[3] LANG (Serge). - Introduction to differentiable manifolds. - New York, Inter-
science Publishers, 1962

[4] LELONG (Pierre). - Extension d’un théorème de Carleman, Ann. Inst. Fourier,
Grenoble, t. 12, 1962, p. 627-641.

[5] MALLIAVIN (Paul). - L’approximation polynomiale pondérée sur un espace loca-
lement compact, Amer. F. of Math., t. 81, 1959, p. 605-612.

[6] MANDELBROJT (Szolem). - General theorems of closure. - Houston, Rice Institute,
1951 (The Rice Institute Pamphlet, Monographs in Mathematics, Special Issue).

[7] MERGELJAN (S. N.). - Weighted approximation by polynomials [en russe],
Uspekhi mat. Nauk, N. S., t. 11, 1956, n° 5, p. 107-152 ; Amer; math. Soc.
Transl., t. 10, 1958, p. 59-106.

[8] NACHBIN (Leopoldo). - On the weighted polynomial approximation in a locally
compact space, Proc. Nat. Acad. Sc. U. S. A., t. 47, 1961, p. 1055-1057.

[9] NACHBIN (Leopoldo). - Sur l’approximation polynomiale pondérée des fonctions
réelles continues, Atti della 2a Riunione del Groupement des Mathématiciens
d’Expression latine [1961. Lirenze-Bologna].

[10] NACHBIN (Leopoldo). - Résultats récents et problèmes de nature algébrique en
théorie de l’approximation, Proceedings of the International Congress of
Mathematicians [1962. Stokholm].

[11] NACHBIN (Leopoldo). - Sur le théorème de Denjoy-Carleman pour les applica-
tions vectorielles indéfiniment différentiables quasi-analytiques, C. R.
Acad. Sc. Paris, t. 256, 1963, p. 862-863.


