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Séminaire IELONG 6=01
(Analyse) ey
5e année, 1962/63, n° 6 7 jenvier 1963

FONCTIONS ANALYTIQUES ET QUASI~ANALYTIQUES VECTCORIELIES
ET IE PROBLEME D'APPROKIMATION DE BERNSTEIN

par Ieopoldo NACHBIN

1o = Nous nous proposons d'étudier le probléme d'approximation de Bernstein,

clest-a~dire l'approximation polynomiale pondérée. Il s'agit 13 de l'approxima-
tion uniforme sur des parties non compactes d'un espace, mais, en réalité, sur
des parties qui sont la trace sur l'espace en question des parties compactes d'ua
espace plus grand. Une compensation pour le fait qulon approxime uniformément sur
des parties non compactes (ci certaines fonctions peuvent étre non bornées), con-
siste, comme il est classique, dens l'utilisation de "poids". Pour construirc une
théorie de l'approximation pondérée, d'une fagon suffisamment générale pour qu'elle
englobe les cas simples connus, il faut envisager des poids de deux cdtés. D'une
part, dans la définition d'un espace vectoriel topologique pondéré, les poids sont
utilisés pour 1'introduction d'un tel espace. D'autre part, on considére un souse
espace vectcriel d'un espace vectcriel topologique pondéré, ce sous~espace étant
un module sur une certaine algébre, par rapport 3 laquelle ses éléments sont des
poids. Il s'agit de développer une théorie générale du probléme d'approximation
de Bernstein analogue & celle qu'adopte STONE dens le cas du probléme d'approxi-
mation de Weierstrass. Dans ce dernier cas, on se contente usuellement de décrire
1ladhérence d'une sous-algtbre. Ici, au contraire, il faut tdcher de décrire
1*adhérence d'un module sur une sous-algdbre : c'est un point de wvue plus général,
parce qu'une sous=algébre est un module sur elle-méme. Dans le conception du pro=-
bléme d'approximation de Bernstein qui nous occupera, il y aura un espace topolo-
gique E , qui est ouvert et dense dans un autre espace topologique plus grand

B (12 frontidre est notée OF ). Par ailleurs on con:i” re un ensemble de poidds
S définissant un espace vectoriel topologique pondérée, un sous-cspace vectoriel
R d'un tel espace, ¥ étant aussi un ensemble de poids au sens que ¥ est un
U~module sur une algeébre O ., Ie cas du théoréme de Weierstrass—Stone correspond
3 E=E (donc 3 vide), S réduit a 1 fonction constante 1 , donc pas de
poids visible du cété de la topologie, et ¥ = & , On notera toutefois que la
seule hypothése & retenir pour arriver aux mémes conclusions est la premiére ;
donc on appellera probléme d'approximation de Weierstrass, le cas particulier du
problére d'approximation de Bernstein oi B = E , c'est-d~dire OF = § ,
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2, - Pour tout espace topologique uniformisable séparé E , soit C(E) 1l'al-
gébre topologique des fonctions réelles continues sur E , munie de la topologle
compacte . Cb(E) sera l'algébre de Banach des fonctions appartenant & C(E) qui
sont bornées, munie de la norme du supremum. Si E est localement compact, CO(E)
est 1'idéal fermé de Cb(E) des fonctions s‘annulant & 1'infini, considéré comme
une algébre de Banach. K(E) est 1*idéal de C(E) des fonctions & supports com-
pacts.

Le probléme d'approximation de Bernstein pour les fonctions continues se pré-
sente classiquement sous des formes variées, dont nous citons la suivante. Soit
s 2 0 une fonction réelle positive semi-~continue supérieurement sur R® , Indi-
quons par Csb(Rn) l'espace vectoriel des f a C(R™) telles que sf soit bor-

née, muni de la semi-norme
£ - supf{s(x) |£x)| ; x eR"} .

Alors K(R®) est contenu dans Csb(Rn ) et son adhérence est l'espace vectoriel
CsO(Rn) des f e C(R™) +telles que sf s'annule 3 1l'infini. Supposons de plus
que s soit un polds par rapport & l'algébre P = des polyndmes réels sur R“
c'est-d~dire que P ¢ Osb(Rn) » ce qui équivaut & P C Cso(Rn) 3 on exprime
ceci en disant que s est & décroissance rapide & 1'infini, Le probléme d'appro-
ximation de Bernstein consiste & donner des conditions nécessaires et suffisantes
partant sur = pour que Pn soit dense dans CSO(Rn ) 3 on dit alors que & est
un poids fondamental. On indiquera par (Bn l'ensemble des fonctions réelles posi-
tives semi-continues supérieurement s qui sont des poids fondamentaux sur R® .
On désignera par Bn 1'ensemble des fonctions réelles positives semi-continues
supérieurement s telles que s* soit wmn poids fondamental sur R* pour n'im-
porte quel exposant réel a >0 , On a BcB .

Soit E wun espace topologique uniformisable séparé, sous-espace topologique
ouvert et dense dfun autre espace topologlque uniformisable separe E o On indi-
quera par OF 1la frontiére de E dans ) ; donc fermée dans E « Considérons
un ensemble S de fonctions réelles positives semi-continues supérieurement sur
E . Désignons par CSb(E , ﬁ) le sous-espace vectoriel de C(E) des f telles
que, quels que soient acOE et s e S, sf reste bornée au point a (il existe
un voisinage V de a dans B tel que sf soit bornée sur V nE ). On con-
sidérera CSb(E , EA) comme un espace vectoriel topologique localement convexe ;
sa topologie est définie par la famille de semi~normes s

fe CSb(E R EA) »sup{s() |[£(x)] ; xe K nE}
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o seS et Kck compact sontharbitraires. Soit CSO(E ’ ﬁ) le sous-espace
vectoriel topologique de CSb(E , E) des f telles que, quels que soient a ¢ &
et se€S , sf tend vers la limite O au point a (pour tout € >0, il existe
un voisinage V de a dans E tel que sf soit bornée en valeur absolue par &
st VNE ). Remarquons que CS (E A) contient toujours l'espace vectoriel
K(E E) des f € C(E) dont le support dans E (fermé dans E et disjoint de
OB ) est aussi fermé dans B , Ajoutons que K(E L) est dense dans GSO( B E) R
et que l'adhérence de K(E , E) dans csb( AE) est identique & CSO(E , B) si
on ajoute des conditions simples, telles que E soit localement compact, ou métri
sable. CS, (E , E) et CS,E , E) sont des G, (E)-modules. Notons que, sans
changer les espaces vectoriels topologiques pondérés CSb(E E) et CSO(E E) ,

on peut toujours remplacer S par un ensemble plus grand qui soit filtrent. Dans
la suite, nous allons supposer que S est déja tel que l‘ensemb}\e des semi-normes
en question soit filtrant. Si E est localement compact et si E est n'importe
quelle compactification de E , alors, en prenant S réduit 2 la fonction cons-
tante 1, on aura

s, , £) =0 () , S, E,E)=C,E), KE,E) =KE) .

~

Dans la pratique on pense & E comme étant la compactification d'Alexandroff.

3¢ = Soit ® un sous-espace vectoriel de CSO(E . E::) et @ wune souse
algebre de C(E) contenant 1'unité tels que ® soit un Oemodule, donc ¥ c® ,
Ie probléme d'approximation de Bernstein consiste, sous de telles conditions, &
se demander quelle est l'adhérence de R dans CSO(E . ﬁ) ; et, Aen particulier,
& chercher des conditions pour que ¥® soit dense dans CSO(E , E) . Le probléme
d'approximation de Dernstein n'est pas encore résolu, ni sous cette forme géné-
rale, ni méme dans des cas particuliers connus, & cause des difficultds analy-
tiques auxquelles il donne lieu. Nous allons considérer une version plus stricte
de ce probléme. Remarquons, pour celd, que dans le cas particulier ou O consiste
seulement en fonctions constantes, R est le sous-espace vectoriel le plus géné=
ral de CSO(E E) et 11 n'y a pas grand chose & dire en ce qui concerne l'adhé-
rence de ® , sauf pour ce qui résulte du théoréme de Hahn-Banach, Ce cas parti-
culier étant trop général, dans quel sens étudier le probléme d'approximation de
Bernstein ? Ia fagon quion adoptera d'abordc» 1'étude de ce probléme consiste pré=
cisément & ramener le cas général au cas particulier indiqué, moyennant la notion
de localisabilité, en envisageant les ensembles de E oy les fonctions apparte-
nant & & sont des constantes, Considérons la relation d‘'équivalence E/d sur E
définie par O quand on considire deux éléments x , y € E comme étant équivalents
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si f(x) = £(y) pour toute f € & , Chaque classe d‘équivalence X est fermée
dans E , donc ouverte et dense dans son adhérence X dans B o On peut consi-
dérer 1a frontire X de X dans X , llensemble S|X des restrictions & X
des fonctions de S et l'espace vectoriel topologique O(S]X)O x, 3] , lequel
contient comme sous-espace vectoriel l'ensemble W|X formé des restrictions 3

X des éléments de W . On dira alors que l'adhérence de ® dans CSO(E , f)
est localisable par rapport a & (ou simplement que ¥® est localisable par
rapport & & , pour simplifier) si, pour que f soit adhlrente & ¥ dans

0S4 , E) il suffit (et il faut toujours) que sa restriction f£|¥ & X soit
adhérente 3 R|X dans CSOQX 5 f) quel’s que soit la classe d'équivalence X
suivant E/d ., Ie probléme d‘approximation de Bernstein, au sens strict, consiste
alors 3 trouver dcs conditions nécessaires et suffisantes pour qu'on ait la pro-
priété de localisabilité. Remarquons que, si @& est séparante sur E (c'est=i~
dire si pour x , y€E et x#y, ilexiste £fe€ d telle que £(x) # £(y) )
et si ® est partout non nul sur E (c'est-a~dire si xz €E , il existe we ®
telle que w(x) ;2 0 ), alors o' sera dense dans CSOCE 5 ﬁ) pourvu que ® soit
localisable par rapport & d .

4o = On appellera probléme d'approximation de Weierstrass le cas particu~
A
lier v E =E , donc CE = § . Ie théoréme classique de Weierstrass-Stone entrafte
alors le résultat suivant (il lui est d'ailleurs équivalent).

I a
THEGREME 1, - On a tou’ours la propriété de localisabilité dans le cas du pro-

bléme d'approximation de Weierstrass.

Ie cas borné du probléme d'approximation de Bernstein est celui o toute fonee
tion appartenant & @ est bornée aux poinis de JE , c'est=a~dire, pour tout
a € OB , il existe un voisinage V de a dans ﬁl, tel que la fonction soit
bornée dans V n E , Clest bien le cas si dE est vide, donc pour le probléme

d'approximation de Weierstrass, le théortme 1 étant alors un cas particulier du
théoréme ci-dessous.

’ -~
THEQREME 2, - On a toujours la propriété de localisabilité dans le cas borné
du probléme d'approximation de Bernstein,

On notera 1'importance que nous attacherons au cas borné, parce qulune méthode
possible de démonstration de résultats généraux de localisabilité consiste 3 se

ramener a ce cas la. Il est & remarquer que, dans un sens, le cas borné est sans
intérét au point de vue de la théorie de l'approximation de Bernstein, laquelle &
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vrai dire ne commence qu'en dehors de ce cas s malgré cela, le cas borné est utile
en tant que point de passage de certaines démonstrations.

5, = Enoncer maintenant un résultat général de réduction au probléme clas-
sique. Pour celi, indiquons par A un ensemble de générateurs de d en tant
qu'algébre topologique & unité : c'est donc un sous-ensemble de & tel que la
sous-algébre unitaire de U engendrée par A soit dense dans & pour la topo-
logie de C(E) . D'autre part, soit W un ensemble de générateurs de ¥® en tant
que O-module topologique : c'est un sous-ensemble de ¥ tel que le G-module
engendré par W soit dense dans ® pour la topologie de CSO(E , B) .

THE OREME 3. = Supposons que, quels que soient fedA, weW, seS et
i S
K cE compact, il existe b e B, (notation indiquée dans 1l%énoncé du probleme

d'approximation de Bernstein classique) telle que
s(x) |wx)] < v[fx)] si xeKnkE 0

Alors on a la propriété de localisabilité,

Une démonstration consiste 3 se ramener au théoréme précédent. Une démonstra-
tion directe est aussi connue. le théoreme 3 nous permet d‘énoncer des conditions
générales de suffisance pour la propriété de localisabilité & partir de certains
critéres classiques sur la droite R . En particulier, on aura les résultats
suivants,

THECREME 44 - Supposons que, quels que soient felA, welW, seS et

&~
K C E compact, il existe une fonction réelle continue b sur R strictement
positive partout, telle que

b(t) = b(~ t) 9
log 1/b(t) est convexe en log t pour t >0
S5 /42 1og 1/b(t).dt = + o

L4

pour laquelle on ait

s(x) |w(x)| < b[fx)] si xeKnE .

Alors on a la propriété de localisabilité.

COROLLATRE. = Si, quels que soient f €A, weW, seS et Kck
il existe des nombres réels C >0, e >0 tels que

compact,
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~c|f (x)]

s(x) lw@)| g cC.e si xeknE

on a la propriété de localisabilité.

7’ A
THEOREME 5. = Supposons que, quels que soient feA, welW, s€5 et

K cE compact, on ait

1
Z =+ ®
n>1 Mh
o1 on a posé
M = supf{s(x) |fx)" wx)| ; xe€K nE} m=0, 1, eo0) o

Alors on a la propriété de localisabilité.

Ie corollaire ci-dessus est le critére de localisabilité le plus simple, I1
résulte non seulement du théoréme 4, mais aussi du théoreme 5, parce qu'il cor-
respond au fait que la série en question est divergente parce qu'elle majore la
série harmonique 2 1/m = + @ ,

6. - Come on a dit, le théoreme 5 résulte du théoréme 3, mais on peut aussi
démontrer directement le théoréme 5 moyennant un théoréme de Denjoy-Carlemen-vec-
toriel.

Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques réels localement convexes,
Considérons une application indéfiniment différentiable £ ¢ U->F , o4 UCE
est ouvert et connexe (pour la notion classique d'application vectorielle indéfi-
niment différentiable, voir, par exempoe, S. LANG [3], p. 6 ; en réalité, le théo=
reme qu'on va énoncer reste valable pour dfautres versions connues et moins exi-
geantes de cette notion). Désignons par D" £(x) sa m-iéme différentiable au
point x € U s c'est donc une application m~linéaire symétrique hypo-continue,
définie sur la puissance cartésiemme E" =E x oe0 x E (m fois) & valeurs dans
F , dont la valeur au point (71 s see 5 X ) e E® sera notée par
D™ f(x 3 Xy 5 eco p X ) € F o Nous dirons que f est quasi-analytique si, quel
que soit x € U , le sous~espace vectoriel fermé de F , engendré par tous les
D" £(x ; Xy ooy X) , POUr Xy, ses , X €E ot m=0, 1, ... arbitraires
est indépendant de x et colncide avec le sous~espace vectoriel fermé de G en-
gendré par f(U) , Ceci entrafne que, si D™ £(x) = 0 pour un certain x € U et
tout m=0, 1, oo, alors f =0, Une m-semi~norme a sur E, pour
m=0, 1, ,,. , estune fonction réelle positive sur E" telle que, pour chaque

i=1, ¢eeo , m, la fonction partielle xyova (X, 0o, %,

5 5 mee s xm) est une
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semi-norme au sens usuel, les vecteurs xj €E , pour J=1, 450 ,m et

J #1, étant fixes (uie O-semi-norme est un nombre réel positif ; toute 1-semi-
norme est une semi-norme usuelle). On supposera de plus an symétrique, On dira
qu'une suite (a ) , m=0, 1, cos, ol &  €st une m-semi-norme symétrique
sur E , satisfait & la condition de Denjoy-Carleman si E est un sous-eqgpacs

vectoriel engendré par les x € E tels que

2. =+ o
m>sup(1,h
p(1L,h) ngﬁCx s 900 5 X 5 Xy eeo Xh)

o X est répété m~h fois) quels que soient h=0, 1, ce0o et
Xy g soey X, € B o Remarquons que, si E est semi-normé et a définie par

&m(xl 9 %00 Xm) = MmHX].H cee “Xm“ 3

o M >0 (comme c'est toujours le cas si E =R ), la condition de Denjoy-
Carleman est alors satisfaite si et seulement si

Z 1 = # )

2l mfye

m
auquel cas tout x € E satisfait 3 la condition de divergence ci-dessus. Ceci
est & 1'origine de la terminologie adoptée,

’ A
THECREME 6, - Pour que f soit quasi=analytique, il suffit que, pour toute
semi-norme continue b sur F , on puisse trouver une suite () » m=0,1,..,

ol a, st we m-semi-norme symétrique sur E > Satisfaisant & la condition de

Denjoy-Carleman, telle que

nm .-
b[D I\ yl g B9c p Xm)] sam(xl p ooc xm)

quels que soient x e U, Xyr ooy X €8 0 m=0, 1, 40

Ce théoréme contient comme cas perticulier la partie suffisante du théoreme
classique de Denjoy~Carleman., D'autre part, il est une conséqpence, par réeur-
rence finie, de la partie suffisante du théoreme classique de Denjoy~Carleman.
Dans la condition suffisante ci-dessus pour qu'une application indéfiniment dif-
férentiable d'une variable vect:rielle & valeurs vectorielles soit quasi-analy-
tique, on utilise donc des majorations des différentielles Successives par des
multi-semi-~normes, C'est un point de vue plus général que celui consistant &
insister sur des majorations par des multi-semi-normes du type

(xl p Oeo xm) -?Mm a(xr) soe a(xm) 9
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o1 a est une semi-norme sur E , ce qui nous donne un théoreme de Denjoy-~Carlemsn
vectoriel plus fort que le théoréme courant, Le théoréme de quasi-analyticité ci-
dessus trouve son application immédiate dans la démonstration du théoreme 5. Remar-
quons, & ce propos, que le corollaire au théoréme 4, lequel, comme on l'a déja dit,
est aussi un corollaire au théoréme 5 , se laisse démontrer d'une fagon directe
comme conséquence du théoréme suivant, oi la notion d'analyticité est & préciser

suivant une des définitions courantes,

THEOREME 7o = Toute fonction f analytique est quasi-analytique.

Terminons par le commentaire suivant, les questions traitées ici sont des cas
particuliers, d'autres plus générales, & savoir celles posées par le probléme
d'approximation de Bernstein pour les fonctions continfiment différentiables,
Jusqu'a présent, trés peu de choses ont été écrites sur ce chapitre important de

la théorie de llapproximation.
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