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Séminaire LELONG 3=01
(Analy Se)
5e annde, 1962/63, n° 3 3 décembre 1962

QUELQUES PROPRIETES DES AFPPLICATIONS HOLOMORPHES
D'UNE BOULE A m DIHENSIONS DANS ELIE-MEME

par Michel HERVE

Notationss. - L'espace numérique ¢ sera toujours envisagé comme espace vecw
toriel complexe ;3 les points de cet espace seront notés par des minuscules lati-
nes, et considérés, dans les calculs, comme des matrices & m lignes, une colonne;

a* désignera la ligne transposée et conjugﬁée de la colonne a . Ainsi

3

J—_
ou les a, et bj sont les coordonnées des points a et b j; enfin, on posera
2 % n 2
la]|* = a*¥ a= 2 ’aj| .
=1

Dans tout 1'exposé, Bm désignera la boule~unité |jx|| < 1 s 00 x est le point
courant de C", et f une application holomorphe de B~ dans elle~mBme, autre-
ment dit, un systéme de m fonctions holomorphes pour HxH <1l et dont les

modules ont des carrds de somme < 1

L'application f est un automorphisme de Bm si elle est de la forme

S X =~ 1
(0.1) X' = Arﬁ,"”“7¥“’ ’
l wu x

ot A est une matrice unitaire d’ordre m, u € Bm s et

*
(0.2) r = uu Vo P 1
u \/“""'“"—2" m
1+ V1=l

Im matrice-unité d'ordre m . Par suite ¢

2

ae les automorphismes de Bm qui laissent 1l'origine invariante sont les restrice

tions & Bm des applications lindaires unitaires de C* sur lui-mBme H

b. tout automorphisme f de Bm admet un prolongement continu T & Bﬁ s qui
applique biunivoquement la sphére aBm sur elle-mBme j

ce tout automorphisme de Bm est la restriction & Bm d*une application linédaire
inversible de 1'espace projectif P° sur lui-mBme.
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;. Ie lemme de Schwarzs

Dans 1'énoncé qui suit, la partie (a) est classique (cf. par exemple BOCHNER-
MARTIX) .

’ -
THEOREME ls - Soit f wune application holomorphe de la boule Bm dans elle=-

mBme, laissant 1l'origine invariante. Alors

as ||£(x)]] € l|x| pour tout x e B3

b. 1'ensemble des points x e B ; tels que ()| = |lxl] , est 1'intersection
de Bm avec un sous=espace vectoriel V de c™ s dont la dimension p peut
allerde O & mn;

ce la restrictionde f 2 B n V coincide avec la restriction a B nv
d'un automorphisme de B 3 en partlculler, si V est de dimension m, f est

un automorphisme de Bm'o

Démonstratione

a. Etant donnés deux points a et b € C™ » la fonction
* ot
(1,1) 9 p(C) =1 £(Ca)

est holomorphe et de module < HbH pour |C|<< ﬂéﬂ s et nulle avee ( 3 d'aprés
le lemme de Schwarz classique :

(12) oy @1 <llll ol I2] pour tout € toque |of <pie
1'égalité dans (1.2) pour un & entrainent
(1.3) 9q. p(0) = el IInll ¢, aeR .
En réunissant (1.1) et (i.Z), on a
lle(za)ll = e, 0% £(ga)| = sup log, @)1 < llcall

[bli= bl

pour tout Ca € Bm o

b. On peut développer chaque coordomnée de f(x) en série de polyn8mes homow
génes, d’Ou une série normslement convergente sur tout compact de B H
f(x) = <Z fk(x) s ou chaque coordonnde de k(x) est un polyn®me homogéne et de

k=l -~
degré k par rapport aux coordonndes de x 3 les fk sont donc des applications
holomorphes de C® dans €% » et f; est linaire. Etant domnés a et b e C°
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diol en particulier s
*
 § -
(1'4) (Pa’b(o) =Db fl(a) °
En réunissant (1.2) et (l.4), on a ¢

(105) £, (a)ll = i 2 £ (a)l = sup fof (O] <llall

Iolk1 [Iblk2

pour tout a e c®

Prenons maintenant a € Bm s 4 7! 0 , et supposons “f(a)n = ||aH o D apres
(102) H
1
I‘Pa f(a)(C)l < llalP |6] pour tout & tel que IC"<W ;
mais

(Pa,f(a)(l) = Hf(a)Hz = Ha“z 9
done (1.3) est rdalisé :
l\pa,f(a)((:) = ”aHz C) 9 (P;,f(a)(O) = l|al|2 .

Tenant compte de (1.4) et (1.5), on a f(a)* £,(a) = Hf(a)”z avec Ilfl(a)Hng(a)H,
done fl(a) = f(a) »

Prenons toujours a € B s @ # 0, et supposons au contraire lle, ()l = lal] o
Si 1'on pose too
glx) = 2 £, (x) s
k=2

on a, pour ||Gal] <1 3

lleCee)l® = lley(ca) P + lleCza) P + 2 Relr, (a)* a(za)] ,

alors que, d'aprés 1*hypothése et la partie (a) du théoréme, ||f(ga)|| < Hfl(l;a)H ,
donc Re[*"l((;a) g(ta)] <0 . Or

£;(ca)* g(za) = 2‘;‘15;2 g £, (a)* £,(a) = g)? 52 gt £;(a)* £, (a) ;

la derniére série converge pour IC] < :1 5 sa somme est nulle pour § = 0 et
de partie réelle < O partout 5 elle est donc identiquement nulle, c es’o-a dire
que f; (a)* fk(a) = 0 pour tout k > 2 . Alors fl(a)* f(a) = Hfl(a)H avec
Hf(a)ll < llgy(a)ll  dome £(a) = £,(a)

En réunissant les résultats des deux alindas précédents, nous voyons que 1'en~

semble des points x e B tels que ()] = |lxl] est aussi celui des points
x € B tels que Hfl(x)H =|ldl , et que £ et £, ont la mdme restriction a cet
ensemble. Il reste i prouver que V={xe ¢t | Hfl(x)H = Hx“} est un sous-espace

vectoriel de ¢t o
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Soient donc a et beV; ona, pour § e€C

lga + bl* = [cf? [lall? « [I6l® + 2 Re(gp* )
et
£, (Ca + BI* = [2]® llall® + lIbll® + 2 Rel5£, (b)* £,(a)]

Par suite, en tenant compte de (1l¢5)

Re[C’,fl(b)* fl(a)] < Re(Cb* a) pour tout & e C ’
donc
fl(b)>'< £,(a) = b a et Hfl()\a + ub)|| = ||Aa + pbl|

quels que soient A et p €C

ce Supposant p> 1., on choisit une base orthonormée {e; 5 eee , ep} de V,
que 1'on compléte en une base orthonorméde C% » ainsi que le systéme orthonormé

{£,(e)) 5 «eey fl(ep)} .

2+ Conséquences du lemme de Schwarze

On ro suppose plus que f laisse l'origine invariantee.

A. L'ensemble des points de Bm invariants par f .

COROLLAIRE lo «~ Etant donnée une application holomorphe f de la boule Bm
dans elle-m@me, 1'ensemble des points de Bm invariante par f est vide ou est
1'intersection de B, avec une variété linéaire affine de c™ » dént la dimen-
sion peut aller de 0 3 m »

B. Ie lemme de Picke.

Soient Xq et X, € Bm:
| X, = X
r 1 0

5(}{ X):l
0?1 N x *
| 70 L= % %]

est une distance dans B_ invariante par les automorphismes de Bm s 6t
6(0 s X) = ”X“ ° ’

Pour énoncer le lemme de Pick, notons da.b la droite complexe, ou variété
linéaire affine de dimmension ! , passant par deux points donnds a et b e C% R
af b, da,b est le lieu, pour § € C, du point a + §(b = a) 3 1'ensemble des
G pour lesquels [la + §(b - a)|]] < 1 est vide ou est un disque ouvert de C , dont
le centre est le point qui rend [la + &(b - a)|| minimume
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COROLIAIRE 2., — Etant donnde une application holomorphe f de la boule Bm

dans elle-mlme ¢
e 6[f(xo) s f(xl)] < é(xo » x;) quels que soient x5 et x; € B 3

be si 1'égalité se produit avec x,# x; , alors la restriction de f au dis-

¥ A : 3 3 ame Q is
que Bm nd, 1'applique biunivoquement sur le disque Bm 0 df(xo)’f(xl) s ot

0°¥1
s[e(x) , £(x')] = &(x , x*)

quels que solent x et x' € B nd 3
m Xop %]

ce réciproquement, si deux droites complexes d et 4’ , rencontrent Bm s sont
telles que la restriction de £ au disque Bm«ﬁ d 1'applique biunivoquement sur
le disque B n da* , alors
s[£(x) , £(x')] = &(x, =')

quels que soient x et x' € Bm nd;
de étant domné x5 € B, 1'ensemble des points x € B , tels que

8lex ) 5 £(x)] = 5(xg s ¥

est 1l'intersection de Bm avec une varidté lindeire affine V de C© , conte=
nant Xq » dont la dimension p peut aller de O & m ; la restriction de f 2
Bm n V coincide avec la restriction a Bm NV d'un automorphisme de Bm 5 en

particulier, si p=m, f est un automorphisme de Bm .

Remarques = Soient d1 et d2 deux droites complexes rencontrant Bm s ayant
un point commun x, et un seul, telles que la distance 6 soit conservée par les
restrictions de f aux disques Bm n d, et Bm n d2 s dtaprés le corollaire
2 (d), =i Xq € Bm , & est encore conservée par la restriction de f & 1'in-
tersection de Bm avec la variété lindaire affine de dimension 2 qui contient

d; et dy e Mais cette propriété ne subsiste plus si X, € me ou X, € " - Bﬁ.

3¢ La dérivée angulaire.

Etant donnés une application holomorphe f de Bm dans elle~mBme et deux
points a et b de la sphére éBm , posons

2 2
RS O Y
1= e x® 1= e n

et définissons A= Mf, a, b) » O< AL+ =, par

(3.2) Mf, a,b)=sup Flx; £, a, b) .
xeBm

(3.1) F(x) =F(x; £, a, b)
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THF:ORﬁI@ 2e¢ = Soit f une application holomorphe de la boule Bm dans elle~

mme, et soient a et Db deux points de la sphere OB .

ae 3'il existe une suite de points v, € Bm tels que ¥, @ et f(yn) -+ b,

alors
Lo el

n In
be Si f est un automorphisme de Bm s ¢ b 1l'image de a par le prolonge-—
ment continu de £ & "Bm , 2lors A<+ o et F(x) = A pour tout x € B .

ce S1 A<+ » et si xyeB est tel que F(xo) = A, alors F(x) = A pour

- . . . 03 ’ .
tout x € Bm n dxo,a s et la restriction de f au disque Bm n dxo,a 1'applique

biunivoquement sur le disque Bm n df(xo),b o

de Si A< + « , étant donné un cbne
(K) Re(l=a x)>Mla-od, o ke, 1l

L= el 1« ]p" £8(x)] 1 -1b" £(x)
=T 2 7 T=1A

- A quand x-2, xeB nkK .

1~ e*x
Remarque. = Dans le cas classique m= 1, K est un angle saillant de sommet
a dont la bissectrice intérieure passe par 1'origine, et le dernier résultat
signifie que la restriction de f & 1'angle Bl n K posséde une application
affine tangente au point a , d'ol le nom de dérivée angulaire ; mais ceci n'est

plus vrai si m>2 o

Soit, par exemple, m= 2 , les coordomnées $tant notédes & et n, soit

2+ V1 - g?
>
2+V1 e 52

la détermination adoptée pour V1 = 52 valant 1 & 1l'origine, et soit enfin
une fonctlon holomorphe et non nulle sur le disque=-unité B1 s telle que log|\p|

(P(E) = l&’} <1 )

soit la plus grande minorante harmonique, sur B, , de la fonction surharmonique

log\/l - |q>|2 « Prenons 1'application holomorphe f de la boule B2 dans elle=-

méme définie par &' = ¢(8) , n' = y(&) , |gl <1, et les points a, b conm

fondus avec le point de coordonnées 1, O3 quand t 1, te =1, 4+ 1, ona
p(t) »1, $(t) »0, La-p(t)nviat, logy(t)m2 logll~1t)

done

ta- a, f(ta) - a , L "‘me(Za)“ - 1 ;

ainsi AM(f, a, a) = 1 , mais la restriction de f 2 B, n K n'a pas d'appli-
cation affine tengente au point a , puisque '11)("9’6 n'est pas borné quand t -1,
t €)ml,+ 1.
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4. La suite des itérées d'une application holomorphe de B, dans elle-mime.

Soit f la u-iéme itérée de 1'application f, f; = £ - De toute suite
d'itérées de f on peut extraire une suite partielle uniformément convergente
sur toute partie compacte de Bm 3 la limite g de cette suite partielle peut
étre, ou bien une application holomorphe de Bm dans Bm s Ou bien une applicam
tion constante de Bm sur un point de la sphere 6Bm s 51 f est un automor-
phisme de B, il en est de mlme des f, » ot ¢ g dans la premiére éventue~
1ité ci~dessus. (Cf. Ho CARTAN (¥).)

-

THECREME 3¢ .« 51 f est un automorphisme de Bm s autre que 1'identité : ou
bien f laisse invariant un point au moins de Bm s alors la suite fn ne conw
verge pas, et les limites de suites partielles convergentes sont encore des auto=
morphismes de Bm 5 ou bien f ne laisse invariant aucun point de Bm ; alors la
suite fn converge, uniformément sur tout compact de Bm » Vvers une application
constante sur un point de la sphére 6Bm » invariant par le prolongement continu
de f & Bﬁ o

Démonstrations = Si le point Xp € B est invarient par £, il 1'est aussi
par les limites d'itérées de f , qui sont donc des automorphismes de Bm s sila
suite partielle fnk -g ( n o+ @ avec k ), la suite fnk+1 ~fogéfeg,

donc la suite fn ne converge pasec

Si f ne laisse invariant aucun point de Bm s la propriété i établir est clag-
sique dans B1 5 on va donc la supposer vraie dans Bmml ; et envisager succese
sivement les cas suivants

a. Le prolongement lindaire de f 3 1'espace projectif 7 y défini par (0O.l1),
laisse invariant dans son ensemble un hyperplan (ou variété lindaire affine de
dimension m~ 1) H de C® rencontrant B .

1.

Alors, la restriction de f 3 erwH applique biunivoquement Bm n H sur

lui-mlme 5 or, si 1'on rapporte H & une base orthonormée, Bm n H est une boule

Cm:-l

ouverte de s pour laquelle la restriction de f 2 Bm N H est un automor-

phisme sans point invariant. Par hypothése. les restrictions des fn a Bm nH
et pour limite un point appartenant 3 me n H3 alors, il en est de mBme des

fn o

b3

(") CARTAN (Henri)s ~ Sur les fonctions de plusieurs variables complexes, L!'ité-
rat%ggngei trensformations intérieures d'un domaine borng, Math. Zey te 35, 1932,
Do 73
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b. Le prolongement linéaire de f & P! laisse invariant un point X, € CEﬁ
(qui peut 8tre 3 1l'infini).

x* et y' étant les images par (O.1) de deux points quelconques x et y e Pm,
on a
(4.1) o 1 - |ulf (1 - ¥

l - = ) .
7 G- nl-wn

Alors, il résulte de 1'hypothése que le prolongement linéaire de f a P! laisse

. . * il .
invariant, dans son ensemble, 1'hyperplen x; x=1 de (", qui rencontre Bm ’

et 1'on est ramené au cas (a)o

co Le prolongement linéaire de f & P! laisse invariant un point a € me_.

Dfaprés (4cl), il laisse invariant, dans son ensemble, 1'hyperplan o x= 1
m
de C

est le seul point invariant de 1'hyperplan. D'autre part, le prolongement de £

, dont tous les points, sauf o,€ CB& ; si 1'on écarte le cas (b), a

laisse invariante, dans son ensemble, au moins une droite complexe d dissue de

a dans 1'hyperplan 3 si d est le lieu; pour { €C, dupoint a+ &b, o

b#£ 0, a b = 0, alors le prolongement de f transforme a+ Cb en a+ Cl b,
o G, est liéd ¢ par une relation homographique, non dégénérée, ne laissant
invariant que O , donc de la forme

1

(402) T + h, Nz Cto £ O °

R
Gy~

En itérant (4.2) : le prolongement lindaire de £, & P! transforme a + Cb
en a+ C b, o

_é;=.é + nh »o quand n -»+ « H

0N

autrement dit ¢ si ye d ( y pouvent 8tre &3 1'infini), les images ¥, de ¥
par les prolongements des fn ont pour limite a o

Alors, étant donné x € Bm s Choisissons y e d tel que y* x= 112 d'aprés
(4e1), on a, de proche en proche, yi fn(x) =1, et y -& entraine fn(x) > a e

Comme toute application linéaire inversible de ' sur lui-mfme laisse invem
riant un point au moins de P, tous les cas possibles ont été envisagése Ainsi,
lorsque f ne laisse invariant aucun point de Bm s la suite fn a pour limite
un point a€dB ; enfin, étant donné xe€ B , £ (x) »a et

fo %4x)= %ﬁabd-aa s

By

donc a est invariant par le prolongement continu de f 2 Bﬁ .
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’ >
THEOREME 4. =~ Si 1l'application f ne laisse invariant aucun point de Bm s la
suite fn converge, uniformément sur tout compact de Bm s vers une application

constante sur un point de la spherc 6Bm 0

Démonstratione.

ae Envisageons d'abord le cas oi une suite d'itérées fnk s Wy o>+ = avee k,

a une limite g appliquant Bm dans Bn s on peut supposer, en remplacant au

d

besoin la suite n, par une suite partielle, que N1 >'nk et thk}l"nZk +ho
Comme £ o £ =f g(B ) est contenu dans l'ensemble analytique
g1 ™2k ok w1 P

Bo={xeB | b =x}

ainsi Bq,£ [ s donc h est une application holomorphe de Bm dans Bm s d'aubre

part,
f ] h:: llm f = h o] f ’
K o 1™y
done 3
(4.3) X € Bq entraine f(x) € Bq o

Or (n° 2, corollaire l appliqué & h ), Bq est 1'intersection de Bm avee
une variété lindaire affine W , dont la dimension g peut allerde O 3 m;
si q=0, B, est réduit 2 un point x4y € B (443) signifie que x, est
invariant par £ ¢ Si g >1, B = Bm N W est une boule & g dimensions j; la
restriction de f 2 Bq est, d'aprés (4.3), une application holomorphe de Bq
dans Bq s dont les itérés de rangs Nore1 = Poy ont pour limite 1'application
identique : cette restriction est donc (cfe 1'article de Ho CARTAN déja cité au
début du n° 4) un automorvhisme de la boule Bq s qui (théoréme 3) laisse invem
riant un point au moins de Bq .

be Supposons maintenant que f ne laisse invariant aucun point de Bm ¢ alors
aucune limite d'itérées de f , dont les rangs tendent vers + « , ne peut 8tre
une epplication de B~ dens B, autrement dit ]En(x)H > 1 pour tout x€B .

On peut extraire de la suite des entiers une suite partielle n. - + « telle que
anj,,l(onl > anj(O)ll ’

et de celle-ci une suite partielle ny =+ telle que
1= lg, (Ol
1
ny

<1
- ank(o)H




3-10
et que la suite £ converge ;3 sa limite est une constante a € aBm y donc

fnk(O) -+ 8 £ o fnk(O) = fnko £(0) - a o

Alors (théordme 2 (8))y, Mf, a, 2) <1, done

ll—a*f(x)llel"'a*x\a, tou < B 3
1-[lf(x)\\d 1-HXH& pour tout X -

en itérant cette inégelité s

x |2
e s @l < [ - eGPy e

T

pour tout x € Bm ’

et an(x)\\ »1 entraine fn(x) s a e




