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LA MÉTHODE DE CALDERÓN (suite)

par Bernard MALGRANGE

Séminaire SCHWARTZ
4e année, 1959/60, n° 9

12 janvier 1960

Soit P(x y t , Dx , Dt) un opérateur différentiel linéaire homogène d’ordre
m

les coefficients a.. (x ~ t) étant définis au voisinage de zéro et étant
1 + s (s > 0) fois continuement différentiables, (i. e. les derivées premières
vérifient les conditions de ~~io~.der d’ordre a

On se propose de démontrer dans cet expose certaines inégalités portant sur
P(x , t , Dx , Dt) analogues F celles obtenues dans l’exposé précédent o

On sera amené a faire les hypothèses suivantes 1

~ Hypothèse (S) ° Pour tout ~ 7~ 0 et (x , t) voisin de zéro, les racines de

sont distinctes o

~° L’une ou l’autre des hypothèses 
hypothèse (R) : x les ai k sont à valeurs réelles.’ 

Hypothèse (E) : t y Dx , Dt) est elliptique (io eo les racines de

~.’ équation ( 1 ~ ne sont j amai s réelles ( ~~~ ) o

Les coefficients a. 1 étant continus, P vérifie les hypothèses
(S) ou (E) s’il les vérifie pour (x 9 t) = 0 . a 

’ 
....

Diagonalisation. - On va se ramener aux inégalités de l’exposé 8 par une 
gonalisation approximative". 0 Pour cela, on considère a priori la matrice m x m . o



Le lecteur vérifiera aisément que le polynôme caractéristique de la matrice h

est le polynôme (l). Si l’on suppose que P(x , t , Dx , Dt) vérifie l’hypothè-
se (S), les hypothèses faites sur les coefficients a.. impliquent qu’il existe
m fonctions 03BBj (x , t y 03BE) homogènes de degré zéro en 03BE , définies pour
(x y t) voisin de (0 , 0) , 1 + s fois continuement différentiables en (x y t)
a valeur dans ~. telles que ~.(x~ ~ ~) soient les m valeurs propres

de la matrice h(x~ ~ ~o ~ ~) (Pour n = 2 on ne peut rien dire car

R2 - {0} n’est pas simplement connexe. On verra dans l’exposé suivant comment

se love cette restriction) o L’hypothèse (S) nous affirme de plus que les

03BBj (x0 , t0 , 03BE0) sont distinctes, donc la matrice h(x , t ? 03BE) est diagonalisable.

Il existe alors une matrice m  m , n(x , t , 03BE) homogène de degré 0 en

~. telle que

il est d’ailleurs facile de calculer n

n(x , t ~ ~) est donc 1 + s fois continuement différentiable en (x 3 t) à

valeurs dans les matrices continuement différentiables en ) .
En remplaçant au besoin P(x , t , Dx , Dt) par

/!(x , t) P(x , t , Dx , Dt) + (1 - t)) 0 , Dx , Dt) ,

où t)6 de support assez petit et égal à 1 dans un voisinage V



de (0 , 0) (co changement permet d’avoir un opérateur égal à P au voisinage
de l’origine et défini partout. 0 Le lecteur vérifiera aisément que les hypothèses
(S): (R) ou (E) sont encore vérifiées par le nouvel opérateur) on a les pro-
priétés suivantes : -

a. Les constructions précédentes peuvent être faites pour (x , t) ~
b. h 3 3 ~ n sont les symboles d’opérateurs intégraux singuliers (matriciels).

En effet, les coefficients des matrices h 3 ~ ~ n sont bien dans l’espace

x t~~ (exposé 6~ paragraphe 2). o Nous désignerons ces opérateurs respective-
ment par H ~ ~ ~ N ~

c. Si de plus, P(x , t ~ Dx , Dt) vérifie (E) ou (R) les opéra-
teurs singuliers dont les symboles sont les parties imaginaires des ~. sont;
ou bien inversibles (i. e. leurs prolongements à H sont inversibles)y ou bien
nuls. En effet, les hypothèses (E) ou (R) impliquent que les racines B de

l’équation (1) ont leurs parties imaginaires identiquement nulles ou partout dif-
férentes de zéro et dans ce dernier cas, les opérateurs B sont inversibles.

En effet, les opérateurs obtenus en remplaçant dans leurs symboles x ~ t par

(0 , 0) sont visiblement inversibleso En choisissant ;~(x , t) à support suf-

fisamment petite il est facile de voir qu’ils sont aussi voisins qu’on veut des

précédents.
d. o Pour les mêmes raisons~ l’opérateur N est inversible

Nous sommes alors en mesure de démontrer les théorèmes suivants ([3j).

THÉORÈME la - Dans les hypothèses (S) (R)’, il existe des constantes

> 0 t L~ ~ C , et un voisinage V de zéro dans R~B tels que~ pour tout

~ ~ [0 , pour tout 03C6 ~ Dx,t , à support dans V  [0 , on ait pour

THÉORÈME 2. - Dans l’hypothèse. "(S) et (E)", il existe des fonctions stricte-
ment positives, définies pour 03C4 ~ [0 , J , 03C41 > 0 : C1 (03C4) , C (03C4) , k (T) ,

sj, 03C4 ~ 0 y et un voisinage y do 0 dans Rn tels pour
tout 03C6~Dx,t , à support dans Vx [0 on ait pour ()

~ ~



Démontrons par exemple~ le théorème 1. Le théorème 2 se démontre de manière

tout à fait analogue en utilisant le théorème 2, 2°, exposé 8.

Soit U = (u1 , ... , u ) les uj(x , t) étant des fonctions une fois conti-

nuerent dérivables de valeurs dans H . En posant V = l!U on applique
les théorèmes 1 et 2 , 1° de l’exposé 8, à l’opérateur diagonal

ce qui est possible, c.J..r les parties imaginaires des symboles ¿le s’annulent ja-
mais ou sont identiquement nulles o On a donc

De plus~ on a (exposé 7; 3 théorème 3)

On a de même (exposé 7, théorème 3)

Comme iT est inversible, il existe alors une constant- et telle que

En augmentant au besoin la constante k~ et en modifiant C 9 on a bien
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On prend alors ’ à support compact d V x [0 , Tj et on pose

Alors le premier membre de l’inégalité (2) devient

et le deuxième membre

Ce résultat joint r l’inégalité (immédiate transformée de Fourier)

et à l’inégalité de Trêves à une variable (exposé 8, paragraphe 1) démontre le
théorème 1. o 

REMARQUE. - Le théorème 1 est une variante que l’on trouvera dans [3j d’un
théorème de [ij. o ~

Le théorème 2 dans le cas particulier ou F est d’ordre 2 (et ou 

est remplacé par (t + -r) ) est dû e MIZOHATA [4J. o Il a été démontré dans le

cas général par une autre méthode par HÖRMANDER [2j. o
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