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Deuxième partie : UNICITÉ DU PROBLÈME DE CAUCHY

LA MÉTHODE DE CALDERÓN

par Bernard MALGRANGE

Séminaire SCHWARTZ
4e année, 1959/60~ n° 8

10 Un exemple élémentaire. 0

On se propose de résoudre le problème suivant ô soit f une fonction d’une

variable réelle une fois continuement différentiable, nulle pour les valeurs

négatives ou nulles de la variable, p et définie sur intervalle contenant l’ori-

gineo Démontrer que 1

entraîne que f = 0 sur cet intervalleo On va utiliser une méthode susceptible

de se généraliser. (On pourrait pour ce faire utiliser le théorème des accrois-

sements finis, ou bien (ce qui est équivalent) utiliser par itération la formule
/x

)f(x)) /  mais il serait alors difficile de généraliser) .

LEMME 1. - Soit 03C8 ~ D ; alors on a l’inégalité suivante :

pour tout k nombre réel positif.

DÉMONSTRATION. - Soit f = ekx 
2 

03C6 . (1.1) est alors équivalente v l’inégalitéSoit 03C6 i P 03C6 . (1.1) est alors équivalente à l’inégalité
suivante : ô

Si alors on dëve.loppe le premier membre, on trouve 1

et un calcul "simple" montre que s

ce qui démontre (1.1).

Soit alors T ë-. R .On veut montrer que f = 0 dans [0 , 03C4 2] ; soit 03B1 dans

D tel que c =+ 1 sur [0 , 03C4 2] , et 03B1 = 0 pour x  03C4 . D’après (l.l)



Or d(03B1f) dx  c |03B1f| sur [0 , 03C4 2] , donc

En comparant les croissances d.es deux membres de cet.te inégalité quand
k m , i ’ hypothèse que ou t 0 sur 10 , §1 condui t à une absurdité. o

cet exposé, on s’efforce de trouver des inégalités du type précédent pour

certains opérateurs intégro-différentiels du premier ordre.

2. Inégalités de Calderón-Trèves.

Dans le cas précédent, l’utilisation de la fonction (t - 03C4)2 "très" convexe

améliore grandement les inégalités. CALDERÓN travaille avec (t + et ne don-

ne pas explicitement d’inégalités du type (1,1) appellera inég;alités du

1*type Trèves" (cf. exposés u.ltérieurs) ) o Ici on suivra [2 j (avec v-n petit complé-

ment, io eo le théorème 202 qui est une remarque esssentiellement due à, MIZOHATA

[3]).

NOTATIONS. - Soit (x) = (x1 , x2 , ° ° ° ’ xn) un point de °

(Le s x , sont le s coo rdonné e s "d’espace", et, t e st "le temps Il). On conserve

les notations de l’exposé 7, on considère 03B2s(03A3) pour .s > 1 j on considère

également les espaces HP’* pour o = 2 qu’ on notera Hm ; la norme (resp. le

produit sca,laire) de f est notée ÎÎ Il (resp. ( / ) ) . Si on oublie l’ indice
- m m

m , c’est qu’on considère le cas n; = 0 .

Si k(x, yr) est un noyau, on po,se 91«x , jr) = k(x , >i - j.T) et

= l’( (#Î F 03C6) (cfo exposé 7) o

Soit alors R(t) une fonction une fois continuement différentiable de la va-

riable t ( t é [0 , a j ) à valeurs dans 03B2s(03A3) pour t fixé ( 1 o e o une fo i s

continuement différentiable à valeurs dans 03B2s(Dm03A9) pour tout entier .m posi-
d1..

tif) et soit :



Posons alors 1

ou P(t) (resp. Q(t)) admet pour symbole la partie réelle (resp. imaginaire) du
symbole de ~R (au sens de l’exposé 7).

On s’intéresse alors a deux cas particuliers ~ i
a. 

. 

P = 0 > D est alors dit hyperbolique ; 
~o~~ 2 zb. Pour tout t &#x26; [0 , aj fixé, P est inversible dans £ (L2 , L2) , D est

alors dit elliptique.
On cherche alors des majorations du ~type Trêves~ pour D o

THÉORÈME la - Si D est hyperbolique, il existe T>0~>0, 
tels que pour tout t ~ [0 , et pour toute 03C6 ~D1[0,03C4] (H1) on ait, dès
que k ~ k~ ~ t /

THÉORÈME 2. - ST_ D est elliptique, alors
1° On a les mêmes conclusions que dans le théorème 1 ~
2° Lorsque T ~[0 , ’La] , il existe des fonctions c.(~) , c~(T) , stric-

tement positives, telles c~(T) ’~. -~ o ~ et il existe k~(’t)
tel que, pour tout ~o,Tj~~~ ~ on ait, pour (-T) ,

30 Démonstration des théorèmes 1 e-t 2.

On pose 03C8 = )2 
03C6 ; (20 3) devient alors: 1

Pour minorer le premier membre (qu’on note I), on utilise le calcul approximatif,
et on sépare les parties approximativement hermitienne et approximativement anti-
hermitienne.o

en tenant compte de (1.2) et en posant 1



/ 
-’ )tt. 

.

Etudions d’abord J, . Q Soit Q 1~adjoint de Q . Ces deux opérateurs sont ap-

proximativement égaux, commutent approximativement à A , et (Q - Q ) A (resp.
A.(Q ’Q )) opèrent de L dans L2 ; or, on a : 

en prenant assez petit ; (301) et (303) entraînent ~

ce qui démontre le théorème 1. a

Etudions maintenant JB-, ~ d’une part on a, en intégrant par partie

D’autre part , on t 
,

Mais dt étant un opérateur borné, on a :

Faisons alors la remarque suivante ô P est inversible) donc on a l’inégalité :

Donc pour ’‘i assez ~., assez grand, on a, pour k ~ 0 ,_ 

.r 
’ 

t ~ 
, 

’
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Enregroupant alors les formules (3.3), (3.5), (3.2), on obtient l’inégalité
suivante :

r

Si on regarde le dernier terme de cette inégalité, on en déduit le théorème 2

Regardons maintenant les deux derniers termes de (~o~~) ~ on a~ a fortiori â

Des transformations simples (laissées au lecteur) et entraînent :

Revenant maintenant à la fonction 1’ on a s

et en changeant en c~(ï)/2~ ~ on trouve la formule (2.4)~ ce qui achève
la démonstration. 

°

REMARQUE. - On a, dans le théorème, fait l’hypothèse que symboles de P et

Q étaient une fois continuement différentiable à valeurs dans 03B2s(03A3) pour

s ;3 1 , en réalité on ne s’est servi pour appliquer les théorèmes de commutation

approximative que de P et Q et non de -rr " Il suffit donc de faire les

hypothèses suivantes : i les de ? et de Q sont continus en t à va-

leur et .-r est continu en t a valeurs dans 03B2°() .
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