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CALCUL SYMBOLIQUE APPROXIMATIF

par Bernard MALGRANGE

Séminaire SCWNARTZ
4e année, 1959/60, n° 7

15 décembre 1959

Dans la suite, la sphère unité sera notée ~ ou ~~~~~.~ selon l’espace où elle

est plongée, ou encore simplement quand il aura pas de confusion possible.

Enfin ds et dr désigneront les mesures superficielles de et Cl, ~ res-

pectivement.

1. Dérivées des distributions valeurs principales (v. p.).

Soit k~ 03A3 (cf. exposés 3 

Intégré ~ar parties~ le dernier terme devient :

Or la deuxième de ces intégrales vaut : t

En introduisant P.f.~ ~x. défini par la formule
1 ,



(lorsque ). o .

Soit maintenant f(x) une fonction homogène de degré 1 - n et de classe (?
sur R - {0} (donc localement sommable sur R ). Appelons [--?2014J sa dérivée

usuelle sur Rn - {0} . L’intégrale ~|x|=t 
y 

f(x) dx2 A ... A dx 
1 
ne dépend pas

de l . par suite

En reprenant alors le calcul de la dérivée au sens des distributions, il vient

aisément :

2. Lemme fondamental. 0

Soient k~ ~ et 
" 

(~ ) 0) o Le noyau Lf ) - k 
(noté [a. , k de Hp,0 dans dans (pourvu
que 1  p  GO ) avec une norme au plus égale à C(p , o) ’)aj! !)k)j . 

( ) 
.

a. La deuxième partie (application de dans Hp,0 ) s’obtient par trans-
position à partir de la première appliquée à k(- x) et a(x) o

b. k = + mais comme [a. ~ ~’ = 0 , on peut supposer c == 0 o

c. Pour toute ~~.~ y il faut majorer dans L~ les fonctions [a. ~ k L~
et ~ ~xj([a. , k *]03C6) . l’ais pour la première cette majoration résulte directe-

J
ment de ce que nous savons sur les opérateurs de multiplication et de convolution
dans les D’autre part s 

Le premier terme de cette dernière expression est majora par un nombre de la for-
me C 

. 
1 ~ 
~ 

~j) * Le deuxième s’écrit d’après (l) ~ 
P "~ ~(n) ’ 1 P



Mais [a. , ~03B4 ~x. *] = - ~a. ~x. et, toujours d’après (1) :
J J

d. Nous sommes donc ramenés à majorer l’ expression 1

~x ~xj étant sommable pour |y| > 1 , la crémière intégrale satisfait encore à

l’inégalité cherchée (et même, ici c’est seulement qui intervient).

Maintenante il nous reste à majorer :

Or, d’après la définition :

mais |y|1+03B1 ~x ~xj(y) est sommable (localement, mais c’est désormais tout ce qui

nous intéresse). Nous pouvons donc remplacer a(x) - a(x - y) par É yi ~a ~x.(x) 1 .i 
.

e. Il s’agit donc maintenant de majorer :

Les formules (2) et ( 3) (ou x: i 5 joue le rôle de f ) nous ramènent donc aux

résultats des exposés précédents. (En particulier (2) montre que les parties fi-
nies de la dernière expression sont en fait des valeurs principales).

Le Iemme est démontré.

REMARQUE. - Si a G (,À >0) , [a. , k *j opère de dans Hp,m+1
avec une norme au plus égale à G(p , È’ , « ) l+03B1 [§1) 1(03A9) pourvu que



- ~ ~ m ~ ~- 1 . (La démonstration est la même).

3. Les théorèmes du "calcul symbolique approximatif".

THÉORÈME 1. - Si k ~ 03B21+03B1(03A3) (03B1>0) , k(x, x -y) - k(y , x -y) opère
de dans H~~ 1 H~" dans avec une norme au plus ég,ale à

C(p,03B1) ||k||03B2 1+03B1(Dn+103A9)
DÉMONSTRATION. - D’après le lemme de décomposition (et son complément) démontré

dans l’exposé précédent:

L’opérateur étudie s’écrit donc â

Le lemme fondamentale appliqué a chaque terme de cette série achève la démons-
tration.

THÉORÈME 2. - Soient ki et k2 dans 03B21+03B1(03A3) , alors o 03B8k2 - 03B8(k1 *y k2)
opère de dans et de Hp,-1 dans Hp,0 (avec une norme majorée pd.r
le produit des norme s 3 comme plus haut) o

( o ~k~ désigne le composé des noyaux et ~k.~ ~ considérés par

exemple opérateurs H~~"2014~rl~~ ). 
’

’ 

Ici encore, on écrit : 1

On en déduit facilement ?

Maintenant, il suffit de nouveau, d’appliquer le lemme fondamental à chaque
terme pour achever la démonstration. 

°

COROLLAIRE - opère de dans o ,



REMARQUE 1. - Dans l’énoncé du théorème 2 , il suffit de supposer k1 ~ 03B21(03A3) ,
car on n’applique pas le aux a1l (ce n’est plus vrai pour le corollaire).

REMARQUE 2. - Avec les hypothèses : k , k1 , k2 ~ 03B2l+03B1 (Z.) les théorèmes 1

et 2 se généralisent, affirmant que les opérateurs considérés opèrent de H "

dans Hp,m+1 pourvu que - l  m  l - 1 . (Démonstration analogue ) 0

Nous allons maintenant donner deux autres formulations de ces théorèmes en uti-

lisant la terminologie de TRICOMI, MIKHILF (voir [ij et [2j). 0

,) ....0153 B . ". cr ,’" A.
k étant dans L~x(03A3y) on considère Fy k ~ L~(03A3) . Posant n -= 03B8 k , on

appelle : 03C4(n) = Fy k le symbole de n , et l’ on définit n par: rr (n) = T(n) .

Soit encore n* = y - x) l’adjoint de n . 0

Le théorème 1 dit alors que n - n opère de dans H’
Posons encore :

Âlors~ le théorème 2 dit que n~ - n~ opère de H~ dans H~~ .

CALDERÓN et ZYGMUND [l] énoncent ces théorèmes de la façon suivante (pour les

travaux antérieurs traitant du cas p = 2 y voir [2j).

THÉORÈME 3. - Soit A l’ opérateur défini par 1

Sous les hypothèses des théorèmes 1 et 2, les opérateurs suivants opèrent de LP

dans lui-même :

 opère donc de Hp,0 dans 
-1 

et de dans o

D’après la formule de dérivation établie dans l’exposé n° ~ 1
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Le premier terme opère de L~’ dans lui-même, d’après le corollaire du théorème

2~ et le second aussi parce ~ ~ ( ~ ~ 9 ce qui démontre (a).

Quant à (b) et (c), ce sont des conséquences directes des théorèmes 1 et 2~ et

des définitions.
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