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DIVISION DES DISTRIBUTIONS

I : DISTRIBUTIONS PROLONGEABLES

par Bernard MALGRANGE

Séminaire SCHWARTZ
4e année, 1959/60, n° 21 3 mai I960

1. Ensembles régulièrement séparée $
Dans toute cette série d’exposés, si A et B désignent deux sous-ensembles de

on notera B) leur distance euclidienne.

On rappelle aussi qu’un ensemble A est dit ~9localement fermé" s’il est l’inter-

section d’un ouvert et d’un fermé ; on vérifie immédiatement qu’il faut et qu’il suf-
fit pour cela que l’ensemble A .. A (désigné dans la suite par : b A ) soit fermé.

DÉFINITION 1. - A et B étant bornés et A étant un compact on dit que

et B sont régulièrement séparés par " et on écrit B r. s. " si

l~ ~ ~ et ou s’il existe C > 0 et p > 0 tels que, V x E A , on ait

On laisse au lecteur le soin de vérifier que cette propriété est symétrique par
rapporta A et B.

REMARQUES.

1° Lorsque B r. s. A" , on a évidemment n B . Mais on ne peut pas
en général remplacer A par A ~ B (contre-exemple : A , B deux courbes ayant
un contact d’ordre infini en un point : on peut prendre A=A* ou ? , mais non
F 

2° Si A , B sont deux ensembles quelconque ~Rn , et A un fermé il nous
arrivera d’écrire "A , B r. s. A" lorsque, pour tout couple d’ouverts relativement
compacts 0 et 0’ avec 0 C C* ~ on a

"A B nO r.s. 

Nous commencerons par donner un théorème de caractère technique, dont l’utilité
apparaîtra au paragraphe 2. 

°

THÉORÈME 1. -A , B et A étant bornés, si l’on a r. s. A" , il exis-
te p > 0 , Une suite de nombres > 0 (p = 1 , 2 , ...) et une’ fonction

Possédant les propriétés suivantes :



(resp.l) au voisinage de 

2° Pour tout monôme de dérivation Dk, et tout x 6 R - A ,

(on rappelle les . notations suivantes: k = (k1 , ... , kn) , k. entiers  0 ;

k _ c~ i , ’ f’ - ~ )D - ~ - k. ~ .
~x. 

1

DÉMONSTRATION. - Si It = Ø , on a Â et le théorème trivial. Sinon

supposons, pour fixer les idées, que ~ x E A 9 on ait d(x 9 )  1 . Soient p

et C les constantes f igurent dans la définition 1 ; nous supposerons (ce qu’on
peut évidemment toujours faire p ~ 1 ~ C  1 .

Introduisons les ensembles suivants ( p entier > 0) :

avec s = Ç (donc E  1 p+1) ; donc :

Les H sont des compacts de l’ on ai d x E H
, p ^", 

. 

’ ’ 

p

De là résulte que, pour q ~ 2 , on a

donc un voisinage de H 
P 

ne rencontre pas U~ H P+q ~

. Posons L = U H ~ il est immédiat de voir que L est fermé dans R -" A . (mais
p p 

~ 
201420142014 ~~

non dans R !)et que c’estun voisinage de A - A (et de même, L" =U H" est un

voisinage ouvert de A "-  ) ; de plus, dans Rn -  , (L est un voisinage de
B : il Suffit pour cela de montrer que , ~ p , 3 ~ B = Ø ; or, V x ~ Hp , on a



Soit. maintenant p une fonction e à support dans la boule d(x ~ 0)~1 ~
et vérifiant :/6(x) dx = 1 ; posons 03B2p = (3 ~p)n 03B2(3x ~p) ; soit y la fonction ca-

ractéristique de H’ et soit f = 1 - 03B2P * Y_ . La fonction f est indéfiniment
n P P.’PT P 

dérivable dans Rn , égale à 1 dans CH . et à 0 dans H" . Donc, tout x ~ R - A
~~- ~ -’ 

p ~ p ~~

possède un voisinage dans lequel tous les f sont ~ 1 , sauf pour deux consé-

cutifs au plus. Le produit f = S. f définit donc une fonction indéfiniment dé-

rivable dans R ’"  ; je dis qu’elle répond à la question.

Tout d* abord ilest évident qu’elle vérifie le 1°, et qu’elle est bornée; il suffit
donc d’établir 2° , pour >0 ,11 suffit pour cela de se placer en un point
x ~ H ; au voisinage de x, on a f=f . f fp+1 a Majorons par exemple D f (x) :

diaprés (l) et la définition de e :

En majorant de même f . et f . et en appliquant la formule de on

trouve le résultat cherché .

C.Q. F.D.

2. Di stributions pro lon geables .

DÉFINITION 2. - Soit Q un ouvert relativement compact 
-’ ~ j--- 

’’ 

’ ’ . ’’ ...... --...- 
B~B~

1° On désigne par CL l’espace des fonctions f ~ ~03A9 telles qu’il existe deux
suites {C } et {p } de nombres >0 vérifiant, pour tout monôme de dérivation

Dk , et tout x ~Q : |Dk f(x) 1 d(x , b03A9)-03C1|k| .
2° On désigne par O*03A9 l’ensemble des f ~ O03A9 , partout ~ 0 , et vérifiant

3° On désigne par P’03A9 l’espace des distributions T ~ 03A9 qui peuvent être pro-

longées en une distribution T e O.’ (i. e. la restriction de ? à Q est égale

à T ) . 



On l’espace des "fonctions dans 0 (indéfiniment dérivables~ à crois-

sance lente". t~ est évidemment une algèbre pour la multiplication ordinaire.

Pour que f E f ~ ~ partout, vérifie : f E ~ 9 il faut et il suffit qu’il
existe C > 0 et p > 0 avec V 

Posons maintenant :

Vm entier> 0, V ~P )Jr ~ .

D’après le théorème de Hahn Banach, pour qu’on ait T e (on dira " T est une

distribution prolongeable"), il faut et il suffit qu’il existe un m et un C >0

tels que V on ait

On déduit aussitôtde là : tout T ~ possède un prolongement T à support dans

H (prolonger la distribution égale à T sur 0 et à 0 sur CH ; on se ramène

immédiatement au cas d’ouverts bornés).

REMARQUE. "- Il nous arrivera quelquefois, pour Q ouvert non borné,d’écrire f ~O03A9

(resp. ~ ~ resp. si, VU ouvert relativement compact on a,

).~ Lorsque ~ =~ ~ et que l’on considère ~ comme plongé

dans P n fR) (1’ extension de ces définitions aux variétés différentiables est

immédiate), On coïncide avec l’espace Q. de SCHWARTZ, et P’Rn avec §’

~ 
, 

~~

PROPOSITION 1. - ~ ~ = ~Q ~
On se ramène immédiatement au cas où Q est borné ~ soit alors f e ~ ~ T ~ ~ ~
il s’agit de démontrer que l’on a : f T ~ (~ .
D’après le critère précédente il suffit de montrer ceci : V m entier >.0 ~

il existe et C > 0 tels V p e 0~ on ait

Or cela résulte immédiatement de la formule de Leibniz et du résultat élémentaire

suivant (dont la démonstration est laissée au lecteur) : V m entier ~ 0 ~ il

existe C m > 0 tel que tout- cp  1 , on ait

lorsque et 
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THÉORÈME 2. -Si A et, B sont deux compacts ~Rn régulièrement séparés par

le compact A n B , ~r~ ~ ~ ~ ~ (autrement dit : toute distribution T

à support dans A u B est de la forme T1 + T2 , T. à support dans A , T2 à

support dans B ) .

DÉMONSTRATION. - Posons Q = (A n. B) , et soit T la restriction de T à

Q } on a évidemment : ~ 6 d’après le théorème 1, il existe f e avec

f = 0 (resp. l) au voisinage de A (resp. B) ; d’après la proposition 1, on
a fT ~  ; il suffit alors de prendre pour T2 un prolongement de f T , et

déposer T-T -T~ ~

REMARQUES.

1° L’énoncé reste évidemment vrai si lion suppose seulement A et B fermés

au lieu de "compacts".

2° Le théorème 2 admet une réciproque. Si les compacts A et B vérifient

"A ,B r. s. A n B" . 
,

(Facile : supposer le contraire, et prendre une suite telle que

d(xp , yp) tende "brès vite"vers zéro, mais non B)P, et prendre T de

la forme [ô(x - x ) - 6(x - y )] , les a étant des scalaires convenables.
P P P P

Voir les détails dans [1J ).
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