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Exposé n° 3 (B. Malgrange)

COMPLEMENTS DIVERS. EQUATIONS ELLIPTIQUES

I.- Compléments aux exposés 1 et 2

(B. Malgrange)

Faculté des Sciences de Paris
..e"..o",.c_

, o 0 0

Séminaire SCHWARTZ
(Equations aux dérivées partielles)

Année 1~54/~~

26 novembre 1954

1.- Equations homogènes.

Soit D un opérateur différentiel à coefficients constants. On désignera par D

son adjoint et par R ; ~"(D o).
Théorème 1. Une condition nécessaire et suffisante pour que toute solution dans

de l’équation Df = 0 soit limite dans  de polynômes solutions est que chaque
facteur irréductible de R s’annule à l’origine.

Démonstration. Pour que cette propriété d’approximation soit vérifiée, il faut et

il suffit, évidemment~ que l’on puisse approcher toute exponentielle-polynôme solution

par des polynômes solutions. Or, dire que ~((~ est orthogonale à toute exponen-

tielle-polynôme solution c’est dire que :

(l) 20142014 est analytique entière (exposé 1) 
,

. Dire que ~~~ est orthogonale à tout polynôme solution, c’est dire que :
(l’) ’-~- est holomorphe à l’origine (exposé 1) .

Nous devons donc démontrer que la condition de l’énoncé est nécessaire et suffi-

sante pour que (l’) (1).

Soit R =U R. où sont les facteurs irréductibles de R ~~~ (qui peuvent
n’être pas tous distincts). Si, par exemple, on a ? 0 , en prenant pour  le

polynôme de dérivation défini par F  = R R1 , on voit que :

-"p~ est holomorphe à 1 origine, mais non entière; donc ~ est orthogonale aux

polynômes solutions, mais non à toutes les solutions S ; la condition est donc néces-

saire. "

(1)On démontre sans grande difficulté, et nous l’admettrons, que tout polynôme irré-
ductible R. a pour variété des zéros une variété irréductible en tant que variété
analytique.



:~
Supposons que, pour tout i , on ait: R.(0) = 0 ; soit  tel que soit

holomorphe à l’origine ; la variété polaire de la fonction meromorphe F  R est formée

d’un certain nombre de composantes irréductibles de la variété R = 0 ; toutes ces

composantes passent à l’origine ; puisque F  R est holomorphe à l’origine, sa variété

polaire est vide et elle est holomorphe partout. r û p n

Elle ne vaut pas pour A -~ ~ ( ~ ~ 0) (dans ce cas, où 0 , il n’y a

pas de polynômes / 0 solutions de l’équation).

2.- Propriétés de la solution élémentaire.

Proposition 1. Soit D un opérateur différentiel à coefficients constants tel

x. = 0 ne soit pas caractéristique.

pour tout r > 0 , il existe une constante C(r,D) telles que, pour tout 03C6~ ,
on ait s

La démonstration résultera de deux lemmes :

Lemme 1. Soit H(03BB) (A + une fonction d’une variable complexe, trans-

formée de Fourier d’une fonction ,.~ (R ~ 9 

soient réel, 03C11 > 0, 03C12 > 0 , il existe une constante ne dépen-

dant que de 03C1, 03C11 03C12 (mais non de H et et telle que :



Démonstration. Partageons la droite 03C4 = fi en deux ensembles, L1 et L2 :
Li l’ensemble des points où 1 À - «1 > Ki = mine 03C11 4 , 03C12 4)
L2 = C L1 

J .et majorons séparément /(H( /N )|2d03BB et /lH( à ) |2d03BB
~l ~2

et finalement :

K ne dépendant que de 03C1, 03C11, 03C12 °3

Mais ~ (~) = ~ donc, si )~-~j= ~ , on aura 
c’est-à-dire: .



par suite, on peut écrire :

(parce que entraîne 2(v 
2 

En appliquant Cauchy-Schwarz au second membre, il vient :

et qu’on a une inégalité analogue pour

lorsque est dans la bande considérée dans (4)

(4) + (5) montrent qu’il existe ~ 4 ne dépendant que tel que :



Mais L2 est un intervalle de longueur £ 2K1 , donc il existe K5 , ne dépendant
que de 03C1,03C11,03C12, tel que : .

et (3) + (~? démontre le lemme 1,

Lemme 2. est défini de la même manière que_dans le lemme I.

Soit Q(03BB) = 03BBm + m aj 03BB m-j un polynôme de degré m ;

j 
. 

et soit H m ( ~ ~ = Q( À ~H( ~ ~ ; quel que soit r ~ 0 , ,il existe une constante C~ dé-

pendant de r et de m , mais non des ai, telle que :

Démonstration. Il suffit d’appliquer le lemme 1 Dar.récurrence sur le degré m

du polynôme Q .

Montrons que, si le lemme 2 est vrai pour Hk , il sera vrai pour 

Par hypothèse, il existe une constante C(r,k) telle que :

En appliquant le lemme 1 à f = r’ 2 = -r , il vient :

C, ne dépendant que de r 
’

en majorant de même et en portant ces deux majorations dans (7),
on obtient le résultat cherché.



Démonstration de la proposition 1. En multipliant au besoin D par une cons-

tante (ce qui chargera la constante C 9 mais non l’existence de l’inégalité), on

peut supposer que R a la forme suivante :

fixés, on a, en appliquant le lemme 2 :

où C(r,D) ne dépend pas de 03C32,...,03C3n . Par suite :

et, par transformation de Fourier :

Théorème 2. Tout opérateur différentiel à coefficients constants D opérant
sur Rn admet une solution élémentaire E somme finie de dérivées d’ordre ~ [n 2] + 1
de fonctions localement de carre sommable (en particulier, T’[n 2]+1 ).

Ceci améliore un résultat donné dans l’exposé 2 (T~~ ) .
Par un changement de variable linéaire, nous pouvons nous ramener au cas où

l’hyperplan x1 = 0 n’est pas caractéristique.

Désignons par V l’espace des fonctions f qui vérifient :

V est un espace de Hilbert (produit scalaire évident).



L’inégalité (2) montre qu’il existe une application continue G de V

dans L telle que pour ~)~’0) . Mais toute application linéaire con-
tinue d’un sous-espace d’un espace de Hilbert dans un espace vectoriel topologique

complet et prolongeable à l’espace de Hilbert entier. On peut donc supposer G liné-

aire continue de V dans L .

Le transposé G de G applique L dans le dual V’ de V , V’ est comm,e on

le voit immédiatement, l’espace des fonctions que l’on peut écrire sous la forme :

Si f é a g (D G f, Lf) = Ç f, 1 lç)=  f, ç> pour toute LffÉb ,
donc D(Gf) = f . On a ainsi résolu les équations avec second membre É L2 , la solu-
tion étant localement - L2 .

est somme de dérivées d’ordre,::; [t]+1 de fonctions é on pourra donc

trouver ainsi une solution élémentaire E somme de dérivées d’ordre  [§] + 1 de

~" donc localement c.Q.F.D.

Remarque. Ce résultat est le meilleur possible: si D = identité, T = $ est

somme de dérivées [%] + 1 , mais non  [j] + 1 de fonctions localement de

carré sommableo

0n peut voir ces résultats par les méthodes indiquées au tome II des distributions

. (page 44, formule (vI,6j16) et ce qui suit). Toute fonction , dont les dérivées (au
sens distribution) d’ordre  [[] + 1 sont localement - L2 est continue, et la forme
linéa,ire qJ(0) (c’es)-ào-dire $ ) est continue sur l’espace (L2[n 2]+1 de ces

fonctions. Le dual de (L2[n 2]+1) est précisément l’espace des sommes finies de déri-
vées d’ordre  [t] + 1 de fonctions à support compact de L2 , d’où le résultat posi-
tif annoncé pour S o

Mais il n’en est plus de môme si on remplace [§] + 1 par [t] , comme le montre
l’exemple de y = (log 1 r)k, qui, pour °  k  F , a ses dérivées d’ordre [n 2] loca-

lement-L2 mais n’est pas bornée au voisinage de x = 0, d’où le résultat négatif re-
latif à À .



II.- Equations à coefficients constants avec second membre,
. dans un ouvert quelconque.

Théorème 3. Soit 03A9 un ouvert C Rn et D un opérateur différentiel à . n va-

riables à coefficients constants. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
. 

lo)D~(~) =~ (~)
2°) II existe un entier k’ tel que D’k’(03A9)~’0(03A9) (2)

3°) Pour tout compact il existe un compact qui vérifie ceci,

ai et si le support de D S est contenu dans K , alors le support de S

est contenu dans K’. 

Démonstration. Première partie :

1°) ~30) , soit K un compact et soit § l’ensemble des fonctions 
et telles que t t ait son support dans K et soit £ 1 . D ~ est un ensemble bor-

né dans o (03A9). Mais 03A6 est aussi un ensemble borné dans ’(03A9)
.

Pour le voir, il suffit, puisque £ est complet, de montrer que y est faible-

ment borné dans ~ (~-)~ donc que, pour toute f ( ~ (’~’) ~j(f~~)~ j 1 reste borné

pour ~P 6 ~ . L’hypothèse 1~) indique qu’il existe g (~) telle que Dg = f.

Alors .

, 

puisque g l~ ( jl ~ et que D ~ est borné dans ~ 
~ 

( ~ .

Comme est bornée ont leurs supports dans un compact fixé, soit
K’.

.. ~s. ~ 
v 

.

Si mamtenant 03C6 est telle que D 03C6 ait son support dans K , il

existe C > 0, tel que C 03C6 ~ 03A6 , donc 03C6 aura aussi son support dans ce qui
montre ~~~ dans le cas particulier de (..~.~ , Cette démonstration est va-

/

labié même si D est à coefficients va,ria~bles~ et -~Y une variété ; D est alors

le transposé de D .

Passons à (-~T.) quelconque

Soit L un voisinage compact de K~ L C -0. ~ Si S est telle que D S
V v ,

a son support dans K ~ le support D S == D( ~( ~ S~ sera contenu dans L dès

2 Nous mettons k’ parce que, si k est l’ordre de la solution élémentaire, on
pourra~ comme il est montré plus loin~ prendre k~ = k + 1 .



que ~(Rn) aura son support assez voisin de l’origine ; alors il existe L’ t

compact tel que o~ ~ S ait son support dans et par passage à la limite

~2014~ ~ ~ S aura aussi son support dans L’.
Deuxième partie : 

"

2°) => 3°) On procède de le. même manière (on prendra pour § l’ensemble des fonc-

tions 03C6~ (03A9) tels que ait son support dans K, et soit en module $ 1

ainsi que toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre k’ ; on montre que ~ est borné dans

~ ~ et on achève comme précédemment).
Troisième partie:

3~) =~ 1~) Il suffit de démontrer
~ 

" 

~ ~~
a) que l’application D $ ~ (~)2014~ § est biunivoque ;

v i ~

. b) que D ~ est fermé dans ~ (~) (fortement ou faiblement, ~ étant ré-
flexif). 

’

a) prouve en effet que D~(~) est dense dans ~ (~-) ; (b) prouve que D est

un homomorphisme faible de  (03A9) dans  (03A9) donc un homomorphisme fort puisque
-~(fY) est un Fréchet, donc est complet donc fermée sera bien

(03A9).
a) est immédiat: si S distribution à support compact vérifie D S = 0 , on a,

par transformation de Fourier : -F(D $). ~ S = 0, et comme c’est un produit de fonc-

tions analytiques, l’une est nulle, donc S=0

b) Il suffit de montrer que l’intersection de (03A9) avec tout ensemble borné
faiblement fermé est faiblement fermée ; les distributions d’un. ensemble borné ayant
leur support dans un compact fixe, il suffit de démontrer ceci : pour tout K compact

est fermé dans ~(~L). * .

Soit E une solution élémentaire de D ; si des T. 6 ci (03A9) sont telles que les
v 

. IL ~ v

D T. aient leurs supports dans Il et convergent vers S , on aura : T. = E x D T.

donc les T. 3- tendent vers  * S dans ’ (Rn) ; mais les T. 1 onè leurs supports 
i

dans un compact fixe K’ ~ 03A9 en vertu de 3°) , donc T == E x S a son support dans
et l’on a = D T = S, donc S appartient aussi à D ’(03A9)~’K et 3°) en-

traîne bien 1~) ..

Quatrième partie: 
’

3~) =~2~) Soit E ~~)~ une solution élémentaire de D. ’

Lemme 1. Soit ~ un voisinage convexe de l’origine dans ~ (-~-) ~ pour tout
compact K contenu dans -~ ~ il existe un ouvert convexe contenant 
tel que l’on ait: D~~) ~ ~(~)



~ ~

Cela revient à dire s si des ~. 6 (5 sont telles que les soient

dans $kK et y convergent vers zéro, les 03C6i sont continues et convergent vers zéro
dans 

Or vérifient s ~. = E x D ~. ~ comme E ~~)’~ / D ~@ ~. ~ . est
continue, et converge vers zéro uniformément sur tout compact ; comme ont

(par l’hypothèse 3°)) leurs supports dans un compact Ficelles tendent bien vers
z éro dans ~(~). 

Nous allons maintenant montrer ceci s

Lemme 2. ~ étant défini comme au lemme 1. il existe un ouvert ~) (~~) et
contenant zéro tel que s k+1(03A9)~ ’(03A9).

’

Cela revient à r’ire ? si des (p. (03A9) sont telles que les D (p. convergent
vers 0 dans Q) (-~)~ alors convergent vers 0 dans ~~(~). (La difficulté

provient des topologies limites inductives).

Soit L l’ensemble des fonctions P dont les dérivées d’ordre  k + 1 (au sens

distributions) sont des fonctions à support compacta mesurables, ma.jorées en module
par 1 . L est dans k(03A9) -e-t est compact diaprés Ascoli. Pour tout compact
K, déterminons l’ouvert K de kK d’après le lemme 1. ..

Posons M == L~ 6 (fl) . Le lemme 1 nous montre que M H K C:  ’ (03A9) C:
d  ~kK~ . Donc si " est l’enveloppe convexe de tous les ouverts M ~ K
des M Q kK, K compacts de 03A9,   contient ". Le lemme 3 qui va suivre nous permel
de montrer que est ouvert dans M pour la topologie induite par k(03A9) (en

prenant F=k(03A9), Fp=kK, M et " pour appliquer ce lemme. M~kK est biencompact, car est compact, et kK ~  ’ (-Q.) est fermé dans  kK ,
même pour la topologie induite par ’ (iL), puisque, dans l’hypothèse 3°) où nous nous
sommes placés, (03A9) est fermé dans ’(03A9)). Alors k+1(03A9) est ouvert sur

Mr~)~(-~ et contenu dans B6~~)~(f~). Un tel ouvert est de la forme M n~’"
où 0 est un ouvert de ~) ~ (fl) pour la topologie induite par ~3) donc a fortiori
pour la sienne propre~ ou encore L n D ~ (~1) fi 6~ . mais L Q 9) est l’en-

semble des 03C6~ k+1(03A9) dont les dérivées d’ordre  k + 1 sont majorées en module

par 1 , c’est un ouvert de 
k+1 

(03A9), donc finalement (9" = L fi "’ est ouvert dans
on a bien 0’n D ’(03A9) == M n k+1(03A9) d D ~ k+1(03A9) . Reste à mon-

trer le lemme 3.

Lemme 3. (B.Malgrange, C.R, Acad.Sc. 12.1.1954). Soit F un espace (F),
Fp une suite de définiton de F , et M un convexe contenant zéro. tel que les



MnF = M soient compacts ; tout  ~ M convexe contenant zéro et tel que les

" p = ~Mp soient des ouverts dans M est un voisinage de zéro dans M . 

’

Pour la démonstration, consulter la note de Malgrange.
, 

Démontrons maintenant que 3°) =~2~) . Soit f 6~) et considérons la 

suivante h sur D~-~~f~ ~~
’ 

v

Du lemme 2 résulte immédiatement ? si des D ~.p. convergent vers zéro dans

k+1(03A9), les p. convergent vers zéro dans 0(03A9) ; par suite  f, 03C6i> ~ 0 ;
h est donc une forme linéaire continue sur muni de la topologie induite par

~~(.Cl) ; donc on peut les prolonger en un g e~’~(~) ? et si ~~~ y on a :
= ~ = d’où Dg = f ; c’est-à-dire 

ce qui est 2~)~ avec k’ = k + 1.

Remarques.

a) Pour R~ (de ~Y. convexe) 3°) est vérifié immédiatement (théorème des sup-
ports). On retrouve ainsi les résultats de l’exposé 2.

. 
b) 2°) entraîne évidemment D~~~’(n.)~~(ri) d’où D~p(n)==~~(~l)

(Q)-~ = espace des distributions d’ordre fini) ; on ne sait pas si la réciproque est

vraie.

Cas des équations elliptiQues.

Définition. D (opérateur différentiel quelconque sur une variété) est dit "ellip-
tique" analytique - elliptique) si, étant donnés S et T dans tels Que
D.S = T, S est,indéfiniment différentiable (rcsp. analytique) dans tout ouvert où T

est indéfiniment différentiable (resp. analytique)

Nous verrons dans les exposés suivants que si D est un opérateur différentiel

à coefficients constants sur R ; ’

"D elliptique" équivaut à "Il existe une solution élémentaire indéfiniment diffé-

rentiable en dehors de l’origine ".

"D analytique-elliptique" équivaut à "Il existe une solution élémentaire analy-
tique en dehors de l’origine ".

En particulier, " D analytique elliptique Il elliptique".

Enfin, si D est elliptique (resp. analytique-elliptique), D est évidemment

elliptique (resp. analytique-elliptique) puisqu’il a comme solution élémentaire É~
E étant une solution élémentaire de D.



Théorème 4.

a) S~ D est elliptique, l’une Quelconque des propriétés 1°)~ 2~)~ 3~) ~
théorème 3 équivaut à s

Il existe donc 3~ (03A9) tel que : > = S’ - S. dans i , pour tout i

(principe du recollement des morceaux) o
Alors s DZ:=DSJ - D S dans 0" ;
donc DU -~ T = ~ est indéfiniment differentiable (puisque dans 7. D S’)

. i~t i

b ) Si D est analytique-elliptique, 1 ° ) , 2° ) , 3 ° ) , 4 ° ) sont vraies pour ££u£
ouvert f3 C # - ..

a) Si D est elliptique, 4°) # 1°) ; en effet, si f (É (/1 ), il existe g 

tel que Dg= f j mai s g e s t indéfiniment différentiable d’après l’ellipticité.

Si D e st elliptique, 1 ° ) > 4° ) n So it ( un recouvrement local ement fini de

f1 par des ouverts i C "o- et rele.tivement compacts dans Ô j et soit ( i} une

partition de l’unité indéfiniment différentiable subordonnée à {’i}.
’

Soit T éÔ) , (afl ) j on peut trouver, S. É# 
, 

(Il.) teî que : D S. = T dans $.
i i i

(il suffit de prendre S. = E T , où E désigne une solution élémentaire de D

et # , i une fonction de àà (Ô) égale à 1 sur 
. i).

Dans o", n j , on a i D(S. - S. ) = 0 ’ j donc S . - S, est une fonction indé-
i j . i i i i .

finiment différentiable dans J , fl ft’. , d ’ aprè s l’ellipticité.
i j .

soit s f = u « . (S . - S . ) S J e st une distribution définie dans i : en
1 J 1 J 1 1

effet S. est définie dans U, et , . partout, donc .u .S, dans ti’. ; « .S.
l ’ . i J J 1 1 J J

est définie partout.

Si possède les propriétés suivantes:

l/ SJ . est indéfiniment différentiable dans ÉÙ°. , car ci.. (S.-S .) a son support
i i j i j 

l

dans Ô. S. - S . est indéfiniment différentiable.
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Par hypothèse, il existe ~  (03A9) tel que : 

b) Montrons que 3°) est vérifié pour tout ouvert -TY lorsque D est analytique-

elliptique.

Soit K un compact considérons ( K fi et décomposons le en ses com-

posantes connexes ; les unes, soient i , sont des ouverts relativement compacts,
les autres sont des ouverts non relativement compacts.

Soit S ~(03A9) tel que D S ait son support dans S est analytique
sur les (et sur les f.) en vertu de l’hypothèse d’ellipticité

S étant à support compacta est nécessairement nulle sur un ouverte: donc

sur ’j .

Finalement, on trouve que le support de S est nécessairement contenu dans

K’ == K U( 

Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que K’ est compact; K’

est fermé (car son complémentaire dans m est U ’j) . Soit V un voisinage compact do
, 

J

K, et F la frontière de V ; est compact; comme il est recouvert par les

i , il est recouvert par un nombre fini d’entre eux, soit  i1 ,..., ik ;
Si i ~ i1,...,ik , i , qui est disjoint des. ne peut rencontrer F ;

comme il est adhérent à K et connexe, on a donc : i V ; finalement ?

K’ C. V U ~. U ... U ~. et K’ est bien bornée donc compact.
~1 ~k


