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ESPACES VECTORIELS DES FONCTIONS ENTIERES
ET EQUATIONS DIFFERZNTIELLES D'ORDRE INFINI

par

L.A. RUBEL
(Université de 1'Illinois)

1. Introduction.
Nous exposons ici la thése de M,B.A., Taylor. Nous considérons 1l'équation
différentielle

(1) PO)f =g, D=n

o F(D) est un opérateur différentiel avec coefficients constants, peut-
8tre dtordre infini, Iei F,f,g appartiennent & des espaces appropriés de
fonctions entidres. Par exemple, si F(z) = e - 1, alors 1l'équation (1)
devient 1'équation des différences, f(z+1) - f(z) = g(z). Nous considérons
ici deux questions :

1) toute solution f de 1l'équation homogéne F(D)f = 0 est-elle une
combinaison linéaire des solutions exponentielles ?

2) étant donné F et g, existe~t-il au moins une solution f de 1l'équa-
tion F(D)f =g *?

Ces questions ont été étudiées par'beaucoup de mathématiciens ; par exemple
Dixon, Ehrenpreis, Guichard, lialgrange, lMartineau, uggli, Ritt, H.S. Shapiro,
L. Schwartz, Sikkernma.

Hous allons voir que la réponse est affirmative si des conditions conve-

nables sont satisfaites par des espaces de fonctions entiéres.
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2. Soit C, 1'espace des fonctions continues complexes sur le plan
complexe qui tendent vers zéro & 1'infini. Soit Cj 1'ensemble des fonctions
non-négatives dans C,, et soit C_ , 1l'ensemble des fonctions de support
compact dans C, ; Cﬁo est l'ensemble de fonctions non-négatives dans C

oo *

Un “ensemble de poids" est un ensemble K de fonctions k dans C: qui
satisfont aux conditions suivantes :
1) Si kK et ¢ >0 alors ckekK.
Si k'€, k'<k, alors k'eK.
$i k,k'€K alors max(k,k!)eK.
2) k2 ¢l .
3) Pour chaque keK, il existe un k' dens K tel que k(z) = ¥(|z|)
et k'(z) >k(z).
4) 8i k(z)eX et ceC alors k(cz)eK.
5) Si keK et ccC alors k(z) exp(ez)eC,.
Définition.- Soit B(K) 1'espace de toutes les fonctions f entidres tel-

les que kfeC;, pour chaque keK. E(K) a une topologie localement convexe

donnée par des seminormes
Hf”k = sup |£(2)k(z)|

Remarque.- La condition kfeC, pour chaque keéK est équivalente, pour

des fonctions entidres,d la condition : kf est borné pour chaque keK.

EXEMPLE 1. X = C:o. Alors E(K) est l'espace de toutes les fonctions

entieres pour la topologie de convergence uniforme sur tout ensemble compact.

EXEMPLE 2.~ K est 1l'ensemble de toutes les fonctions dans le plan,de

b

décroissance & l'infini plus rapide que chaque exponentielle, c'est-a-dire :
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keK si et seulement si k(z) exp(cz)eC, pour tout ccC. Dans ce cas,
E(K) = E,, 1l'espace de toutes les fonctions entiéres de type exponentiel
dans une topologie considérée par fhrenpreis et Malgrange.
Nous allons voir que £ et E; sont des espaces de Montel duals, et que

la topologie sur &, est la topologie de Mackey par rapport & cette dualité.

DEFINITION. Soit M(K) 1tespace vectoriel de toutes les mesures Borelisnnes

complexes sur C de la forme

dv(t) = k(t)du(t)

pour keK et p mesure Borelienne complexe bornée sur C.

DEFINITION,- Pour wvelM(K) soit ¥ , 1la transformée de Laplace de v
9 (z) =‘f exp(zt)dv(t)

I1 est facile de voir que 9 est une fonction entiére.

DEFINITION.- Soit fi (K) 1l'ensemble de toutes les fonctions 9 , veM(K) .

PROPOSITION.~ il (K) est 1l'espace dual de E(K), ol la dualité < E(K),M () >

est donnée par

<€,% >=[fav = (V (D)£)(0) , D

Il

d
g .,
dz

N . . A~ n L (n) o
c'est-a~dire que si ¥ (z) =% AhZ alors <f,v >=1 Ahf (0). 1La série
est absolument convergente.

Alors, l'espace dusl de E(K) est encore un espace de fonctions entidres

“e

mais il est difficile de travailler dans M (K) parce que la caractérisation
des fonctions dans [ (K) n'est pas directe, et parce que les topologies na-

turelles sur I (K) ne sont pas données sous une forme suffisamment concréte.
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Nous allons résoudre ces difficultés.
PROPOSITION.— Soit F(z) = anzn une fonction entidre. Alors Fell (K) si et

seulement si il existe une fonction keK telle que

nt|b | < sup t7k(%).
n
Le "théoréme de Wiener" pour M (K) s'ensuit.
COROLLAIRE,.- Si Fell (K) et si F n'a pas de zéros, alors 1/Fei (K).
COROLLAIRE.- fI (K) est une algébre.
daintenant nous identifions les sous-ensembles équicontinus de I (K).
Soit, pour keK,

B, = {Fefi ();7(z) = [ exp(at)e(t)an(s), ||ul] <13 .

PROPOSITION,.- Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) B¢ fl (K) etB est équicontinu
ii) il existe keK tel que B C Bk
iii) il existe une fonction G(z)eﬁ (K), avec gérie de Taylor

(o]
G(z) =Tb 7", telle que pour chaque FeB, F(z) = % ¢ z, le | <b .
n neo B n n

COROLLATRE.- Le produit E,.E, de deux sousensembles équicontinus de ft (x)

est encore équicontinu.

PROPOSITION.- Si une suite généralisée équicontinue de fonctions dans M (k)
converge vers un ensemble dense dans g alors elle converge dans la topologie
faivle w(il (X),E(K)).

DEFINITION.- K* = {k*ecj : k(z)k*(w) exp zw est bornée pour chaque keK}
PROPOSITION.- K* est un ensemble de poids et E(K*) est toujours une algbre,

et KC K¥* et K* = K¥¥*,
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DEFINITION.- K est parfait si K = K**,

PROPOSITION.- i (K) est un sous-espace dense de E(K*) et M (K*) est un
sous-espace dense de E(K).
De plus, la topologie de lackey mn(fl (K),E(X)) et la topologie forte
s(# (K),E(K)) cofncident et sont plus fines que la topologie relative
o(M (K),E(K*)) de M (K) comme sous-espace de E(K*).
Nous allons trouver
a) des conditions sur K telles que 0 (K) = E(k*)
b) des conditions sur K telles que m=op .
DEFINITION.- X est hypo-convexe si étant donnée une fonction .A(r) convexe en

log r sur [0,[ quelconque telle que

k(r) exp h(r)eCo pour tout keK
alors il existe une fonction A, =X  convexe de r telle k(r) exp )\1(r)€Co

pour tout kek,

THEOREME. Les conditions suivantes sont éguivalentes :

i) p=m

ii) e est une topologie admissible par rapport & la dualité entre

M (K) et E(K).
iii) E(K) = I (%)

iv) K est hypo-convexe.

DEFINITION. K & une base dénombrable s'il existe des fonctions kth ,
n=1,2,5,... telles que

i) k <k, < ..o
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ii) étant donné k quelconque €K , il existe un entier n >0 tel

que k(z) = O(kn(z)).

DEFINITION.- K est déterminé par une suite s'il existe des fonctions continues

et non décroissantes @n(r) sur [0,«[, n =1,2,3,... telles que
i) o<y (r) <o,(r) < ...
ii) K = {kECt s k(z) exp @n(‘z‘) est borné pour tout n =1,2,...}

Par exemple, L a une base dénombrable et E; est déterminé par une suite.

THEORFME.- $i K & une base dénombrable, alors E(K) est métrisable et

tonnelé,

THROREME.- Si K est déterminé par une suite, alors E(K) est tomeld.

V4 N
THEOREME,- Supposons gue K est hypo-convexe. Alors, les conditions suivantes

sont équivalentes

i) B(X) est tonnelé

ii) ﬁ (K) est un espace de lHontel pour la topologie p

iii) I (K) = B(x*).

Dans la terminologie de Ehrenpreis, E(K) est analytiquement uniforme

si et seulement si K est hypo-convexe et E(K) est tonnelé.

3.~ Voici un théordme qui donne tous les exemples classiques et beaucoup

d'autres.
Nous considérons des fonctions &, v, dites fonctions complémentaires
de Young! clest-a-dire qu'elles sont convexes, gque 8(0) =v(0) =0, et que

&(z) =I

2 o(t)at, v(z) =:fz¢(t)dt ou ¢ et { sont des fonctions croissantes
0 0



L.A. Rubel, Espaces vectoriels... 3. - 40 -

non bornées et @(§(t)) = ¢(e(t)) =t pour tout +t.

THEOREME. Soit @1,@2,Q3,... des fonctions convexes, non décroissantes sur

[0,o[ avec des dérivées premidres continues, telles gue @n(O) =0 et

a) CP1SQP2SCP3S"'
b) pour chague n > O, @n(Zr) = O(@n+1(r)) quand r > ®
c) ¢ (r)/r>+=  guand row.

Soit K 1'ensemble de toutes les fonctions continues et non-négatives

k(z) zelles que k(z) exp wn(izl) est bornée pour tout n > 0. Alors, K

est un ensemble de poids et

i) K est déterniné par une suite et est hypo-conyexe.

ii) K* est 1l'ensemble de toutes les fonctions continues et non-négatives

k* telles qu'il existe un n >0, 1el que k*(z) = O[exp(-wn(lzl)], ou Wn

est la fonction complémentaire de Young de P,

iii) K* a une base dénombrable et est hyper=-convexe (voir définition

plus loin)

iv) K est parfait.
De plus
1) B(X) est 1l'ensemble de toutes les fonctions entidres f telles qufil
existe un n tel que
M(z,£) = O(exp(e, (r))
2) E(K*¥) est l'ensemble de toutes les fonctions entidres F telles que

pour tout n >0,

M(r,f) = O(exp ¥ (r))
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3) 0 (k*) = B(K) et M (K) = E(&*) .

4) B(X) et E(K*) sont des espaces Montels duals. Par exemple, soit
1<p<®, 1<p <p,<..,p 0. Soit ¢ (r)= 20, plors E(K) est
1'espace de toutes les fonctions entidres d'ordre < p et E(K*) est 1l'espace
de toutes les fonctions entidres d'ordre <gq ou 1/p + 1/q =1. Les autres

cas qu'indique la table suivente sont semblables.

: log M(r,f) = O(eBr)

: E(K) : B(k*) :
: f de type exponentiel : f entisre :
: log M(r,f) = o(r log r) : 3 B>0 tel que :

log M(r,f) = »(r log r) : log log M(r,f) = o(r)

es oo
.

e

f dlordre <1 : f d'ordre fini

f d'ordre < p type fini (p>1) : £ d'ordre < g

s oo 96 ec o5 s oo

:  type minimal, ol + 1

I

1,1
P q

es ee we

+
Q =
1l

ep se 6o oo oo 8o ee oo
.

f dlordre <p (p=>=1) : £ d'ordre <gq 01‘1']1;

.o
se o

4.~ Nous considérons maintenant des algebres de fonctions entiéres, dites
algeébres d'Hadamard,
DFf‘.FINITION.- Un espace vectoriel topologique A de fonctions entieres, qui

est aussi une algebre pour la multiplication en chaque point
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(fg)(z) = £(2)e(z) (on ne suppose pas que cette multiplication soit continue)

est une algébre d'Hadamard si

i) A contient tous les polyndmes

ii) si fea, f(a) = 0, alors f(z)/(z-a)eA

iii) étant donné geA, g # O, il existe une fonction heA et des fonc-
tions gn(z) = Pn(z)en(z), oi P est un polynme et e~ est une unité
(ctest-a-dire que 1/en est entidre), telles que gh/g €A et lim fgh/gn =f
pour tout feA. Par exemple, si A = B;, l'espace des fonctions entiéres de
type exponentiel, alors on peut choisir h =1 et prendre pour &, les pro-
duits partiels du produit d'Hademard.
DEFINITION.- Pour un idéal I dans A, nous définissons Z(I) comme la suite
des zéros (avec multiplicités) communs des fonctions dans I,
DﬁFINITION.- Pour une suite Z de nombres complexes, avec multiplicités, nous
désignons par I(Z) 1'idéal de toutes les fonctions f dans A telles que

f(z) = 0 (avec multiplicité) pour chaque z€Z.

THEOREME.— Dans wealgdbre d'Hadamard, tout idéal fermé I satisfait 3

I=1(2(1)).
Pour la syntheése spectrale, il est utile de savoir si 1 (K), W(ﬁ (K),E(K):

est une algebre d'Hademard.

THEOREME.- Si E(K) est une algdbre, c'est une algdbre d'hadamard.

Alors, E(K*) est toujours une algébre d'Hadamard.

THEOREME.- Si K est hypo—convexe etsiB(K) est tonneld, alors 11 (K),w est

une algebre d'Hadamard.
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THEOREME.- Si K est porfait, alors M (K),w est une algdbre d'Hadamard.
DEFINITION. K est hyper-convexe si, étant donné keK, il existe une fonction
radiale k'eK, k' >k, telle que -log k'(r) soit convexe et croissante

lorsque k'(r) # O.

THEOREME.—_§1 K est hyper—convexe, alors M (K),w est une algtbre d'Hadamard.

Ces résultats donnent des conditions élémentaires pour que i (K),w soit
une algebre d'Hadamard. Les démonstrations dépendent du théoréme suivant qui
est une généralisation aux fonctions d'ordre infini du théoréme de factorisation
d'Hadamard, et qui est démontré en utilisant une méthode de séries de Fourier,

sans utiliser les produits de Weierstrass ou d'Hadamard.

THEOREME (Produit généralisé d'Hadamerd). Supposons A(r) continue, non-

décroissante, et positive sur r > 0. Soit g une fonction entiere non

constante, telle qu'il existe des constantes A, B telles gue

log M(r,g) < AA(Br).

Alors, il existe des constantes C, D et des fonctions h,gh entiéres,

et des nombres O <ZR1'< R2 < ... Ztels que

i) gn(z) = Pn(z)en(z), ol e, st une fonction entidre sans zéros et

ou P est un polyndme dont les zéros sont les zéros de hg dans le disque

{z : ]znisg Rn}

ii) 2 hzz =1 uniformément sur tout ensemble compact
n

iii) log M(r,f) < CA(Dr) si f est une des fonctions g, h, gh,

gh/gﬂ’ gns Pn’ en .
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5. Nous considérons maintenant la question de la synthése spectrale.
DEFINITION.- Une variété dans E(K) est un sous-espace fermé invariant par
translation,.

DEFINITION.~ Nous disons qu'on obtient la synthise spectrale pour la variété
V si V est la variété engendrée par les monbmes exponentiels zj exP Az
qui appartiennent & V. Observons que l'ensemble V = {f : F(D)f = 0} est une

variété, et notre question b) est la question de la synthése spectrale pour

cette variété V.

THEOREME (Ehrenpreis-lialgrenge).- Si dans If (K), tout idéal fermé I satis-

fait 3 I =1(2(I)), alors la synthdse spectrale est obtenue pour chague

variété dens E(K).
Nous avons donc trouvé des conditions élémentaires sur K (qui sont

vérifides dans tous les cas classiques) pour obtenir la synthdse spectrale

pour toute variété dans E(K).

Nous n'avons pas trouvé d'espace E(K). dans lequel la synthese spectrale

n'est pas obtenue.

6. Nous cherchons maintenant une représentation plus forte des fonctions
dans les variétés comme sommes d'exponentielles. Nous considérons les séries
canoniques et l'interpolation. Soient v we variété propre, I =V ,

-t e me eis
2 =3(1); a,, 5000 de Z et my, m,... les multiplicités.
ZJ

p(z) = exp azeV si et seulement si dn : a = a, et 0<j<m.

Nous supposons que u(K), w(i1(k),5(K)) est une algdbre d'Hadamard.

Par p,q, nous désignons des mondmes eXponentiels.
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LEUIE,~ Etant donné un mondme exponentiel peV, il existe une fonctionnelle

linéaire et continue I_ : V- C telle que pour qeV, L (g) =8 .
b = P P,q

DEFINITION.~ Pour fe¢V, la série canonique Zf de f est la série

f~ % plz)L(f) .
eV P

la série canonique ne dépend que de la fonction f, et ne dépend pas de
la variété V.
DEFINITION.- Par F(p) nous notons < F,p >,

81 plz)’= zj exp az, alors <IF,p>= F(j)(a).
DEFINITION.- Une V-suite est une famille o = (cp), peV, de nombres complexes,
DEFINITION.- ¢ est l'espace vectoriel de toutes les V-suites telles que
Cp = 0 sauf pour un nombre fini de V.
DEFINITION.- Soit ¢ = (cp)€¢. Pour feV, f~Z pdp

nous définissons la oc-moyemne de f par

s(£,8) = % a 3 (igé’%) Q.
Pev a<p
p maximal

ou m(p) est la multiplicité de p, et nous écrivons q < p si
p(z) = zj exp az, q(z) = zz exp az, (méme fréquence a) et =4 .

Alors, S(f,E) est une application linéaire et continue de V damns V.
Chaque S(f,c) est une combinzison linéaire finie de monSmes exponentiels.
DEFINITICN.~ Un procédé effectif de sommation pour V est une suite c(k)

d'éléments de o,k = 1,2,3,... telle que si Sk(f) = S(f,E(k)) alors, pour

chaque feV, f = lim Sk(f).
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THEOREME. - Supposons que M (K),w soit une aledbre d'Hadamard. Si V est une

variété propre, alors il existe un procédé effectif de sommation pour V.

Pour la démonstration, nous prenons une fonction GGVl, G #0 ; nous choisis~

sons les fonctions d'aprés le produit canonique généralisé d'Hadamard

¢, (2) = (&(2)H(z))/(P (2) (=) et nous prenons c%): 6, (p) -

DEFINITION.- Soit S 1'ensemble de toutes les V-suites (bp) telles qu'il
existe un k€K et un A >0 tels que [bp‘<§ AHka pour chaque p €V,

I1 est clair que si Fkﬁ (X) 1a V-suite {F(p)} appartient & S , parce
que

F(j)(z) = [ " exp (zt)k(t)an(t)

pour keK et pour une mesure 4, |jpl <1,
DEFINITION.- Z est une suite d'interpolation pour i (K) si, étant donné

(bp)eS, T Rell (X) tdleque F(p) = b, pour tout peV. Iei, = 2(1) = z(vh).

THEORELE , = Supposons gue M (K),w soit une algébre d'Hadamard, et que K ait

une base dénombrable, Alors, les mondmes exponentiels forment une base absolu=-

ment convergente pour V si et seulement si Z est une suite d'interpoiation

pour fi (x).

THEOREME.— Supposonsg que i (K),w est Hadamard. Si les monfmes exponentiels dans

V forment une base absolument convergente dans V, alors Z est une suite d'in-

terpolation pour i (x). Si Z est une suite d'interpolation pour ﬁ (K),

alors la série canonique converge absolument dans E(K) pour chaque fonction

dans V, c'est-i-dire que si feV, f AJZpdp, alors E]dp'“p”k < ® pour

chague keK,
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THEOREME.- Supposons que M (K),w est Hademard et que V est tonneldé. Alors

Z est une suite d!'interpolation pour i (K) si et seulement si la série cano-

nigue de chague fonction dans V est absolument convergente dans E(K),

7.~ Nous considérons maintenant 1'équation F(D)f = g, & # O. Rappelons
que 1l'équation fxv = g de convolution est équivalente & 1'équation
v (D)f = g.
PROPOSITION.- Si feB(K) et wveM(K), alors (fxv)(z) est une fonction entidre.
PROPOSITION.~ L'application f - fxv, velM(K) est une application de M (K*)
dans 11 (k*).

COROLLAIRE,.- Si K est hypo-convexe, alors, l'application f = fxv est une

application de &(X) dens #(X).

THEOREME.~ Soit v une mesure dans H(K), v # 0. Supposons qu'une des hypo-

théses suivantes soit vérifide.

i) K est hypo=-convexe

ii) ¥ est parfait et est déterminé par une suite

iii) K est hyper-convexe et est déterminé par une suite.

Alors, étant domné geB(K), il existe fe(K) telle gque fxv = g.

THEOREME.- Soit v une mesure dans M(K), v # O. Alors, étant donné gefi (K*),

il existe fefl (XK*) telle que fxv = g.
Les démonstrations de ces théoremes dépendent des "lemmes de divisions"
qui suivent. Leurs démonstrations utilisent la fonction T(r,f) caractéristique

de Nevanlinna et 1'inégalité T(r,f/g) < T(z,f) + T(r,g).
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LAME,~ Soit {Gd} une suite généralisée dans E(K*) +telle que pour FeE(K¥),
F#0, onait P, >0 dans £(K*). Alors G, -0 dans E(K¥).

LEMME,- Soient E(K) +tonnelé et X hyper-convexe ou parfait. Soit {qn} une
suite dans M (K) telle que pour FeM (X), P# 0, on ait W -0 dans la

topologie w(lt (X), B(X)). Alors G >0 dens cette topologie.



